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Аннотация

Настоящая работа посвящена изучению дважды альтернативных делителей ну-
ля в контралгебрах Кэли—Диксона. Сначала мы описываем их аннуляторы и ор-
тогонализаторы, а также устанавливаем соотношение между централизаторами и
ортогонализаторами таких элементов. Затем мы доказываем существование анало-
га вещественной жордановой нормальной формы для контроктонионов. Наконец, мы
рассматриваем графы коммутативности, ортогональности и делителей нуля для алгебр
контркомплексных чисел, контркватернионов и контроктонионов, а также описываем
их компоненты связности, диаметры и клики.

Abstract

A. E. Guterman, S. A. Zhilina, Cayley–Dickson split-algebras: Doubly alterna-
tive zero divisors and relation graphs, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 23 (2020), no. 3, pp. 95—129.

Our paper is devoted to the investigations of doubly alternative zero divisors of the
real Cayley—Dickson split-algebras. We describe their annihilators and orthogonalizers
and also establish the relationship between centralizers and orthogonalizers for such
elements. Then we obtain an analogue of the real Jordan normal form in the case of the
split-octonions. Finally, we describe commutativity, orthogonality, and zero divisor graphs
of the split-complex numbers, the split-quaternions, and the split-octonions in terms of
their diameters and cliques.
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Посвящается памяти Виктора Тимофеевича Маркова

1. Введение

Делители нуля алгебр Кэли—Диксона представляют особенный интерес, од-
нако их распознавание и описание аннуляторов оказывается довольно трудной
задачей. Некоторые попытки классифицировать делители нуля алгебр главной
последовательности предприняли Дж. Морено в [20—22] и Д. К. Бисс, Д. Даг-
гер и Д. К. Исаксен в [12]. Однако и сейчас решение этой проблемы далеко
от завершения. В частности, работа [12] содержит описание только тех дели-
телей нуля, аннуляторы которых имеют наибольшую возможную размерность.
Отметим, что Морено был первым, кто начал изучать в алгебрах главной по-
следовательности дважды альтернативные делители нуля, т. е. такие элементы,
обе компоненты которых являются альтернативными. Затем их аннуляторы бы-
ли описаны в [12, предложение 11.1]. Тем не менее до сих пор не найден простой
критерий того, что дважды альтернативный элемент является делителем нуля,
за исключением теоремы 2.9 в [20].

Важным подходом к визуализации различных алгебраических отношений,
таких как ортогональность, коммутативность и т. д., является построение гра-
фа рассматриваемого отношения. Изучение графов, порождённых отношениями
на алгебраических системах, берёт своё начало в теории групп (см. [7]). На
кольцах и алгебрах эти исследования восходят к работе И. Бека [10] (1988 г.),
где был впервые определён граф делителей нуля коммутативного кольца. Позд-
нее Д. Ф. Андерсон и П. С. Ливингстон [6] усовершенствовали это определение.
Что касается графов делителей нуля некоммутативных колец, впервые их ввёл
С. П. Редмонд [23]. С. Акбари, М. Гандехари, М. Хадиан и А. Мохаммади-
ан [4] дали определение графа коммутативности некоммутативного кольца, а
Б. Р. Бахадлы, А. Э. Гутерман и О. В. Маркова [1] положили начало изучению
графов ортогональности.

Графы отношений матричных колец представляют особый интерес, в част-
ности, графы делителей нуля изучались в [13], графы коммутативности—
в [3,5,15], а графы ортогональности – в [1,9,18].

В данной работе мы рассматриваем дважды альтернативные делители нуля
в вещественных контралгебрах Кэли—Диксона. Наша основная цель— получе-
ние критерия того, что дважды альтернативный элемент является делителем
нуля, а также описание его левого и правого аннуляторов и ортогонализато-
ра. В ходе доказательства мы также классифицируем альтернативные элементы
в контралгебрах. Кроме того, мы обобщаем соотношение между централиза-
тором и ортогонализатором произвольного дважды альтернативного делителя
нуля, полученное в [2, предложение 8.15] для алгебры контрседенионов, на слу-
чай произвольной контралгебры. Затем мы применяем полученные результаты
к графам отношений вещественных контралгебр малых размерностей и изучаем
их комбинаторные характеристики, в частности диаметр и описание клик.
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Работа построена следующим образом: раздел 2 содержит основные опреде-
ления и обозначения. Раздел 3 посвящён вещественным алгебрам Кэли—Диксо-
на. В частности, мы подробно описываем процедуру Кэли—Диксона в подразде-
ле 3.1 и напоминаем некоторые свойства вещественных алгебр Кэли—Диксона
в подразделе 3.2. После этого в подразделе 3.3 мы определяем алгебры кон-
тркомплексных чисел, контркватернионов и контроктонионов. В разделе 4 мы
изучаем дважды альтернативные делители нуля в произвольных контралгеб-
рах. В разделе 5 мы применяем эти результаты для описания графов отноше-
ний вещественных контралгебр малых размерностей. Подраздел 5.1 содержит
элементарные сведения о графах отношений алгебры контркомплексных чисел.
В подразделе 5.2, посвящённом графам отношений алгебры контркватернио-
нов, мы приводим свои доказательства некоторых известных результатов, чтобы
продемонстрировать аналогию между контркватернионами и контроктонионами.
В следствии 5.23 подраздела 5.3 мы получаем аналог вещественной жордано-
вой нормальной формы для контроктонионов, что позволяет описать их графы
ортогональности и делителей нуля.

2. Основные определения

Пусть F—произвольное поле, (A,+, ·)—алгебра с единицей 1A над полем F,
возможно некоммутативная или неассоциативная. Тогда для a, b ∈ A говорят,
что

— a и b коммутируют, если ab = ba,
— a и b антикоммутируют, если ab+ ba = 0,
— a и b ортогональны, если ab = ba = 0,
— a— левый делитель нуля, если a �= 0 и существует такое ненулевое b ∈ A,

что ab = 0,
— a— правый делитель нуля, если a �= 0 и существует такое ненулевое

b ∈ A, что ba = 0,
— a— двусторонний делитель нуля, если a как левый, так и правый дели-

тель нуля,
— a— делитель нуля, если a либо левый, либо правый делитель нуля.

Определение 2.1.

— Центром алгебры A называется множество

CA = {a ∈ A | ab = ba для всех b ∈ A}.
— ZL(A)—множество левых делителей нуля в A.
— ZR(A)—множество правых делителей нуля в A.
— Z(A)—множество делителей нуля в A.
— ZLR(A)—множество двусторонних делителей нуля в A.
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Определение 2.2. Пусть a—произвольный элемент алгебры A.
• Централизатором a называется

CA(a) = {b ∈ A | ab = ba}—
множество элементов A, коммутирующих с a.
• Антицентрализатором a называется

AncA(a) = {b ∈ A | ab+ ba = 0}—
множество элементов A, антикоммутирующих с a.
• Левым аннулятором a называется множество

l.AnnA(a) = {b ∈ A | ba = 0}.
• Аналогично правым аннулятором a называется

r.AnnA(a) = {b ∈ A | ab = 0}.
• Ортогонализатором a называется

OA(a) = {b ∈ A | ab = ba = 0}—
множество элементов A, ортогональных к a.

Замечание 2.3. Нетрудно убедиться, что для каждого a ∈ A множества CA,
CA(a), AncA(a), l.AnnA(a), r.AnnA(a), OA(a) являются линейными простран-
ствами над F.

Введём теперь некоторые графы отношений, изучению которых посвящена
данная работа.

Определение 2.4. Для алгебры A определим следующие структуры.

— Граф коммутативности ΓC(A): вершины— элементы множества A\CA,
различные вершины a и b соединены ребром, если ab = ba.

— Граф ортогональности ΓO(A): вершины— элементы множества ZLR(A),
различные вершины a и b соединены ребром, если ab = ba = 0.

— Ориентированный граф делителей нуля ΓZ(A): вершины— элементы
множества Z(A), различные вершины a и b соединены направленным
ребром от a к b, если ab = 0.

Напомним основные сведения из теории графов, которые нам потребуются.
Определение 2.5. Пусть Γ—ориентированный или неориентированный

граф.

— Γ называется связным, если для любой упорядоченной пары вершин (x, y)
существует путь от x к y.

— Расстояние d(x, y) = dΓ(x, y) между двумя вершинами x и y в графе Γ—
это число рёбер в кратчайшем пути от x к y. Если такого пути не суще-
ствует, то d(x, y) =∞.

— Диаметр d(Γ) графа Γ определяется как sup
x,y∈Γ

d(x, y).
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Для неориентированного графа Γ определены также следующие понятия.

— Компонентой связности Γ называется максимальный связный подграф Γ.
— Клика Q в графе Γ—это такое подмножество вершин Γ, что любые две

различные вершины в Q соединены ребром.
— Клика Q называется максимальной, если Q максимальна по включению.

3. Основные сведения
о вещественных алгебрах Кэли—Диксона

3.1. Построение алгебр Кэли—Диксона

Определение 3.1 [19, c. 139, определение 1.5.1]. Пусть (A,+, ·)—алгебра
над полем F. Операцией сопряжения a �→ ā на A называется такой эндоморфизм
A как линейного пространства, что для любых a, b ∈ A выполнено ¯̄a = a и
ab = b̄ā.

Определение 3.2. Пусть (A,+, ·)—алгебра над полем F с единицей 1A и
операцией сопряжения a �→ ā. Это сопряжение называется регулярным, если
для любого элемента a ∈ A выполнено a + ā = t(a)1A и aā = āa = n(a)1A, где
t(a), n(a) ∈ F. Здесь t(a) называется следом a, n(a) называется нормой a.

Далее будем считать, что на F-алгебре A задана регулярная операция сопря-
жения a �→ ā. Ниже представлены основные утверждения, которые понадобятся
нам позднее. Для полноты изложения мы также приводим доказательства для
некоторых из них.

Предложение 3.3. Пусть a ∈ A, λ ∈ F. Тогда n(a−λ1A) = λ2− t(a)λ+n(a).

Доказательство. Для любого b ∈ A имеем b̄ = b1A = 1A · b̄, поэтому
1A = 1A. Значит,

(a− λ1A)(a− λ1A) = (a− λ1A)(ā− λ1A) =

= aā− λ(a+ ā) + λ21A =
(
λ2 − t(a)λ+ n(a)

)
1A.

Определение 3.4. Характеристическим многочленом элемента a ∈ A на-
зывается

pa(λ) = n(a− λ1A) = λ2 − t(a)λ+ n(a).

Его дискриминант равен dis(a) =
(
t(a)

)2 − 4n(a).

Предложение 3.5 [24, с. 438]. Для любого a ∈ A выполнено pa(a) = 0.

В этом подразделе, опираясь в основном на работы [19,24], мы напоминаем
классический способ построения неассоциативных алгебр методом удвоения,
так называемую процедуру Кэли—Диксона.
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Определение 3.6 [24]. Алгебра A{γ}, полученная из A с помощью проце-
дуры Кэли—Диксона с параметром γ ∈ F, γ �= 0, определяется как множество
упорядоченных пар элементов из A с операциями

α(a, b) = (αa, αb),
(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),
(a, b)(c, d) = (ac+ γd̄b, da+ bc̄)

и сопряжением
(a, b) = (ā,−b), a, b, c, d ∈ A, α ∈ F.

Предложение 3.7 [24].

— A{γ} является алгеброй над полем F с единицей 1A{γ} = (1A, 0) и регу-
лярной операцией сопряжения.

— Если A—алгебра размерности n с базисом {ei}i=1,...,n, то A{γ}—алгебра
размерности 2n с базисом {(ei, 0), (0, ei)}i=1,...,n.

Таким образом, если начать с одномерной алгебры и последовательно при-
менять к ней процедуру Кэли—Диксона, то на n-м шаге получится 2n-мерная
алгебра.

Предложение 3.8 [19, с. 161, упражнение 2.5.1]. Пусть γ′ = α2γ для
некоторого α �= 0. Тогда алгебры A{γ} и A{γ′} изоморфны.

Отметим, что обратная импликация в предложении 3.8 неверна (см. при-
мер 5.17).

Лемма 3.9 [24, с. 435]. Пусть a, b ∈ A, (a, b) ∈ A{γ}. Тогда
t
(
(a, b)

)
= t(a),

n
(
(a, b)

)
= n(a)− γn(b).

Далее будем считать, что F = R и R1A отождествляется с R. Для произ-
вольного элемента A введём следующие понятия, являющиеся аналогами соот-
ветствующих понятий для комплексных чисел.

Определение 3.10. Действительной частью элемента a ∈ A называется

Re(a) =
a+ ā

2
,

мнимой частью—

Im(a) =
a− ā

2
,

нормой— n(a) = aā = āa. Говорят, что a— чисто мнимый элемент, если
Re(a) = 0.

Заметим, что Re(a), n(a) ∈ R1A = R, поскольку операция сопряжения на A
регулярна. Очевидно, что введённое понятие нормы согласовано с определени-
ем 3.2.
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Замечание 3.11. Норма a часто определяется как
√
aā, в отличие от n(a) =

= aā, используемого в данной работе. Однако большая часть результатов может
быть легко перенесена на случай изменённой таким образом нормы.

Лемма 3.12. Для любого a ∈ A выполнено dis(a) = − 4n
(
Im(a)

)
.

Доказательство. Имеем

dis(a) =
(
t(a)

)2 − 4n(a) = (a+ ā)2 − 2aā− 2āa =

= (a− ā)2 = −(a− ā)(a− ā) = −4n
(
Im(a)

)
.

Определение 3.13. Для каждого целого n � 0 и ненулевых вещественных
чисел γ0, . . . , γn−1 вещественная алгебра Кэли—Диксона An = An{γ0, . . . , γn−1}
определяется индуктивно:

1) A0 = R, e(0)0 = 1— её базисный элемент;
2) если построена An{γ0, . . . , γn−1}, то

An+1{γ0, . . . , γn} = (An{γ0, . . . , γn−1}){γn},
причём e

(n+1)
0 , . . . , e

(n+1)
2n+1−1 — её базисные элементы, где

e(n+1)
m =

{(
e
(n)
m , 0

)
, 0 � m � 2n − 1,

(
0, e(n)

m−2n

)
, 2n � m � 2n+1 − 1.

Лемма 3.14. Для каждого n � 0 структура An из определения 3.13 явля-
ется алгеброй над R размерности 2n с единицей e

(n)
0 и регулярной операцией

сопряжения.

Доказательство. Утверждение следует из предложения 3.7 при помощью
индукции по n.

Мы будем использовать обозначения 1 = e
(n)
0 и r = re

(n)
0 для r ∈ R.

3.2. Свойства вещественных алгебр Кэли—Диксона

Далее подразумеваем, что A—произвольная алгебра над полем F, а An =
= An{γ0, . . . , γn−1}—произвольная вещественная алгебра Кэли—Диксона. Как
следует из предложения 3.8, алгебра An{γ0, . . . , γn−1} изоморфна алгебре
An{sgn(γ0), . . . , sgn(γn−1)}, поэтому достаточно рассматривать только значения
γk ∈ {±1}, k = 0, . . . , n− 1.

Обозначение 3.15. Для каждого m = 0, . . . , 2n − 1 обозначим

δ(n)
m =

n−1∏

l=0

(−γl)cm,l ,
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где показатели cm,l ∈ {0, 1} однозначно определены условием

m =
n−1∑

l=0

cm,l2l

(см. [2, предложение 3.18]).

Лемма 3.16. Пусть a = a0 + a1e
(n)
1 + · · ·+ a2n−1e

(n)
2n−1 ∈ An. Тогда

ā = a0 − a1e
(n)
1 − · · · − a2n−1e

(n)
2n−1,

Re(a) = a0,

Im(a) = a1e
(n)
1 + · · ·+ a2n−1e

(n)
2n−1,

n(a) =
2n−1∑

m=0

δ(n)
m a2

m,

где сопряжение рассматривается в смысле определения 3.6, а норма, действи-
тельная и мнимая части— в смысле определения 3.10.

Доказательство. Утверждение следует из леммы 3.9 и непосредственных
вычислений.

Обозначение 3.17. Для

a =
2n−1∑

m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑

m=0

bme
(n)
m ∈ An

определим

〈a, b〉 =
2n−1∑

m=0

δ(n)
m ambm.

Предложение 3.18. 〈a, b〉—вещественнозначная симметрическая билиней-
ная форма, соответствующая квадратичной форме n(a), т. е.

〈a, a〉 = n(a),
〈a1 + a2, b〉 = 〈a1, b〉+ 〈a2, b〉,
〈αa, b〉 = α〈a, b〉,
〈a, b〉 = 〈b, a〉,
〈a, b〉 ∈ R

для всех a, a1, a2, b ∈ A, α ∈ R.

Доказательство. Первое равенство следует из леммы 3.16, остальные свой-
ства проверяются непосредственными вычислениями.

Предложение 3.19. Пусть a, b ∈ An. Тогда 2〈a, b〉 = ab̄+ bā = āb+ b̄a.
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Доказательство. Согласно предложению 3.18

2〈a, b〉 = 〈a+ b, a+ b〉 − 〈a, a〉 − 〈b, b〉 = (a+ b)(a+ b)− aā− bb̄ = ab̄+ bā.

Аналогично

2〈a, b〉 = 〈a+ b, a+ b〉 − 〈a, a〉 − 〈b, b〉 = (a+ b)(a+ b)− āa− b̄b = āb+ b̄a.

Следствие 3.20. Пусть a, b ∈ An. Тогда 〈a, b〉 = Re(ab̄) = Re(b̄a).

Доказательство. Действительно, из предложения 3.19 следует, что

2Re(ab̄) = ab̄+ ab̄ = ab̄+ bā = 2〈a, b〉.
Аналогично

2Re(b̄a) = b̄a+ b̄a = b̄a+ āb = 2〈a, b〉.
В следующей лемме описан антицентрализатор произвольного ненулевого

элемента An.

Лемма 3.21 [2, лемма 5.8]. Пусть a ∈ An, a �= 0.
1. Если Re(a) �= 0, n(a) �= 0, то AncAn

(a) = {0}.
2. Если Re(a) �= 0, n(a) = 0, то AncAn

(a) = Rā.
3. Если Re(a) = 0, то AncAn

(a) = {b ∈ An | Re(b) = 0 и 〈a, b〉 = 0}.
Перейдём к некоторым определениям, связанным с понятием ассоциативно-

сти.
Определение 3.22. Ассоциатором элементов a, b, c ∈ A называется элемент

[a, b, c] = (ab)c− a(bc).
Предложение 3.23 [19, с. 141]. Ассоциатор линеен по каждому своему

аргументу.

Определение 3.24 [19, определение 2.1.1].

— Алгебра A называется гибкой, если для любых a, b ∈ A выполняется
равенство (ab)a = a(ba).

— Элемент a ∈ A называется альтернативным, если для любого b ∈ A
выполнено a(ab) = a2b и (ba)a = ba2.

— Алгебра A называется альтернативной, если все её элементы альтерна-
тивны.

Предложение 3.25 [19, упражнение 2.1.1].

— Если A— гибкая алгебра, то для всех a, b, c ∈ A выполнено [a, b, c] =
= − [c, b, a].

— Если A альтернативна, то ассоциатор на A кососимметричен, т. е. меняет
знак при транспозиции аргументов.

Лемма 3.26 [24, с. 436, с. 438, теорема 1].

— An коммутативна, если и только если n � 1.
— An ассоциативна, если и только если n � 2.
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— An альтернативна, если и только если n � 3.
— An гибкая для всех n ∈ N ∪ {0} и γ0, . . . , γn−1 ∈ R \ {0}.
Напомним некоторые сведения об автоморфизмах алгебр.
Определение 3.27. Отображение φ : A → A называется автоморфизмом A,

если φ биективно и для всех a, b ∈ A и γ ∈ F выполнено φ(a+ b) = φ(a) + φ(b),
φ(ab) = φ(a)φ(b), φ(γa) = γφ(a). Обозначим множество всех автоморфизмов A
как AutF(A).

Лемма 3.28. Пусть φ ∈ AutF(A). Тогда φ сохраняет пары коммутирующих
элементов, пары ортогональных элементов и пары делителей нуля.

Доказательство. Непосредственно следует из определения автоморфизма
алгебры.

Обозначение 3.29. Пусть m ∈ N, a1, . . . , am ∈ An. Тогда

Lin(a1, . . . , am) = Ra1 + · · ·+ Ran,

Lin∗(a1, . . . , am) = Lin(a1, . . . , am) \ {0},
Lin∗

I(a1, . . . , am) = Lin(1, a1, . . . , am) \ R.

3.3. Примеры вещественных алгебр Кэли—Диксона

Определение 3.30.

— Говорят, что алгебра An{γ0, . . . , γn−1} является алгеброй главной после-
довательности Кэли—Диксона, если γk = −1 для любого k = 0, . . . , n−1.
Мы будем обозначать такую алгебруMn (от слова «main»).

— Алгебра An{γ0, . . . , γn−1} называется контралгеброй, если γk = −1 для
любого k = 0, . . . , n− 2 и γn−1 = 1. Мы будем обозначать её Hn (от слова
«hyperbolic»), поскольку Hn обладает гиперболической нормой.

Предложение 3.31.

— Пусть

a =
2n−1∑

m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑

m=0

bme
(n)
m ∈Mn.

Тогда

〈a, b〉 =
2n−1∑

m=0

ambm —

стандартное евклидово скалярное произведение. В частности,

n(a) =
2n−1∑

m=0

a2
m,

поэтому n(a) = 0, если и только если a = 0.
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— Пусть

a =
2n−1∑

m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑

m=0

bme
(n)
m ∈ Hn.

Тогда

〈a, b〉 =
2n−1−1∑

m=0

ambm −
2n−1∑

m=2n−1

ambm.

Доказательство. Выражение для скалярного произведения в алгебрах глав-
ной последовательности может быть получено из определения 〈a, b〉 подстанов-
кой значения

δ(n)
m =

n−1∏

l=0

(−γl)cm,l = 1

для всех m = 0, . . . , 2n − 1.
В случае контралгебр имеем δ(n)

m = 1 для всех m = 0, . . . , 2n−1−1 и δ(n)
m = −1

для всех m = 2n−1, . . . , 2n − 1.

Пример 3.32.

— Алгебры комплексных чисел (C), кватернионов (H), октонионов (O)
и седенионов (S) являются алгебрами главной последовательности при
n = 1, 2, 3, 4 соответственно. Читатель может обратиться к [8] для зна-
комства с определениями H и O и к [14] — с определением S.

— Примерами контралгебр малых размерностей являются алгебры контр-
комплексных чисел (Ĉ), контркватернионов (Ĥ) и контроктонионов (Ô),
определённые в [11].

Ниже приведены точные определения и основные свойства упомянутых вы-
ше алгебр.

Определение 3.33 [11, с. 3, 5, 6].

— Алгебра контркомплексных чисел Ĉ— это алгебра элементов вида a + b�,
где a, b ∈ R и �2 = 1, с сопряжением a+ b� = a− b�.

— Алгебра контркватернионов Ĥ—четырёхмерная алгебра над R с базисом
1, i, �, �i. Сопряжение на Ĥ задаётся формулой

a0 + a1i+ a2�+ a3�i = a0 − a1i− a2�− a3�i,

а умножение задаётся таблицей 1.
— Алгебра контроктонионов Ô—восьмимерная алгебра над R с базисом 1,

i, j, k, �, �i, �j, �k. Сопряжение на Ô задаётся формулой

a0 + a1i+ a2j + a3k + a4�+ a5�i+ a6�j + a7�k =
= a0 − a1i− a2j − a3k − a4�− a5�i− a6�j − a7�k,

а умножение задаётся таблицей 2.
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Таблица 1. Таблица умножения базисных контркватернионов

× 1 i � �i

1 1 i � �i

i i −1 −�i �

� � �i 1 i

�i �i −� −i 1

Таблица 2. Таблица умножения базисных контроктонионов

× 1 i j k � �i �j �k

1 1 i j k � �i �j �k

i i −1 k −j −�i � −�k �j

j j −k −1 i −�j �k � −�i
k k j −i −1 −�k −�j �i �

� � �i �j �k 1 i j k

�i �i −� −�k �j −i 1 k −j
�j �j �k −� −�i −j −k 1 i

�k �k −�j �i −� −k j −i 1

Предложение 3.34 [11, с. 2]. Имеют место следующие изоморфизмы:
Ĉ ∼= H1; Ĥ ∼= H2; Ô ∼= H3.

Доказательство. Согласно [20, с. 1] имеются изоморфизмы R ∼= M0,
C ∼= M1 и H ∼= M2. Тогда требуемые изоморфизмы могут быть заданы на
базисных элементах следующим образом:

Ĉ ∼= R{1} : 1 �→ (1, 0), � �→ (0, 1);

Ĥ ∼= C{1} : 1 �→ (1, 0), i �→ (i, 0), � �→ (0, 1), �i �→ −(0, i);

Ô ∼= H{1} : 1 �→ (1, 0), i �→ (i, 0), j �→ (j, 0), k �→ (k, 0),
� �→ (0, 1), �i �→ −(0, i), �j �→ −(0, j), �k �→ −(0, k).

Следствие 3.35.

— Ĉ коммутативна и ассоциативна.
— Ĥ некоммутативна, но ассоциативна.
— Ô некоммутативна, неассоциативна, но альтернативна.

Доказательство. Утверждение непосредственно следует из леммы 3.26 и
предложения 3.34.
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Предложение 3.36. Пусть a = a0 + a1i+ a2�+ a3�i ∈ Ĥ. Тогда

Re(a) = a0,

Im(a) = a1i+ a2�+ a3�i,

n(a) = a2
0 + a2

1 − a2
2 − a2

3.

Доказательство. Это частный случай леммы 3.16 для n = 2, γ0 = −1,
γ1 = 1, поскольку из предложения 3.34 следует, что Ĥ ∼= H2.

Лемма 3.37 [19, с. 66]. Алгебра Ĥ изоморфна M2(R), алгебре веществен-
ных матриц размера 2 × 2. Требуемый изоморфизм σ

Ĥ
: Ĥ → M2(R) задаётся

следующим образом:

1 �→ I =
(

1 0
0 1

)
, i �→

(
0 1
−1 0

)
, � �→

(
1 0
0 −1

)
, �i �→

(
0 1
1 0

)
.

Теперь мы можем перенести понятия сопряжённого элемента, вещественной
части и нормы на элементы алгебры M2(R).

Предложение 3.38 [19, с. 157]. Для любой матрицы

A =
(
a b
c d

)
∈ M2(R)

имеем

Ā = tr(A)I −A =
(
d −b
−c a

)
,

2Re(A) = tr(A) = a+ d, n(A) = det(A) = ad− bc.

Далее мы будем отождествлять элементы Ĥ и их образы при изоморфиз-
ме σ

Ĥ
.

Предложение 3.39. Пусть

a = a0 + a1i+ a2j + a3k + a4�+ a5�i+ a6�j + a7�k ∈ Ô.

Тогда

Re(a) = a0,

Im(a) = a1i+ a2j + a3k + a4�+ a5�i+ a6�j + a7�k,

n(a) = a2
0 + a2

1 + a2
2 + a2

3 − a2
4 − a2

5 − a2
6 − a2

7.

Доказательство. Это частный случай леммы 3.16 для n = 3, γ0 = −1,
γ1 = −1, γ2 = 1, так как из предложения 3.34 следует, что Ô ∼= H3.

Обозначение 3.40. Пусть a ∈ H, Re(a) = 0, a = a1i+a2j+a3k. Тогда можно
отождествить a и вектор a = (a1, a2, a3)t ∈ R

3.
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Лемма 3.41 [19, с. 158]. Алгебра контроктонионов Ô изоморфна вектор-
но-матричной алгебре Цорна, состоящей из всех матриц размера 2× 2 следую-
щего вида : (

a v
w b

)
, где a, b ∈ R, v,w ∈ R

3,

в то время как сложение и умножение задаются формулами
(
a v
w b

)
+

(
a′ v′

w′ b′

)
=

(
a+ a′ v + v′

w + w′ b+ b′

)
,

(
a v
w b

)(
a′ v′

w′ b′

)
=

(
aa′ + v ·w′ a v′ + b′v + w ×w′

a′w + bw′ − v × v′ bb′ + v′ ·w
)
,

где · и × обозначают скалярное и векторное произведение элементов из R
3

соответственно. Единицей этой алгебры является матрица

I =
(

1 0
0 1

)
.

Требуемый изоморфизм σ
Ô
задаётся следующим образом:

(a+ c) + �(b+ d) �→
(
a+ b c + d
−c + d a− b

)
,

где a, b ∈ R, c, d ∈ H и Re(c) = Re(d) = 0.

Предложение 3.42 [19, с. 158]. Мы можем перенести понятия сопряжён-
ного элемента, вещественной части и нормы на элементы векторно-матричной
алгебры Цорна. Тогда для любой матрицы

A =
(
a v
w b

)

выполняется

Ā = tr(A)I −A =
(

b −v
−w a

)
,

2Re(A) = tr(A) = a+ b, n(A) = det(A) = ab− v ·w.

Далее мы будем отождествлять элементы Ô и их образы при изоморфиз-
ме σ

Ô
.

4. Дважды альтернативные делители нуля
в произвольных контралгебрах

Лемма 4.1 [24, лемма 2]. Для любых x, y, z ∈ An имеет место равенство
Re([x, y, z]) = 0.
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В [20] следующая лемма сформулирована только для алгебр главной после-
довательности, однако доказательство можно перенести и на случай произволь-
ной алгебры Кэли—Диксона.

Лемма 4.2 [20, лемма 1.3]. Пусть x, y, z ∈ An. Тогда 〈x, yz〉 = 〈xz̄, y〉 =
= 〈ȳx, z〉.

Доказательство. Используя следствие 3.20 и лемму 4.1, получаем

〈x, yz〉 = Re
(
x(yz)

)
= Re

(
x(z̄ȳ)

)
= Re

(
(xz̄)ȳ

)
= 〈xz̄, y〉.

Аналогично
〈ȳx, z〉 = Re

(
(ȳx)z̄

)
= Re

(
ȳ(xz̄)

)
= 〈xz̄, y〉.

Обозначение 4.3. Пусть a ∈ An. Тогда отображения La, Ra : An → An за-
даются равенствами

La(x) = ax,

Ra(x) = xa

для всех x ∈ An.

Предложение 4.4 [19, с. 55]. Для любого a ∈ An отображения La и Ra

являются линейными операторами в 2n-мерном линейном пространстве An.

Следующая лемма показывает, что в случае вещественных алгебр Кэ-
ли—Диксона все делители нуля оказываются двусторонними делителями нуля.

Лемма 4.5. Пусть a ∈ An. Тогда dim(KerLa) = dim(KerRa).

Доказательство. Пусть b ∈ KerLa, т. е. ab = 0. Тогда согласно лемме 4.2
для всех x ∈ An выполняется равенство

〈b̄, xa〉 = 〈b̄ā, x〉 = 〈ab, x〉 = 〈0, x〉 = 0,

т. е. b̄ ⊥ ImRa. Значит, KerLa ⊥ ImRa и dim(KerLa)+dim(ImRa) � dim(An).
Следовательно,

dim(KerRa) = dim(An)− dim(ImRa) � dim(KerLa) = dim(KerLa).

Аналогично dim(KerLa) � dim(KerRa), откуда получаем dim(KerLa) =
= dim(KerRa).

Следствие 4.6. Z(An) = ZLR(An).

Доказательство. Пусть a ∈ An, a �= 0. Тогда согласно лемме 4.5
KerLa �= {0}, если и только если KerRa �= {0}. Эквивалентно a ∈ ZL(An),
если и только если a ∈ ZR(An). Значит, ZL(An) = ZR(An), т. е. Z(An) =
= ZLR(An).

Лемма 4.7. Пусть a, b, c ∈ Mn удовлетворяют условиям Re(a) = Re(b) = 0,
[a, b, b] = 0 и b = [a, c, b]. Тогда b = 0.
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Доказательство. Мы используем здесь соображения из [20, с. 21].
Рассмотрим отображение S : Mn → Mn, задаваемое формулой S(x) =

= [a, x, b] для всех x ∈ Mn. Тогда S = RbLa − LaRb. По [20, предложение 1.7]
La и Rb кососимметричны относительно евклидова скалярного произведения
〈·, ·〉, поэтому S также кососимметрично. Тогда S

(
S(x)

)
= 0, если и только ес-

ли S(x) = 0. Поскольку b = S(c) и 0 = [a, b, b] = S(b) = S
(
S(c)

)
, получаем

b = S(c) = 0.

Доказательство следующей леммы аналогично приведённому в [21, с. 15].

Лемма 4.8. Пусть a, b ∈ An, [a, a, b] = 0. Тогда n(ab) = n(ba) = n(a)n(b).

Доказательство. Заметим, что

[ā, a, b] = [2Re(a)− a, a, b] = −[a, a, b] = 0,

откуда следует, что ā(ab) = (āa)b. По предложению 3.18 n(ab) = 〈ab, ab〉. При-
менив лемму 4.2 для x = ab, y = a и z = b, получаем

〈ab, ab〉 = 〈ā(ab), b〉 = 〈(āa)b, b〉 = 〈n(a)b, b〉 = n(a)〈b, b〉 = n(a)n(b).

Теперь применим лемму 4.2 для x = ba, y = b и z = a и получим

n(ba) = 〈ba, ba〉 = 〈(ba)ā, b〉.
Поскольку гибкость даёт [b, a, ā] = − [b, a, a] = [a, a, b] = 0, имеет место равен-
ство

〈(ba)ā, b〉 = 〈b(aā), b〉 = 〈n(a)b, b〉 = n(a)〈b, b〉 = n(a)n(b).

Таким образом, n(ba) = n(a)n(b).

Далее мы будем рассматривать такие делители нуля (a, b) ∈ An, у которых
обе компоненты a и b являются альтернативными элементами в An−1.

Определение 4.9. Множество дважды альтернативных элементов An

определяется как

DA(An) =
= {(a, b) ∈ An | оба элемента a и b являются альтернативными в An−1}.

Ясно, что это определение имеет смысл только при n � 1. Следующее пред-
ложение содержит условие, при котором все элементы An являются дважды
альтернативными. В частности, из него следует, что дважды альтернативными
являются все элементы алгебр контркомплексных чисел, контркватернионов и
контроктонионов.

Предложение 4.10. Пусть n � 1. Тогда DA(An) = An, если и только если
n � 4.

Доказательство. По лемме 3.26 алгебра An является альтернативной, если
и только если n � 3, откуда немедленно следует требуемое утверждение.
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Заметим, что дважды альтернативные элементы могут не быть альтернатив-
ными (см. лемму 4.16).

Лемма 4.11. Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) \ {0}. Тогда (a, b) ∈ Z(Hn), если и
только если n

(
(a, b)

)
= n(a)− n(b) = 0.

Доказательство. Пусть n
(
(a, b)

)
= 0. Тогда

(a, b)(a, b) = (a, b)(a, b) = n
(
(a, b)

)
= 0,

откуда следует, что (a, b) ∈ Z(Hn).
Чтобы доказать обратную импликацию, воспользуемся соображениями, ана-

логичными изложенным в [20, с. 25]. По следствию 4.6 можно считать, что
(a, b) ∈ ZL(Hn). Тогда существуют такие c, d ∈ Mn−1, что (c, d) ∈ Hn \ {0} и
(a, b)(c, d) = 0. Поскольку (a, b)(c, d) = (ac+ d̄b, da+ bc̄), имеют место равенства
ac+ d̄b = 0 и da+ bc̄ = 0. Если c = 0, то из d̄b = da = 0 следует d = 0, так как
n(b)d̄ = d̄(bb̄) = (d̄b)b̄ = 0, n(a)d = d(aā) = (da)ā = 0 и (a, b) �= 0. Значит, c �= 0.
Элементы a и b альтернативны, поэтому [a, a, c] = 0, [a, a, d] = 0, [b, b, c̄] = 0 и
[b, b, d̄] = 0. Таким образом, мы можем воспользоваться леммой 4.8 и получить,
что

n(a)n(c) = n(ac) = n(−d̄b) = n(d̄b) = n(d̄)n(b) = n(b)n(d),
n(a)n(d) = n(da) = n(−bc̄) = n(bc̄) = n(b)n(c̄) = n(b)n(c),
(
n(a)

)2
n(c) = n(a)

(
n(a)n(c)

)
= n(a)

(
n(b)n(d)

)
=

= n(b)
(
n(a)n(d)

)
= n(b)

(
n(b)n(c)

)
=

(
n(b)

)2
n(c).

Условие c �= 0 означает, что n(c) �= 0, поэтому из равенства
(
n(a)

)2
n(c) =

=
(
n(b)

)2
n(c) следует, что

(
n(a)

)2 =
(
n(b)

)2
. Кроме того, n(a) � 0 и n(b) � 0,

откуда следует, что n(a) = n(b) и, следовательно, n
(
(a, b)

)
= n(a)−n(b) = 0.

Следствие 4.12. Если 1 � n � 4, то

Z(Hn) = {x ∈ Hn \ {0} | n(x) = 0}.
Доказательство. Согласно предложению 4.10 имеет место равенство

DA(Hn) = Hn, поэтому мы можем воспользоваться леммой 4.11.

Теперь мы покажем, что множество элементов нулевой нормы, вообще гово-
ря, строго меньше множества делителей нуля.

Предложение 4.13. При n � 5 множество Z(Hn) содержит элементы нену-
левой нормы.

Доказательство. Если n � 5, то найдутся такие c, d ∈ Z(Mn−1), что
cd = dc = 0 (см. [20, следствие 1.6]). Тогда (c, 0)(d, 0) = (d, 0)(c, 0) = 0, од-
нако n

(
(c, 0)

)
= n(c) �= 0 и n

(
(d, 0)

)
= n(d) �= 0.

Лемма 4.14 [24, лемма 4]. Для любого m = 1, . . . , 2n−1 элемент e(n)
m ∈ An

является альтернативным.
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Лемма 4.15. Пусть a, b ∈ An, Re(a) = 0. Тогда a(ab) = (ba)a.

Доказательство. Поскольку из Re(a) = 0 следует a2 ∈ R, то по гибкости
получаем

0 = [a, a, b] + [b, a, a] = a2b− a(ab) + (ba)a− ba2 = (ba)a− a(ab).
Следующая вспомогательная лемма 4.16 аналогична теореме 3.3 в [21]

дляMn, за исключением пункта 3).

Лемма 4.16. Пусть n � 4, a, b ∈ Mn−1, Re(a) = Re(b) = 0. Рассмотрим
следующие утверждения:

1) (a, b) ∈ Hn альтернативен;
2) a и b альтернативны и линейно зависимы;
3) a = ±b.

Тогда условие 1) эквивалентно выполнению одного из условий 2) или 3).

Доказательство. Рассмотрим условие альтернативности для элемента (a, b).
Для произвольного (c, d) ∈ Hn выполняется равенство

(a, b)
(
(a, b)(c, d)

)
= (a, b)(ac+ d̄b, da+ bc̄) =

=
(
a(ac+ d̄b) + (da+ bc̄)b, (da+ bc̄)a+ b(ac+ d̄b)

)
=

= (a(ac)− (cb)b− [a, d̄, b], (da)a− b(bd) + [b, c̄, a]) = (A,B).

Мы также имеем [a, d̄, b] = −[a, d, b] и по гибкости [b, c̄, a] = −[b, c, a] = [a, c, b].
Кроме того, из леммы 4.15 следует, что (cb)b = b(bc) и (da)a = a(ad). Значит,
A = a(ac)− b(bc) + [a, d, b] и B = a(ad)− b(bd) + [a, c, b].

Теперь рассмотрим

(a, b)2(c, d) = −n(
(a, b)

)
(c, d) = −(

n(a)− n(b)
)
(c, d) = (a2 − b2)(c, d).

Заметим, что B получается из A заменой c на d и наоборот. Таким образом,
(a, b) альтернативен, если и только если для любых c, d ∈ Mn−1 выполняется
равенство

a(ac)− b(bc) + [a, d, b] = (a2 − b2)c. (1)

Независимо подставляя c = 0 и d = 0, получаем, что это условие эквивалентно
системе {

a(ac)− b(bc) = (a2 − b2)c,
[a, d, b] = 0

для всех c, d ∈Mn−1.
По [21, теорема 2.3] и гибкости получаем, что [a, d, b] = 0 для всех

d ∈Mn−1, если и только если a и b линейно зависимы.
Пусть теперь a и b линейно зависимы. Без ограничения общности можно

считать, что b = βa для некоторого β ∈ R, поэтому (a, b) альтернативен, если
и только если (1 − β2)a(ac) = (1 − β2)a2c для всех c ∈ Mn−1. Это условие
выполняется, если и только если либо β = ±1, либо a альтернативен.
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Пример 4.17 ниже показывает, что в лемме 4.11 мы не можем заменить Hn

произвольной алгеброй An с условием γn−1 = 1.
Пример 4.17. Пусть n � 4, An = Hn−1{1}. Рассмотрим

a =
(
e
(n−2)
1 , 0

)
, b =

(
e
(n−2)
1 , e

(n−2)
1

)
, c =

(
e
(n−2)
2 ,−e(n−2)

2

) ∈ Hn−1.

Тогда (a+ b, a) и (c,−c) дважды альтернативны и ортогональны в An, поэтому
(a+ b, a) ∈ Z(An), однако n

(
(a+ b, a)

) �= 0.
Действительно, применяя лемму 4.16 к результату леммы 4.14, получаем,

что (a + b, a) и (c,−c) дважды альтернативны. Кроме того, согласно пунк-
ту 3) леммы 3.21 a и c антикоммутируют. Нетрудно также проверить, что b
и c ортогональны. Тогда

(a+ b, a)(c,−c) =
(
(a+ b)c− c̄a,−c(a+ b) + ac̄

)
=

(
ac+ ca,−(ac+ ca)

)
= 0,

(c,−c)(a+ b, a) =
(
c(a+ b)− āc, ac− c(a+ b)

)
= (ac+ ca, ac+ ca) = 0,

поэтому (a+ b, a) и (c,−c) ортогональны. Наконец,
n
(
(a+ b, a)

)
= n(a+ b)− n(a) = 2,

поскольку

n(a+ b) = n
((

2e(n−2)
1 , e

(n−2)
1

))
= n

(
2e(n−2)

1

)− n(
e
(n−2)
1

)
= 4− 1 = 3

Предложение 11.1 в [12], доказанное для алгебр главной последовательно-
сти, может быть перенесено на случай контралгебр (см. леммы 4.18 и 4.21).

Лемма 4.18. Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) ∩ Z(Hn). Тогда

l.AnnHn

(
(a, b)

)
=

{(
c,− (bc)a

n(a)

) ∣
∣
∣
∣ [a, c, b] = 0

}
,

r.AnnHn

(
(a, b)

)
=

{(
c,− (bc̄)ā

n(a)

) ∣
∣
∣
∣ [a, c, b] = 0

}
.

Доказательство. Сперва рассмотрим l.AnnHn

(
(a, b)

)
. Пусть (c, d) ∈ Hn та-

ков, что (c, d)(a, b) = (ca + b̄d, bc + dā) = 0. Тогда bc + dā = 0, поэтому n(a)d =
= d(āa) = (dā)a = − (bc)a. Кроме того, ca+ b̄d = 0, и по лемме 4.11 n(a) = n(b),
откуда следует, что

b(ca) = −b(b̄d) = −(bb̄)d = −n(b)d = −n(a)d = (bc)a.

Таким образом, [b, c, a] = 0 или, из гибкости, [a, c, b] = 0. Рассуждая в об-
ратную сторону, получаем, что для любого c ∈ Mn−1 с условием [a, c, b] = 0
выполняется (

c,− (bc)a
n(a)

)
∈ l.AnnHn

(
(a, b)

)
.

Значит, обратная импликация также верна.
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Теперь перейдём к r.AnnHn

(
(a, b)

)
. Пусть (c, d) ∈ Hn удовлетворяет условию

(a, b)(c, d) = (ac+ d̄b, da+ bc̄) = 0. Тогда da+ bc̄ = 0, поэтому

n(a)d = d(aā) = (da)ā = −(bc̄)ā.

Поскольку ac+ d̄b = 0 и n(a) = n(b), получаем

(ac)b̄ = −(d̄b)b̄ = −d̄(bb̄) = −n(b)d̄ = −n(a)d = (bc̄)ā = a(cb̄).

Значит, [a, c, b̄] = 0 или, эквивалентно, [a, c, b] = 0. Ясно, что обратная импли-
кация в данном случае также верна, т. е. для любого c ∈ Mn−1 с условием
[a, c, b] = 0 выполняется

(
c,− (bc̄)ā

n(a)

)
∈ r.AnnHn

(
(a, b)

)
.

Предложение 4.19. Пусть x ∈ Z(An), Re(x) �= 0, OAn
(x) �= {0}. Тогда

n(x) = 0, OAn
(x) = Lin(x̄), а компонента связности ΓO(An), содержащая x, —

полный двудольный граф с долями Lin∗(x) и Lin∗(x̄).

Доказательство. OAn
(x) ⊂ AncAn

(x), поэтому AncAn
(x) �= {0}. Тогда по

лемме 3.21 выполнено n(x) = 0 и AncAn
(x) = Lin(x̄), значит, OAn

(x) = Lin(x̄).
Аналогично OAn

(x̄) = Lin(x), откуда немедленно следует требуемое утвержде-
ние.

Как следует из предложения 4.19, естественно дать следующее определение.
Определение 4.20. ZIm(An) = {x ∈ Z(An) | Re(x) = 0}—это множество

всех делителей нуля с нулевой вещественной частью. ΓIm
O (An)—это подграф

ΓO(An) на множестве вершин ZIm(An).

Лемма 4.21. Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) ∩ ZIm(Hn). Тогда

OHn

(
(a, b)

)
=

{(
c,− (bc)a

n(a)

) ∣
∣
∣
∣ Re(c) = 0, [a, c, b] = 0

}
.

Доказательство. OHn

(
(a, b)

) ⊂ AncHn

(
(a, b)

)
, поэтому из леммы 3.21 сле-

дует, что для любого (c, d) ∈ OHn

(
(a, b)

) ⊂ AncHn

(
(a, b)

)
выполнено Re(c) = 0.

Теперь воспользуемся представлением l.AnnHn

(
(a, b)

)
и r.AnnHn

(
(a, b)

)
из

леммы 4.18. Для любого (c, d) ∈ OHn

(
(a, b)

) ⊂ l.AnnHn

(
(a, b)

)
верно, что

[a, c, b] = 0 и

d = − (bc)a
n(a)

.

Обратно, для любого c ∈Mn−1 с условиями Re(c) = 0 и [a, c, b] = 0 выполнено
(
c,− (bc)a

n(a)

)
∈ l.AnnHn

(
(a, b)

) ∩ r.AnnHn

(
(a, b)

)
= OHn

(
(a, b)

)
.

Таким образом, имеет место равенство

OHn

(
(a, b)

)
=

{(
c,− (bc)a

n(a)

) ∣
∣
∣
∣ Re(c) = 0, [a, c, b] = 0

}
.
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Лемма 4.22 [2, лемма 8.11]. Пусть x ∈ An \ {0}, Re(x) = 0. Тогда
1) если n(x) = 0 и n � 3, то CAn

(x) = R⊕OAn
(x);

2) если n(x) �= 0, то CAn
(x) = R⊕ Rx⊕OAn

(x).

Следующая теорема обобщает предложение 8.15 из [2] на случай дважды
альтернативных делителей нуля в произвольных контралгебрах. Как показывает
предложение 8.19 в [2], накладываемые в ней ограничения являются существен-
ными.

Теорема 4.23. Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) ∩ ZIm(Hn). Тогда

CHn

(
(a, b)

)
= R⊕OHn

(
(a, b)

)
.

Доказательство. Предположим, что существует

(c, d) ∈ CHn

(
(a, b)

) \
(
R⊕OHn

(
(a, b)

))
.

Без ограничения общности можно считать, что n(a) = n(b) = 1 и Re(c) = 0.
Тогда

(a, b)(c, d) = (c, d) · (a, b) = (c, d)(a, b) = (a, b)(c, d),

т. е. (a, b)(c, d) = r ∈ R. Поскольку (c, d) /∈ OHn

(
(a, b)

)
, то r �= 0. Предположим

без ограничения общности, что r = 1. Тогда

(1, 0) = (a, b)(c, d) = (ac+ d̄b, da+ bc̄) = (ac+ d̄b, da− bc).
Из условия da = bc следует, что d = d(aā) = (da)ā = (bc)ā, значит, d̄ = a(c̄b̄) =
= − a(cb̄). Умножим равенство 1 = ac+ d̄b справа на b̄ и подставим выражение
для d̄:

b̄ = (ac)b̄+ (d̄b)b̄ = (ac)b̄+ d̄(bb̄) = (ac)b̄+ d̄ = (ac)b̄− a(cb̄) = [a, c, b̄].

Из леммы 4.1 следует, что Re(b̄) = Re([a, c, b̄]) = 0, откуда получаем, что b̄ = −b
и b = [a, c, b]. Применяя лемму 4.7, получаем b = 0, противоречие.

Следствие 4.24. Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) ∩ ZIm(Hn). Тогда x ∈ OHn

(
(a, b)

)
,

если и только если Re(x) = 0 и x ∈ CHn

(
(a, b)

)
.

Доказательство. Заметим, что OHn

(
(a, b)

) ⊂ AncHn

(
(a, b)

)
, поэтому по

лемме 3.21 для всех x ∈ OHn

(
(a, b)

)
выполнено Re(x) = 0. Из теоре-

мы 4.23 получаем, что CHn

(
(a, b)

)
= R ⊕ OHn

(
(a, b)

)
, откуда следует, что

Im
(
CHn

(
(a, b)

))
= OHn

(
(a, b)

)
.

Лемма 4.25 [24, с. 438].
1. Если n � 1, то CAn

= An, поэтому множество вершин ΓC(An) пустое.
2. Если n � 2, то CAn

= R, поэтому множество вершин ΓC(An) совпадает
с An \ R.

Предложение 4.26. Любой путь между любыми двумя вершинами
в ΓC(An) можно изменить так, чтобы все промежуточные элементы были чисто
мнимыми.
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Доказательство. Утверждение непосредственно следует из того, что R ⊆
⊆ CAn

.

Предложение 4.27. Пусть 2 � n � 4, x ∈ Hn \ R, n
(
Im(x)

) �= 0. Тогда
CHn

(x) = Lin(1, x), а компонента связности ΓC(Hn), содержащая x, — полный
граф на множестве вершин Lin∗

I(x).

Доказательство. По следствию 4.12 имеем, что Im(x) /∈ Z(Hn), поэтому
OHn

(
Im(x)

)
= {0}. Тогда из леммы 4.22 следует, что

CHn
(x) = CHn

(
Im(x)

)
= R⊕ RIm(x) = R⊕ Rx.

Дальнейшее доказательство очевидно.

Обозначение 4.28. Пусть Γ—произвольный неориентированный граф. Обо-
значим множество всех компонент связности Γ через C(Γ), а множество макси-
мальных клик в Γ—через Q(Γ).

Обозначение 4.29. Пусть S—некоторое подмножество Im(Hn). Тогда

R + S = {x ∈ Hn | Im(x) ∈ S}.
Теорема 4.30. Пусть 2 � n � 4. Обозначим подграф ΓC(Hn) на множестве

вершин R + ZIm(Hn) = {x ∈ Hn \ R | n(
Im(x)

)
= 0} через ΓC . Для краткости

обозначим также ΓO = ΓIm
O (Hn). Тогда ΓC и ΓO связаны следующим образом.

1. Рассмотрим такое отображение φC : C(ΓO) → C(ΓC), что φC(C) = R + C
для всех C ∈ C(ΓO). Тогда φC —биекция, сохраняющая диаметры.

2. Аналогично зададим отображение φQ : Q(ΓO) → Q(ΓC) формулой
φQ(Q) = R +Q для всех Q ∈ Q(ΓO). Тогда φQ —биекция.

Доказательство. Сперва мы покажем, что φC —биекция, сохраняющая диа-
метры. Нетрудно убедиться, что диаметр любой компоненты связности ΓC

может быть достигнут на паре элементов с различными мнимыми частями.
Пусть теперь x, y ∈ (

R + ZIm(Hn)
)
, Im(x) �= Im(y). Тогда dΓC

(x, y) =
= dΓC

(
Im(x),Im(y)

)
. Из ортогональности следует коммутативность, поэтому

любой путь между Im(x) и Im(y) в ΓO является также путём в ΓC , откуда
следует, что dΓC

(
Im(x),Im(y)

)
� dΓO

(
Im(x),Im(y)

)
. Кроме того, из предложе-

ния 4.26 следует, что любой путь между Im(x) и Im(y) в ΓC можно изменить
так, чтобы вещественная часть всех промежуточных элементов была равна ну-
лю, и по следствию 4.24 этот новый путь является также путём в ΓO. Таким
образом, dΓO

(
Im(x),Im(y)

)
� dΓC

(
Im(x),Im(y)

)
. Значит,

dΓC
(x, y) = dΓC

(
Im(x),Im(y)

)
= dΓO

(
Im(x),Im(y)

)
.

Согласно следствию 4.12 любой элемент ZIm(Hn) имеет нулевую норму и,
следовательно, ортогонален сам себе. Пусть теперь x, y ∈ (

R + ZIm(Hn)
)
. По

следствию 4.24 x и y коммутируют, если и только если Im(x) и Im(y) ортого-
нальны. Таким образом, x и y соединены ребром в ΓC , если и только если либо
Im(x) = Im(y), либо Im(x) и Im(y) соединены ребром в ΓO. Из этого можно
сделать вывод, что φQ —биекция.
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5. Графы отношений

5.1. Контркомплексные числа

5.1.1. Ортогональность

Предложение 5.1. ΓO(Ĉ)—полный двудольный граф с долями Lin∗(1 + �)
и Lin∗(1− �).

Доказательство. По следствию 4.12

Z(Ĉ) = {a ∈ Ĉ \ {0} | n(a) = 0} = Lin∗(1 + �) ∪ Lin∗(1− �).
Осталось воспользоваться предложением 4.19.

5.1.2. Делители нуля

Предложение 5.2. Граф ΓZ(Ĉ) может быть получен из ΓO(Ĉ) заменой каж-
дого неориентированного ребра на пару ориентированных рёбер.

Доказательство. Алгебра Ĉ коммутативна, поэтому условия ab = 0 и ba = 0
эквивалентны.

5.2. Контркватернионы

5.2.1. Вещественная жорданова нормальная форма

Замечание 5.3. Пусть A ∈ Ĥ. Тогда характеристический многочлен pA(λ)
из определения 3.4 совпадает со стандартным характеристическим многочленом
A как матрицы и его дискриминант равен dis(A) =

(
tr(A)

)2 − 4 det(A).

Лемма 5.4. Пусть A ∈ Ĥ \ RI. Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ĥ), что

1) если dis(A) > 0, т. е. dis(A) = d2 для некоторого d �= 0, то

φ(A) =
tr(A) + d�

2
=

1
2

(
tr(A) + d 0

0 tr(A)− d
)

;

2) если dis(A) < 0, т. е. dis(A) = −d2 для некоторого d �= 0, то

φ(A) =
tr(A) + di

2
=

1
2

(
tr(A) d
−d tr(A)

)
;

3) если dis(A) = 0, то

φ(A) =
tr(A) + i+ �i

2
=

1
2

(
tr(A) 2

0 tr(A)

)
.



118 А. Э. Гутерман, С. А. Жилина

Доказательство. Пусть JA —вещественная жорданова нормальная форма
матрицы A.

Если dis(A) > 0, т. е. dis(A) = d2 для некоторого d �= 0, то корнями pA(λ)
являются (tr(A)± d)/2, поэтому

JA =
1
2

(
tr(A) + d 0

0 tr(A)− d
)
.

Если dis(A) < 0, т. е. dis(A) = −d2 для некоторого d �= 0, то корнями pA(λ)
являются (tr(A)± di)/2, поэтому

JA =
1
2

(
tr(A) d
−d tr(A)

)
.

Если dis(A) = 0, то pA(λ) имеет корень tr(A)/2 кратности 2, поэтому

JA =
1
2

(
tr(A) 2

0 tr(A)

)
,

так как A /∈ RI.
Существует такая обратимая матрица C ∈ Ĥ, что A = C−1JAC. Зададим

φ : Ĥ → Ĥ формулой φ(B) = CBC−1 для всех B ∈ Ĥ. Тогда φ ∈ AutR(Ĥ) и
φ(A) = JA.

5.2.2. Ортогональность

Стоит заметить, что теорема 5.6 является частным случаем леммы 4.1 в [1],
однако, на наш взгляд, формулировка теоремы 5.6 является более удобной.

Лемма 5.5. Пусть A ∈ Z(Ĥ). Тогда O
Ĥ
(A) = Lin(Ā).

Доказательство. Рассмотрим два случая.
Если Re(A) �= 0, то мы можем воспользоваться предложением 4.19.
Если Re(A) = 0, то из леммы 4.21 следует, что dim

(
O

Ĥ
(A)

)
= 1. Поскольку

Lin(Ā) ⊂ O
Ĥ
(A), получаем, что O

Ĥ
(A) = Lin(Ā) = Lin(A).

Теорема 5.6. Компоненты связности ΓO(Ĥ) имеют следующий вид:

1) полный двудольный граф с долями Lin∗(A) и Lin∗(Ā), где det(A) = 0,
tr(A) �= 0;

2) полный граф на множестве вершин Lin∗(A), где det(A) = 0, tr(A) = 0.

Доказательство. Утверждение непосредственно следует из леммы 5.5.

5.2.3. Делители нуля

Отметим, что теорема 5.9 является частным случаем леммы 4.2 в [13]. Тем
не менее мы приводим собственное доказательство этого утверждения, чтобы
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провести аналогию между Ĥ и Ô (см. теорему 5.9 и теорему 5.32 соответствен-
но). Кроме того, в [13, предложение 3.2] показано, что для любого коммута-
тивного кольца R и любого n � 2 в Γ

(
Mn(R)

)
существует ориентированный

цикл длины 3. Однако в том случае, когда R = R и n = 2, имеет место и более
строгое утверждение (см. лемму 5.11).

Обозначение 5.7. Обозначим

E11 =
(

1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
, E21 =

(
0 0
1 0

)
, E22 =

(
0 0
0 1

)
.

Лемма 5.8. Пусть A ∈ Z(Ĥ). Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ĥ), что
1) если tr(A) �= 0, то φ(A) = tr(A)E11;
2) если tr(A) = 0, то φ(A) = E12.

Доказательство. По следствию 4.12 A ∈ Z(Ĥ) означает det(A) = 0, поэто-
му dis(A) =

(
tr(A)

)2 − 4 det(A) =
(
tr(A)

)2
. Остаётся применить лемму 5.4.

Теорема 5.9. Диаметр ΓZ(Ĥ) равен 2.

Доказательство. Сперва мы покажем, что d
(
ΓZ(Ĥ)

)
� 2. Как следует из

лемм 3.28 и 5.4, достаточно доказать следующее. Пусть

A =
(
a b
c d

)
, det(A) = ad− bc = 0.

Тогда

1) d(E11, A) � 2:
— если a �= 0 или c �= 0, то

(
1 0
0 0

)
−→

(
0 0
c −a

)
−→

(
a b
c d

)
;

— если a = 0 и c = 0, то либо b �= 0, либо d �= 0, поэтому
(

1 0
0 0

)
−→

(
0 0
d −b

)
−→

(
a b
c d

)
;

2) d(E12, A) � 2:
— если a �= 0 или c �= 0, то

(
0 1
0 0

)
−→

(
c −a
0 0

)
−→

(
a b
c d

)
;

— если a = 0 и c = 0, то либо b �= 0, либо d �= 0, поэтому
(

0 1
0 0

)
−→

(
d −b
0 0

)
−→

(
a b
c d

)
.

Кроме того, d
(
ΓZ(Ĥ)

)
� 2, поскольку найдётся пара не связанных ребром вер-

шин (например, E11 �→ E12). Значит, d
(
ΓZ(Ĥ)

)
= 2.
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Предложение 5.10.

1. l.Ann
Ĥ
(E11) = Lin(E12, E22), r.Ann

Ĥ
(E11) = Lin(E21, E22).

2. l.Ann
Ĥ
(E12) = Lin(E12, E22), r.Ann

Ĥ
(E12) = Lin(E11, E12).

Доказательство. Все равенства проверяются при помощи непосредствен-
ных вычислений.

Лемма 5.11. Пусть A,B ∈ Z(Ĥ) линейно независимы, AB = 0. Тогда су-
ществует такое C ∈ Z(Ĥ), что A, B, C линейно независимы и образуют цикл
длины 3 в ΓZ(Ĥ), т. е. BC = CA = 0.

Доказательство. Как следует из леммы 5.8, достаточно рассмотреть A ∈
∈ {E11, E12}. Возможны два случая:

1) A = E11. Тогда B = αE21 + βE22, (α, β) ∈ R
2 \ (0, 0), поэтому C = βE12 −

− αE22;
2) A = E12. Тогда B = αE11 + βE12, (α, β) ∈ R

2. Поскольку A и B линейно
независимы, имеем α �= 0, поэтому C = βE12 − αE22.

5.3. Контроктонионы

5.3.1. Вещественная жорданова нормальная форма

Теорема 5.12 (теорема Артина [25, теорема 3.1]). Пусть A—альтерна-
тивная алгебра. Тогда подалгебра, порождённая любыми двумя элементами A,
ассоциативна.

Лемма 5.13. Пусть n � 3, a, b ∈ An. Тогда множество Lin(1, a, b, ab) замкну-
то относительно операций умножения и сопряжения.

Доказательство. По предложению 3.5 a2 = 2Re(a)a− n(a) ∈ Lin(1, a, b, ab)
и b2 = 2Re(b)b− n(b) ∈ Lin(1, a, b, ab). Кроме того,

ba = (2Re(b)− b̄)a = 2Re(b)a− b̄a = 2Re(b)a− 2〈a, b〉+ āb =
= 2Re(b)a− 2〈a, b〉+ (2Re(a)− a)b =
= 2Re(b)a+ 2Re(a)b− 2〈a, b〉 − ab ∈ Lin(1, a, b, ab).

Согласно лемме 3.26 алгебра An альтернативна, поэтому, как следует из тео-
ремы 5.12, порождённая элементами a и b подалгебра является ассоциативной.
Значит, любое слово, составленное из a и b, лежит в Lin(1, a, b, ab).

Для любого x ∈ An выполняется равенство x̄ = 2Re(x)− x, поэтому множе-
ство Lin(1, a, b, ab) замкнуто также относительно операции сопряжения.

Определение 5.14. Пусть на A задана регулярная операция сопряжения.
Алгебра A называется композиционной, если для любых a, b ∈ A имеет место
равенство n(ab) = n(a)n(b).

Лемма 5.15 [8, с. 9]. Пусть A—альтернативная алгебра с регулярной опе-
рацией сопряжения. Тогда A—композиционная алгебра.
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Теорема 5.16 (теорема необходимости Джекобсона [19, теорема 2.6.1]).
Пусть A— такая собственная конечномерная подалгебра композиционной алгеб-
ры B над полем F, что норма n(·) невырожденна на A. Пусть также x ∈ A⊥

удовлетворяет неравенству n(x) = −γ �= 0 (такое x всегда существует). Рас-
смотрим отображение σ : A+Ax→ A{γ}, заданное формулой σ(a+ bx) = (a, b)
для всех a, b ∈ A. Тогда σ изоморфно и изометрично.

Пример 5.17. Обратная импликация в предложении 3.8 неверна, поскольку
Ĉ{1} ∼= Ĉ{−1}.

Мы будем отождествлять Ĉ и подалгебру Lin(1, �) ⊂ Ĥ. Сначала воспользу-
емся теоремой 5.16 для A = Ĉ и x = i, получим

Ĥ ⊇ Ĉ + Ĉ · i ∼= Ĉ{−1}.
Аналогично для x = �i будет выполнено

Ĥ ⊇ Ĉ + Ĉ · (�i) ∼= Ĉ{1}.
Из соображений размерности получаем, что Ĉ{−1} ∼= Ĥ ∼= Ĉ{1}.

Лемма 5.18. Пусть ı̃, j̃, �̃ ∈ Ô таковы, что

1) Re(̃ı) = Re(j̃) = Re(�̃) = 0;
2) n(̃ı) = n(j̃) = 1, n(�̃) = −1;
3) 〈̃ı, j̃〉 = 〈�̃, ı̃〉 = 〈�̃, j̃〉 = 〈�̃, ı̃j̃〉 = 0.

Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что φ(̃ı) = i, φ(j̃) = j, φ(�̃) = �.

Доказательство. Обозначим через A подалгебру Ô, порождённую ı̃ и j̃. По
лемме 5.13 A = Lin(1, ı̃, j̃, ı̃j̃). Из теоремы 5.12 следует, что A ассоциативна.
Согласно лемме 3.21 ı̃ и j̃ антикоммутируют, поэтому, как нетрудно проверить,
существует такой изоморфизм ψ : A → H, что ψ(1) = 1, ψ(̃ı) = i, ψ(j̃) = j,
ψ(̃ıj̃) = k.

Теперь воспользуемся теоремой 5.16 для A и x = �̃, получим

Ô ⊇ A+A�̃ ∼= A{1} ∼= H{1} = Ô,

и поэтому A +A�̃ = Ô. Зададим отображение φ : Ô → Ô формулой φ(a + b�̃) =
= ψ(a) + ψ(b)� для всех a, b ∈ A. Тогда φ— требуемый автоморфизм.

Лемма 5.19. Пусть �̃, �̃i, �̃j ∈ Ô таковы, что

1) Re(�̃) = Re(�̃i) = Re(�̃j) = 0;
2) n(�̃) = n(�̃i) = n(�̃j) = −1;
3) 〈�̃, �̃i〉 = 〈�̃j, �̃〉 = 〈�̃j, �̃i〉 = 〈�̃j, �̃ · �̃i〉 = 0.

Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что φ(�̃) = �, φ(�̃i) = �i, φ(�̃j) = �j.

Доказательство. Пусть A—подалгебра Ô, порождённая элементами �̃ и �̃i.
По лемме 5.13 A = Lin(1, �̃, �̃i, �̃ · �̃i). Как следует из теоремы 5.12, алгеб-
ра A ассоциативна. Согласно лемме 3.21 �̃ и �̃i антикоммутируют, поэтому, как
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нетрудно проверить, существует такой изоморфизм ψ : A → Ĥ, что ψ(1) = 1,
ψ(�̃ · �̃i) = i, ψ(�̃) = �, ψ(�̃i) = �i. Мы будем отождествлять Ĥ и подалгебру
Lin(1, i, �, �i) ⊂ Ô.

Сперва применим теорему 5.16 для Ĥ и x = �j. Тогда

Ô ⊇ Ĥ + Ĥ · (�j) ∼= Ĥ{1},
и из соображений размерности следует, что Ô = Ĥ + Ĥ · (�j). Затем применим
теорему 5.16 для A и x = �̃j, получим

Ô ⊇ A+A · (�̃j) ∼= A{1} ∼= Ĥ{1} ∼= Ĥ + Ĥ · (�j) = Ô,

откуда следует, что A+A· (�̃j) = Ô. Зададим отображение φ : Ô→ Ô формулой
φ
(
a + b · (�̃j)) = ψ(a) + ψ(b) · (�j) для всех a, b ∈ A. Тогда φ— требуемый

автоморфизм.

Лемма 5.20. Пусть a ∈ Ô \ {0}, Re(a) = 0. Тогда существует такое φ ∈
∈ AutR(Ô), что

1) если n(a) > 0, то φ(a) =
√
n(a) i;

2) если n(a) < 0, то φ(a) =
√−n(a) �;

3) если n(a) = 0, то φ(a) = (i+ �i)/2.

Доказательство. Обозначим A1 = Lin(i, j, k), A2 = Lin(�, �i, �j, �k). Тогда
для любых a1 ∈ A1 \ {0} и a2 ∈ A2 \ {0} будет выполнено n(a1) > 0 и n(a2) < 0.

Если n(a) > 0, то найдётся такое b ∈ A1, что b ∈ Lin(a)⊥ и n(b) = 1.
Затем мы можем выбрать такое c ∈ A2, что c ∈ Lin(a, b, ab)⊥ и n(c) = −1. По
лемме 5.18 существует такое φ ∈ AutR(Ô), что

φ

(
a

√
n(a)

)

= i, φ(b) = j, φ(c) = �.

Тогда
φ(a) =

√
n(a) i.

Если n(a) < 0, то найдётся такое b ∈ A2, что b ∈ Lin(a)⊥ и n(b) = −1. Затем
мы можем выбрать такое c ∈ A2, что c ∈ Lin(a, b, ab)⊥ и n(c) = −1. Согласно
лемме 5.19 существует такое φ ∈ AutR(Ô), что

φ

(
a

√−n(a)

)

= �, φ(b) = �i, φ(c) = �j.

Тогда
φ(a) =

√
−n(a) �.

Если n(a) = 0, то a = a1 +a2, где a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, n(a1)+n(a2) = n(a) = 0.
Поскольку a �= 0, то n(a1) = −n(a2) = c2

4 для некоторого c ∈ R, c �= 0. Ясно, что
〈a1, a2〉 = 0. Теперь мы выберем такое b ∈ A1, что b ∈ Lin(a1, a1a2)⊥ и n(b) = 1.



Контралгебры Кэли—Диксона 123

Тогда условие 〈b, a2〉 = 0 выполнено автоматически. Кроме того, применяя лем-
му 4.2 для x = a2, y = a1, z = b, получаем 〈a2, a1b〉 = 〈ā1a2, b〉 = −〈a1a2, b〉 = 0.
По лемме 5.18 существует такое φ1 ∈ AutR(Ô), что

φ1

(
a1

c/2

)
= i, φ1(b) = j, φ1

(
a2

c/2

)
= �.

Тогда

φ1(a) = φ1(a1) + φ1(a2) =
ci+ c�

2
.

Заметим, что

ci+ c� =
(

1 + c2

2c
i− 1− c2

2c
�

)
+

(
1 + c2

2c
�− 1− c2

2c
i

)
,

n

(
1 + c2

2c
i− 1− c2

2c
�

)
=

(
1 + c2

2c

)2

−
(

1− c2
2c

)2

= 1,

n

(
1 + c2

2c
�− 1− c2

2c
i

)
=

(
1− c2

2c

)2

−
(

1 + c2

2c

)2

= −1,
〈

1 + c2

2c
i− 1− c2

2c
�,

1 + c2

2c
�− 1− c2

2c
i

〉
=

1 + c2

2c
1− c2

2c
− 1− c2

2c
1 + c2

2c
= 0.

По лемме 5.18 найдётся такое φ2 ∈ AutR(Ô), что

φ2

(
1 + c2

2c
i− 1− c2

2c
�

)
= i, φ2

(
1 + c2

2c
�− 1− c2

2c
i

)
= �, φ2(j) = j.

Тогда

φ2

(
ci+ c�

2

)
=
i+ �

2
.

Согласно лемме 5.19 существует такое φ3 ∈ AutR(Ô), что

φ3(−�i) = �, φ3(�) = �i, φ3(�j) = �j.

Тогда
φ3(i) = φ3

(
(−�i) · �) = φ3(−�i) · φ3(�) = � · (�i) = i,

откуда получаем, что

φ3

(
i+ �

2

)
=
i+ �i

2
.

Таким образом, φ = φ3 ◦ φ2 ◦ φ1 — требуемый автоморфизм.

Лемма 5.21 [16, с. 274]. Пусть φ ∈ AutR(An). Тогда для любого a ∈ An

выполнены равенства Re
(
φ(a)

)
= φ

(
Re(a)

)
= Re(a) и Im

(
φ(a)

)
= φ

(
Im(a)

)
,

поэтому φ(a) = φ(ā) и n
(
φ(a)

)
= n(a).

Обозначение 5.22. Обозначим

e1 = (1, 0, 0)t, e2 = (0, 1, 0)t, e3 = (0, 0, 1)t ∈ R
3.
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Следствие ниже полностью аналогично лемме 5.4.

Следствие 5.23. Пусть A ∈ Ô \ RI, dis(A) =
(
tr(A)

)2 − 4 det(A) введено
в определении 3.4. Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что

1) если dis(A) > 0, т. е. dis(A) = d2 для некоторого d �= 0, то

φ(A) =
tr(A) + d�

2
=

1
2

(
tr(A) + d 0

0 tr(A)− d
)

;

2) если dis(A) < 0, т. е. dis(A) = −d2 для некоторого d �= 0, то

φ(A) =
tr(A) + di

2
=

1
2

(
tr(A) de1

−de1 tr(A)

)
;

3) если dis(A) = 0, то

φ(A) =
tr(A) + i+ �i

2
=

1
2

(
tr(A) 2e1

0 tr(A)

)
.

Доказательство. Согласно лемме 3.12 dis(A) = −4n
(
Im(A)

)
, поэтому до-

казательство сразу следует из лемм 5.20 и 5.21.

5.3.2. Ортогональность

Обозначение 5.24. Обозначим

E11 =
(

1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 e1

0 0

)
∈ Ô.

Лемма 5.25. Пусть A ∈ Z(Ô). Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что
1) если tr(A) �= 0, то φ(A) = tr(A)E11;
2) если tr(A) = 0, то φ(A) = E12.

Доказательство. По следствию 4.12 A ∈ Z(Ô) означает det(A) = 0, поэто-
му

dis(A) =
(
tr(A)

)2 − 4 det(A) =
(
tr(A)

)2
.

Остаётся применить следствие 5.23.

Лемма 5.26. Пусть A ∈ ZIm(Ô). Тогда dim
(
O

Ô
(A)

)
= 3.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 4.21.

Лемма 5.27. Пусть

A =
(

0 v
0 0

)
∈ Ô, v �= 0.

Тогда

O
Ô
(A) = RA⊕

{(
0 0
w 0

) ∣
∣
∣
∣ w · v = 0

}
=

{(
0 μv
w 0

) ∣
∣
∣
∣ μ ∈ R, w · v = 0

}
.



Контралгебры Кэли—Диксона 125

Доказательство. Нетрудно проверить, что имеет место включение справа
налево. Поскольку A ∈ ZIm(Ô), из леммы 5.26 следует, что dim

(
O

Ô
(A)

)
= 3.

Это доказывает требуемое равенство.

Лемма 5.28. Пусть

A =
(

0 0
w 0

)
∈ Ô, w �= 0.

Тогда

O
Ô
(A) = RA⊕

{(
0 v
0 0

) ∣
∣
∣
∣ v ·w = 0

}
=

{(
0 v
λw 0

) ∣
∣
∣
∣ λ ∈ R, v ·w = 0

}
.

Доказательство. Легко убедиться, что включение справа налево действи-
тельно выполняется. Поскольку A ∈ ZIm(Ô), из леммы 5.26 следует, что
dim

(
O

Ô
(A)

)
= 3. Значит, на самом деле имеет место равенство.

Лемма 5.29 [17, с. 200]. Для любых u,v,w ∈ R
3 выполнено равенство

u× (v ×w) = v(u ·w)−w(u · v).

Теорема 5.30. Граф ΓIm
O (Ô) связен, и его диаметр равен 3.

Доказательство. Как следует из лемм 3.28 и 5.25, достаточно доказать
следующий факт. Пусть

A =
(
a v
w b

)
∈ ZIm(Ô).

Тогда d(E12, A) � 3.
Поскольку tr(A) = a + b = 0, то b = −a. Значит, det(A) = −a2 − v ·w = 0,

поэтому a = 0, если и только если w ⊥ v.
Если w ⊥ e1 и w ⊥ v, то a = 0 и существует такое w̃ �= 0, что w̃ ⊥ e1,

w̃ ⊥ v и w̃ ‖ w, т. е. w × w̃ = 0. Значит, по лемме 5.28 найдётся путь длины 2
между E12 и A, а именно,

E12 =
(

0 e1

0 0

)
←→ B =

(
0 0
w̃ 0

)
←→ A =

(
0 v
w 0

)
.

Если w �⊥ e1 или w �⊥ v, то существует такое w̃ �= 0, что w̃ ⊥ e1, w̃ ⊥ v и
w̃ ∦ w, т. е. w × w̃ �= 0. Построим путь длины 3 между E12 и A:

E12 =
(

0 e1

0 0

)
←→ B =

(
0 0
w̃ 0

)
←→

←→ C =
(

0 w × w̃
−aw̃ 0

)
←→ A =

(
a v
w −a

)
.

Действительно, по лемме 5.28 E12, C ∈ OÔ
(B). Кроме того, согласно лемме 5.29

(w × w̃)× v = −(
v × (w × w̃)

)
= −(

w(v · w̃)− w̃(v ·w)
)

= (v ·w)w̃ = −a2w̃,
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поэтому

CA =
(

0 · a+ (w × w̃) ·w 0− a(w × w̃) + (−aw̃)×w
−a2w̃ + 0− (w × w̃)× v 0 · (−a) + (−aw̃) · v

)
= 0.

Тогда AC = ĀC̄ = CA = 0, т. е. A и C ортогональны.
Из лемм 5.27 и 5.28 нетрудно получить, что для любых w и v с условием

w �⊥ v не существует пути длины � 2 между
(

0 0
w 0

)

и (
0 v
0 0

)
.

Таким образом, диаметр ΓIm
O (Ô) равен в точности 3.

Теорема 5.31. Максимальные клики в ΓIm
O (Ô) имеют вид Lin∗(A,B), где A

и B ортогональны и линейно независимы.

Доказательство. Пусть Q—максимальная клика в ΓIm
O (Ô), A ∈ Q. По лем-

ме 5.26 имеет место равенство dim
(
O

Ô
(A)

)
= 3. Значит, включение Q ⊂ Lin∗(A)

не выполняется и существует такое B ∈ Q, что A и B линейно независимы. Яс-
но, что A ∈ O

Ŝ
(A) и B ∈ O

Ŝ
(B), поэтому Lin∗(A,B) ⊂ Q.

Пусть A,B,C ∈ ZIm(Ô) линейно независимы. Тогда A, B, C не обра-
зуют цикл длины 3 в ΓIm

O (Ô). Предположим противное. Тогда для любого
D ∈ Lin∗(A,B,C) выполнено Lin(A,B,C) ⊂ O

Ô
(D) и dim

(
Lin(A,B,C)

)
=

= dim
(
O

Ô
(D)

)
= 3, откуда следует, что O

Ô
(D) = Lin(A,B,C). Значит, под-

граф ΓIm
O (Ô) на множестве вершин Lin∗(A,B,C) является компонентой связно-

сти. Но по теореме 5.30 ΓIm
O (Ô) связен. Однако из соображений размерности

нетрудно получить, что включение ZIm(Ô) ⊂ Lin(A,B,C) не выполняется, про-
тиворечие.

Таким образом, Q = Lin∗(A,B).

5.3.3. Делители нуля

Теорема 5.32. Диаметр ΓZ(Ô) равен 2.

Доказательство. Сначала покажем, что d
(
ΓZ(Ô)

)
� 2. Согласно лем-

мам 3.28 и 5.25 достаточно доказать следующие утверждения.

1. Пусть

A =
(
a v
w b

)
,

det(A) = ab− v ·w = 0. Тогда d(E11, A) � 2.
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— Если a �= 0 или w �= 0, то

E11 =
(

1 0
0 0

)
−→ B =

(
0 0
w −a

)
−→ A =

(
a v
w b

)
,

E11B =
(

1 · 0 + 0 ·w 0 + 0 + 0×w
0 + 0− 0× 0 0 · (−a) + 0 · 0

)
= 0,

BA =
(

0 · a+ 0 ·w 0 + 0 + w ×w
aw − aw − 0× v (−a) · b+ v ·w

)
= 0.

— Если a = 0 и w = 0, то либо b �= 0, либо v �= 0. Пусть ev ∈ R
3 таков,

что v = |v|ev и |ev| = 1. Рассмотрим следующий путь:

E11 =
(

1 0
0 0

)
−→ B =

(
0 0
bev −|v|

)
−→ A =

(
0 v
0 b

)
,

E11B =
(

1 · 0 + 0 · (bev) 0 + 0 + 0× (bev)
0 + 0− 0× 0 0 · (−|v|) + 0 · 0

)
= 0,

BA =
(

0 · 0 + 0 · 0 0 + 0 + (bev)× 0
0 + 0− (bev)× v (−|v|) · b+ v · (bev)

)
= 0.

Аналогично d(A,E11) � 2.

— Если a �= 0 или v �= 0, то

A =
(
a v
w b

)
−→ B =

(
0 v
0 −a

)
−→ E11 =

(
1 0
0 0

)
.

— Если a = 0 и v = 0, то либо b �= 0, либо w �= 0. Пусть ew ∈ R
3 таков,

что w = |w|ew и |ew| = 1. Тогда путь от A к E11 имеет вид

A =
(

0 0
w b

)
−→ B =

(
0 bew

0 −|w|
)
−→ E11 =

(
1 0
0 0

)
.

2. Пусть

A =
(
a v
w b

)
,

det(A) = 0 и tr(A) = 0, т. е. b = −a и ab− v ·w = 0. Тогда d(E12, A) � 2.

— Если a = 0, e1 × v = 0 и e1 ·w = 0, то E12 и A соединены ребром:

E12 =
(

0 e1

0 0

)
−→ A =

(
0 v
w 0

)
,

E12A =
(

0 · 0 + e1 ·w 0 + 0 + 0×w
0 + 0− e1 × v 0 · 0 + v · 0

)
= 0.
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— В противном случае существует следующий путь длины 2 от E12 к A:

E12 =
(

0 e1

0 0

)
−→ B =

(−e1 ·w a e1

e1 × v 0

)
−→ A =

(
a v
w b

)
,

E12B =
(

0 · (−e1 ·w) + e1 · (e1 × v) 0 + 0 + 0× (e1 × v)
0 + 0− e1 × (ae1) 0 · 0 + (ae1) · 0

)
= 0,

BA=
(

(−e1 ·w)·a+(ae1)·w (−e1 ·w)v+b(ae1)+(e1×v)×w
a(e1×v)+0−(ae1)×v 0 · b+v·(e1×v)

)
=0,

так как по лемме 5.29 выполняется равенство

(e1×v)×w = −w×(e1×v) = −(
e1(w·v)−v(w·e1)

)
= v(w·e1)−e1(ab).

Кроме того, d
(
ΓZ(Ô)

)
� 2, поскольку найдётся пара не связанных ребром

вершин (например, E11 �→ E12). Таким образом, d
(
ΓZ(Ô)

)
= 2.
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Hackensack: World Sci. Publ., 2006. — P. 333—346.

[22] Moreno G. Constructing zero divisors in the higher dimensional Cayley—Dickson al-
gebras. — 2005. — arXiv:math/0512517[math.RA].

[23] Redmond S. P. The zero-divisor graph of a noncommutative ring // Int. J. Commut.
Rings. — 2002. —Vol. 1, no. 4. — P. 203—211.

[24] Schafer R. D. On the algebras formed by the Cayley—Dickson process // Amer. J.
Math. — 1954. —Vol. 76, no. 2. — P. 435—446.

[25] Schafer R. D. An Introduction to Nonassociative Algebras. —New York: Academic
Press, 1966.





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 290
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 290
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 800
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [594.000 792.000]
>> setpagedevice


