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Аннотация

Известно, что коды Рида—Маллера над простым полем совпадают со степеня-
ми радикала соответствующей групповой алгебры. Вопрос о совпадении кодов Ри-
да—Маллера и степеней радикала в случае непростого поля оставался без подробно-
го рассмотрения. Вопрос об условиях, описывающих теоретико-множественные вклю-
чения между кодами Рида—Маллера и степенями радикала, оставался полностью
неисследованным. В данной работе доказано отсутствие нетривиальных совпадений
кодов Рида—Маллера над непростым полем со степенями радикала соответствующей
групповой алгебры и получены необходимые и достаточные условия теоретико-мно-
жественных включений между кодами Рида—Маллера и степенями радикала этой
алгебры.

Abstract

I. N. Tumaykin, The structure of Reed–Muller codes over a nonprime field, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 23 (2020), no. 3, pp. 231—258.

It is well known that Reed–Muller codes over a prime field are radical powers of
a corresponding group algebra. The case of a nonprime field is less studied in terms of
equalities and inclusions between Reed–Muller codes and radical powers. In this paper,
we prove that Reed–Muller codes in the case of a nonprime field of arbitrary character-
istic are distinct from radical powers and provide necessary and sufficient conditions for
inclusions between these codes and the powers of the radical.

1. Предварительные сведения и результаты

Пусть p—простое число и q = pl, l � 1. Рассмотрим поле Q = Fq харак-
теристики p и порядка q. Пусть q = πm, где m > 1, l = λm, π = pλ, λ � 1.
Рассмотрим поле P = Fπ характеристики p и порядка π. Пусть группа (H, ·)
изоморфна аддитивной группе поля Q. Рассмотрим групповую алгебру S = QH
и групповую алгебру R = PH. Радикалы алгебр S и R обозначим RS и RR

соответственно. Пусть φ : (H, ·) → (Q,+)—указанный выше изоморфизм.

Фундаментальная и прикладная математика, 2020, том 23, № 3, с. 231—258.
c© 2020 Национальный Открытый Университет «ИНТУИТ»



232 И. Н. Тумайкин

Рассмотрим следующие элементы:

ui =
∑

h∈H

(
φ(h)

)i
h ∈ S, i ∈ 0, q − 1.

Определение 1.1. Назовём π-весом числа i сумму цифр в его π-ичном
представлении и обозначим π-вес ωπ(i). Заметим, что ωπ(i) ∈ 0,m(π − 1) при
i ∈ 0, q − 1. Аналогично вводится p-вес.

Определение 1.2 [2]. Для всех k ∈ 0,m(π − 1) определим базисный код
Рида–Маллера порядка k над полем Q равенством

Mπ(m, k) =
∑

i∈0,q−1
0�ωπ(i)�k

Qui.

Множество Mπ(m, k) является идеалом в S и определяет линейный код K
длины q в алфавите Q следующим образом:

K =
{

(x1, x2, . . . , xq) ∈ Q :
q∑

i=1

xihi ∈ Mπ(m, k)
}
,

где H = {h1, . . . , hq}—некоторое упорядочение элементов группы H.
Замечание 1.1. Известно, что Mπ

(
m(π− 1)

)
= S и Mπ(m,m(π− 1)− 1) =

= RS [2]. Непосредственно из определения следует, что Mπ(m, 0) = Qu0.

Утверждение 1.1 [2]. Множество {ui : i ∈ 0, q − 1, 0 � ωπ(i) � k}—базис
Mπ(m, k).

Определение 1.3 [5]. Функцию следа trQ
P из поля Q в поле P определим

равенством
trQ

P (α) = α+ απ + απ2
+ . . .+ απm−1

, α ∈ Q.

Определение 1.4 [2]. Пусть tr = trQ
P —функция следа из поля Q в поле P .

Определим функцию следа Tr = TrS
R из алгебры S в алгебру R равенством

Tr
( ∑

h∈H

αhh

)
=

∑

h∈H

tr(αh)h, αh ∈ Q.

Утверждение 1.2 [2]. Tr: S → R— эпиморфизм модулей, и образ любого
ненулевого идеала в S является ненулевым идеалом в R.

Определение 1.5 [2]. Обозначим RMπ(m, k) = Tr(Mπ(m, k)).

Утверждение 1.3 [2]. RMπ(m, k) является идеалом в R и линейным кодом
над P с кодовыми параметрами [q,Mπ(m, k), dπ(m, k)]. Код RMπ(m, k) является
кодом Рида—Маллера порядка k над полем P .

Замечание 1.2. Далее будем называть коды Рида—Маллера обычными ко-
дами Рида—Маллера, чтобы отличать их от базисных кодов Рида—Маллера.

Большая часть дальнейших результатов опирается на следующие известные
факты.
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Лемма 1.1 [2]. Для любых s, t ∈ 0, q − 1 имеют место соотношения

usut = 0, если s+ t � q − 2;

usut = cδuδ, где cδ = −(−1)t−δ

(
t

δ

)
= −(−1)s−δ

(
s

δ

)
,

если s+ t = q − 1 + δ < 2(q − 1);
uq−1uq−1 = −u0 − uq−1.

Замечание 1.3. Отметим, что cδ ∈ Fp.

Теорема 1.1 (Люка [6]). Пусть m, n—целые неотрицательные числа, пусть
p—простое число. Пусть [m]p = [ms, . . . ,m0] и [n]p = [ns, . . . , n0]— p-ичные
представления m и n соответственно. Тогда

(
m

n

)
≡

s∏

i=0

(
mi

ni

)
mod p.

Следствие 1.1. Если в условиях предыдущей теоремы для некоторого i∈0, s
выполнено mi < ni, то

(
m
n

) ≡ 0 mod p.

Лемма 1.2 [3]. Пусть k ∈ 0,m(π − 1) − 1. Тогда имеет место включение

RSMπ(m, k + 1) ⊆ Mπ(m, k).

Лемма 1.3 [3]. Пусть uδ ∈ RSMπ(m, k + 1). Тогда существуют us ∈ RS ,
ut ∈ Mπ(m, k), такие что usut = cδuδ, где cδ ∈ Fp

∗.

1.1. Совпадения и включения между базисными
кодами Рида—Маллера и степенями радикала RS

Все полученные в данной работе результаты для обычных кодов Рида—Мал-
лера основаны на приведённых ниже известных результатах для базисных ко-
дов.

Совпадения базисных кодов со степенями радикала RS в случае простого
подполя описываются следующим утверждением.

Утверждение 1.4 [2]. Пусть j ∈ 0, l(p− 1). Тогда выполнено равенство

Mp(l, j) = RS
l(p−1)−j .

Напомним, что при λ �= 1 есть только тривиальные совпадения базисных
кодов Рида—Маллера и степеней радикала RS .

Утверждение 1.5 [3]. Пусть λ �= 1. Тогда выполнены равенства

Mπ(m, 0) = Mp(l, 0),
Mπ(m,m(π − 1) − 1) = Mp(l, l(p− 1) − 1),

Mπ

(
m,m(π − 1)

)
= Mp

(
l, l(p− 1)

)
.
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Теорема 1.2 [3]. Пусть λ �= 1, k ∈ 1,m(π − 1) − 2 и j ∈ 1, l(p− 1) − 2. Тогда
имеет место соотношение

Mπ(m, k) �= Mp(l, j).

Определение 1.6. Определим множества Pj и Πk равенствами

Pj = {t ∈ Z : 0 � ωp(t) � j}, Πk = {t ∈ Z : 0 � ωπ(t) � k}.
Следствие 1.2 [3]. Пусть λ �= 1, k ∈ 1,m(π − 1) − 2 и j ∈ 1, l(p− 1) − 2.

Тогда имеет место соотношение

Πk �= Pj .

Поскольку в случае λ �= 1 нет нетривиальных совпадений базисных ко-
дов со степенями радикала, естественно рассмотреть теоретико-множественные
включения между ними.

Утверждение 1.6 [3]. Пусть j ∈ 2, l(p− 1). Тогда имеет место включение

Mp(l, l(p− 1) − j) ⊂ Mπ(m,m(π − 1) − j).

Утверждение 1.7 [3]. Пусть j ∈ 1, l(p− 1). Тогда имеет место включение

Mp(l, j) ⊃ Mπ(m, j).

Рассмотрим граф включений базисных кодов Рида—Маллера и степеней ра-
дикала RS , т. е. ориентированный граф, в котором вершины соответствуют
указанным идеалам и между двумя идеалами проходит дуга, когда один из них
есть подмножество другого; при этом начало такой дуги— вершина, соответ-
ствующая надмножеству, а конец— вершина, соответствующая подмножеству.
В данном графе есть два маршрута: маршрут, соответствующий включениям
идеалов Mπ(m, k) между собой, и маршрут, соответствующий включениям сте-
пеней радикала RS между собой. Согласно утверждениям 1.4 и 1.5 данные
маршруты имеют три общие вершины, соответствующие тривиальным совпа-
дениям. Отметим, что первый маршрут значительно длиннее второго. Далее
рассматриваются графы после проведения транзитивной редукции, т. е. после
удаления всех рёбер, не влияющих на связность между любыми двумя верши-
нами.

Рассмотрим следующую ситуацию: в вершину, соответствующую идеалу
Mπ(m, k), входят два направленных ребра. Первое выходит из вершины, со-
ответствующей идеалу Mπ(m, k + 1), а второе выходит из вершины, соот-
ветствующей Mp(l, l(p − 1) − α) = RS

α для некоторого α. Данный случай
описывается следующими условиями:

Mπ(m, k) ⊂ RS
α, (1)

Mπ(m, k) � RS
α+1, (2)

Mπ(m, k + 1) �⊂ RS
α. (3)

Данный случай описывается следующими известными фактами.



Строение кодов Рида—Маллера над непростым полем 235

Теорема 1.3 [3]. Пусть для некоторого k ∈ 1,m(π − 1) − 2 выполнено ра-
венство

RSMπ(m, k + 1) = Mπ(m, k). (4)

Тогда существует и притом единственное α ∈ 1, l(p− 1) − 1, такое что имеют
место соотношения (1)—(3).

Теорема 1.4 [3]. Пусть α ∈ 1, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 2 такие, что
имеют место соотношения (1)—(3). Тогда выполнено равенство (4).

Утверждение 1.8 [3]. Пусть α ∈ 1, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 2. Тогда
соотношения (1)—(3) имеют место тогда и только тогда, когда k—максималь-
ное среди чисел k′, для которых j = l(p − 1) − α является наименьшим таким,
что Πk′ ⊂ Pj .

Определим отображение ψ : N → N равенством ψ(t) = (t+1)p+m(p−1)−1.
Положим ψ0 = Id.

Теорема 1.5 [3]. Пусть α ∈ 1, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 2. Соотноше-
ния (1)—(3) имеют место тогда и только тогда, когда

k = ψθ(τ),

где θ и τ —частное и остаток от деления j = l(p − 1) − α на m(p − 1), т. е.
j = θm(p− 1) + τ , где 0 � τ < m(p− 1).

Отметим также граничные случай равенства (4) при k = 0.

Утверждение 1.9 [3]. RSMπ(m, 1) = Mπ(m, 0).

Рассмотрим другую ситуацию: в вершину, соответствующую идеалу
Mp(l, l(p− 1) − α) = RS

α, входят два направленных ребра. Первое выходит из
вершины, соответствующей RS

α−1, а второе выходит из вершины, соответству-
ющей Mπ(m, k) для некоторого k. Данный случай описывается следующими
условиями:

RS
α ⊂ Mπ(m, k), (5)

RS
α

� Mπ(m, k − 1), (6)

RS
α−1 �⊂ Mπ(m, k). (7)

Данный случай описывается следующими известными фактами.

Утверждение 1.10 [3]. Пусть α ∈ 2, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 1. Чис-
ло k является минимальным таким, что для j = l(p − 1) − α имеет место
включение Pj ⊂ Πk, тогда и только тогда, когда имеют место соотношения
(5)—(7).

Теорема 1.6 [3]. Пусть α ∈ 2, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 1. Соотноше-
ния (5)—(7) имеют место тогда и только тогда, когда выполнено равенство

k =
θ−1∑

i=0

m(p− 1)pλ−1−i + τpλ−θ−1,
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где θ и τ —частное и остаток от деления j = l(p − 1) − α на m(p − 1), т. е.
j = θm(p− 1) + τ , где 0 � τ < m(p− 1).

2. Базисы кодов Рида—Маллера

Цель данного раздела— построить специальные базисы кодов Рида—Мал-
лера, которые тесно связаны с базисами соответствующих базисных кодов Ри-
да—Маллера. Это позволит в дальнейшем переносить результаты для идеалов
Mπ(m, k) на случай идеалов RMπ(m, k). Введём необходимые определения.

Определение 2.1. π-записью числа t назовём его π-ичное представление,
обозначим π-запись через [t]π. Аналогично вводится p-запись. Для t ∈ 0, q − 1
отождествим [t]π и соответствующий элемент {0, . . . , π−1}m. Аналогично отож-
дествим [t]p и соответствующий элемент {0, . . . , p−1}l. Элементы, составляющие
[t]π, назовём π-координатами. Аналогично вводятся p-координаты.

2.1. Элементы Tr(ui)

Начнём с подробного исследования элементов Tr(ui).
Определение 2.2. Пусть Sπ : Z�0 → Z�0 —циклический сдвиг π-записи

числа t на одну позицию влево: если [t]π = [tn, tn−1, . . . , t1, t0], то Sπ(t) = t̃, где
[t̃]π = [tn−1, . . . , t1, t0, tn].

Лемма 2.1. Пусть s, t ∈ 1, q − 1. Тогда следующие условия эквивалентны:

s ≡ tπ mod (q − 1),
s = Sπ(t).

Доказательство. Пусть [t]π = [tm−1, tm−2, . . . , t1, t0]. Тогда

[tπ]π = [tm−1, tm−2, . . . , t1, t0, 0︸ ︷︷ ︸
m+1

].

Положим t̃ = tπ − tm−1(q − 1). Тогда

t̃ = tπ − tm−1(πm − 1) = tπ − tm−1π
m + tm−1.

Отсюда получаем [t̃]π = [tm−2, . . . , t1, t0, tm−1]. Легко видеть, что t̃ = Sπ(t).
Пусть s = Sπ(t). Тогда s = t̃ = tπ − tm−1(q − 1) ≡ tπ mod (q − 1).

Пусть s ≡ tπ mod (q − 1). Тогда s ≡ tπ − tm−1(q − 1) mod (q − 1), т. е.
s ≡ t̃ mod (q − 1). По условию имеем s ∈ 1, q − 1, по построению t̃ имеем t̃ ∈
∈ 1, q − 1. Таким образом, из соотношения s ≡ t̃ mod (q−1) вытекает, что s = t̃.
Лемма доказана.

Замечание 2.1. Пусть t ∈ 0, q − 1. Несложно понять, что Sm
π (t) = t.

Далее будем рассматривать только ограничение Sπ на {0, 1, . . . , q − 1},
которое также обозначим Sπ. Естественно положить S0

π = Id. Ясно, что
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{S1
π, . . . , S

m−1
π , Sm

π } является циклической группой порядка m относительно
операции композиции. Обозначим указанную группу 〈Sπ〉m.

Лемма 2.2. Пусть s, t ∈ 1, q − 1 и k ∈ 0,m. Тогда следующие условия экви-
валентны:

s ≡ tπk mod (q − 1),

s = Sk
π(t).

Доказательство. Пусть [t]π = [tm−1, tm−2, . . . , t1, t0]. Тогда

[tπk]π = [tm−1, tm−2, . . . , t1, t0︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

].

Положим

t̃ = tπk − tm−1π
k−1(q − 1) − tm−2π

k−2(q − 1) − . . .− tm−k(q − 1).

Легко видеть, что t̃ = Sk
π(t). Дальнейшие рассуждения повторяют доказатель-

ство леммы 2.1.

Определение 2.3. Рассмотрим действие группы 〈Sπ〉m на {0, 1, . . . , q − 1}.
Напомним, что орбита числа t определена равенством

Orb(t) = {Sk
π(t) : k ∈ 1,m },

а стабилизатор числа t определён равенством

St(t) = {Sk
π ∈ 〈Sπ〉m : Sk

π(t) = t}.
Замечание 2.2. Отметим, что |Orb(t)| · |St(t)| = m.

Лемма 2.3. Пусть t ∈ 0, q − 1 и k ∈ 0,m. Тогда ωπ(t) = ωπ

(
Sk

π(t)
)
и ωp(t) =

= ωp

(
Sk

π(t)
)
.

Доказательство непосредственно вытекает из определения Sπ.

Лемма 2.4. Пусть t ∈ 0, q − 1. Тогда π-запись t непериодическая тогда и
только тогда, когда |Orb(t)| = m.

Доказательство. По предыдущему замечанию условие |Orb(t)| �= m рав-
носильно тому, что |St(t)| > 1. Последнее неравенство эквивалентно тому,
что существует k ∈ 1,m− 1, такое что Sk

π(t) = t. Ясно, что St(t)—подгруп-
па в 〈Sπ〉m. Отсюда следует, что St(t)—циклическая группа как подгруппа
циклической группы. Без ограничения общности можно считать, что St(t) =
= 〈Sk

π〉. Это равносильно тому, что период π-записи t равен k.
В самом деле, если St(t) = 〈Sk

π〉. Тогда для всех k′ ∈ 1, k − 1 имеем
Sk′

π (t) �= t. Пусть [t]π = [tm−1, . . . , t1, t0]. Тогда выполнены равенства

t0 = tk, t1 = tk+1, . . . , tk−1 = tk+(k−1),

т. е. период π-записи t равен k.
Наоборот, если период π-записи t равен k, то Sk

π ∈ St(t), и для всех
k′ ∈ 1, k − 1 имеем Sk′

π (t) �= t, т. е. St(t) = 〈Sk
π〉. Лемма доказана.
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Лемма 2.5. Пусть t ∈ 0, q − 1. Тогда π-запись t периодическая с периодом
k ∈ 1,m− 1 тогда и только тогда, когда |Orb(t)| = k.

Доказательство. Из доказательства предыдущей леммы вытекает, что пе-
риод π-записи t равен k тогда и только тогда, когда St(t) = 〈Sk

π〉. Последнее
равенство равносильно тому, что число различных левых смежных классов по
St(t) равно k. Поскольку элементы Orb(t) находятся в биективном соответ-
ствии с левыми смежными классами по стабилизатору t, имеем |Orb(t)| = k,
что завершает доказательство.

Замечание 2.3. Присвоим непериодической π-записи t период m. Тогда пе-
риод π-записи t всегда совпадает с |Orb(t)|.

Определение 2.4. Рассмотрим произвольный элемент a ∈ S:

a =
∑

h∈H

ahh, ah ∈ Q.

Пусть πa : H → Q—проекция на h-ю координату a, т. е. πa(h) = ah. Согласно
определению имеем, что φ : (H, ·) → (Q,+)—изоморфизм. Определим отобра-
жение Pa : Q→ Q равенством Pa = πa ◦ φ−1, т. е. Pa(x) = πa

(
φ−1(x)

)
.

Следствие 2.1. Пусть a, b ∈ S и ξ ∈ Q. Тогда Pa+b = Pa +Pb и Pξ·a = ξ · Pa.

Утверждение непосредственно вытекает из определения Pa.

Следствие 2.2. Пусть a, b ∈ S. Тогда a = b тогда и только тогда, когда
Pa = Pb.

Доказательство. Условие a = b равносильно тому, что πa = πb. Поскольку
φ—изоморфизм, последнее равенство эквивалентно тому, что Pa = Pb.

Множество функций, действующих из поля Q в себя, совпадает с множе-
ством многочленов над Q от одной переменной, степень которых меньше q.
В частности, tr = trQ

P —функция следа из поля Q в поле P , являющееся подпо-
лем Q, задаётся многочленом

tr(x) = x+ xπ + xπ2
+ . . .+ xπm−1

.

Лемма 2.6. Пусть a = ui, где i ∈ 0, q − 1. Тогда Pa(x) = xi.

Доказательство. По определению имеем

Pa(x) = Pui
(x) = πui

(
φ−1(x)

)
=

(
φ
(
φ−1(x)

))i

= xi.

Лемма 2.7. Пусть a = Tr(ui), где i ∈ 0, q − 1. Тогда Pa(x) = tr(xi).

Доказательство. По определению имеем

Pa(x) = PTr(ui)(x) = πTr(ui)

(
φ−1(x)

)
= tr

((
φ
(
φ−1(x)

))i)
= tr(xi).

Лемма 2.8. Пусть i ∈ 0, q − 1, k ∈ 0,m. Тогда мономы xiπk

и xSk
π(i) опреде-

ляют одну и ту же функцию, действующую из поля Q в себя.
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Доказательство. Известно, что многочлены над Q, сравнимые по модулю
двучлена xq − x, определяют одну и ту же функцию, действующую из поля Q
в себя [5]. В частности, это означает, что мономы xq+α и x1+α задают одну
и ту же функцию при всех целых неотрицательных α. Заметим, что при этом
q+α ≡ 1+α mod (q−1). Заменяя xq+α на x1+α в мономе xiπk

, можно добиться
того, что его степень станет меньше q. Если i �= 0, то по лемме 2.2 заключаем,
что моном xiπk

в результате указанных замен перейдёт в xSk
π(i). Отметим, что

в этом случае мономов нулевой степени ни до, ни после замен нет. Если i = 0,
то легко видеть, что xiπk

= xSk
π(i) = x0 = 1. Лемма доказана.

Лемма 2.9. Пусть a = Tr(ui), где i ∈ 0, q − 1. Тогда

Pa(x) =
m∑

k=1

xSk
π(i).

Доказательство. Отметим, что xSm
π (i) = xS0

π(i) = xi. Применяя результаты
предыдущей леммы к равенству

Pa(x) = tr(xi) = xi + xiπ + xiπ2
+ . . .+ xiπm−1

,

получаем

Pa(x) = xSm
π (i) + xS1

π(i) + xS2
π(i) + . . .+ xSm−1

π (i) =
m∑

k=1

xSk
π(i).

Замечание 2.4. Далее, рассматривая PTr(ui) как многочлен, будем отож-

дествлять мономы xiπk

и xSk
π(i) и будем считать, что deg

(PTr(ui)

)
< q.

Следствие 2.3. Пусть a = Tr(ui), где i ∈ 0, q − 1. Тогда выполнено равенство

Pa(x) = |St(i)| ·
∑

k∈Orb(i)

xk.

Доказательство. Согласно предыдущей лемме множество различных степе-
ней мономов, входящих в Pa, совпадает с Orb(i), а количество мономов одной
степени равно |St(i)|.

Следствие 2.4. Пусть a = Tr(ui), где i ∈ 0, q − 1. Тогда a = 0 тогда и только
тогда, когда p делит |St(i)|.

Доказательство. По следствию 2.2 равенство a = 0 эквивалентно тому, что
Pa ≡ 0. В силу предыдущего следствия данное условие равносильно тому, что
|St(i)| кратно p.

Утверждение 2.1. Пусть a = Tr(ui), b = Tr(uj), где i, j ∈ 0, q − 1. Условие
a = b = 0 равносильно тому, что |St(i)| и |St(j)| делят p. Условие a = b �= 0
равносильно тому, что |St(i)| и |St(j)| не делят p и i = Sk

π(j), где k ∈ 1,m.
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Доказательство. По предыдущему следствию достаточно рассмотреть толь-
ко случай a = b �= 0. Условие a = b равносильно тому, что Pa = Pb. По след-
ствию 2.3 множество различных степеней мономов, входящих в Pa, совпадает
с множеством Orb(i), а множество различных степеней мономов, входящих в Pb,
совпадает с множеством Orb(j). Отсюда вытекает, что условие Pa = Pb эквива-
лентно тому, что Orb(i) = Orb(j). Последнее равенство равносильно тому, что
i = Sk

π(j), где k ∈ 1,m.

2.2. Элементы Tr(ξui)

Перейдём теперь к исследованию элементов Tr(ξui), где ξ ∈ Q.

Определение 2.5. Пусть j | i. Обозначим через tri
j функцию следа из поля

Fπi в поле Fπj :

tri
j(x) = x+ xπj

+ xπ2j

+ . . .+ xπi−j

.

Замечание 2.5. В предыдущих обозначениях имеем tr = trm
1 .

Напомним основные свойства функции tri
j .

Теорема 2.1 [5].

Выполнено равенство tri
j(x1 + x2) = tri

j(x1) + tri
j(x2).

При всех ξ ∈ Fπj выполнено равенство tri
j(ξ · x) = ξ · tri

j(x).

Выполнено равенство tri
j(x

πj

) = tri
j(x).

При j | k | i выполнено равенство tri
j = trk

j ◦ tri
k.

Дальнейшие результаты опираются на следующий известный факт.

Теорема 2.2 [5]. Для любых элементов x, y конечного поля характеристи-
ки p и любого натурального n выполнено равенство

(x+ y)pn

= xpn

+ ypn

.

Лемма 2.10. Пусть ξ ∈ Q. Пусть a = Tr(ξui), где i ∈ 0, q − 1. Тогда
Pa(x) = tr(ξxi).

Доказательство. По определению имеем

Pa(x) = PTr(ξui)(x) = πTr(ξui)

(
φ−1(x)

)
= tr

(
ξ
(
φ
(
φ−1(x)

))i)
= tr(ξxi).

Утверждение 2.2. Пусть ξ ∈ Q. Пусть a = Tr(ξui), где i ∈ 0, q − 1. Пусть
|Orb(i)| = r. Тогда выполнено равенство

Pa(x) = trm
r (ξ) · xi +

(
trm

r (ξ)
)π · xiπ + . . .+

(
trm

r (ξ)
)πr−1

· xiπr−1
. (8)

Доказательство. Из замечаний 2.2 и 2.3 следует, что r—период π-записи i
и r | m. Пусть k = m/r. Тогда по леммам 2.2, 2.4, 2.5 имеют место соотношения
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i = iπ0 ≡ iπr ≡ iπ2r ≡ . . . ≡ iπ(k−1)r mod (q − 1),

iπ1 ≡ iπr+1 ≡ iπ2r+1 ≡ . . . ≡ iπ(k−1)r+1 mod (q − 1),
...

iπr−1 ≡ iπr+(r−1) ≡ iπ2r+(r−1) ≡ . . . ≡ iπ(k−1)r+(r−1) mod (q − 1).

Тогда согласно леммам 2.2 и 2.8 справедливы равенства

xi = xiπr

= xiπ2r

= . . . = xiπ(k−1)r

,

xiπ = xiπr+1
= xiπ2r+1

= . . . = xiπ(k−1)r+1
,

...

xiπr−1
= xiπr+(r−1)

= xiπ2r+(r−1)
= . . . = xiπ(k−1)r+(r−1)

.

Отсюда вытекает следующая цепочка равенств:

Pa(x) = tr(ξxi) = ξxi + ξπxiπ + . . .+ ξπm−1
xiπm−1

=

=
(
ξxi + ξπr

xiπr

+ ξπ2r

xiπ2r

+ . . .+ ξπ(k−1)r

xiπ(k−1)r
)

+

+
(
ξπxiπ + ξπr+1

xiπr+1
+ ξπ2r+1

xiπ2r+1
+ . . .+ ξπ(k−1)r+1

xiπ(k−1)r+1
)

+

+. . .+
(
ξπr−1

xiπr−1
+ξπr+(r−1)

xiπr+(r−1)
+. . .+ξπ(k−1)r+(r−1)

xiπ(k−1)r+(r−1)
)

=

=
(
ξ + ξπr

+ . . .+ ξπ(k−1)r
)
· xi +

(
ξπ + ξπr+1

+ . . .+ ξπ(k−1)r+1
)
· xiπ +

+ . . .+
(
ξπr−1

+ ξπr+(r−1)
+ . . .+ ξπ(k−1)r+(r−1)

)
· xiπr−1

=

=
(
ξ + ξπr

+ . . .+ ξπ(k−1)r
)
· xi +

(
ξ + ξπr

+ . . .+ ξπ(k−1)r
)π

· xiπ +

+ . . .+
(
ξ + ξπr

+ . . .+ ξπ(k−1)r
)πr−1

· xiπr−1
=

= trm
r (ξ) · xi +

(
trm

r (ξ)
)π · xiπ + . . .+

(
trm

r (ξ)
)πr−1

· xiπr−1
.

Замечание 2.6. Отметим, что в (8) все мономы имеют различные степени и
множество этих степеней совпадает с Orb(i).

Следствие 2.5. В условиях предыдущего утверждения имеем Pa(x) =
= trr

1(tr
m
r (ξ) · xi).

Доказательство. Из предыдущего утверждения получаем

Pa(x) = trm
r (ξ) · xi +

(
trm

r (ξ)
)π · xiπ + . . .+

(
trm

r (ξ)
)πr−1

· xiπr−1
=

= trm
r (ξ) · xi + (trm

r (ξ) · xi)π + . . .+ (trm
r (ξ) · xi)πr−1

= trr
1(tr

m
r (ξ) · xi).

Следствие 2.6. В условиях предыдущего утверждения имеем a �= 0 при
tr(ξ) �= 0.
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Доказательство. Рассмотрим Pa(1Q):

Pa(1Q) = trr
1(tr

m
r (ξ) · 1Q) = trr

1

(
trm

r (ξ)
)

= trm
1 (ξ) = tr(ξ) �= 0.

Отсюда получаем Pa �≡ 0. Значит, согласно следствию 2.2 имеем a �= 0.

Утверждение 2.3. Пусть ξ, χ ∈ Q. Положим a = Tr(ξui), b = Tr(χui), где
i ∈ 0, q − 1. Пусть |Orb(i)| = r. Тогда a = b тогда и только тогда, когда trm

r (ξ) =
= trm

r (χ).

Доказательство. Условие a = b равносильно тому, что Pa = Pb. В си-
лу утверждения 2.2 последнее равенство эквивалентно тому, что у Pa и Pb

одинаковый коэффициент при xi, т. е. trm
r (ξ) = trm

r (χ).

Следствие 2.7. Пусть ξ ∈ Q. Положим a = Tr(ξui), где i ∈ 0, q − 1. Пусть
|Orb(i)| = r. Тогда a = 0 тогда и только тогда, когда trm

r (ξ) = 0.

Доказательство. Воспользуемся предыдущим утверждением для χ = 0.

Теорема 2.3. Пусть ξ, χ ∈ Q. Положим a = Tr(ξui), b = Tr(χuj), где i, j ∈
∈ 0, q − 1. Пусть |Orb(i)| = r1, |Orb(j)| = r2. Условие a = b = 0 равносильно
тому, что trm

r1
(ξ) = trm

r2
(χ) = 0. Условие a = b �= 0 равносильно тому, что

trm
r1

(ξ) �= 0, trm
r2

(χ) �= 0, r1 = r2 = r, i = Sk
π(j), trm

r (ξ) =
(
trm

r (χ)
)πk

, где
k ∈ 1,m.

Доказательство. Согласно предыдущему следствию достаточно рассмот-
реть только случай a = b �= 0. Условие a = b равносильно тому, что Pa = Pb.

По замечанию 2.6 последнее равенство влечёт Orb(i) = Orb(j), т. е. r1 =
= r2 = r, i = Sk

π(j), где k ∈ 1,m. Отсюда вытекает, что коэффициент при xi

в Pa равен коэффициенту при xjπk

в Pb, т. е. trm
r (ξ) =

(
trm

r (χ)
)πk

.

Наоборот, пусть r1 = r2 = r, i = Sk
π(j) и trm

r (ξ) =
(
trm

r (χ)
)πk

. Тогда по
следствию 2.5 заключаем, что Pa = Pb. Теорема доказана.

2.3. Произведения вида Tr(ξui) · Tr(χuj)

Докажем аналог леммы 1.1 для произведения элементов Tr(ξui) и Tr(χuj),
где ξ, χ ∈ Q. Начнём с подробного исследования произведения элементов Tr(ui)
и Tr(uj).

Лемма 2.11. Пусть a = ui, b = uj , где i, j ∈ 0, q − 1. Тогда

Pa·b =
∑

c∈Q

ci(x− c)j
.

Доказательство. Согласно определению имеем

ui =
∑

h∈H

φ(h)i
h.
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Аналогично для uj . Тогда имеет место цепочка равенств

ui · uj =
∑

h∈H

∑

g∈H

φ(g)i
φ(h)j

gh =
∑

h∈H

( ∑

g∈H

φ(g)i
φ(g−1h)

j
)
h =

=
∑

h∈H

( ∑

g∈H

φ(g)i(
φ(h) − φ(g)

)j
)
h =

∑

h∈H

( ∑

c∈Q

ci(φ(h) − c)j

)
h,

где последнее равенство справедливо, поскольку φ—изоморфизм между (H, ·)
и (Q,+). Легко видеть, что

πa·b(h) =
∑

c∈Q

ci(φ(h) − c)j
.

Отсюда по определению Pa·b получаем требуемое равенство. Лемма доказана.

Лемма 2.12. Пусть a = Tr(ui), b = Tr(uj), где i, j ∈ 0, q − 1. Тогда

Pa·b =
∑

c∈Q

tr(ci)tr
(
(x− c)j

)
.

Доказательство. По определению имеем

Tr(ui) =
∑

h∈H

tr(φ(h)i)h.

Аналогично для Tr(uj). Тогда имеет место цепочка равенств

Tr(ui) · Tr(uj) =
∑

h∈H

∑

g∈H

tr(φ(g)i)tr(φ(h)j)gh =

=
∑

h∈H

( ∑

g∈H

tr(φ(g)i)tr(φ(g−1h)
j
)
)
h =

=
∑

h∈H

( ∑

g∈H

tr(φ(g)i)tr
((
φ(h) − φ(g)

)j
))

h =

=
∑

h∈H

( ∑

c∈Q

tr(ci)tr
(
(φ(h) − c)j

))
h,

где последнее равенство справедливо, поскольку φ—изоморфизм между (H, ·)
и (Q,+). Легко видеть, что

πa·b(h) =
∑

c∈Q

tr(ci)tr
(
(φ(h) − c)j

)
.

Отсюда по определению Pa·b получаем требуемое равенство. Лемма доказана.

Лемма 2.13. Пусть i ∈ 0, q − 1, k ∈ 0,m. Пусть f ∈ Q[x]. Тогда многочлены
f iπk

и fSk
π(i) определяют одну и ту же функцию, действующую из поля Q в себя.
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Доказательство. По лемме 2.8 мономы xiπk

и xSk
π(i) определяют одну и ту

же функцию. Значит, выполнено равенство функций

f iπk

= xiπk ◦ f = xSk
π(i) ◦ f = fSk

π(i).

Лемма 2.14. Пусть f ∈ Q[x]. Тогда многочлены fq и f определяют одну и
ту же функцию, действующую из поля Q в себя.

Доказательство. Мономы xq и x задают одну и ту же функцию. Значит,
выполнено равенство функций

fq = xq ◦ f = x ◦ f = f.

Лемма 2.15. Пусть a = Tr(ui), b = Tr(uj), где i, j ∈ 0, q − 1. Тогда

Pa·b =
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

tr
(
ci(x− c)jπk)

.

Доказательство. Согласно лемме 2.12 получаем

Pa·b =
∑

c∈Q

tr(ci)tr
(
(x− c)j

)
=

=
∑

c∈Q

(
ci + ciπ + . . .+ ciπ

m−1)(
(x− c)j + (x− c)jπ + . . .+ (x− c)jπm−1)

.

Пусть as,t = ciπ
s−1

(x− c)jπt−1

. Тогда имеем

Pa·b =
∑

c∈Q

m∑

s=1

m∑

t=1

as,t.

Положим

Mk =
m−k∑

s=1

as,s+k +
m∑

s=m−k+1

as,s+k−m.

Несложно понять, что
m∑

s=1

m∑

t=1

as,t =
m−1∑

k=0

Mk.

В самом деле, имеет место цепочка равенств

m−1∑

k=0

Mk =
m−1∑

k=0

m−k∑

s=1

as,s+k +
m−1∑

k=0

m∑

s=m−k+1

as,s+k−m =

=
∑

s,t∈1,m
s�t

as,t +
∑

s,t∈1,m
s>t

as,t =
m∑

s=1

m∑

t=1

as,t.
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Заметим, что Mk = tr
(
ci(x− c)jπk)

. В самом деле, имеем

Mk =
m−k∑

s=1

as,s+k +
m∑

s=m−k+1

as,s+k−m =

=
(
ci(x− c)jπk

+ ciπ(x− c)jπk+1

+ . . .+ ciπ
m−k−1

(x− c)jπm−1
)

+

+
(
ciπ

m−k

(x− c)j + ciπ
m−k+1

(x− c)jπ + . . .+ ciπ
m−1

(x− c)jπk−1
)
.

По предыдущей лемме получаем
(
ciπ

m−k

(x− c)j + ciπ
m−k+1

(x− c)jπ + . . .+ ciπ
m−1

(x− c)jπk−1
)

=

=
(
ciπ

m−k

(x− c)jπm

+ ciπ
m−k+1

(x− c)jπm+1

+ . . .+ ciπ
m−1

(x− c)jπm+k−1
)
.

Отсюда вытекает, что

Mk =
(
ci(x− c)jπk

+ ciπ(x− c)jπk+1

+ . . .+ ciπ
m−k−1

(x− c)jπm−1
)

+

+
(
ciπ

m−k

(x− c)jπm

+ ciπ
m−k+1

(x− c)jπm+1

+ . . .+ ciπ
m−1

(x− c)jπm+k−1
)

=

= tr
(
ci(x− c)jπk

)
.

Из вышесказанного заключаем, что

Pa·b =
∑

c∈Q

m∑

s=1

m∑

t=1

as,t =
∑

c∈Q

m−1∑

k=0

Mk =
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

Mk =
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

tr
(
ci(x−c)jπk)

.

Следствие 2.8. Пусть a = Tr(ui), b = Tr(uj), где i, j ∈ 0, q − 1. Тогда

Pa·b =
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

tr
(
ci(x− c)Sk

π(j)
)
.

Доказательство. Согласно лемме 2.13 получаем

tr
(
ci(x− c)jπk)

= tr
(
ci(x− c)Sk

π(j)
)
.

что завершает доказательство.

Утверждение 2.4. Пусть a = Tr(ui), b = Tr(uj), где i, j ∈ 0, q − 1 и i, j не
равны q − 1 одновременно. Тогда

Tr(ui) · Tr(uj) =
m−1∑

k=0

cδk
· Tr(uδk

),

где δk = i+ Sk
π(j) − (q − 1), cδk

= 0 при δk < 0 и cδk
определяется по лемме 1.1

при δk � 0.
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Доказательство. По лемме 1.1 имеем uiuSk
π(j) = cδk

uδk
, где cδk

опреде-
ляется в соответствии с условием. Отсюда по леммам 2.6 и 2.11 заключаем,
что

PuiuSk
π(j)

=
∑

c∈Q

ci(x− c)Sk
π(j) = cδk

· xδk = Pcδk
uδk

.

Из предыдущего следствия получаем

Pa·b =
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

tr
(
ci(x− c)Sk

π(j)
)

=
m−1∑

k=0

tr
( ∑

c∈Q

ci(x− c)Sk
π(j)

)
=

=
m−1∑

k=0

tr(cδk
· xδk) =

m−1∑

k=0

cδk
· tr(xδk) =

m−1∑

k=0

cδk
· PTr(uδk

),

что завершает доказательство.

Перейдём теперь к исследованию произведения элементов Tr(ξui) и Tr(χuj),
где ξ, χ ∈ Q.

Лемма 2.16. Пусть a = Tr(ξui), b = Tr(χuj), где ξ, χ ∈ Q и i, j ∈ 0, q − 1.
Тогда

Pa·b =
∑

c∈Q

tr(ξci)tr(χ(x− c)j).

Доказательство. Согласно определению имеем

Tr(ξui) =
∑

h∈H

tr(ξφ(h)i)h.

Аналогично для Tr(χuj). Дальнейшие рассуждения повторяют доказательство
леммы 2.12.

Лемма 2.17. Пусть a = Tr(ξui), b = Tr(χuj), где ξ, χ ∈ Q, i, j ∈ 0, q − 1.
Тогда

Pa·b =
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

tr
(
ξciχπk

(x− c)Sk
π(j)

)
.

Доказательство. Положим as,t = (ξci)πs−1

(χ(x− c)j)
πt−1

. Тогда имеем

Pa·b =
∑

c∈Q

m∑

s=1

m∑

t=1

as,t.

Пусть

Mk =
m−k∑

s=1

as,s+k +
m∑

s=m−k+1

as,s+k−m.

Рассуждая тем же образом, что и в доказательстве леммы 2.15, получаем
m∑

s=1

m∑

t=1

as,t =
m−1∑

k=0

Mk.
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Заметим, что Mk = tr
(
ξciχπk

(x− c)jπk)
. В самом деле, по лемме 2.14 имеет

место цепочка равенств

Mk =
m−k∑

s=1

as,s+k +
m∑

s=m−k+1

as,s+k−m =

=
(
ξci(χ(x−c)j)

πk

+(ξci)
π
(χ(x−c)j)πk+1

+. . .+(ξci)
πm−k−1

(χ(x−c)j)
πm−1)

+

+
(
(ξci)

πm−k

(χ(x− c)j) +

+ (ξci)
πm−k+1

(χ(x− c)j)
π

+ . . .+ (ξci)
πm−1

(χ(x− c)j)
πk−1)

=

=
(
ξci(χ(x−c)j)

πk

+(ξci)
π
(χ(x−c)j)

πk+1

+. . .+(ξci)
πm−k−1

(χ(x−c)j)
πm−1)

+

+
(
(ξci)

πm−k

(χ(x− c)j)
πm

+

+ (ξci)
πm−k+1

(χ(x− c)j)
πm+1

+ . . .+ (ξci)
πm−1

(χ(x− c)j)
πm+k−1)

=

= tr
(
ξciχπk

(x− c)jπk)
.

По лемме 2.13 имеем

tr
(
ξciχπk

(x− c)jπk)
= tr

(
ξciχπk

(x− c)Sk
π(j))

.

Отсюда получаем

Pa·b =
∑

c∈Q

m∑

s=1

m∑

t=1

as,t =
∑

c∈Q

m−1∑

k=0

Mk =
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

Mk =

=
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

tr
(
ξciχπk

(x− c)jπk)
=

m−1∑

k=0

∑

c∈Q

tr
(
ξciχπk

(x− c)Sk
π(j))

.

Теорема 2.4. Пусть a = Tr(ξui), b = Tr(χuj), где ξ, χ ∈ Q, i, j ∈ 0, q − 1 и
i, j не равны q − 1 одновременно. Тогда

Tr(ξui) · Tr(χuj) =
m−1∑

k=0

cδk
· Tr

(
ξχπk

uδk

)
,

где δk = i+ Sk
π(j) − (q − 1), cδk

= 0 при δk < 0 и cδk
определяется по лемме 1.1

при δk � 0.

Доказательство. По лемме 1.1 имеем

(ξui) ·
(
χπk

uSk
π(j)

)
= cδk

ξχπk

uδk
,

где cδk
определяется в соответствии с условием. Отсюда по леммам 2.6 и 2.11

заключаем, что

P(ξui)·(χπk u
Sk

π(j))
=

∑

c∈Q

ξciχπk

(x− c)Sk
π(j) = cδk

ξχπk · xδk = Pcδk
ξχπk uδk

.
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По предыдущей лемме получаем

Pa·b =
m−1∑

k=0

∑

c∈Q

tr
(
ξciχπk

(x− c)Sk
π(j)) =

m−1∑

k=0

tr
( ∑

c∈Q

ξciχπk

(x− c)Sk
π(j)

)
=

=
m−1∑

k=0

tr
(
cδk

· ξχπk

xδk
)

=
m−1∑

k=0

cδk
· tr(ξχπk

xδk
)

=
m−1∑

k=0

cδk
· PTr(ξχπk uδk

),

что завершает доказательство.

Теорема 2.5. Пусть a = Tr(ξui), b = Tr(χuj), где ξ, χ ∈ Q, i, j ∈ 0, q − 1 и
i, j не равны q − 1 одновременно. Тогда

Tr(ξui) · Tr(χuj) =
m−1∑

k=0

cδ̃k
· Tr(ξπk

χuδ̃k
),

где δ̃k = Sk
π(i) + j − (q − 1), cδ̃k

= 0 при δ̃k < 0 и cδ̃k
определяется по лемме 1.1

при δ̃k � 0.

Доказательство. Непосредственно вытекает из предыдущей теоремы после
обмена местами i и j, ξ и χ.

2.4. Базисы кодов Рида—Маллера

Лемма 2.18. Пусть t ∈ 0, q − 1, χ ∈ Q и s ∈ Orb(t). Тогда существует ξ ∈ Q,
такой что Tr(χus) = Tr(ξut).

Доказательство. Если выполнено равенство Tr(χus) = 0, то утверждение
очевидно. Рассмотрим случай Tr(χus) �= 0. Пусть |Orb(t)| = r. Тогда согласно

теореме 2.3 для искомого ξ должно выполняться равенство trm
r (ξ) =

(
trm

r (χ)
)πk

,
где k ∈ 1,m. Поскольку trm

r является сюръективным отображением [5], указан-
ный элемент ξ существует. Лемма доказана.

Следствие 2.9. При t ∈ 0, q − 1 выполнено равенство

Tr
( ∑

s∈Orb(t)

Qus

)
= Tr(Qut).

Определение 2.6. Произвольный набор представителей всевозможных ор-
бит элементов Πk под действием группы 〈Sπ〉m обозначим Iπ(m, k).

По определению имеем

Mπ(m, k) =
∑

t∈Iπ(m,k)

( ∑

s∈Orb(t)

Qus

)
.
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Отсюда согласно предыдущему следствию получаем

RMπ(m, k) = Tr
( ∑

t∈Iπ(m,k)

( ∑

s∈Orb(t)

Qus

))
=

=
∑

t∈Iπ(m,k)

Tr
( ∑

s∈Orb(t)

Qus

)
=

∑

t∈Iπ(m,k)

Tr(Qut).

Утверждение 2.5. Пусть t ∈ 0, q − 1, |Orb(t)| = r. Пусть α′
1, . . . , α

′
r —базис

Fπr над P , а α1, . . . , αr ∈ Q такие, что α′
1 = trm

r (α1), . . . , α′
r = trm

r (αr). Тогда
Tr(α1ut), . . . ,Tr(αrut)—базис Tr(Qut) над P .

Доказательство. В силу того что trm
r — сюръективное отображение, ука-

занные элементы α1, . . . , αr существуют. Рассмотрим произвольный элемент
Tr(ξut). Пусть p1, . . . , pr ∈ P —коэффициенты разложения trm

r (ξ) по базису
α′

1, . . . , α
′
r, т. е. trm

r (ξ) = p1α
′
1 + . . .+ prα

′
r. Согласно следствию 2.5 имеет место

цепочка равенств

PTr(ξut) = trr
1(tr

m
r (ξ) · xt) = trr

1

(
(p1α

′
1 + . . .+ prα

′
r) · xt

)
=

= trr
1(p1α

′
1x

t) + . . .+ trr
1(prα

′
rx

t) = p1trr
1(α

′
1x

t) + . . .+ prtrr
1(α

′
rx

t) =

= p1trr
1(tr

m
r (α1)xt) + . . .+ prtrr

1(tr
m
r (αr)xt) = p1PTr(α1ut) + . . .+ prPTr(αrut).

Отсюда заключаем, что элементы Tr(α1ut), . . . ,Tr(αrut) порождают Tr(Qut).
Покажем, что данные элементы линейно независимы. Пусть p1, . . . , pr ∈ P

такие, что p1Tr(α1ut) + . . . + prTr(αrut) = 0. Легко видеть, что тогда имеем
Tr

(
(p1α1+. . .+prαr)ut

)
= 0. По следствию 2.7 последнее равенство равносильно

тому, что trm
r (p1α1 + . . .+ prαr) = 0. Отсюда получаем

0 = trm
r (p1α1 + . . .+ prαr) = trm

r (p1α1) + . . .+ trm
r (prαr) =

= p1trm
r (α1) + . . .+ prtrm

r (αr) = p1α
′
1 + . . .+ prα

′
r.

Поскольку α′
1, . . . , α

′
r —базис, p1 = . . . = pr = 0, что завершает доказательство.

Таким образом, для каждого t ∈ Iπ(m, k) элементы Tr(αt,1ut), . . . ,Tr(αt,rt
ut)

образуют базис Tr(Qut) над P , где rt = |Orb(t)|. В силу теоремы 2.3 получен-
ные базисы не содержат общих элементов.

Определение 2.7. Для всех k ∈ 0,m(π − 1) определим множество Bπ(m, k)
равенством

Bπ(m, k) =
⊔

t∈Iπ(m,k)

{Tr(αt,1ut), . . . ,Tr(αt,rt
ut)}.

Теорема 2.6. Bπ(m, k) является базисом RMπ(m, k) над P .

Доказательство. По предыдущему утверждению указанные элементы по-
рождают идеал RMπ(m, k). Покажем, что они линейно независимы. Пусть
Iπ(m, k) = {t1, . . . , tn}. Пусть

pt1,1, . . . , pt1,r1 , . . . , ptn,1, . . . , ptn,rn
∈ P,
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где ri = |Orb(ti)|, — такие элементы, что
n∑

i=1

pti,1Tr(αti,1uti
) + . . .+ pti,ri

Tr(αti,ri
uti

) = 0. (9)

Положим
Ti = pti,1Tr(αti,1uti

) + . . .+ pti,ri
Tr(αti,ri

uti
).

Равенство (9) равносильно тому, что
n∑

i=1

PTi
≡ 0.

По замечанию 2.6 степени ненулевых мономов, входящих в PTi
, являются

элементами множества Orb(ti). Отсюда заключаем, что равенство (9) экви-
валентно тому, что PTi

≡ 0 при всех i ∈ 1, n, поскольку различные эле-
менты Iπ(m, k) имеют непересекающиеся орбиты. По построению элементы
Tr(αt,1ut), . . . ,Tr(αt,rt

ut) линейно независимы над P . Следовательно, условие
PTi

≡ 0 равносильно тому, что pti,1 = . . . = pti,ri
= 0. Таким образом, получаем

pt1,1 = . . . = pt1,r1 = . . . = ptn,1 = . . . = ptn,rn
= 0,

что завершает доказательство.

Отметим, что построенный базис Bπ(m, k) определён неоднозначно: во-пер-
вых, множество Iπ(m, k) можно выбрать несколькими способами; во-вторых,
элементы αt,1, . . . , αt,rt

для каждого t ∈ Iπ(m, k) также можно выбрать несколь-
кими способами.

3. Перенос результатов для идеалов Mπ(m, k)
на случай идеалов RMπ(m, k)

Подобно случаю базисных кодов покажем, что при λ �= 1 нет нетривиаль-
ных совпадений обычных кодов Рида—Маллера RMπ(m, k) и степеней радика-
ла RR, и исследуем граф включений указанных идеалов.

3.1. Равенство RRRMπ(m, k) = Tr
(
RSMπ(m, k)

)

Докажем вспомогательное утверждение, которое неоднократно будет исполь-
зовано далее. Покажем, что для всех k ∈ 0, q − 1 выполнено равенство

RRRMπ(m, k) = Tr
(
RSMπ(m, k)

)
. (10)

Лемма 3.1 [2]. Пусть α ∈ 0, l(p− 1). Тогда выполнено равенство

Tr(RS
α) = Rα

R.
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Следовательно, равенство (10) равносильно тому, что

Tr(RS)Tr
(Mπ(m, k)

)
= Tr

(
RSMπ(m, k)

)
.

Лемма 3.2. Пусть k ∈ 0, q − 1. Тогда имеет место включение

Tr(RS)Tr
(Mπ(m, k)

) ⊆ Tr
(
RSMπ(m, k)

)
.

Доказательство. Рассмотрим us ∈ RS , ut ∈ Mπ(m, k) и ξ, χ ∈ Q. По тео-
реме 2.4 имеем

Tr(ξus) · Tr(χut) =
m−1∑

i=0

cδi
· Tr(ξχπi

uδi
),

где δi = s + Si
π(t) − (q − 1), cδi

= 0 при δi < 0 и cδi
определяется по лем-

ме 1.1 при δi � 0. Заметим, что каждое слагаемое cδi
Tr(ξχπi

uδi
) принадлежит

Tr
(
RSMπ(m, k)

)
. В самом деле, по лемме 2.3 получаем, что uSi

π(t) ∈ Mπ(m, k),
где i ∈ 0,m− 1. По лемме 1.1 заключаем, что cδi

ξχπi

uδi
∈ RSMπ(m, k). Значит,

имеем cδi
Tr(ξχπi

uδi
) ∈ Tr

(
RSMπ(m, k)

)
, что завершает доказательство.

Лемма 3.3. Пусть k ∈ 0, q − 1, тогда имеет место включение

Tr(RS)Tr
(Mπ(m, k)

) ⊇ Tr
(
RSMπ(m, k)

)
.

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент uδ ∈ RSMπ(m, k). Со-
гласно лемме 1.3 существуют us ∈ RS , ut ∈ Mπ(m, k), такие что usut = cδuδ,
cδ �= 0, и все такие элементы uδ образуют базис RSMπ(m, k). Пусть ξj , χj ∈ Q,
где j ∈ 1,m. Тогда по теореме 2.5 имеем

Tr(ξjus)Tr(χjut) = Tr(cδξjχjuδ) +
m−1∑

i=1

Tr
(
cδ̃i
ξj

πi

χjuδ̃i

)
,

где δ̃i = Si
π(s) + t − (q − 1), cδ̃i

= 0 при δ̃i < 0 и cδ̃i
определяется по лемме 1.1

при δ̃i � 0. Отсюда вытекает цепочка равенств

m∑

j=1

Tr(ξjus)Tr(χjut) =
m∑

j=1

Tr(cδξjχjuδ) +
m∑

j=1

m−1∑

i=1

Tr
(
cδ̃i
ξj

πi

χjuδ̃i

)
=

= Tr
( m∑

j=1

cδξjχjuδ

)
+

m−1∑

i=1

Tr
( m∑

j=1

cδ̃i
ξj

πi

χjuδ̃i

)
=

= Tr
(
cδ

( m∑

j=1

ξjχj

)
uδ

)
+

m−1∑

i=1

Tr
(
cδ̃i

( m∑

j=1

ξj
πi

χj

)
uδ̃i

)
. (11)

Рассмотрим следующую систему линейных уравнений относительно неиз-
вестных χj :
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ξ1χ1 + . . .+ ξmχm = ξ,

ξ1
πχ1 + . . .+ ξm

πχm = 0,

ξ1
π2
χ1 + . . .+ ξm

π2
χm = 0,

...

ξ1
πm−1

χ1 + . . .+ ξm
πm−1

χm = 0,

где ξ ∈ Q. Легко видеть, что если данная система уравнений имеет решение, то
равенство (11) можно переписать следующим образом:

m∑

j=1

Tr(ξjus)Tr(χjut) =

= Tr
(
cδ

( m∑

j=1

ξjχj

)
uδ

)
+

m−1∑

i=1

Tr
(
cδ̃i

( m∑

j=1

ξj
πi

χj

)
uδ̃i

)
= Tr(cδξuδ).

Поскольку ξ можно выбрать произвольно, получено представление произволь-
ного элемента Tr(ξuδ), где ξ ∈ Q, uδ ∈ RSMπ(m, k), в виде элемента
идеала Tr(RS)Tr

(Mπ(m, k)
)
. Отсюда заключаем, что имеет место включение

Tr(RS)Tr
(Mπ(m, k)

) ⊇ Tr
(
RSMπ(m, k)

)
.

Покажем, что рассмотренная система уравнений имеет решение. Матрица
коэффициентов данной системы имеет вид

Am×m =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ξ1 ξ2 . . . ξm
ξ1

π ξ2
π . . . ξm

π

ξ1
π2

ξ2
π2

. . . ξm
π2

...
...

. . .
...

ξ1
πm−1

ξ2
πm−1

. . . ξm
πm−1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Заметим, что A— транспонированная матрица Мура. Как известно, её опре-
делитель нулевой тогда и только тогда, когда элементы ξ1, . . . , ξm линейно зави-
симы над P [7]. Так как степень Q над P равна [Q : P ] = m [5], можно выбрать
элементы ξ1, . . . , ξm линейно независимыми над P . Тогда получаем detA �= 0,
т. е. rkA = m.

Рассмотрим теперь расширенную матрицу указанной системы уравнений:

Ã =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ξ1 ξ2 . . . ξm ξ
ξ1

π ξ2
π . . . ξm

π 0
ξ1

π2
ξ2

π2
. . . ξm

π2
0

...
...

. . .
...

...

ξ1
πm−1

ξ2
πm−1

. . . ξm
πm−1

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Заметим, что rk Ã = m. В самом деле, пусть Ã1, Ã2, . . . , Ãm — система строк
матрицы Ã. Предположим, что λ1Ã1 + . . .+λmÃm = 0, где λ1, . . . , λm ∈ Q. Если
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ξ �= 0, то, рассматривая последний столбец матрицы Ã, получаем, что λ1 = 0.
Отсюда вытекает, что λ2Ã2 + . . . + λmÃm = 0. Пусть A1, A2, . . . , Am — система
строк матрицы A. Тогда A2, . . . , Am —укороченная система строк Ã2, . . . , Ãm.
Так как rkA = m, заключаем, что строки A2, . . . , Am линейно независимы
над Q. Значит, строки Ã2, . . . , Ãm линейно независимы над Q. Следовательно,
получаем λ1 = λ2 = . . . = λm = 0, т. е. rk Ã = m. Если ξ = 0, то A1, . . . , Am —
укороченная система строк Ã1, . . . , Ãm. Поскольку rkA = m, имеем rk Ã = m.

По теореме Кронекера—Капелли из равенства rkA = rk Ã = m следует, что
рассмотренная выше система уравнений имеет решение. Лемма доказана.

Из лемм 3.2 и 3.3 вытекает следующее утверждение.

Утверждение 3.1. Пусть k ∈ 0, q − 1. Тогда выполнено равенство

RRRMπ(m, k) = Tr
(
RSMπ(m, k)

)
.

Следствие 3.1. Если выполнено равенство (4), то выполнено равенство

RRRMπ(m, k + 1) = RMπ(m, k).

Доказательство. Пусть выполнено равенство (4). Тогда, применяя к обеим
частям данного равенства функцию Tr, по предыдущему утверждению получа-
ем, что

RRRMπ(m, k + 1) = Tr
(
RSMπ(m, k + 1)

)
= Tr

(Mπ(m, k)
)

= RMπ(m, k).

3.2. Совпадения кодов Рида—Маллера
со степенями радикала RR

Известно, что при λ = 1 обычные коды Рида—Маллера являются степеня-
ми радикала RR [1, 4]. Цель данного подраздела— показать, что при λ �= 1
подобных совпадений, кроме тривиальных случаев, нет.

Совпадения обычных кодов Рида—Маллера со степенями радикала RR

в случае простого подполя описываются следующим утверждением.

Утверждение 3.2 [2]. Пусть j ∈ 0, l(p− 1). Тогда выполнено равенство

RMp(l, j) = R
l(p−1)−j
R .

Совпадения кодов Рида—Маллера со степенями радикала существуют и
в случае произвольного непростого подполя Q. Все они являются тривиаль-
ными и описываются следующим утверждением.

Утверждение 3.3. Пусть λ �= 1. Тогда выполнены равенства

RMπ(m, 0) = RMp(l, 0),
RMπ(m,m(π − 1) − 1) = RMp(l, l(p− 1) − 1),
RMπ(m,m(π − 1)) = RMp(l, l(p− 1)).

Доказательство. Утверждение непосредственно вытекает из утвержде-
ния 1.5.
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Докажем аналог теоремы 1.2.

Лемма 3.4. Пусть t ∈ 0, q − 1 и k ∈ 0,m(π − 1). Пусть ξ ∈ Q. Пусть
Tr(ξut) �= 0. Тогда Tr(ξut) ∈ RMπ(m, k) тогда и только тогда, когда t ∈ Πk.

Доказательство. Пусть t ∈ Πk. Тогда ut ∈ Mπ(m, k). Значит, имеем
Tr(ξut) ∈ RMπ(m, k) для любого ξ ∈ Q.

Наоборот, пусть Tr(ξut) ∈ RMπ(m, k). По следствиям 2.5 и 2.7 заключаем,
что моном xt входит в многочлен PTr(ξut) с ненулевым коэффициентом. Пусть
Bπ(m, k)—базис RMπ(m, k). Тогда Tr(ξut) является линейной комбинацией
элементов Tr(αiuj) ∈ Bπ(m, k). Отсюда имеем

PTr(ξut) =
∑

Tr(αiuj)∈Bπ(m,k)

pi,j · PTr(αiuj),

где pi,j ∈ P . Согласно замечанию 2.6 получаем, что степени мономов, входящих
в PTr(αiuj), являются элементами множества Orb(j). Отсюда по определению
Bπ(m, k) заключаем, что t ∈ ⋃

j∈Iπ(m,k)

Orb(j) = Πk. Лемма доказана.

Следствие 3.2. Пусть t ∈ 0, q − 1 и j ∈ 0, l(p− 1). Пусть ξ ∈ Q. Пусть
Tr(ξut) �= 0. Тогда Tr(ξut) ∈ RMp(l, j) тогда и только тогда, когда t ∈ Pj .

Доказательство. Утверждение непосредственно вытекает из предыдущей
леммы при λ = 1.

Следствие 3.3. Пусть k ∈ 0,m(π − 1), j ∈ 0, l(p− 1). Включение
RMπ(m, k) ⊆ RMp(l, j) равносильно тому, что Πk ⊆ Pj . Включение
RMπ(m, k) ⊇ RMp(l, j) равносильно тому, что Πk ⊇ Pj .

Замечание 3.1. Легко видеть, что все утверждения о базисных кодах Ри-
да—Маллера, которые можно сформулировать только относительно множеств
Πk и Pj , имеют аналоги для обычных кодов Рида—Маллера.

Теорема 3.1. Пусть λ �= 1. Пусть k ∈ 1,m(π − 1) − 2 и j ∈ 1, l(p− 1) − 2.
Тогда имеет место соотношение

RMπ(m, k) �= RMp(l, j).

Доказательство. По следствию 3.3 заключаем, что равенство RMπ(m, k) =
= RMp(l, j) равносильно тому, что Πk = Pj . Согласно следствию 1.2 заключа-
ем, что последнее невозможно. Теорема доказана.

3.3. Строение графа включений кодов Рида—Маллера
и степеней радикала

Подобно случаю базисных кодов рассмотрим граф включений кодов Ри-
да—Маллера и степеней радикала RR, т. е. ориентированный граф, в котором
вершины соответствуют указанным идеалам и между двумя идеалами проходит
дуга, когда один из них есть подмножество другого; при этом начало такой
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дуги— вершина, соответствующая надмножеству, а конец— вершина, соответ-
ствующая подмножеству.

Лемма 3.5. Пусть k ∈ 0,m(π − 1) − 1. Тогда имеет место включение

RRRMπ(m, k + 1) ⊆ RMπ(m, k).

Доказательство. По лемме 1.2 имеем RSMπ(m, k + 1) ⊆ Mπ(m, k). При-
меняя к обеим частям данного включения функцию Tr, по утверждению 3.1
получаем RRRMπ(m, k + 1) ⊆ RMπ(m, k), что завершает доказательство.

Утверждение 3.4. Пусть j ∈ 2, l(p− 1). Тогда имеет место включение

RMp(l, l(p− 1) − j) ⊂ RMπ(m,m(π − 1) − j).

Доказательство. Согласно утверждениям 1.1 и 1.6 при указанных значени-
ях j имеет место включение Pl(p−1)−j ⊂ Πm(π−1)−j , что завершает доказатель-
ство.

Утверждение 3.5. Пусть j ∈ 1, l(p− 1). Тогда имеет место включение

RMp(l, j) ⊃ RMπ(m, j).

Доказательство. Согласно утверждениям 1.1 и 1.7 при указанных значени-
ях j имеет место включение Pj ⊃ Πj , что завершает доказательство.

3.3.1. Включения вида Rα
R ⊃ RMπ(m, k)

Рассмотрим следующую ситуацию: в вершину, соответствующую идеалу
RMπ(m, k), входят два направленных ребра. Первое выходит из вершины,
соответствующей идеалу RMπ(m, k + 1), а второе выходит из вершины, со-
ответствующей RMp(l, l(p − 1) − α) = Rα

R для некоторого α. Данный случай
описывается следующими условиями:

RMπ(m, k) ⊂ Rα
R, (12)

RMπ(m, k) � Rα+1
R , (13)

RMπ(m, k + 1) �⊂ Rα
R. (14)

Теорема 3.2. Пусть для некоторого k ∈ 1,m(π − 1) − 2 выполнено равенство

RRRMπ(m, k + 1) = RMπ(m, k). (15)

Тогда существует и притом единственное α ∈ 1, l(p− 1) − 1, такое что имеют
место соотношения (12)—(14).

Доказательство. Доказательство повторяет доказательство теоремы 1.3,
с заменой всюду Mπ(m, k) на RMπ(m, k) и RS на RR.

Утверждение 3.6.

RRRMπ(m, 1) = RMπ(m, 0).
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Доказательство. Утверждение непосредственно вытекает из утверждений
1.9 и 3.1.

Теорема 3.3. Пусть α ∈ 1, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 2 такие, что име-
ют место соотношения (12)—(14). Тогда выполнено равенство (15).

Доказательство. Доказательство повторяет доказательство теоремы 1.4
с заменой всюду Mπ(m, k) на RMπ(m, k) и RS на RR.

Теорема 3.4. Пусть λ �= l. Тогда количество k ∈ 0,m(π − 1) − 1, таких что
выполнено равенство (15), равно l(p− 1).

Доказательство. Известно, что количество k ∈ 0,m(π − 1) − 1, таких что
выполнено равенство (4), равно l(p−1) [3]. Отсюда по следствию 3.1 заключаем,
что количество k ∈ 0,m(π − 1) − 1, таких что выполнено равенство (15), не
меньше l(p− 1).

Откинув граничные случаи k = 0 и k = m(π − 1) − 1, получаем, что для
каждого из оставшихся k по теореме 3.2 существует, и притом единственное, α,
такое что имеют место соотношения (12)—(14). Несложно понять, что различ-
ным значениям k соответствуют различные α. Отсюда следует, что количе-
ство k, таких что выполнено равенство (15), не превосходит l(p − 1). Теорема
доказана.

Следствие 3.4. Пусть k ∈ m(π−1)−1. Тогда равенство (4) выполнено тогда
и только тогда, когда выполнено равенство (15).

Утверждение 3.7. Пусть α ∈ 1, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 2. Число k
максимальное среди чисел k′, для которых j = l(p−1)−α является наименьшим
таким, что Πk′ ⊂ Pj , тогда и только тогда, когда имеют место соотношения
(12)—(14).

Доказательство. Рассмотрим множество чисел k′, для которых j =
= l(p− 1) − α является наименьшим таким, что Πk′ ⊂ Pj . По утверждению 3.2
и следствию 3.3 данное условие равносильно тому, что для k′, α имеют ме-
сто соотношения (12) и (13). Согласно утверждению 3.5 указанное множество
непусто. Пусть k максимальное среди k′. Легко видеть, что данное условие
эквивалентно тому, что для k, α имеют место соотношения (12)—(14).

Теорема 3.5. Пусть α ∈ 1, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 2. Соотношения
(12)—(14) имеют место тогда и только тогда, когда

k = ψθ(τ),

где θ и τ —частное и остаток от деления j = l(p − 1) − α на m(p − 1), т. е.
j = θm(p− 1) + τ , где 0 � τ < m(p− 1).

Доказательство. В силу утверждений 1.8 и 3.7 соотношения (12)—(14)
имеют место тогда и только тогда, когда имеют место соотношения (1)—(3).
Дальнейшие рассуждения повторяют доказательство теоремы 1.5.



Строение кодов Рида—Маллера над непростым полем 257

3.3.2. Включения вида RMπ(m, k) ⊃ Rα
R

Рассмотрим другую ситуацию: в вершину, соответствующую идеалу
RMp(l, l(p− 1)−α) = Rα

R, входят два направленных ребра. Первое выходит из
вершины, соответствующей Rα−1

R , а второе выходит из вершины, соответству-
ющей RMπ(m, k) для некоторого k. Данный случай описывается следующими
условиями:

Rα
R ⊂ RMπ(m, k), (16)

Rα
R � RMπ(m, k − 1), (17)

Rα−1
R �⊂ RMπ(m, k). (18)

Утверждение 3.8. Пусть α ∈ 2, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 1. Число k
является минимальным таким, что для j = l(p− 1) − α имеет место включение
Pj ⊂ Πk, тогда и только тогда, когда имеют место соотношения (16)—(18).

Доказательство. Рассмотрим множество таких чисел k′, что для j =
= l(p − 1) − α имеет место включение Pj ⊂ Πk′ . В силу утверждения 3.2 и
следствия 3.3 данное условие равносильно тому, что для k′, α имеет место
соотношение (16). Согласно утверждению 3.4 указанное множество непусто.
Пусть k—минимальное среди k′. Легко видеть, что данное условие эквива-
лентно тому, что для k, α имеют место соотношения (16) и (17). Рассуждая тем
же образом, что и при доказательстве утверждения 1.10, заключаем, что для
k, α также имеет место соотношение (18), что завершает доказательство.

Теорема 3.6. Пусть α ∈ 2, l(p− 1) − 1 и k ∈ 1,m(π − 1) − 1. Соотношения
(16)—(18) имеют место тогда и только тогда, когда выполнено равенство

k =
θ−1∑

i=0

m(p− 1)pλ−1−i + τpλ−θ−1,

где θ и τ —частное и остаток от деления j = l(p − 1) − α на m(p − 1), т. е.
j = θm(p− 1) + τ , где 0 � τ < m(p− 1).

Доказательство. В силу утверждений 1.10 и 3.8 соотношения (16)—(18)
имеют место тогда и только тогда, когда имеют место соотношения (5)—(7).
Дальнейшие рассуждения повторяют доказательство теоремы 1.6.

Отметим, что полученные результаты дают необходимые и достаточ-
ные условия, при которых вершины, соответствующие идеалам RMπ(m, k)
и RMp(l, j), соединены дугой в графе включений. Случай RMp(l, j) ⊃
⊃ RMπ(m, k) описывается с помощью теорем 3.2 и 3.3 и утверждения 3.7,
случай RMπ(m, k) ⊃ RMp(l, j)— с помощью утверждения 3.8. Теоремы 3.5
и 3.6 дают числовое описание указанных включений.
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