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Аннотация

В работе приводятся варианты топологических радикалов Джекобсона алгебр
в квазирегулярном и модульном вариантах определения, которые используют идеи
конструкции радикала Брауна—Маккоя и описания радикала Джекобсона альтерна-
тивных алгебр.

Abstract

S. T. Glavatsky, A. Yu. Golubkov, A. V. Mikhalev, Topological Jacobson radicals.
III, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 24 (2023), no. 3, pp. 39—103.

This paper presents variants of the topological Jacobson radical of algebras in quasi-
regular and modular versions of the definition, which use the ideas of the construction
of the Brown–McCoy radical and the descriptions of the Jacobson radical of alternative
algebras.

1. Введение

Обобщение конструкции топологического радикала Джекобсона ассоциатив-
ных колец из [1, 2] с использованием понятия модуля в многообразии требует
в первую очередь построения неассоциативного модульного варианта радикала
Джекобсона. Радикалы такого рода приведены во второй части работы. Вместе
с тем топологический радикал Джекобсона из [1] также требует уточнений, так
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как стандартный для ассоциативной ситуации переход от неприводимого моду-
ля над идеалом к неприводимому модулю над алгеброй в [1] не обсуждается
(это не позволяет говорить об отображении из [1] как о радикале в смысле
Куроша—Амицура). Одно из решений данной задачи— наложение дополни-
тельных ограничений на алгебры и модули, предложенное в четвёртой части
работы. Переход от ассоциативных алгебр к другим многообразиям алгебр ис-
ключает в общем случае рассмотрение неприводимого модуля над алгеброй как
неприводимого модуля над её идеалами, не входящими в аннулятор модуля, и
вынуждает требовать включение радикалов идеалов в радикал алгебры. Выпол-
нение этого можно обеспечить поэлементными (квазирегулярными) описаниями
радикала для многообразий алгебр с вариантами леммы Андерсона—Дивинско-
го—Сулиньского. Необходимые сведения о топологической квазирегулярности
получены напрямую из построений [4] и рассмотрены в третьей части рабо-
ты, там же выведены топологические аналоги результатов [5, гл. 10, 14] для
альтернативных и линейных йордановых алгебр.

Всюду далее F —любое ассоциативное коммутативное (топологическое
в третьей и четвёртой частях работы) кольцо с 1. Рассматриваемые левые
(правые) F -модули унитарны и по умолчанию снабжены структурой правого
(левого) F -модуля с идентичным левым и правым действием, все классы F -ал-
гебр содержат нулевую алгебру и замкнуты относительно взятия изоморфных
копий (гомеоморфных изоморфных копий для классов топологических F -ал-
гебр). Если R— F -алгебра, то

Z(R) = {x ∈R | [x, y] = (x, y, z) = (y, x, z) = (y, z, x) = 0 для любых y, z ∈ R}—
центр R, где [a, b] = ab − ba, (a, b, c) = (ab)c − a(bc), FX, 〈X〉 и (X)R — F -под-
модуль, подалгебра и идеал R, порождённые множеством X ⊆ R, R1 = F ⊕R—
алгебра, полученная присоединением 1 к R (R,F ⊂ R1). Для любой подалгебры
A ⊆ R выделим в алгебре EndF (R) эндоморфизмов F -модуля R подалгебры

MR(A) = 〈LR(A), RR(A)〉, TR(A) = 〈ta | a ∈ A〉, SR
1 (A) = F IdR +SR(A),

(t, T ) = (l, L), (r,R), S = L,R,M , где IdR — тождественный изоморфизм R,
la : r 	→ ar, ra : r 	→ ra, r ∈ R, — операторы левого и правого умножения на
элемент a ∈ A в R, SR(R) = S(R), S = M,L,R, — алгебра умножений, левых
умножений, правых умножений R.

По определению любой класс F -алгебр M, на котором определён радикал
в смысле Куроша—Амицура T , замкнут относительно взятия идеалов и го-
моморфных образов. Радикал T на M называется наднильпотентным, если
алгебры с нулевым умножением из M T -радикальны, и идеально наследствен-
ным, если T (I) = I ∩ T (R), I �R ∈ M.

Напомним, что многообразие F -алгебр M называется унитарно замкну-
тым, если R1 ∈ M для всех R ∈ M.

В отличие от основной массы источников отделимость топологии рассматри-
ваемых алгебраических структур не является обязательным условием в данной
работе и будет накладываться по необходимости. Использование отделимости
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вместо первой аксиомы отделимости обусловлено их равносильностью для то-
пологических абелевых групп. Для краткости далее компакт—отделимое (ха-
усдорфово) компактное пространство.

Топологические модули над топологическими ассоциативными кольцами
определяются аналогично линейным топологическим пространствам. В четвёр-
той части работы вводится более общее понятие топологического модуля в мно-
гообразии алгебр (для ассоциативных алгебр топологического ассоциативного
модуля), которое отлично от данного для недискретных ассоциативных колец и
модулей, так как не требует непрерывности отображения произведения алгебры
и модуля в модуль, определяющего действие алгебры.

Алгебра R над топологическим кольцом F с топологией, в которой непре-
рывны операции сложения, умножения и умножения на элементы F , называется
топологической F -алгеброй. Её расширение R1 — топологическая алгебра с то-
пологией произведения F и R, топологии F и R индуцированы топологией R1.
Как и в линейных топологических пространствах, B+V = {b+v | b ∈ B, v ∈ V },
fV , xV = V x открыты в R для любых непустых B ⊆ R и открытого V ⊆ R,
обратимых f ∈ F и x ∈ Z(R) (для R с 1). Замыкание B ⊆ X в топологи-
ческом пространстве X мы будем обозначать через [B] ([B]X , если требуется
указание X).

Понятие топологического радикала на замкнутом относительно взятия иде-
алов (с топологией, индуцированной топологией алгебры) и непрерывных гомо-
морфных образов (образов при действии непрерывных гомоморфизмов) классе
топологических F -алгебр M вводится по аналогии с радикалом алгебр в смысле
Куроша—Амицура с заменой гомоморфизмов алгебр на их непрерывные гомо-
морфизмы, рассмотрением фактор-алгебр с фактор-топологией и наложением
требования замкнутости радикала алгебры.

Топологическая F -алгебра R называется Σ-нильпотентной (Σ-разреши-
мой), если для любой окрестности нуля U ⊆ R найдётся такой n = n(U) � 1
(n � 0), что Rn ⊆ U (R(n) ⊆ U). Назовём топологический радикал T на
классе M Σ-наднильпотентным (Σ-надразрешимым), если Σ-нильпотентные
(Σ-разрешимые) алгебры из M T -радикальны. Идеальная наследственность то-
пологических радикалов определяется как и ранее для дискретных радикалов
в смысле Куроша—Амицура.

2. Радикал Джекобсона, модульная версия

Начнём с модульной версии определения радикала Джекобсона, построен-
ной на выводах [5, гл. 10, 11]. Пусть M—многообразие F -алгебр, FM〈X〉—
свободная алгебра в M с множеством свободных порождающих X = {xi}∞i=1,
T (FM〈X〉)— тензорная алгебра F -модуля FM〈X〉, lIM — идеал L-тождеств M,
т. е. ядро гомоморфизма алгебр

T (FM〈X〉)�f ·1+
∑

i

f
(i)
1 ⊗. . .⊗f (i)

ni
	→ f IdFM〈X〉+

∑

i

l
f
(i)
1

· · · l
f
(i)
ni

∈End(FM〈X〉)F ,
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f ∈ F , f (i)
j ∈ FM〈X〉, продолжающего гомоморфизм F -модулей l : g 	→ lg,

g ∈ FM〈X〉 (идеал rIM R-тождеств M определяется аналогично для r : g 	→ rg,
g ∈ FM〈X〉). Для любой алгебры A ∈ M обозначим через lIM[A] сумму обра-
зов lIM при действии гомоморфизмов T (FM〈X〉) → T (A), которые продолжают
гомоморфизмы FM〈X〉 → A (lIM[A] составляют образы элементов lIM при дей-
ствии таких гомоморфизмов). Если M —правый F -модуль, α : A → End(M)F

и φ : LM(A) = T (A)/lIM[A] → End(M)F — гомоморфизмы F -модулей и ал-
гебр с единицей, такие что α(a) = φ(a + lIM[A]), a ∈ A, то α называется
левым представлением A в M, M = AMF с композицией ax = α(a)x, a ∈ A,
x ∈M , — левым A-модулем в M. Обозначим через Kα(A) наибольший из I�A,
I ⊆ Kerα = AnnAM . Если Kα(A) = {0} (AnnAM = {0}), M называется по-
чти точным (точным). Понятия неприводимого и унитарного (для A с 1)
A-модуля в M вводятся как в ассоциативном случае. По умолчанию во всех
утверждениях работы условия на неприводимые модули накладываются при их
наличии.

Назовём элемент x �= 0 левого A-модуля M в M ассоциативным слева
(справа), если a(bx) = (ab)x (a(bx) = (ba)x), a, b ∈ A. Если M унитарно
замкнуто, x ∈ M ассоциативен справа, то x ассоциативен справа в правом
A-модуле M ′ = Fx+Ax в M с z · a = az, z ∈M ′, a ∈ A (см. [5, предложение 4,
с. 263] для гомоморфизма алгебр с единицей

RA1

1 (A) � ψ 	→ ψ′ ∈ EndF (M ′), (fx+ ax)ψ′ =
(
(f + a)ψ

)
x (f ∈ F, a ∈ A)

с учётом (AnnA1 x)A ⊆ AnnA1 x = {f + a | f ∈ F, a ∈ A, fx + ax = 0}
(корректность определения ψ′) и отождествления левого и правого действия F
на M). Если x ∈ Ax = M ′, условие унитарной замкнутости M можно опустить
и заменить A1 на A.

Если I � A, x—ассоциативный слева (справа) элемент левого I-модуля M
в M и I(AAnnI x) ⊆ AnnI x (

(
(AnnI x)A

)
I ⊆ AnnI x), то такой x мы будем

называть сильно ассоциативным слева (справа). Данное условие существенно
для I �= A.

Положим Jl(A) (Jr(A)) равным пересечению идеалов Kα(A) алгебры A ∈ M
для всех её неприводимых левых (правых) представлений α в M при их наличии
и A в противном случае, J (A) = Jl(A) ∩ Jr(A).

Элемент a F -алгебры A называется αS-квазирегулярным, если τ(1 − a) =
= 1 ∈ A1 для некоторого τ ∈ S(A1), S = L,R,M . Алгебры, состоящие из таких
элементов (αS-квазирегулярные алгебры), формируют радикальный подкласс
класса всех F -алгебр, которому соответствует нижний радикал (αS-квазире-
гулярный радикал) JαS

(см. [4, теорема 2.1]). Любая F -алгебра A содержит
наибольший идеал J ′

αS
(A) среди идеалов A, состоящих из её αS-квазирегуляр-

ных элементов, J ′
αS

(A) =
⋂

M∈PαS
(A)

M̂ , где PαL
(A) (PαR

(A)) — множество всех

максимальных модулярных левых (правых) идеалов A и PαM
(A)—множество

всех максимальных идеалов среди тех идеалов A, фактор-алгебры по которым
имеют 1, M̂ —наибольший из I � A, I ⊆ M , M ∈ PαS

(A), если PαS
(A) �= ∅,
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и J ′
αS

(A) = A иначе, JαS
(A) ⊆ J ′

αS
(A), J ′

αS
(A/J ′

αS
(A)) = {0} и φ

(
J ′

αS
(A)

)
⊆

⊆ J ′
αS

(
φ(A)

)
для любого гомоморфизма φ : A→ A′ (см. [4, замечание 2.3]).

Теорема 2.1. Если M—многообразие F -алгебр, такое что J ′
αL

(I) ⊆ J ′
αL

(A)
и неприводимые левые I-модули в M содержат сильно ассоциативные слева
элементы для всех I � A ∈ M, то на M определён идеально наследственный
наднильпотентный радикал Jl = JαL

= J ′
αL

.

Доказательство. Если M —неприводимый левый A-модуль в M, A ∈ M,
с ассоциативным слева (справа) элементом x, то M = Ax, так как A⊥ =
=

{
z ∈ M | Az = {0}

}
—A-подмодуль M , A⊥ �= M и потому A⊥ = {0},

x = ex для некоторого e ∈ A, a − ae ∈ AnnA x (a − ea ∈ AnnA x), a ∈ A,
AnnA x = {a ∈ A | ax = 0}—максимальный левый (правый) модулярный иде-
ал A, M ∼= A/AnnA x (M ∼= Aop/AnnA x, Aop —A с инверсным умножением
a · b = ba, a, b ∈ A, и M ∼= A/AnnxA, если рассматривать M как правый
A-модуль), Kα(A)—наибольший из I � A, I ⊆ AnnA x, где α—левое пред-
ставление A в M с A-модулем M . Поскольку {0} �= Ix—подмодуль M над
идеалами A для любого левого (правого) идеала I ⊆ A, I �⊆ AnnA x, M = Ix,
A = I+AnnA x (x = e′x, e′ ∈ I, e−e′ ∈ AnnA x (см. [5, лемма 12, с. 281])). Если
J, J ′�A и JJ ′ ⊆ Kα(A) � J, J ′, то J, J ′ �⊆ AnnA x, J(J ′x) = (JJ ′)x = JM = {0}
(J ′(Jx) = J ′M = {0})?! Поэтому Kα(A)—первичный идеал A.

Если I —максимальный модулярный левый идеал A с модулем e, ae− a ∈ I,
a ∈ A, то A/I —левый A-модуль в M c a(b+I) = aa′+I, a, b ∈ A, ассоциативным
слева элементом e+ I (a(be) + I = ab+ I = (ab)e+ I, a, b ∈ A) и без ненулевых
собственных A-подмодулей, AnnA(e + I) = {a ∈ A | ae ∈ I} = I (см. [5,
теорема 3, с. 282]). Значит, Jl = J ′

αL
на M.

Если {0} �= J � A, N —неприводимый левый J-модуль в M с сильно ас-
социативным слева элементом y, то N = Jy можно рассматривать как непри-
водимый A-модуль в M с a(by) = (ab)y, a ∈ A, b ∈ J . Действительно, ввиду
максимальности в J его левого идеала AnnJ x, J(AAnnJ y) ⊆ AnnJ y, если
AAnnJ y �⊆ AnnJ y, то J = AnnJ y + AAnnJ y, элемент u ∈ J , uy = y, имеет
вид u = u1 + u2, u1 ∈ AnnJ y, u2 ∈ AAnnJ x, и значит, b − bu, bu ∈ AnnJ y
для всех b ∈ J , J = AnnJ y?! К противоречию можно также прийти быстрее:
(AAnnJ y)y ⊆ J⊥ = {0}?! Поэтому AAnnJ y ⊆ AnnJ y и N —неприводимый
левый A-модуль в M для α(a) = φ(la), a ∈ A,

φ : L(A) + F IdA � ψ 	→ ψ′ ∈ End(N)F , ψ′by = (ψb)y (b ∈ J)

(см. [5, предложение 4, с. 263]; A-подмодули N — его J-подмодули, A⊥ ⊆ J⊥ =
= {0}). Таким образом, J ∩ Jl(A) ⊆ Jl(J) и по доказанному Jl(J) = J ′

αL
(J) ⊆

⊆ Jl(A) = J ′
αL

(A), Jl(J) = J ∩ Jl(A) для всех J � A, Jl(A)—наибольший
среди J � A, J = Jl(J). Другие два радикальных свойства Jl на M следуют
из [5, упражнение 3, с. 267]. Как следствие, Jl = J ′

αL
= JαL

на M.

Если неприводимый левый A-модуль M в M, A ∈ M, содержит ассоциатив-
ный слева элемент x, такой что (a(bc))x ∈ (Fb(ac) +F (ab)c+F (ba)c)x для всех
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a, b, c ∈ A, то для любых J �A, ax ∈ J⊥, a, b ∈ A, c ∈ J

c
(
b(ax)

)
=

(
c(ba)

)
x ∈ (Fb(ca) + F (cb)a+ F (bc)a)x ⊆ AJ(ax) + J(ax) = {0},

J⊥ —A-подмодуль M , J⊥ = {0} или J ⊆ Kα(A).
Условие J ′

αL
(I) ⊆ J ′

αL
(A), I�A ∈ M, выполняется, например, если (I)A/I —

2-ниль-алгебра для всех I�J�A ∈ M, т. е. a(n) = 0 для каждого a ∈ (I)A/I при
некотором n = n(a) � 0, где a(0) = a, a(k+1) = (a(k))2, k � 0. Достаточно заме-
тить, что из a(n) = 0 следует αL-квазирегулярность a, l1+a(n−1) · · · l1+a(1 − a) =
= 1 − a(n) = 1 ∈ A1. Поэтому

(
J ′

αL
(I)

)
A
/J ′

αL
(I) ⊆ J ′

αL

(
I/J ′

αL
(I)

)
= {0},

J ′
αL

(I) �A, J ′
αL

(I) ⊆ J ′
αL

(A) (I �A ∈ M)

(см. [4, доказательство теоремы 2.1]). Данному условию удовлетворяет ряд мно-
гообразий алгебр с идеально наследственными наследственными радикалами и,
в частности, альтернативные алгебры (см. [3]).

Если в теореме 2.1 выполняется также правая версия её условий (для J ′
αR

и
правых неприводимых модулей над идеалами), то на M определёны, помимо Jl,
идеально наследственные наднильпотентные радикалы Jr и J .

В ходе доказательства теоремы 2.1 было получено следствие.

Следствие 2.2. Ассоциативный слева элемент x неприводимого левого I-мо-
дуля M в многообразии M, I � A ∈ M, сильно ассоциативен, если и только
если AnnI x—левый идеал A.

Следствие 2.3. Если J ′
αL

(I)∩J ′
αR

(I) ⊆ J ′
αL

(A)∩J ′
αR

(A) и любой неприво-
димый I-модуль в многообразии M содержит сильно ассоциативный слева или
справа элемент для всех I � A ∈ M, то на M определён идеально наследствен-
ный наднильпотентный радикал J , J (A) = J ′

αL
(A) ∩ J ′

αR
(A), A ∈ M.

Доказательство. Достаточно заметить, что любой неприводимый левый
(правый) I-модуль M в M, I � A ∈ M, с сильно ассоциативным справа (слева)
элементом x можно рассматривать как неприводимый правый (левый) I-модуль
в M с таким элементом x (см. замечание перед теоремой 2.1).

Лемма 2.4. Если M —неприводимый почти точный левый A-модуль в од-
нородном многообразии M, A ∈ M, с ассоциативным слева элементом x,
S = Z(A) \ {0} �= ∅, то это верно для M как S−1A-модуля.

Доказательство. Первичная алгебра A не имеет Z(A)-кручения, S−1A ∈ M
(см. [5, теорема 6, с. 24]). Поскольку Z(A) ∩ AnnA x ⊆ Kα(A) = {0}, Z(A)
вкладывается в тело EndLM(A)(M), представление α с A-модулем M = Ax
можно продолжить до представления S−1A в M с тем же модулем, полагая
α(s−1a) = φ(ls−1a), a ∈ A, s ∈ S,

φ : L(S−1A) � ψ 	→ ψ′ ∈ End(M)F , ψ′(bx) = (ψb)x = α(t)−1
(
(ψ′′b)x

)
(b ∈ A),
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где α(t)−1 ∈ EndLM(A)(M), ψ = lt−1ψ′′ для некоторых t ∈ S, ψ′′ ∈ LS−1A(A) (см.
[5, предложение 4, с. 263]). Остаётся заметить, что S−1A-модуль M наследует
неприводимость, ассоциативность слева x и Kα(S−1A) = S−1Kα(A) = {0}.
Лемма 2.5. Если M —неприводимый левый I-модуль в однородном много-

образии M, I � A ∈ M, с ассоциативным слева элементом x, J = Kα(I) � A,
Z(Ā)∩ Ī �= {0}, где B̄ = (B+K)/K для всех B ⊆ A, K —наибольший из I ′�A,
I ′ ⊆ {a ∈ A | aI ⊆ AnnI x}, то x сильно ассоциативен и M —неприводимый
A-модуль в M с a(bx) = (ab)x, a ∈ A, b ∈ I, Kα(A) = K.

Доказательство. По условию J = K ∩ I и если Z —прообраз Z(A/J) ∩ I/J
в A, то Z ⊆ J равносильно Z ⊆ K, Z̄ ⊆ Z(Ā)∩ Ī. Отождествляя I/J и Ī, можно
рассматривать M как почти точный Ī-модуль в M с āz = az, a ∈ I, z ∈ M
(см. [5, упр. 3, с. 267]). Если cb ∈ AnnI x для некоторых c ∈ A, c̄ ∈ Z(Ā),
b ∈ I \ AnnI x, то ввиду I⊥ = {0}, M =

(
L(I)(b)

)
x

(
(c)AI

)(
L(I)(b)

)
⊆ (Ic+ J)

(
L(I)(b)

)
⊆ L(I)(cb) + J ⊆ AnnI x,

(c)AI ⊆ J ⊆ AnnI x,

c ∈ (c)A ⊆ K. Поскольку

b(ab′) − (ba)b′ ∈ J,
(
b(ab′)

)
x =

(
(ba)b′

)
x = 0

(b ∈ I, a ∈ A, ā ∈ Z(Ā), b′ ∈ AnnI x),

Z(Ā)AnnĪ x ⊆ AnnĪ x = AnnI x,M можно рассматривать как (Z(Ā)+Ī)-модуль
в M без Z(Ā)-кручения (см. вторую часть доказательства теоремы 2.1), и, как
следствие, Z(Ā) вкладывается в тело EndLM(Ī)(M). Если ca ∈ K для некоторых

c, a ∈ A \ K, c̄ ∈ Z(Ā), то (aI)x = α(c̄)−1
((
c(aI)

)
x
)

= {0} (c(ab) − (ca)b ∈ J ,

b ∈ I; α(c̄)−1 ∈ EndLM(Ī)(M)), a ∈ K?! Поэтому Ā не имеет Z(Ā)-кручения,
S−1Ā = S−1Ī, S = Z(Ā) \ {0}, и, как в лемме 2.4, M можно рассматривать как
почти точный S−1Ī-модуль в M с ассоциативным слева элементом x. Так как

AAnnI x ⊆ Ī ∩ AnnS−1Ī x = AnnI x, AAnnI x ⊆ AnnI x+ J = AnnI x,

x сильно ассоциативен слева в I-модуле M . Ввиду почти точности S−1Ī-моду-
ля M и [5, упр. 3, с. 267] M является также A-модулем в M с ассоциативным
слева x и a(bx) = ā(bx) = α(c̄)−1

(
(db)x

)
= (ab)x, a, c ∈ A, b, d ∈ I, c̄ ∈ S,

ā = c̄−1d̄, Kα(A) = K.

Лемма 2.6. Если M —неприводимый левый A-модуль в многообразии M,
A ∈ M, с ассоциативным слева элементом x, то AnnA x содержит все левые
идеалы алгебры A, состоящие из её αL-квазирегулярных элементов.

Доказательство. Модуль M = Ax можно рассматривать как унитарный ас-
социативный L(A1)-модуль с ψ(ax) = (ψa)x, a ∈ A, ψ ∈ L(A1), и, если M
унитарно замкнуто, как A1-модуль в M с a′(ax) = (a′a)x, a ∈ A, a′ ∈ A1

(см. [5, предложение 4, с. 263]), где ψx = (ψe)x =
(
(ψ1)e

)
x, ψ ∈ L(A1),
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x = ex, e ∈ A. Если все элементы левого идеала I ⊆ A αL-квазирегуляр-
ны в A, I �⊆ AnnA x, то A = I + AnnA x, e = a + b, a ∈ I, b ∈ AnnA x,
l1−e ∈ AnnL(A1) x, l1−a ∈ AnnL(A1) x, τ(1 − a) = 1 для подходящего τ ∈ L(A1),
и значит,

x =
(
(τ l1−a1)e

)
x = (τ l1−ae)x = τ(l1−ax) = τ0 = 0?!

Лемма 2.7. Если M —неприводимый левый A-модуль в многообразии M,
A ∈ M, с ассоциативным слева (справа) элементом x, тогда Kα(A) содержит
все I �A, такие, что для любого b ∈ I найдётся n = n(b) � 1, lnb b = 0 (rn

b b = 0).

Доказательство. Если такой I �A не входит в Kα(A), то M = Ix—непри-
водимый I-модуль в M, x = ex для некоторого e ∈ I, x = (tn(e)

e e)x = 0, где
t = l (r) для ассоциативного слева (справа) x (см. первую часть доказательства
теоремы 2.1)?!

Поэтому в теореме 2.1 радикал Jl(A) содержит все слабо энгелевы (состо-
ящие из слабо энгелевых элементов) идеалы алгебры A ∈ M, все 2-ниль-идеа-
лы A и, в частности, все её локально и слабо разрешимые идеалы.

Пусть A— F -алгебра, M —неприводимый левый TA1

1 (A)-модуль (унитар-
ный, так как M ′ = {z − IdA1 z | z ∈ M}—подмодуль M , TA1

1 (A)M ′ = {0},
M ′ = {0}), Kt(A,M)—наибольший среди I�A, I ⊆ {a ∈A | ta ∈ Ann

T A1
1 (A)

M},
(t, T ) = (l, L), (r,R). Ввиду первичности примитивной ассоциативной ал-
гебры T = TA1

1 (A)/Ann
T A1

1 (A)
M алгебра Ā = A/Kt(A,M) первична

(
(
TA1

(I)
)
T A1

1 (A)

(
TA1

(J)
)
T A1

1 (A)
= {0}, если I, J � A, IJ = {0}), Z(T ) входит

в тело EndT (M) и M — точный неприводимый (Z(T ) \ {0})−1T -модуль. Есте-
ственный эпиморфизм π : A→ Ā индуцирует эпиморфизм π′ : M(A1) →M(Ā1),
π′sf+a = sf+πa, s = l, r, f ∈ F , a ∈ A, Kerπ′ = {φ ∈ M(A1) | φ(A1) ⊆
⊆ Kerπ = Kt(A,M)}. Если TA1

1 (A) ∩ Kerπ′ ⊆ Ann
T A1

1 (A)
M , то M можно рас-

сматривать как T Ā1

1 (Ā)-модуль, T Ā1

1 (Ā) = π′(TA1

1 (A)
)
, Kt(Ā,M) = {0}. Кроме

того, T Ā1

1

(
Z(Ā)

)
= {ts | s ∈ Z(Ā)} входит в тело End

T A1
1 (Ā)

(M), T Ā1

1

(
Z(Ā)

)
∩

∩ Ann
T Ā1

1 (Ā)
M = {0} (если ts ∈ Ann

T Ā1
1 (Ā)

M , s ∈ Z(Ā), то tb ∈ (ts)T Ā1
1 (Ā)

=

= tsT
Ā1

1 (Ā) ⊆ Ann
T Ā1

1 (Ā)
M для всех b ∈ (s)Ā, s ∈ Kt(Ā,M) = {0}). Это позво-

ляет при S = Z(Ā) \ {0} �= ∅ превратить M в унитарный T
(S−1Ā)1

1 (S−1Ā)-мо-
дуль, ts−1az = t−1

s taz, s ∈ S, a ∈ Ā, z ∈ M , где t−1
s ∈ End

T Ā1
1 (Ā)

(M). Положим
Jtl(A) (Jtr(A)) равным пересечению Kt(A,M) для всех неприводимых левых
(правых) TA1

1 (A)-модулейM при их наличии и A иначе, J ′(A) = Jll(A)∩Jrr(A).

Лемма 2.8. Если I и M — такие ненулевой идеал алгебры A и неприводи-
мый левый T I1

1 (I)-модуль, (t, T ) = (l, L), (r,R), что Kt(I,M) = J �A, Z(A/J)∩
∩ I/J �= {0},

{φ ∈ T I1

1 (I) | φ(I1) ⊆ Kt(I,M)} ⊆ Ann
T I1

1 (I)
M,
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то M можно рассматривать как неприводимый TA1

1 (A)-модуль,

Kt(A,M) =
= {a ∈ A | найдётся c ∈ I \ J, такой что c+ J ∈ Z(A/J) ∩ I/J, ca ∈ J},

J = I ∩Kt(A,M).

Доказательство. Положим B̄ = (B + J)/J для всех B ⊆ A, Y = Z(Ā) ∩ Ī
и обозначим через K = {a ∈ A | найдётся 0 �= y ∈ Y, такой что yā = 0} про-
образ кручения Y -модуля Ā в A. По условию M можно рассматривать как
неприводимый T Ī1

1 (Ī)-модуль, Ī не имеет кручения как Y -модуль (первич-
ность Ī), Ī ∩ K̄ = {0}, J = I ∩ K, A′ = Ā/K̄ ∼= A/K не имеет кручения
как Y ′-модуль, Y ′ = (Y + K̄)/K̄ ∼= Y , A′′ = V ′−1

A′ = V ′−1
I ′ ∼= V −1Ī, где

V ′ = Y ′ \ {0}, V = Y \ {0}, I ′ = (Ī + K̄)/K̄ ∼= (I + K)/K ∼= Ī. Следователь-
но, M можно рассматривать как унитарный TA′′1

1 (A′′)-модуль (см. замечания
перед леммой 2.8). Так как TA′1

1 (A′)— эпиморфный образ TA1

1 (A), TA′1
1 (A′) ∼=

∼= TA′′1
1 (A′) (TA′′1

1 (A′) � φ 	→ φ|A′1 ∈ TA′1
1 (A′); если φ ∈ TA′′1

(A′), φ|A′1 = 0, то
φ1 = 0, φ|A′′ = φ|Z(A′′)A′ = 0, φ = 0), TA′′1

1 (A′) ⊆ TA′′1
1 (A′′), M также является

TA1

1 (A)-модулем, Kt(A′′,M) = {0}, Kt(A,M) = K.

Любой унитарный левый LA1

1 (A)-модуль (правый RA1

1 (A)-модуль) M являет-
ся A-модулем в любом унитарно замкнутом многообразии M, A ∈ M, с az = laz
(za = zra), a ∈ A, z ∈M (см. [5, предложение 4, с. 263]).

Из первой части доказательства теоремы 2.1 (для многообразия всех F -ал-
гебр) сразу вытекает следующее утверждение.

Замечание 2.9. Если неприводимые левые LA1

1 (A)-модули содержат ассоци-
ативные слева элементы, то Jll(A) = J ′

αL
(A).

Поэтому в теореме 2.1 Jl = Jll на унитарно замкнутом M. Теорему Жевла-
кова—Слинько—Шестакова (см. [5, теорема 4, с. 283]) можно интерпретировать
следующим образом.

Предложение 2.10. На многообразии альтернативных алгебр определён
идеально наследственный наднильпотентный радикал J = J ′.

Доказательство. Неприводимые альтернативные (в многообразии альтерна-
тивных F -алгебр) модули содержат ассоциативные слева или справа элементы,
альтернативные F -алгебры с почти точными (и значит, точными) неприводи-
мыми альтернативными модулями первичны, не имеют ненулевых локально
нильпотентных идеалов и потому или ассоциативны, или являются кольцами
Кэли—Диксона (см. [5, теорема 2, с. 279, лемма 8, с. 276, следствие леммы 12,
с. 282]).

Если A—альтернативная F -алгебра, I � A, M —неприводимый альтерна-
тивный I-модуль, то Kα(I) � A (см. [5, теорема 4, с. 189]) и, переходя при
необходимости к A/Kα(I), можно считать Kα(I) = {0}, I первичным и отож-
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дествить I с его образом в фактор-алгебре A/P по максимальному P из J �A,
J ∩ I = {0}. Первичная алгебра A/P не содержит ненулевых локально ниль-
потентных идеалов, и значит, ассоциативные слева или справа элементы M
сильно ассоциативны, M —неприводимый альтернативный A/P -модуль и A-мо-
дуль (см. лемму 2.5, доказательство следствия 2.3). Остаётся применить след-
ствие 2.3.

Доказательство теоремы Жевлакова—Слинько—Шестакова (см. [5, гл. 11,
§ 2, 3]) о совпадении на многообразии альтернативных алгебр отображения Jr

c радикалом Жевлакова (радикалами Клейнфелда и Смайли) J фактически
проводится для правых правоальтернативных модулей над альтернативными ал-
гебрами (все выводы сделаны на основе R-тождеств правой альтернативности и
правого тождества Муфанг (см. [5, c. 268 и упражнение 5, с. 267]) и описания
невырожденных первичных альтернативных алгебр).

Применив к правоальтернативным алгебрам над кольцом F с 1/2 доказатель-
ство леммы 8 из [5, с. 276] с заменой локально нильпотентного радикала на
радикал Михеева M (локально право-нильпотентный радикал в смысле Шир-
шова, локально нильпотентный радикал йордановой (квадратичной и для F
с 1/2 линейной) алгебры правоальтернативной алгебры (см. [9, 18])), мы полу-
чим ввиду альтернативности M -полупростых правоальтернативных алгебр над
F с 1/2 (см. [7, следствие 3]), что правоальтернативные F -алгебры с почти
точными правоальтернативными модулями являются либо первичными ассоци-
ативными алгебрами с нулевыми локально нильпотентными радикалами, либо
кольцами Кэли—Диксона. В любой правоальтернативной алгебре R

J
(
R/M(R)

)
= J

((
R/M(R)

)+
)

= J (R+)/LN(R+),

где LN(R+)—локально нильпотентный радикал квадратичной йордановой ал-
гебры R+ = (R,U, 2) с U : x 	→ Ux = rxlx, 2 : x 	→ x2, x ∈ R (для F с 1/2
её можно заменить линейной йордановой алгеброй R(+) с умножением x · y =
= (1/2)(xy + yx), x, y ∈ R), J (R) входит в пересечение всех максимальных
односторонних модулярных идеалов R и, как следствие, пересечение наиболь-
ших из входящих в них идеалов R (см. [18, замечание к теореме 6]; квази-
регулярность в R—квазирегулярность в R+, которая для альтернативной R
равносильна её стандартной версии (см. [15] и замечание 3.33); левая квазире-
гулярность и αR-квазирегулярность в R любого x ∈ R, квазирегулярного в R+,
следует из

U1−xr = −(1−x)2r+(1−x)(r(1−x)+(1−x)r) ∈ RR1
(R)(1−x)∩R(1−x) (r ∈ R),

R = U1−x(R) = RR1
(R)(1 − x) = R(1 − x)). Поэтому для F с 1/2 в силу

[7, следствие 3] и совпадения радикалов Клейнфелда и Смайли альтернативных
алгебр (см. [5, теорема 5, с. 248]), J (R) равен пересечению максимальных
модулярных левых (правых) идеалов R и Jr(R) (см. выше и [5, доказательство
теоремы 4, с. 283; 15]).
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3. Топологические квазирегулярные радикалы

Описание топологических вариантов радикалов Джекобсона мы начнём
с конструкции топологического α-квазирегулярного радикала, основанной на
идеях [4,20].

Пусть M— замкнутый относительно взятия идеалов и непрерывных гомо-
морфных образов класс топологических алгебр над топологическим кольцом F ,
α—отображение, которое ставит каждой алгебре R ∈ M в соответствие муль-
типликативный подмоноид α(R) алгебры M(R1) и удовлетворяет условиям:

1) для любого I � R каждый φ ∈ α(I) равен ограничению φ̄|I1 на I1 ⊆ R1

некоторого φ̄ ∈ α(R) ∩MR1
(I1);

2) каждому непрерывному гомоморфизму алгебр ψ : R → R′ отвечает эпи-
морфизм моноидов ψα : α(R) → α(ψ(R)), такой что ψ1φ(f + x) =
= (ψαφ)ψ1(f + x), f ∈ F , x ∈ R, φ ∈ α(R), где ψ1 : f + x 	→ f +ψx, f ∈ F ,
x ∈ R (ψα —ограничение на α(R) эпиморфизма ψ1

M : M(R1) →M(ψ(R)1),
индуцированного ψ1).

Назовём элемент x ∈ R ∈ M топологически α-квазирегулярным, если для лю-
бой окрестности U � 1 в R1 существуют ψU ∈ α(R), φU (1 − x) ∈ U , алгебры
из класса M, состоящие из таких элементов, —топологически α-квазирегуляр-
ными алгебрами, F -подмодули R и R1, инвариантные относительно действия
α(R), — α-инвариантными подмодулями. По аналогии с [20] будем называть
алгебру R ∈ M α-ограниченной, если для любой окрестности нуля W ⊆ R1

найдётся окрестность нуля V ⊆ R1, α(R)(V ) =
⋃

φ∈α(R)

φ(V ) ⊆W . Выделим в M

подклассы α-ограниченных и топологически α-квазирегулярных алгебр Mα и
Jα-top. Условия 1), 2) гарантируют замкнутость класса Mα относительно взятия
идеалов и образов непрерывных гомоморфизмов, таких что образ любой окрест-
ности нуля при их действии содержит окрестность нуля образа (в частности,
это верно для открытых гомоморфизмов, включая канонические редукции на
фактор-алгебры).

Если F дискретно, то определение топологически α-квазирегулярного эле-
мента можно изменить, заменив в нём окрестности 1 в R1 на окрестности вида
1 +U , U —окрестность нуля в R, условие α-ограниченности можно переформу-
лировать для окрестностей нуля в R.

Простейшими примерами α-ограниченных алгебр являются дискретные
R ∈ M над дискретным F и R1 с базой окрестностей нуля из α-инвариант-
ных подмодулей (случай α-ограниченной R с базой окрестностей нуля R1 из
F -подмодулей). Для любых компактного ассоциативного кольца A, топологи-
ческого левого A-модуля M и окрестности нуля U ⊆ M найдётся окрестность
нуля U ′ ⊆ M , AU ′ ⊆ U (следствие компактности A и непрерывности отобра-
жения A × M → M , определяющего действие A на M (см. [10, лемма для
a0 = 0])). Поэтому если R ∈ M и топология α(R) выбрана таким образом, что
α(R) компактно и отображение (φ, z) 	→ φz, φ ∈ α(R), z ∈ R1, непрерывно,
R ∈ Mα.
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По теореме ван Данцига любая окрестность единицы вполне несвязной ло-
кально компактной группы содержит открытую компактную подгруппу (см.
[21, теорема 1.3], [11, теорема 3.1.1], где вполне несвязные пространства—
отделимые пространства, в которых связные подмножества одноэлементны, ло-
кально компактные— пространства, в которых каждая точка имеет окрестность
с компактным замыканием). Значит, если A-модуль M (см. выше) вполне несвя-
зен и локально компактен, то любая окрестность нуля U ⊆ M содержит под-
модуль вида AU ′, U ′ —открытая компактная подгруппа M . Если A—вполне
несвязный компакт, то любая окрестность нуля V ⊆ A содержит открытый иде-
ал (V ′)A для некоторой открытой компактной аддитивной подгруппы V ′ ⊆ A
(см. [10, доказательство теоремы 3]).

Если алгебра R1 компактна, R ∈ M, M(R1) = Mk,n(R1) для некоторых
k, n � 1, гдеMk,n(R1) = MR1

k,n(R1) ⊆ F IdR1 +MR1

k,sn,k
(R), sn,k = n(2k−k−1)+2,

и

MR1

k,n(B) =
{ n∑

i=1

tzi1 · · · tziki

∣∣∣∣t ∈ {l, r}, zij ∈ B, 1 � ki � k

}
(B ⊆ R1),

то по аналогии с предыдущим для любых T = {t(i)}k
i=1, t

(i) ∈ {l, r}, и окрест-
ности нуля U ⊆ R1 из компактности R1 × . . .×R1

︸ ︷︷ ︸
k

и непрерывности

(
(z1, . . . , zk), z

)
	→ t(1)z1

· · · t(k)
zk
z (zi, z ∈ R1)

следует существование окрестности нуля UT ⊆ R1, t(1)z1 · · · t(k)
zk (UT ) ⊆ U , zi ∈ R1.

Поэтому, выбрав для U окрестность нуля U ′ ⊆ R1, U ′ + . . .+ U ′
︸ ︷︷ ︸

n

⊆ U , и окрест-

ности нуля U ′
T для всех T , мы получаем, что M(R1)(W ) ⊆ U для W =

⋂
T

U ′
T ,

R ∈ MαM
⊆ Mα при всех α. Если R1 —вполне несвязный компакт, M(R1) =

=
⋃

n�1

Mk,n(R1) для некоторого k � 1, то U и UT можно выбрать среди откры-

тых компактных аддитивных подгрупп R1 и прийти к включению в U открытого
идеала M(R1)(V ), V =

⋂
T

UT (отказ от условий на M(R1) наложением условия

минимальности для открытых компактных аддитивных подгрупп R1 приводит
ввиду отделимости R1 к её конечности и дискретности), и значит, R1, как
и вполне несвязный компакт A, — проективный предел конечных дискретных
алгебр (фактор-алгебр по открытым идеалам, входящим в окрестности нуля).
Используемое условие на M(R1) выполняется, например, в ассоциативном слу-
чае (k = 2, n = 3) и для R1, конечно порождённой как Z(R1)-модуль (см.
[5, лемма 7, с. 131; 17, предложение 1.3.1, с. 14]).

Если R1 —компакт, то EndF (R1) замкнуто в тихоновском произведении
пространств

∏
z∈R1

Xz, Xz = R1, и по теореме Тихонова компактно в топо-

логии поточечной сходимости (индуцированной тихоновской топологией), что
само по себе не гарантирует компактность (замкнутость) в данной топологии
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пространств непрерывных эндоморфизмов из EndF (R1) и α(R) (первое верно,
например, для нормированного пространства R1 по принципу равномерной огра-
ниченности, а второе— для ассоциативной R и α = αL, αR, αL(R) = L(R1) =
= End(R1)R1 и αR(R) = R(R1) = EndR1(R1)). Естественно, что при этом
возникает вопрос о примерах, когда (φ, z) 	→ φz, φ ∈ α(R), z ∈ R1, непрерывно
для α(R) с топологией поточечной сходимости и R1 с недискретной тополо-
гией. Вместе с тем ничто не мешает снабдить α(R) топологией с предбазой
{φ ∈ α(R) | (φ − ψ)(V ) ⊆ U}, ψ ∈ α(R), U , V —открытые в R1, 0 ∈ U , и
рассматривать вопрос о компактности α(R) с этой топологией. Последняя обес-
печивает непрерывность α(R)×R1 → R1, так как для любых ψ ∈ α(R), x ∈ R1 и
открытого U ⊆ R1, ψx ∈ U , можно выбрать открытые U ′, U ′′, U ′′′ ⊆ R1, x ∈ U ′,
0 ∈ U ′′′, ψx ∈ U ′′, U ′′ + U ′′′ ⊆ U , ψ(U ′) ⊆ U ′′, и φ(U ′) ⊆ U для всех φ ∈ α(R),
(φ− ψ)(U ′) ⊆ U ′′′.

Если F —поле R или C, α(R)— F -подпространство EndF (R), R—нормиро-
ванное F -пространство, то α-ограниченность R равносильна α(R) = {0}, так
как для R ∈ Mα и любых ограниченных окрестностей нуля V ⊆ F , U ⊆ R
найдутся окрестности нуля V ′ ⊆ F , U ′ ⊆ R, α(R)(V ′ + U ′) ⊆ V + U , и

Fα(R)(U ′) ⊆ U, α(R)(R) = α(R)(FU ′) = α(R)(U ′) = {0},
F (α(R)(V ′) ∩ U) ⊆ U, α(R)(V ′) ∩ U = {0},

Fα(R)(V ′) = Fα(R) 1 = α(R)(V ′) ⊆ V, α(R) 1 = {0}

(см. [20, следствие 1])?! Поэтому к нормированной ситуации условие α-ограни-
ченности, по сути, не применимо. Следующий пример показывает, что квазире-
гулярность здесь также не играет значимой роли. По аналогии с альтернатив-
ными алгебрами (см. ниже) назовём элемент x нормированной ассоциативной
алгебры R топологически квазирегулярным, если для любого ε > 0 существу-
ет y ∈ R, ‖x + y − xy‖, ‖x + y − yx‖ < ε. Если R банахова, то отсюда следует
обратимость (1 − x)(1 − y) и (1 − y)(1 − x) в банаховой алгебре R1 с нормой
|f + z| = |f | + ‖z‖, f ∈ F (F = R,C), z ∈ R, и квазирегулярность x в R (эле-
менты R1, близкие к обратимым, обратимы). Иначе говоря, топологическая ква-
зирегулярность элемента нормированной алгебры— его квазирегулярность в её
пополнении. Если F = C, R банахова, то квазирегулярность всех fx, f ∈ C,
равносильна r(x) = lim

n→∞ ‖xn‖ 1
n = 0, и значит, lim

n→∞xn = 0 (см. [19, теорема 7.9,

с. 39]; при xn → 0 для любого ε > 0 найдётся n � 1, ‖xn‖ � ε, и потому

‖xkn+l‖ 1
kn+l � ‖xl‖ 1

kn+l ε
1

n+l/k � Cε
1
n

для любых k � 1, 0 � l < n и некоторой константы C > 0, r(x) = 0). Как след-
ствие, в C∗-алгебрах нет ненулевых квазирегулярных идеалов, поскольку для
любого x из такого идеала квазирегулярность всех fx∗x, f ∈ C, равносильна
r(x∗x) = ‖x‖2 = 0, x = 0 (см. [19, теорема 9.3, с. 43]). Поэтому топологиче-
ски квазирегулярные идеалы нормированных ассоциативных C-алгебр состоят
из элементов x, lim

n→∞xn = 0 (являются их Σ-ниль-идеалами), пре-C∗-алгебры
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не содержат ненулевых топологически квазирегулярных идеалов (см. [19, след-
ствие 3.3, предложение 3.4, с. 13]).

Назовём отображения замкнутого относительно взятия идеалов и фактор-ал-
гебр класса алгебр X в себя, удовлетворяющие условиям определения радикала
в смысле Куроша—Амицура с заменой всех гомоморфизмов алгебр из X на их
гомоморфизмы в алгебры из X, X-радикалами, отвечающие им радикальные
и полупростые классы— радикальными в X и полупростыми в X классами.
Любой X-радикал— радикал в смысле Куроша-Амицура на замкнутых отно-
сительно взятия идеалов и гомоморфных образов подклассах X. Аналогичным
образом определим понятие топологического X-радикала.

Теорема 3.1. Класс Jα-top ∩ Mα —радикальный в классе Mα подкласс.

Доказательство. Пусть R ∈ Mα. Если x ∈ I � R топологически α-квази-
регулярен в I, то x топологически α-квазирегулярен в R, так как для любой
окрестности U � 1 в R1 существует φ ∈ α(I), φ(1− x) = φ̄(1− x) ∈ U ∩ I1 ⊆ U ,
где φ̄—продолжение φ до элемента α(R) из условия 1). Поэтому для любых
α-квазирегулярных J, J ′ � R, y ∈ J , y′ ∈ J ′ и любой окрестности нуля V ⊆ R1

можно выбрать окрестности нуля W,W ′ ⊆ R1, α(R)(W ) ⊆W ′, W ′ +W ′ ⊆ V , и
ρ, ρ′ ∈ α(J + J ′), ρ(1 − y) ∈ 1 +W , ρ′(1 − ρy′) ∈ 1 +W ′,

ρ′ρ(1 − y − y′) ∈ ρ′(1 − ρy′ +W ) ⊆ 1 +W ′ +W ′ ⊆ 1 + V.

Значит, J + J ′ — α-квазирегулярный идеал R, сумма Jα-top(R) всех топологиче-
ски α-квазирегулярных идеалов R—наибольший среди таких идеалов R.

Если x ∈ [Jα-top(R)]R1 ∩R, то для любой окрестности нуля O ⊆ R1 найдутся
окрестности нуля H,H ′ ⊆ R1, α(R)(H) ⊆ H ′, H ′+H ′ ⊆ O, y ∈ (x+H)∩Jα-top(R)
и τ ∈ α([Jα-top(R)]R1 ∩R), для которых τ(1 − y) ∈ 1 +H ′,

τ(1 − x) = τ(1 − y) + τ(y − x) ∈ 1 +H ′ + τ(H) ⊆ 1 +H ′ +H ′ ⊆ 1 +O.

Как следствие, Jα-top(R) = [Jα-top(R)]R1 ∩R = [Jα-top(R)] (в R).
Если ψ : R → R′ —непрерывный гомоморфизм алгебр R,R′ ∈ Mα, G—

окрестность нуля в R′1, G′ — её прообраз в R1 (ψ1 также непрерывен), то для
любого топологически α-квазирегулярного x ∈ R найдётся δ ∈ α(R), δ(1 − x) ∈
∈ 1 +G′,

1 +G = ψ1(1 +G′) � ψ1δ(1 − x) = (ψαδ)(1 − ψx),

где ψα : α(R) → α(ψ(R))—индуцированный ψ эпиморфизм моноидов α(R)
и α(ψ(R)) из условия 2) (это верно и для R,R′ ∈ M). Поэтому класс
Jα-top замкнут относительно взятия непрерывных гомоморфных образов и
ψ(Jα-top(R)) ⊆ Jα-top(ψ(R)).

Если элементы I � R топологически α-квазирегулярны в R, то элементы R
с топологически α-квазирегулярными образами в фактор-алгебре с фактор-топо-
логией R/I топологически α-квазирегулярны, так как для каждого такого x ∈ R
и любой окрестности нуля K ⊆ R1 существуют окрестности нуля K ′,K ′′ ⊆ R1,
α(R)(K ′′) ⊆ K ′, K ′ +K ′ ⊆ K, θ, θ′ ∈ α(R) и y ∈ I, такие что

(παθ)π1(1 − x) = π1θ(1 − x) ∈ 1 + π1(K ′′),
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θ(1 − x) ∈ 1 − y +K ′′, θ′(1 − y) ∈ 1 +K ′, θ′θ(1 − x) ∈ 1 +K ′ +K ′ ⊆ 1 +K,

где π : R → R/I —канонический эпиморфизм R на R/I, π1(R1) =
= (R/I)1 ∼= R1/I —канонический изоморфизм и гомеоморфизм. Значит,
Jα-top(R/Jα-top(R)) = {0}.

Поэтому Jα-top : R 	→ Jα(R), R ∈ Mα, — топологический Mα-радикал,
Jα-top ∩ Mα —класс Jα-top-радикальных в Mα алгебр.

Сходным образом можно установить наличие в каждой алгебре R ∈ Mα наи-
больших идеала J ′

α-top(R) и α-инвариантного подмодуля J ′′
α-top(R) среди идеалов

и α-инвариантных подмодулей R, состоящих из её топологически α-квазирегу-
лярных элементов,

Jα-top(R) ⊆ J ′
α-top(R) = [J ′

α-top(R)] ⊆ J ′′
α-top(R) = [J ′′

α-top(R)],

J ′
α-top

(
R/J ′

α-top(R)
)

= {0}, ψ
(
J ′

α-top(R)
)

⊆ J ′
α-top

(
ψ(R)

)
и ψ(J ′′

α-top(R) ⊆
⊆ J ′′

α-top

(
ψ(R)

)
для любого непрерывного гомоморфизма ψ : R → R′,

R,R′ ∈ Mα. Топологическая M′-радикальность (радикальность) отображения
J ′

α-top : R 	→ J ′
α-top(R), R ∈ M′, на замкнутом относительно взятия идеалов и

фактор-алгебр (непрерывных гомоморфных образов) подклассе M′ ⊆ Mα рав-
носильна совпадению J ′

α-top и Jα-top на M′.
Каждый элемент φ ∈ M(R1), R ∈ M, представим в виде φ = f IdR1 +φ′

с однозначно определёнными f ∈ F , φ′ ∈ MR1
(R). Для всех x ∈ R1 положим

α(R)x = {φx | φ ∈ α(R)}, α(R)′x = {φ′x | φ ∈ α(R)}. Назовём α-инвариантный
подмодуль M ⊆ R α-модулярным, если α(R)′(1−x) ⊆M для некоторого x ∈ R,
и топологически α-модулярным, если для любой окрестности нуля U ⊆ R най-
дётся x ∈ R, α(R)′(1−x) ⊆M+U . Ввиду непрерывности операторов умножения
на элементы R1 замыкания α-инвариантных подмодулей— α-инвариантные под-
модули. Наибольший среди I � R (I � R1), входящих в F -подмодуль K ⊆ R
(K ⊆ R1), мы будем обозначать через K̂.

Частично упорядоченное множество, в котором каждый немаксимальный
элемент предшествует некоторому максимальному, мы будем называть слабо
индуктивным. Это условие тривиально при наличии наибольшего элемента
и далее будет применяться к частично упорядоченным по включению множе-
ствам собственных подмодулей алгебр. Напомним, что индуктивность частич-
но упорядоченного множества— это ограниченность в нём его упорядоченных
подмножеств, которая по лемме Цорна гарантирует слабую индуктивность. По
умолчанию условия индуктивности и максимальности применяются к непустым
частично упорядоченным множествам. Обозначим через Mα(R) и Mα(R1) мно-
жества собственных замкнутых α-инвариантных подмодулей алгебр R ∈ M
и R1.

Лемма 3.2. Если R ∈ Mα, α(R)x— F -подмодуль R1 для всех x ∈ R1, P —
множество максимальных элементов Mα(R1) при их наличии и P = {R1} ина-
че, то элементы P открыты в R1, в R1 = [{0}] и R1 = [α(R) 1] �= [{0}] cо слабо
индуктивным Mα(R1),
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J ′′
α-top(R) = R ∩

( ⋂

M∈P
M

)
, J ′

α-top(R) =
⋂

M∈P
(R ∩ M̂).

В частности, если R1 = [α(R) 1] �= [{0}], то Mα(R1) слабо индуктивно при
наличии базы окрестностей нуля из аддитивных подгрупп R1, над дискрет-
ным F с R = [{0}] или R �= [{0}] и слабо индуктивным Mα(R), при вы-
полнении в Mα(R1) условия индуктивности или максимальности (например,
для R1 = α(R) 1 с замкнутыми максимальными α-инвариантными подмодуля-
ми и R1 �= [{0}] над нётеровым F с R = [{0}] или R �= [{0}] и условием
максимальности для Mα(R)).

Доказательство. Условия R1 = [{0}] и Mα(R1) = ∅ равносильны, и по
условию из них следует, что R = Jα-top(R) = J ′

α-top(R) (R = [{0}] равносильно
Mα(R) = ∅).

Если M ∈ P �= {R1} имеет пустую внутренность, то для любой окрестности
нуля U ⊆ R1 можно подобрать окрестности нуля U ′, U ′′ ⊆ R1, U ′ + U ′ ⊆ U ,
α(R)(U ′′) ⊆ U ′ и x ∈ U ′′ \ M , а потому M и x входят в α-инвариантный
подмодуль M + α(R)x,

R1 = [M + α(R)x] = M + U ′ + U ′ = M + U = [M ] = M

(произвольность U)?! Значит, M имеет непустую внутренность и, более того,
открыт и является максимальным α-инвариантным подмодулем R1 (в топологи-
ческой группе открытые подгруппы замкнуты).

Если R1 = [α(R) 1], α-инвариантный подмодуль L ⊂ R состоит из топологи-
чески α-квазирегулярных элементов R и L �⊆M для некоторого M ∈ P �= {R1},
то R1 = [L +M ] и для любой окрестности нуля U ⊆ R1 найдутся окрестности
нуля U ′, U ′′ ⊆ R1 (как выше), y ∈M и φ ∈ α(R), x+y ∈ 1+U ′′, φ(1−x) ∈ 1+U ′,

φy ∈ φ(1 − x) + φ(U ′′) ⊆ 1 + U ′ + U ′ ⊆ 1 + U, φy ∈M ∩ (1 + U),

1 ∈ [M ] = M , M = R1?! Как следствие, в этом случае J ′′
α-top(R) ⊆

⋂
M∈P

M .

Если R1 = [α(R) 1], z ∈ R∩
( ⋂

M∈P
M

)
не является топологически α-квазире-

гулярным элементом R, Mα(R1) слабо индуктивно, то [α(R)(1 − z)] ∈ Mα(R1)
входит в некоторый K ∈ P �= {R1}, α(R) 1 ⊆ α(R)z + α(R)(1 − z) ⊆ K,

R1 = [K] = K?! Поэтому в условиях второй части J ′′
α-top(R) = R ∩

( ⋂
M∈P

M
)
,

J ′
α-top(R) =

⋂
M∈P

(R ∩ M̂).

В R1 �= [{0}] с базой окрестностей нуля из аддитивных подгрупп (α-ин-
вариантных подмодулей, поскольку Zα(R)(U) =

∑
x∈U

α(R)x— α-инвариантный

подмодуль для любой аддитивной подгруппы U ⊆ R1) для любых α-инвари-
антного подмодуля V из этой базы и M ∈ Mα(R1) либо открытый M + V
принадлежит Mα(R1), либо M + V = R1. Если M + V = R1 для всех таких V ,
то R1 = [M ] = M?! Значит, в данном случае любой подмодуль из Mα(R1) или
открыт, или входит в открытый подмодуль из Mα(R1). При R1 = [α(R) 1] он
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также содержится в некотором элементе P �= {R1}, так как множество откры-
тых подмодулей из Mα(R1) индуктивно (объединение любой их упорядоченной
системы открыто, не содержит 1 и входит в Mα(R1)). Отсюда следует, что
в R1 �= [{0}] с базой окрестностей нуля из α-инвариантных подмодулей элемен-
ты P открыты и P �= {R1} при R1 = [α(R) 1] �= [{0}].

Если R1 = α(R) 1, то множество собственных α-инвариантных подмоду-
лей R1 индуктивно (см. [4, замечание 2.2]) и из замкнутости максимальных
α-инвариантных подмодулей R1 сразу следует индуктивность Mα(R1) �= ∅.

Если H —максимальный замкнутый идеал F , H + R—максимальный за-
мкнутый левый, правый, двусторонний идеал и α-инвариантный подмодуль R1.
Как следствие, при наличии в F собственных открытых идеалов (и значит,
открытых максимальных идеалов) Mα(R1) содержит максимальные элементы,
P �= {R1}.

Если F дискретно, R = [{0}] или R �= [{0}] и Mα(R) слабо индуктивно, то R
открыто и замкнуто в R1, топология R входит в топологию R1, аналогично нача-
лу доказательства можно вывести открытость максимальных элементов Mα(R)
при их наличии и для любого L ∈ Mα(R1) либо L ∩ R = R, либо L ∩ R ⊆ N
для некоторого максимального элемента N ∈ Mα(R), (L + N) ∩ R = N и
L + N ∈ Mα(R1) открыт. Для R1 = [α(R) 1] ввиду индуктивности множества
открытых подмодулей из Mα(R1) в любом случае L входит в некоторый элемент
P �= {R1}, Mα(R1) слабо индуктивно.

Условие максимальности для Mα(R1) гарантирует его индуктивность. Это
верно, в частности, для R1 �= [{0}] с условием максимальности для замкну-
тых подмножеств (артиновой топологией). Если R1 �= [{0}] над нётеровым F
с R = [{0}] или R �= [{0}] и Mα(R) с условием максимальности, то любая
неубывающая цепь {Ni}i�1 ⊆ Mα(R1) стабилизируется на некотором шаге, так
как проекции {πF (Ni)}i�1 её элементов на F формируют неубывающую цепь
идеалов F , пересечения {Ni ∩ R}i�1 —неубывающую цепь в Mα(R) ∪ {R}, и
можно выбрать k � 1, πF (Nk) = πF (Ni), Nk ∩ R = Ni ∩ R для всех i > k, и
X ⊆ Nk, πF (X) = πF (Nk), Ni = FX + (Nk ∩R) = Nk для всех i > k. По лемме
Цорна отсюда следует выполнение для Mα(R1) условия максимальности.

Если R1 = [α(R) 1], F дискретно, топология R артинова, {Na}a∈I —упоря-

доченное подмножество Mα(R1), R1 =
[ ⋃

a∈I

Na

]
, то 1 ∈

[ ⋃
a∈I

Na

]
, найдётся

c ∈ I, (1+W )∩Na �= ∅ при всех a � c, где W (1+W ) — минимальная и потому
наименьшая окрестность нуля в R (1 в R1), 1 ∈ Na = [Na], Na = R1?! Поэтому
в данном случае Mα(R1) индуктивно.

Отметим, что отделимость и артиновость топологии алгебры (модуля) рав-
носильны её дискретности и конечности алгебры (модуля) как множества.

Обозначим через Mα′ класс алгебр R ∈ Mα, таких что для любой окрестно-
сти нуля W ⊆ R найдётся окрестность нуля V ⊆ R, α′(R)(V ) ⊆W , через Pα(R)
(Pα-top(R)) — множество собственных замкнутых (топологически) α-модулярных
подмодулей R ∈ M, Pα(R) ⊆ Pα-top(R).
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Лемма 3.3. Если R ∈ Mα′ , R = [α(R)′ 1], IdR1 +φ′ ∈ α(R), α(R)′x— F -под-
модуль R для всех x ∈ R1, φ ∈ α(R), F дискретно и Pα(R) пусто или слабо
индуктивно, то

J ′′
α-top(R) =

⋂

M∈P
M =

⋂

L∈P′
L, J ′

α-top(R) =
⋂

M∈P
M̂ =

⋂

L∈P′
L̂,

где P (P ′) — множество максимальных элементов Pα(R) (Pα-top(R)) при их на-
личии и P = {R} (P ′ = {R}) иначе.

Доказательство. Так как
(
(f IdR1 +ν)(h IdR1 +μ)

)′ = fμ+hν+νμ для всех

f, h ∈ F , ν, μ ∈ MR1
(R), подмодули α(R)′x, x ∈ R1, α-инвариантны. Если

x ∈ R топологически α-квазирегулярен, то для любой окрестности нуля V ⊆ R
найдутся окрестность нуля V ′ ⊆ R, α(R)′(V ′) ⊆ V , φ ∈ α(R), φ(1− x) ∈ 1 + V ′,
φ = IdR1 +φ′, и, как следствие, x ∈ φ′(1 − x) − V ′ ∈ α(R)′(1 − x) − V ′,

α(R)′x ⊆ α(R)′(1−x)−α′(R)(V ′) = α(R)′(1−x)+α′(R)(V ′) ⊆ α(R)′(1−x)+V,
α(R)′ 1 ⊆ α(R)′x+ α(R)′(1 − x) ⊆ α(R)′(1 − x) + V,

R = [α(R)′ 1] = [α(R)′(1 − x)]. Вместе с тем каждый x ∈ R, R = [α(R)′(1 − x)],
топологически α-квазирегулярен, поскольку для любой окрестности нуля U ⊆ R
существует τ ′ ∈ α(R)′, τ ′(1 − x) ∈ x+ U , (IdR1 +τ ′)(1 − x) ∈ 1 + U , IdR1 +τ ′ ∈
∈ α(R). Значит, случай Pα(R) = ∅ равносилен R = Jα-top(R) = J ′

α-top(R).
Если имеется α-инвариантный подмодуль L ⊆ J ′′

α-top(R), L �⊆M для некото-
рого M ∈ P ′ �= {R} (M ∈ P �= {R}), то R = [L +M ], для любых окрестностей
нуля W,W ′ ⊆ R, W ′ +α(R)′(W ′) ⊆W , и x ∈ R, α(R)′(1−x) ⊆M +W ′, можно
подобрать y ∈M , y′ ∈ L, x ∈ y + y′ +W ′, и получить

α(R)′(1−y′) ⊆ α(R)′(1−x)+α(R)′y+α(R)′(W ′) ⊆M+W ′+α(R)′(W ′) ⊆M+W,

R = [α(R)′(1 − y′)] = [M +W ], R = [M ] = M?! Поэтому J ′′
α-top(R) ⊆

⋂
L∈P′

L ⊆

⊆
⋂

M∈P
M (с учётом P ⊆ P ′). Если z ∈

⋂
M∈P

M не является топологически

α-квазирегулярным элементом R, Pα(R) слабо индуктивно, то [α(R)′(1 − z)] ∈
∈ Pα(R) входит в некоторый K ∈ P �= {R}, α(R)′ 1 ⊆ α(R)′z+α(R)′(1−z) ⊆ K,
R = [K] = K?! Отсюда следует, что

J ′′
α-top(R) =

⋂

M∈P
M =

⋂

L∈P′
L, J ′

α-top(R) =
⋂

M∈P
M̂ =

⋂

L∈P′
L̂.

Если α(R)x— F -подмодуль R для всех x ∈ R или (и) R имеет базу
окрестностей нуля из F -подмодулей, то, как и в лемме 3.2, можно обосно-
вать открытость максимальных элементов Pα-top(R) при их наличии вместе с их
α-модулярностью и максимальностью среди α-модулярных подмодулей R. Сла-
бую индуктивность непустого Pα(R) обеспечивает замкнутость максимальных
α-модулярных подмодулей для R = α(R)′ 1, наличие в R базы окрестностей ну-
ля из F -подмодулей (α-инвариантных подмодулей; любой F -подмодуль U ⊆ R
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порождает α-инвариантный подмодуль Fα(R)(U) = U + Fα(R)′(U)) и индук-
тивность Pα(R) (например, условие максимальности для Pα(R), артиновость
топологии R) (см. доказательство леммы 3.2).

Так как α-инвариантные подмодули алгебр R ∈ M и R1 инвариантны от-
носительно действия подалгебры ᾱ(R) = 〈α(R)〉 ⊆ M(R1), в леммах 3.2,
3.3 отображение α можно заменить на ᾱ : R 	→ ᾱ(R), R ∈ M. Для α = αS ,
S = L,R,M , условие максимальности для замкнутых α-инвариантных подмо-
дулей соответствует нётеровости для замкнутых левых, правых и двусторонних
идеалов.

Лемма 3.4. Если M1, . . . ,Mn —максимальные α-модулярные подмодули

R ∈ M, n � 1, то
n⋂

i=1

Mi — α-модулярный подмодуль R.

Доказательство. Достаточно применить индукцию по n � 2, доказатель-
ство шага которой и проверка основания сводится к обоснованию α-моду-
лярности M1 ∩ M , где M — α-модулярный подмодуль R, α(R)′(1 − x) ⊆ M1,
α(R)′(1 − y) ⊆ M для некоторых x, y ∈ R. Можно считать, что M �⊆ M1, и
значит, R = M1 +M , x = x1 + x2, y = y1 + y2, x1, y1 ∈M1, x2, y2 ∈M ,

α(R)′(1 − x2 − y1) = α(R)′
(
1 − x+ (x1 − y1)

)
= α(R)′

(
1 − y + (y2 − x2)

)
⊆

⊆
(
M1 + α(R)′(M1)

)
∩

(
M + α(R)′(M)

)
= M1 ∩M.

Выделим в классе всех топологических F -алгебр U подкласс US таких A ∈ U,
что для любой окрестности нуля U ⊆ A найдётся окрестность нуля U ′ ⊆ A,
FS(A)(U ′) ⊆ U для S = L,R,M и FU ′ ⊆ U для S = F , подкласс U′

αS
таких

A ∈ U, что для любой окрестности нуля U ⊆ A имеется окрестность нуля
U ′ ⊆ A, S(A1)(U ′) ⊆ U (U′

αS
= UαS

= Uα′
S
для дискретного F в обозначениях

леммы 3.3 c M = U, α = αS), S = L,R,M , и подкласс U(L) (U(R)) таких A ∈ U,
что для любой окрестности нуля U ⊆ A существует окрестность нуля U ′ ⊆ A,
AU ′ ⊆ U (U ′A ⊆ U), U(M) = U(L) ∩ U(R), UF ∩ US ⊆ U′

αS
⊆ U(S), S = L,R,M .

Класс U(M) содержит все компактные F -алгебры, для дискретного F = Z класс
UZ ∩UM —все вполне несвязные компактные ассоциативные кольца (см. выше).

Топологическая квазирегулярность
в альтернативных и линейных йордановых алгебрах

Квазирегулярный радикал J дискретных альтернативных алгебр равен их
радикалам JαL

и JαR
(см. [4]). Вместе с тем по аналогии с ассоциативными

алгебрами (см. [20]) можно определить топологический квазирегулярный ра-
дикал альтернативных алгебр. Пусть R— топологическая F -алгебра. Назовём
элемент x ∈ R, R с 1, топологически обратимым (справа (слева)), если для
любой окрестности U � 1 в R найдётся y ∈ R, xy, yx ∈ U (xy ∈ U (yx ∈ U)
для обратимого справа (слева) x). Будем называть x ∈ R топологически ква-
зирегулярным, если для любой окрестности нуля U ⊆ R существует y ∈ R,
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x + y − xy, x + y − yx ∈ U (для любой окрестности U � 1 в R1 можно выбрать
y ∈ R, (1 − x)(1 − y), (1 − y)(1 − x) ∈ U). Если F дискретно, топологическая
квазирегулярность x ∈ R равносильна топологической обратимости 1 − x ∈ R1

(окрестности вида 1 + U , U —окрестность нуля в R, формируют базу окрест-
ностей 1 ∈ R1). Если R—компакт, топологическая квазирегулярность x ∈ R—
квазирегулярность x в обычном смысле ([t1−x(R)] = t1−x(R), t = l, r; см. [20]).
Правый (левый) идеал I ⊆ R, такой что для любой окрестности нуля U ⊆ R
имеется x ∈ R, (1− x)R ⊆ I +U (R(1− x) ⊆ I +U), 1 ∈ R1, мы будем называть
топологически модулярным. Для любого A ⊆ R положим

Ak,1 = A ∪ −A ∪
⋃

xi∈R, t=l,r, 1�m�k

tx1 · · · txm
(A),

Ak,n = Ak,1 + . . .+Ak,1︸ ︷︷ ︸
n

(k, n � 1).

В R ∈ U(M) для любых окрестности нуля U и k, n � 1 найдётся окрестность
нуля U ′, U ′

k,n ⊆ U . Обозначим через Jtop класс топологических F -алгебр, со-
стоящих из топологически квазирегулярных элементов (топологически квази-
регулярных алгебр), через UAlt-F -S , UAlt-αS

и UAlt-(S) —классы альтернативных
алгебр из классов UF ∩ US , UαS

и U(S), S = L,R,M (см. выше). Следующая
серия выводов получена на основе построений [5, гл. 10, § 3].

Замечание 3.5. Если 1 ∈ R ∈ UAlt-(M), x ∈ R топологически обратим слева
и справа, то x топологически обратим (см. [5, лемма 6, с. 242]).

Доказательство. Для любой окрестности нуля U ⊆ R можно подобрать
окрестность нуля U ′ ⊆ R, U ′

4,6 ⊆ U , и y, z ∈ R, xy, zx ∈ 1 + U ′. Тогда ввиду [5,
(16), с. 174, (16), (16′), с. 51] и кососимметричности ассоциатора на элементах R

(x, y, z) ∈ (xy)(x, y, z) + U ′
1,1 = y(x(x, y, z)) + U ′

1,1 = y(x, y, zx) + U ′
1,1 ⊆ U ′

3,3,

z ∈ z(xy) + U ′
1,1 = (zx)y − (z, x, y) + U ′

1,1 ⊆ y + U ′
3,5, yx ∈ zx+ U ′

4,5 ⊆ 1 + U.

Аналогичным образом если R без 1, x′, y′, z′ ∈ R, x = 1 + x′, y = 1 + y′,
z = 1 + z′ ∈ R1, xy, zx ∈ 1 + U ′, U ′

4,19 ⊆ U для некоторых окрестностей нуля
U,U ′ ⊆ R, то (x, y, z) ∈ U ′

3,5, z ∈ y + U ′
3,9, yx ∈ zx+ U ′

4,18 ⊆ 1 + U .

Замечание 3.6. Если 1 ∈ R ∈ UAlt-(M) и x ∈ R топологически обратим, то
для любой окрестности нуля U ⊆ R найдётся y ∈ R, xy, yx ∈ 1 + U , (z, x, y),
f(z, z′, x, y) ∈ U для всех z, z′ ∈ R, где f(a, b, c, d) = (ab, c, d) − b(a, c, d) −
− (b, c, d)a—функция Клейнфелда (см. [5, лемма 7, с. 242]).

Доказательство. Выбрав окрестность нуля U ′ ⊆ R, U ′
4,9 ⊆ U , и y ∈ R,

xy, yx ∈ 1 + U ′, мы получаем аналогично замечанию 3.5

(z, x, y) ∈ (xy)(z, x, y)+U ′
1,1 = y

(
x(z, x, y)

)
+U ′

1,1 = y(z, x, yx)+U ′
1,1 ⊆ U ′

3,3 ⊆ U,

f(z, z′, x, y) = (zz′, x, y) − z′(z, x, y) − (z′, x, y)z ∈ U ′
4,9 ⊆ U.
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Если R без 1, x′, y′ ∈ R, x = 1+x′, y = 1+y′ ∈ R1, xy, yx ∈ 1+U ′ для некоторой
окрестности нуля U ′ ⊆ R, то (z, x, y) ∈ U ′

3,5, f(z, z′, x, y) ∈ U ′
3,5 +U ′

4,10 +U ′
4,10 ⊆

⊆ U ′
4,25 для всех z, z′ ∈ R1.

Следствие 3.7. Если в доказательстве замечания 3.6 U ′
5,16 ⊆ U и (x, z, z′) ∈

∈ U ′ для некоторых z, z′ ∈ R, то (y, z, z′) ∈ U (ср. с [5, лемма 8, с. 243]).

Доказательство. Из замечания 3.6 и f(z, z′, x, y) = f(x, y, z, z′) (см. [5,
лемма 2, с. 167]) следует, что

(y, z, z′)x = (xy, z, z′) − f(z, z′, x, y) − y(x, z, z′) ∈ U ′
2,2 + U ′

4,9 + U ′
1,1 ⊆ U ′

4,12,

(y, z, z′) ∈ (y, z, z′)(xy) + U ′
1,1 =

(
(y, z, z′)x

)
y −

(
(y, z, z′), x, y

)
+ U ′

1,1 ⊆
⊆ U ′

5,12 + U ′
3,3 + U ′

1,1 ⊆ U ′
5,16 ⊆ U.

Для R без 1, x′, y′ ∈ R, x = 1 + x′, y = 1 + y′ ∈ R1, xy, yx ∈ 1 + U ′ (см.
предыдущее доказательство) и z, z′ ∈ R, (x, z, z′) ∈ U ′,

(y, z, z′)x ∈ U ′
2,2 +U ′

4,25 +U ′
1,2 ⊆ U ′

4,29, (y, z, z′) ∈ U ′
5,58 +U ′

3,5 +U ′
1,1 ⊆ U ′

5,64.

Лемма 3.8. Элементы x, x′ ∈ R, 1 ∈ R ∈ UAlt-(M), топологически обратимы,
если и только если xx′, x′x топологически обратимы (см. [5, лемма 9, с. 243]).

Доказательство. Пусть x, x′ топологически обратимы, U , U ′ —окрестности
нуля в R, U ′

7,35 ⊆ U , y, y′ ∈ R, xy, yx, x′y′, y′x′ ∈ 1 + U ′. Тогда, применяя
дважды следствие 3.7 для z = xx′, x = x′, z′ = x ((xx′, x′, x) = 0) и z = xx′,
z′ = y′, x = x, мы получаем, что (xx′, y′, x) ∈ U ′

5,15, (xx′, y′, y) ∈ U ′
7,30, и по

замечанию 3.6

(xx′)(y′y) =
(
(xx′)y′

)
y − (xx′, y′, y) = (x, x′, y′)y +

(
x(x′y′)

)
y − (xx′, y′, y) ∈

∈ 1 + U ′
4,3 + U ′

2,2 + U ′
7,30 ⊆ 1 + U ′

7,35 ⊆ 1 + U,

аналогичным образом выводится (y′y)(xx′), (x′x)(yy′), (yy′)(x′x) ∈ 1+U . Следо-
вательно, xx′, x′x топологически обратимы. Если теперь xx′, x′x топологически
обратимы, V , V ′ —окрестности нуля в R, V ′

5,16 ⊆ V , z, z′ ∈ R, (xx′)z, z(xx′),
(x′x)z′, z′(x′x) ∈ 1 + V ′, то (x, x′, z), (x, x′, z′) ∈ V ′

5,15 (см. доказательство след-
ствия 3.7 для z = x, z′ = x′, x = xx′, x′x с учётом (x, x′, xx′) = (x, x′, x′x) = 0)
и

x(x′z) = (xx′)z − (x, x′, z), (z′x′)x = z′(x′x) + (z′, x′, x) ∈ 1 + V ′
5,16 ⊆ 1 + V,

и значит, x топологически обратим (см. замечание 3.5). Топологическая обрати-
мость x′ проверяется аналогично.

Если R без 1, u, u′, v, v′ ∈ R, x = 1+u, x′ = 1+u′, y = 1+v, y′ = 1+v′ ∈ R1

и xy, yx, x′y′, y′x′ ∈ 1 + U ′ для некоторой окрестности нуля U ′ ⊆ R, то

(xx′, y′, x) ∈ U ′
5,60, (xx′, y′, y) ∈ U ′

7,300,

(xx′)(y′y) ∈ 1 + U ′
4,10 + U ′

2,5 + U ′
7,300 ⊆ 1 + U ′

7,315.
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Если R без 1, u, u′, w, w′ ∈ R, x = 1+u, x′ = 1+u′, z = 1+w, z′ = 1+w′ ∈ R1

и (xx′)z, z(xx′), (x′x)z′, z′(x′x) ∈ 1 + V ′ для некоторой окрестности нуля
V ′ ⊆ R, то (x, x′, z), (x, x′, z′) ∈ V ′

5,60, x(x
′z), (z′x′)x ∈ 1 + V ′

5,61.

Лемма 3.9. Если 1 ∈ R ∈ UAlt-(M), элементы I�R топологически квазирегу-
лярны в R, то x−y топологически обратим для любых топологически обратимого
x ∈ R и y ∈ I (см. [5, лемма 11, с. 244]).

Доказательство. Для любой окрестности нуля U ⊆ R существуют окрест-
ность нуля U ′ ⊆ R, U ′

10,49 ⊆ U , и z, a, b ∈ R,

zx, xz, (1 − a)(1 − zy), (1 − zy)(1 − a), (1 − b)(1 − yz), (1 − yz)(1 − b) ∈ 1 + U ′.

Тогда по следствию 3.7 для z = x, z′ = x− y, x = x ((x, x, x− y) = 0) и [5, (16),
с. 51]

(z, x, x− y) ∈ U ′
5,15,

(
(x− y)z, x, x− y

)
= (z, x, x− y)(x− y) ∈ U ′

6,15,

(1 − yz, x, x− y) ∈ U ′
6,15 + U ′

2,2 ⊆ U ′
6,17,

по следствию 3.7 для z = x, z′ = x− y, x = 1− zy и z = 1− b, z′ = x− y, x = x

(1 − b, x, x− y) ∈ U ′
8,32, (1 − b, z, x− y) ∈ U ′

10,47,

(x− y)
(
z(1 − b)

)
− 1 ∈ −(x− y, z, 1 − b) + U ′

1,2 ⊆ U ′
10,49 ⊆ U,

и аналогично
(
(1 − a)z

)
(x − y) − 1 ∈ U ′

10,49 ⊆ U . Поэтому x − y топологически
обратим (см. замечание 3.5). Для R без 1, u,w ∈ R, x = 1 + u, z = 1 + w ∈ R1

с теми же условиями для окрестности нуля U ′ ⊆ R

(z, x, x− y) ∈ U ′
5,60,

(
(x− y)z, x, x− y

)
∈ U ′

6,120, (1 − yz, x, x− y) ∈ U ′
6,122,

(1 − b, x, x− y) ∈ U ′
8,548, (1 − b, z, x− y) ∈ U ′

10,2252,

(x− y)
(
z(1 − b)

)
− 1,

(
(1 − a)z

)
(x− y) − 1 ∈ U ′

10,2255.

Отсюда следует, что x− y топологически квазирегулярен в R для всех тополо-
гически квазирегулярного x ∈ R и y ∈ I.

Теорема 3.10. Класс Jtop∩UAlt-(M) —радикальный в классе UAlt-(M) подкласс
(см. [5, теорема 4, с. 245]).

Доказательство. Если J, J ′ �R ∈ UAlt-(M), x ∈ J и все элементы J ′ тополо-
гически квазирегулярны в R, то x + x′ топологически квазирегулярен в R для
всех x′ ∈ J ′ (в J+J ′ для x, топологически квазирегулярного в J , и J ′ ∈ Jtop) (см.
доказательства леммы 3.9 и замечания 3.5). Как следствие, суммы Jq-top(R) и
J ′
q-top(R) всех идеалов R из Jtop и идеалов, состоящих из топологически квазире-

гулярных элементов R, — наибольшие из таких идеалов R, Jq-top(R) ⊆ J ′
q-top(R).

Понятно, что ψ
(
Jq-top(R)

)
⊆ Jq-top

(
ψ(R)

)
, ψ

(
J ′
q-top(R)

)
⊆ J ′

q-top

(
ψ(R)

)
для

любого непрерывного гомоморфизма ψ : R→ R′, R,R′ ∈ UAlt-(M).
Если z ∈ [J ′

q-top(R)] (z ∈ [Jq-top(R)]), то для любой окрестности нуля
U ⊆ R можно выбрать окрестность нуля U ′ ⊆ U , U ′ − U ′ + RU ′ + U ′R ⊆ U ,
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z′ ∈ J ′
q-top(R) ∩ (z + U ′), y′ ∈ R (z′ ∈ Jq-top(R) ∩ (z + U ′), y′ ∈ Jq-top(R)),

z′ + y′ − z′y′, z′ + y′ − y′z′ ∈ U ′,

z + y′ − ty′z ∈ z′ + y′ − ty′z′ − U ′ + ty′(U ′) ⊆ U (t = l, r),

z топологически квазирегулярен в R ([Jq-top(R)]), z ∈ J ′
q-top(R) (z ∈ Jq-top(R)).

Если I � R, I ⊆ J ′
q-top(R), x ∈ R, x̄ = x + I топологически квазирегулярен

в R/I, V , V ′ —окрестности нуля в R, V ′
6,183 ⊆ V , то существуют y, u, v ∈ R,

a = 1 − x, b = 1 − y, c = 1 − u, d = 1 − v ∈ R1,

(1 − x̄)(1 − ȳ), (1 − ȳ)(1 − x̄) ∈ 1 + (V ′ + I)/I ⊆ (R/I)1,
ab, ba ∈ 1 + V ′ + I, (ab)c, c(ab), (ba)d, d(ba) ∈ 1 + V ′

1,3,

(a, b, c) ∈ V ′
6,180 (см. доказательства замечания 3.6, следствия 3.7 для z = a,

z′ = b, x = ab ((a, b, ab) = 0) с учётом (Ap,q)s,t = Ap+s,qs, A ⊆ R, p, q, s, t � 1),

a(bc) = (ab)c− (a, b, c) ∈ 1 + V ′
1,3 + V ′

6,180 ⊆ 1 + V ′
6,183 ⊆ 1 + V,

и аналогично (db)a ∈ 1 + V , x топологически квазирегулярен в R (см. замеча-
ние 3.5). Поэтому J ′

q-top(R/J ′
q-top(R)) = {0}, Jq-top(R/Jq-top(R)) = {0}.

Таким образом, Jq-top : R 	→ Jq-top(R), R ∈ UAlt-(M), — топологический
UAlt-(M)-радикал, Jtop∩UAlt-(M) —класс Jq-top-радикальных в UAlt-(M) алгебр. То-
пологическая M′-радикальность (радикальность) J ′

q-top : R 	→ J ′
q-top(R), R ∈ M′,

на замкнутом относительно взятия идеалов и фактор-алгебр (непрерывных
гомоморфных образов) подклассе M′ ⊆ UAlt-(M) равносильна его совпадению
с Jq-top на M′.

Рассмотрим топологический вариант теоремы Жевлакова о совпадении ради-
калов Клейнфелда и Смайли. Напомним, что PαR

(R) (PαR-top(R)) — множество
собственных замкнутых (топологически) модулярных правых идеалов топологи-
ческой алгебры R.

Лемма 3.11. Если R ∈ UAlt-(R), A�R, I —максимальный элемент PαR-top(A),
то I —правый идеал R (см. [5, лемма 4, с. 240]).

Доказательство. Если Ix �⊆ I для некоторого x ∈ A, то I + Ix—правый
идеал A, поскольку

(bx)a = b(xa) + (b, x, a) = b(xa) − (b, a, x) ∈ I + Ix (b ∈ I, a ∈ A).

Поэтому A = [I+Ix]A. Для любой окрестности нуля U ⊆ R существуют окрест-
ность нуля U ′ ⊆ R, U ′ + (U ′R)R + U ′R + U ′R ⊆ U , e ∈ A, a − ea ∈ I + U ′ для
любого a ∈ A, и b, b′ ∈ I, u ∈ U ′, e = b+ b′x+ u. Следовательно,

b′x− e(b′x) = b′x− (b+ b′x+ u)(b′x) = b′x− b(b′x) − b′(xb′x) − u(b′x) ∈ I + U ′,
b′x ∈ I + U ′A+ U ′, e ∈ I + U ′A+ U ′ + U ′,

A ⊆ I + U ′ + (U ′A)A+ U ′A+ U ′A ⊆ I + U , A ⊆ [I]A = I?!
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Лемма 3.12. Если A � R ∈ UAlt-(R), PαR-top(A) слабо индуктивно, то пе-
ресечения A и максимальных элементов PαR-top(R), не содержащих A, — мак-
симальные элементы PαR-top(A). В R ∈ UAlt-F -R все максимальные элементы
PαR-top(A)—пересечения A с максимальными элементами PαR

(R), не содержа-
щими A, максимальные элементы PαR-top(R) открыты и модулярны (см. [5, лем-
ма 5, с. 240]).

Доказательство. Если R ∈ UAlt-(R), I —максимальный элемент PαR-top(R),
A �⊆ I, то [A+ I] = R и для любой окрестности нуля U ⊆ R найдутся окрестно-
сти нуля U ′ ⊆ R, U ′ + U ′R ⊆ U , x ∈ R, (1 − x)R ⊆ I + U ′, x = a+ b+ u, a ∈ A,
b ∈ I, u ∈ U ′, при всех y ∈ A

(1− a)y = (1− (x− b− u))y ∈ (1− x)y+ by+ uy ∈ A∩ I +U ′ +U ′A ⊆ A∩ I +U,

A ∩ I ∈ PαR-top(A) входит в некоторый максимальный элемент I ′ ∈ PαR-top(A),
I ′ —правый идеал R (см. лемму 3.11). Если I ′ �= A ∩ I, то I ′ �⊆ I, [I ′ + I] = R,
x = a′ + b′ + u′, a′ ∈ I ′, b′ ∈ I, u′ ∈ U ′, (1 − a′)A ∈ A ∩ I + U (см. предыдущий
вывод с теми же x, U ′, U), A ⊆ I ′ + U , A ⊆ [I ′]A = I ′ (произвольность U)?!
Следовательно, A ∩ I = I ′.

В любой R ∈ UαR
максимальные элементы PαR-top(R) открыты, модулярны

и максимальны среди её правых идеалов. Топологические F -алгебры с базами
окрестностей нуля из правых идеалов формируют замкнутый относительно взя-
тия правых идеалов класс UF ∩UR, UF ∩UR ⊆ U′

αR
, PαR-top(R) либо пусто, либо

слабо индуктивно для всех R ∈ UF ∩UR (см. доказательства лемм 3.2, 3.3). Как
следствие, для R ∈ UAlt-F -R первое и, если A открыт или (и) замкнуты макси-
мальные модулярные правые идеалы R, не содержащие A, второе утверждения
можно вывести из [5, лемма 5, c. 240].

Пусть A � R ∈ UAlt-F -R, J —максимальный элемент PαR-top(A), U , U ′ —
окрестности нуля в R, FR(R1)(U ′) = FU ′ + FR(R)(U ′) ⊆ U , x ∈ A,
(1 − x)A ⊆ J + U ′, K —правый идеал R1, порождённый 1 − x, и

K ′ = {y ∈ K | yA ⊆ J + FR(R1)(U ′)}.
Поскольку J —правый идеал R (см. лемму 3.11), для всех y ∈ K ′, r ∈ R1, a ∈ A

(yr)a = y(ra)+ (y, r, a) = y(ra)− (y, a, r) = y(ra+ar)− (ya)r ∈ J +FR(R1)(U ′),

K ′ —правый идеал R, 1 − x ∈ K ′ ⊆ K, K ′ = K, KA ⊆ J + FR(R1)(U ′),
J+K ∩R—правый идеал R, (J+K ∩R)A ⊆ J+FR(R1)(U ′). Если x ∈ J+K ∩
∩R+FR(R1)(U ′), то x2 ∈ J+FR(R1)(U ′), x = (1−x)x+x2 ∈ J+FR(R1)(U ′),
A ⊆ J + FR(R1)(U ′) ⊆ J + U . Выполнение последнего для всех таких U , U ′

и x означает, что A ⊆ [J ]A = J?! Поэтому найдутся U , U ′ и x, x /∈ J + K ∩
∩ R + FR(R1)(U ′), x /∈ [J +K ∩ R]. Отсюда следует, что (1 − x)R ⊆ K ∩ R ⊆
⊆ J +K ∩R, [J +K ∩R] ∈ PαR

(R) входит в некоторый максимальный элемент
H ∈ PαR

(R), (1 − x)R ⊆ H, x /∈ H, A �⊆ H, A �= A ∩H ⊇ J , A ∩H = J .

Замечание 3.13. Если R— топологическая альтернативная алгебра, I ∈
∈ PαR-top(R), то (I : R)r = {r ∈ R | Rr ⊆ I} = [(I : R)r] = Î —наибольший
среди J �R, J ⊆ I.
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Доказательство. Ввиду [5, лемма 2, предложение 2, с. 210, 237] достаточно
заметить, что для любой окрестности нуля U ⊆ R имеется x ∈ R, (1 − x)R ⊆
⊆ I + U , и потому (I : R)r ⊆ I + U , (I : R)r ⊆ [I] = I (произвольность U).

Назовём топологическую альтернативную алгебру R топологически прими-
тивной справа (слева), если PαR-top(R) (PαL-top(R)) содержит максимальный
элемент I, такой что (I : R)r = {0} ((I : R)l = {0}).
Замечание 3.14. Топологически примитивная альтернативная алгебра R

первична и не содержит ненулевых Σ-нильпотентных идеалов (см. [5, лемма 1,
с. 237]).

Доказательство. Пусть I —максимальный элемент PαR-top(R) с (I : R)r =
= {0}. Если {0} �= J � R Σ-нильпотентен, то для любых окрестности нуля
U ⊆ R, n � 2, Jn ⊆ U , Jn−1 �= {0}, I �⊇ Jn−1, R = [I + Jn−1],

RJ = [I + Jn−1]J ⊆ [(I + Jn−1)J ] ⊆ [I + U ]

и потому RJ ⊆ [I] = I, J ⊆ (I : R)r = {0}?! Если {0} = J1J2 �= J1, J2 � R, то
R = [I + J1], RJ2 ⊆ [(I + J1)J2] ⊆ [I] = I, J2 ⊆ (I : R)r = {0}?!

Для любой топологической алгебры R положим Kr(R) =
⋂

I∈P
I и K ′

r(R) =

=
⋂

I∈P
Î, где P —множество максимальных элементов PαR-top(R) при их нали-

чии и P = {R} иначе. Аналогичным образом определим Kl(R) и K ′
l(R), заменив

правые идеалы R на левые, K(R) = K ′
l(R) ∩ K ′

r(R) и его вариант K ′(R) для
PαS

(R) вместо PαS -top(R), S = L,R. Выделим класс Ks таких топологических
F -алгебр R, что R = Ks(R), s = l, r.

Теорема 3.15. Класс Kr∩UAlt-F -R —радикальный в классе UAlt-F -R подкласс.
Если F дискретно, то Kr ∩ UAlt-F -R = UαR-top ∩ UAlt-F -R.

Доказательство. Так как по определению K ′
r(R) = [K ′

r(R)]—наибольший
из I � R, I ⊆ Kr(R) = [Kr(R)], и Kr(A) = A ∩ Kr(R) для всех A � R ∈
∈ UAlt-F -R (см. лемму 3.12), K ′

r(R)—наибольший из I � R ∈ UAlt-F -R, I ∈ Kr.
Ввиду максимальности среди правых идеалов и модулярности максимальных
элементов PαR-top(R), R ∈ UαR

(см. леммы 3.2, 3.3, 3.12), φ
(
Kr(R)

)
⊆ Kr

(
φ(R)

)

и φ
(
K ′

r(R)
)
⊆ K ′

r

(
φ(R)

)
для любого непрерывного гомоморфизма φ : R → R′,

R,R′ ∈ UAlt-F -R.
Если A � R ∈ UAlt-F -R, A ∈ Kr, M —максимальный элемент PαR-top(R),

то A ⊆ M и M/A—максимальный элемент PαR-top(R/A) (R/A \ M/A =
=

(
(R \ M) + A

)
/A открыто в R/A). Как следствие, если A,R/A ∈ Kr, то

R ∈ Kr. Поэтому K ′
r : R 	→ K ′

r(R), R ∈ UAlt-F -R, — топологический UAlt-F -R-ради-
кал и Kr∩UAlt-F -R —класс K ′

r-радикальных в UAlt-F -R алгебр. Если F дискретно,
то по теореме 3.1 и лемме 3.3 K ′

r = JαR-top = J ′
αR-top на UAlt-F -R.

Лемма 3.16. Если R ∈ UF ∩ UM , R2 �= {0}, отделима и локально Σ-p-раз-
решима (локально Σ-разрешима, если Bp � A для всех A = 〈A〉 ⊆ R, B � A),
p � 2, то R содержит ненулевой собственный замкнутый идеал.
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Доказательство. Локальная Σ-p-разрешимость R означает, что для любых
конечно порождённой подалгебры B ⊆ R и окрестности нуля U ⊆ R найдётся
k � 0, B[p,k] ⊆ U , где B[p,0] = B, B[p,i+1] = (B[p,i]p)B , i � 0. Пусть R не
содержит ненулевых собственных замкнутых идеалов и 0 �= x ∈ R. Тогда ввиду
R2 �= {0}

R �= AnnR =
{
r ∈ R | rR = Rr = {0}

}
=

⋂

z∈R, t=l,r

Ker tz = [AnnR] �R,

AnnR = {0}, R = [R2] = [Rl] = [(x)R] = [(x)l
R], l � 1. Поэтому для любых

окрестностей нуля U,U ′ ⊆ R, FM(R1)(U ′) = (U ′)R ⊆ U , найдётся конечно
порождённая подалгебра A ⊆ R, x ∈ A, x ∈ (x)p

A + U ′,

(x)A ⊆ ((x)p
A)A + (U ′)A ⊆ Ap + (U ′)A, (x)A ⊆ A[p,i] + (U ′)A (i � 0)

и, в частности, для i, A[p,i] ⊆ U ′, (x)A ⊆ (U ′)A ⊆ U , R ⊆ U , R = {0} (про-
извольность x, U , отделимость R)?! Если R локально Σ-разрешима (конечно
порождённые подалгебры R Σ-разрешимы) и Ip �B для всех I �B = 〈B〉 ⊆ R,
то в этом рассуждении

(x)A ⊆ A(p,i) + (U ′)A ⊆ A(i) + (U ′)A (i � 0),

где A(p,0) = A, A(p,i+1) = (A(p,i))p, (x)A ⊆ (U ′)A ⊆ U при i, A(i) ⊆ U ′.

Лемма 3.17. Неассоциативная топологически примитивная справа R ∈
∈ UAlt-F -R —алгебра Кэли—Диксона (см. [5, теорема 1, с. 238]).

Доказательство. Ненулевые односторонние идеалы первичной альтернатив-
ной неассоциативной алгебры содержат её ненулевые идеалы (см. [5, лемма 3,
с. 238]). Так как пересечение O всех окрестностей нуля алгебры R—правый
идеал R, R первична и O не содержит ненулевых идеалов R (см. замеча-
ние 3.14), O = {0}, R отделима. Если I —максимальный замкнутый тополо-
гически модулярный правый идеал R с (I : R)r = {0}, то I = {0}, и значит,
в R нет ненулевых собственных замкнутых правых идеалов. Выбрав для любой
окрестности нуля U ⊆ R окрестность нуля U ′ ⊆ R, FR(R1)(U ′) ⊆ U , мы полу-
чаем, что либо [FR(R1)(U ′)] = R = FR(R1)(U ′) = U (FR(R1)(U ′)—открытый
правый идеал R), либо U ′ = {0}. Поскольку первое не может выполняться для
всех U , R �= O, топология R дискретна. Поэтому R—алгебра Кэли—Диксона,
не содержит ненулевых собственных односторонних идеалов и (топологически)
примитивна слева и справа (см. [5, следствие леммы 3, теорема 1, с. 238]).

Лемма 3.18. Если R ∈ UAlt-(M) ассоциативна, PαL
(R) и PαR

(R) пусты или
слабо индуктивны, то J ′

q-top(R) = K ′(R) = K(R).

Доказательство. Если M —максимальный элемент PαR-top(R), J ′
q-top(R) �⊆

�⊆ M , то R = [M + J ′
q-top(R)], для любых окрестностей нуля U,U ′ ⊆ R, U ′ +

+ U ′R ⊆ U , найдутся x ∈ R, y ∈M , z ∈ J ′
q-top(R) и u ∈ U ′, (1 − x)R ⊆M + U ′,

x = y + z + u,

(1 − z)R = (1 − x+ y + u)R ⊆M + U ′ + U ′R ⊆M + U,



Топологические радикалы Джекобсона. III 65

z ∈ [(1 − z)R], R = zR + (1 − z)R ⊆ [M + U ] и ввиду произвольности U R =
= [M ] = M?! Случаи M ∈ PαL-top(R) и M ∈ PαS

(R), S = L,R, рассматриваются
аналогично. Значит, J ′

q-top(R) ⊆ K ′(R) ⊆ K(R).
Если z ∈ K(R) не является топологически квазирегулярным элементом R,

то по замечанию 3.5 z /∈ [R(1 − z)] или (и) z /∈ [(1 − z)R]. Для определённости
будем считать, что z /∈ [(1 − z)R]. В этом случае [(1 − z)R] входит в некоторый
максимальный элемент N ∈ PαR

(R), R = zR + (1 − z)R ⊆ N?! Следовательно,
J ′
q-top(R) = K ′(R) = K(R).

Лемма 3.19. Если R ∈ UAlt-(M) имеет топологически квазирегулярный в R
центр Z(R), x ∈ R квадратичен над Z(R) (x2 = zx + z′ для некоторых
z, z′ ∈ Z(R)), то x топологически квазирегулярен (см. [5, лемма 14, с. 246]).

Доказательство. Если перейти к R1 и выбрать для любой окрестности нуля
U ⊆ R окрестность нуля U ′ ⊆ R, xU ′+(1−x)U ′+U ′x+U ′(1−x) ⊆ U , и r, y′ ∈ R,
y = −1 + r, −y(1 − z − z′) ∈ 1 − U ′, y′ ∈ z′y + U ′, то

x+ xy + y′ − x(xy + y′) = x(1 + y − y′ − zy) + (y′ − z′y)
= x(1 + (1 − z′ − z)y) + (1 − x)(y′ − z′y) ∈ xU ′ + (1 − x)U ′ ⊆ U,

x+ yx+ y′ − (yx+ y′)x = (1 + y − y′ − zy)x+ (y′ − z′y)
= (1 + (1 − z′ − z)y)x+ (y′ − z′y)(1 − x) ∈ U ′x+ U ′(1 − x) ⊆ U.

Следовательно, по замечанию 3.5 x топологически квазирегулярен в R.

Следствие 3.20. Если в R ∈ UAlt-(M) нет собственных замкнутых идеалов,
фактор-алгебры по которым имеют 1, то квадратичные над Z(R) элементы R
топологически квазирегулярны (см. [5, следствие леммы 14, с. 247]).

Доказательство. Если x ∈ Z(R), то (1 − x)R � R, R/[(1 − x)R]—алгебра
с единицей x + [(1 − x)R] и по условию x ∈ [(1 − x)R] = R, x топологически
квазирегулярен в R. Остаётся применить лемму 3.19.

Идеал (I)A альтернативной алгебры A, порождённый её левым (правым)
идеалом I, совпадает с I+FR(A)I (I+FL(A)(I)), так как [ry, lx] = lxly − lxy =
= rxy − ryrx, x, y ∈ A, где [a, b] = ab − ba во всех алгебрах. Поэтому
UAlt-F -L ∩ UAlt-F -R = UAlt-F -M .

Теорема 3.21. Если R ∈ UAlt-F -M , то Jq-top(R) = J ′
q-top(R) = K(R), и в слу-

чае дискретного F Jq-top(R) = JαL-top(R) ∩ JαR-top(R) = J ′
αL-top(R) ∩ J ′

αR-top(R)
(см. [5, теорема 5, с. 248]).

Доказательство. Достаточно установить J ′
q-top(R) = K(R) для всех

R ∈ UAlt-F -M , поскольку отсюда следует J ′
q-top(R) = J ′

q-top

(
J ′
q-top(R)

)
= Jq-top(R)

(см. теоремы 3.10, 3.15). Лемма 3.12, теорема 3.10 и J ′
q-top(R) ⊆ K(R) (см.

доказательства теоремы 3.15 и леммы 3.18) позволяют свести рассмотрение
к R = K(R) с J ′

q-top(R) = {0}. Тогда R—подпрямое произведение ниль-полу-
простых первичных ассоциативных алгебр и колец Кэли—Диксона (см. [5, тео-
рема 11, c. 232]). Следуя [5, предложение 6, с. 246], выделим пересечение P
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всех I �R, R/I —кольцо Кэли—Диксона, P ∩D(R) = {0}, где

D(R) =
(
(R,R,R)

)
R

= (R,R,R)R1 = R1(R,R,R)—

ассоциаторный идеал R (см. [5, с. 203]). Если P �= {0}, то D(P ) ⊆ P ∩D(R) =
= {0}, P —ассоциативный идеал R и по леммам 3.12, 3.18 (с учётом того, что
PαS -top(I) или пусто, или слабо индуктивно для всех I �A ∈ UF -S , S = L,R)

P = K(P ) = J ′
q-top(P ) ⊆ J ′

q-top(R) = {0}?!

Отсюда следует, что R—подпрямое произведение колец Кэли—Диксона, R со-
держит квадратичный над Z(R) идеал J �= {0} (см. [5, лемма 16, с. 247]), но
J ⊆ J ′

q-top(R) = {0} (см. лемму 3.19, следствие 3.20 для R = K(R) ∈ UAlt-F -M

c PαS -top(R) = ∅, S = L,R)?! Таким образом, если R = K(R) и J ′
q-top(R) = {0},

то R = {0}. Применение теоремы 3.15 для дискретного F завершает доказа-
тельство.

Перейдём к топологическим линейным йордановым алгебрам над топологи-
ческим кольцом F с 1/2, используя для аналогии построения [5, гл. 14, § 2, 3].
Назовём элемент x топологической линейной йордановой F -алгебры R c 1 то-
пологически обратимым, если для любой окрестности нуля U ⊆ R существу-
ет y ∈ R, xy ∈ 1 + U , x2y ∈ x + U . Будем называть x ∈ R топологически
квазирегулярным, если для любой окрестности нуля U ⊆ R имеется y ∈ R,
(1−x)(1−y) ∈ 1+U , (1−x)2(1−y) ∈ 1−x+U (1 ∈ R1). Обозначим через JJ-top

класс топологических линейных йордановых F -алгебр, состоящих из топологи-
чески квазирегулярных элементов (топологически квазирегулярных алгебр),
через UJ-(M) —класс линейных йордановых алгебр из класса U(M).

Для любых линейной йордановой F -алгебры R и x, y, z ∈ R

{x, y, z} =
1
2
Ux,zy =

1
2
(Ux+z − Ux − Uz)y =

= (lxlz + lzlx − lxz)y = ([lx, ly] + lxy)z,
Ux+yz = (Ux + 2Ux,y + Uy)z = Uxz + (2([lx, lz] + l(x+y)z) − lzly)y =

= Uxz +
(
l2xlz + lzl−2x−y + l2(x+y)z

)
y

и, как следствие,

U1+xz = (IdR +2lx + Ux)z = z + (l2(z+zx) − lzlx)x,
U1+x(1 + z) = 1 + z + (l2+2z+x+2zx − lzlx)x,
U1+x+yz = U1+xz + (l2xlz + lzl−2x−y + l2(1+x+y)z)y,
U1+x+y(1 + z) = U1+x(1 + z) + (l2xlz + lzl−2x−y + l2(1+x+y)(1+z)−y)y.

Лемма 3.22. Если 1 ∈ R ∈ UJ-(M), U , U ′ —окрестности нуля в R, U ′
7,44 ⊆

⊆ U , x, y ∈ R, xy ∈ 1 + U ′, x2y ∈ x + U ′, то y2x ∈ y + U , Uxy ∈ x + U ,
Uxy

2 ∈ 1 + U , где Uz = 2l2z − lz2 —оператор квадратичного умножения на z ∈ R
(см. [5, лемма 4, с. 356]).
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Доказательство. Для начала заметим, что

Uxy = 2x(xy) − x2y ∈ 2x+ 2xU ′ − x− U ′ ∈ x+ U ′
1,2 ⊆ x+ U.

Поскольку [lab, lc] + [lac, lb] + [lbc, la] = [la2 , lb] + 2[lab, la] = 0, a, b, c ∈ R (см.
[5, (27), с. 86)],

[lx2 , ly]z, [ly2 , lx]z ∈ U ′
2,2 (z ∈ R),

Uxy
2 = 2x(xy2) − x2y2 = 2[lx, ly2 ]x+ x2y2 ∈ x2y2 + U ′

2,2 =

= [lx2 , ly]y + (x2y)y + U ′
2,2 ⊆ (x2y)y + U ′

2,4 ⊆ 1 + U ′
2,6 ⊆ 1 + U.

Из тождества Макдональда UaUbUa = UUab, a, b ∈ R (см. [5, (48), с. 99]),
равенств перед леммой и [Ux, lx] = 0 следует, что

UUxy2z = UxUy2Uxz ∈ z + U ′
4,12 (z ∈ R),

Ux(y2x− y) = lxUxy
2 − Uxy ∈ lx(1 + U ′

2,6) − (x+ U ′
1,2) ⊆ U ′

3,8,

y2x− y = UxUy2Ux(y2x− y) + U ′
4,12 ⊆ UxUy2(U ′

3,8) + U ′
4,12 ⊆

⊆ U ′
7,32 + U ′

4,12 ⊆ U ′
7,44 ⊆ U.

Если R без 1, x′, y′ ∈ R, x = 1 + x′, y = 1 + y′ ∈ R1, xy ∈ 1 + V ′, x2y ∈ x+ V ′,
V ′

7,167 ⊆ V для некоторых окрестностей нуля V, V ′ ⊆ R, то Uxy ∈ x + V ,
Uxy

2 ∈ 1 + V , y2x ∈ y + V , точнее Uxy ∈ x+ V1,3, и для всех z ∈ R

[lx2 , ly]z, [ly2 , lx]z ∈ V ′
2,2, Uxy

2 ∈ 1 + V ′
2,7, UUxy2z ∈ z + V ′

4,14,

Ux(y2x− y) ∈ lx(1 + V ′
2,7) − (x+ V ′

1,3) ⊆ V ′
3,17,

y2x− y ∈ UxUy2(V ′
3,17) + V ′

4,14 ⊆ V ′
7,153 + V ′

4,14 ⊆ V ′
7,167.

Лемма 3.23. Если 1 ∈ R ∈ UJ-(M), x ∈ R, то следующие условия эквива-
лентны:

1) x топологически обратим;
2) 1 ∈ [Ux(R)];
3) [Ux(R)] = R;
4) для любой окрестности нуля V ⊆ R можно подобрать окрестность нуля

V ′ ⊆ R, T ∈ M(R) и S ∈ EndF (R), TUxz, UxSz ∈ z + V ′ для всех z ∈ R,
V ′ + T (RV ′) ⊆ V ;

5) существуют k, n � 1, такие что для любой окрестности нуля V ⊆ R
имеются T ∈Mk,n(R), S ∈ EndF (R), TUxz, UxSz ∈ z + V для всех z ∈ R

(см. [5, лемма 5, с. 356]).

Доказательство. Импликации 1) =⇒ 2) =⇒ 3) доказаны в лемме 3.22,
3) =⇒ 2) очевидна. Если 1 ∈ [Ux(R)], то для любых окрестностей нуля
U,U ′ ⊆ R, U ′

2,2 ⊆ U , и u ∈ R, Uxu ∈ 1 + U ′,

UxUuUxz = UUxuz ∈ z + U ′
2,2 ⊆ z + U (z ∈ R)

(см. равенства перед леммой 3.22), 2) =⇒ 3), 4), 5) (U ′
2,2+UxUu(RU ′

2,2)⊆U ′
7,10).
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Если U , U ′ —окрестности нуля в R, T ∈M(R), S ∈ EndF (R), TUxz, UxSz ∈
∈ z + U ′ для всех z ∈ R и U ′ + T (RU ′) ⊆ U , то для y = Sx

Ux(xy − 1) = lxUxy − x2, Ux(x2y − x) = lx2Uxy − x3 ∈ RU ′,

xy ∈ 1 + TUx(xy − 1) + U ′ ⊆ 1 + U, x2y ∈ x+ TUx(x2y − x) + U ′ ⊆ x+ U.

Поэтому 4) =⇒ 1). Сходным образом если U ′
k+1,n+1 ⊆ U , TUxz, UxSz ∈ z + U ′

для всех z ∈ R, где T , S, k, n � 1 из условия 5) для U ′, то

xy ∈ 1 + U ′
k+1,n+1 ⊆ 1 + U, x2y ∈ x+ U ′

k+1,n+1 ⊆ x+ U.

Для R без 1, x ∈ R эквивалентны следующие условия:
1′) x топологически квазирегулярен;
2′) для любой окрестности нуля U ⊆ R (1 + U) ∩ U1−x(R1) �= ∅;
3′) для любых z ∈ 1 +R и окрестности нуля U ⊆ R (z + U) ∩ U1−x(R1) �= ∅;
4′) для любой окрестности нуля V ⊆ R имеются окрестность нуля V ′ ⊆ R,

T ∈ M(R1), S ∈ EndF (R1), TU1−xz, U1−xSz ∈ z + V ′ для всех z ∈ 1 +R,
V ′ + T (V ′ +RV ′) ⊆ V ;

5′) существуют k, n � 1, такие что для любой окрестности нуля V ⊆ R
найдутся T ∈ Mk,n(R1), S ∈ EndF (R1), TU1−xz, U1−xSz ∈ z + V для
всех z ∈ 1 +R.

Схема рассуждений остаётся прежней с учётом того, что из U1−xu ∈ 1 + U ′

для u ∈ R1 и окрестности нуля U ′ ⊆ R следует u = 1 − v, v ∈ R, UU1−xuz ∈
∈ z + U ′

2,4 для всех z ∈ 1 + R, U ′
2,4 + U1−xUu(U ′

2,4 + RU ′
2,4) ⊆ U ′

7,76. Во второй
части рассуждения достаточно заметить для U ′ ⊆ R с заменой x на 1 − x, что
U1−xS(1 − x) ∈ 1 − x + U ′, S(1 − x) = 1 − y, y ∈ R, и для T ∈ Mk,n(R1),
T = f IdR1 +T ′, f ∈ F , T ′ ∈ MR1

k,tn,k
(R) (коммутативность R позволяет перейти

от sn,k к tn,k, tn,k = 1 при k = 1 и

tn,k = n

(
2k −

k−1∑

l=0

m(l, k) − 1 −
[
k − 2

2

])
+ 1 = n

(
2k−1 −

[
k

2

])
+1 (k � 2),

где [r]—целая часть r ∈ R, m(0, k) = m(k − l, k − l + 1) = 1, m(l, k) =

=
k−l∑
i=1

m(l − 1, k − i), l = 1, . . . , k − 1, и по индукции с шагом

m(l + 1, k) = m(l, k − 1) +m(l + 1, k − 1) =
(
k − 2
l

)
+

(
k − 2
l + 1

)
=

(
k − 1
l + 1

)

m(l, k) =
(
k−1

l

)
),

(1−x)(1−y) ∈ 1+T (U ′+RU ′)+U ′ ⊆ 1+U ′
k+1,l, (1−x)2(1−y) ∈ 1−x+U ′

k+1,l.

Замечание 3.24. Если R ∈ U(M), D ∈M(R) и для любой окрестности нуля
U ⊆ R найдутся окрестность нуля U ′ ⊆ R, T ∈ M(R) и S ∈ EndF (R), TDz,
DSz ∈ z + U ′ для всех z ∈ R, U ′ + T (U ′) ⊆ U , то это условие выполняется для
S = T .
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Доказательство. Если D ∈ Mk,n(R) для некоторых k, n � 1, U —окрест-
ность нуля в R, то найдутся окрестности нуля U ′, U ′′ ⊆ R, U ′′

k,2n+1 ⊆ U , T ∈
∈ M(R), S ∈ EndF (R), TDz,DSz ∈ z + U ′ для всех z ∈ R, U ′ + T (U ′) ⊆ U ′′,
и

Tz ∈ TDSz − T (U ′), Sz ∈ TDSz − U ′, (S − T )z ∈ T (U ′) − U ′,
DTz = DSz −D(S − T )z ∈ z + U ′ +D(U ′) −DT (U ′) ⊆ z + U ′′

k,2n+1 ⊆ z + U.

Если найдутся такие p, q � 1, что для любой окрестности нуля V ⊆ R можно
подобрать T ∈Mp,q(R), S ∈ EndF (R), TDz,DSz ∈ z+V для всех z ∈ R, то это
верно и для S = T .

Сходным образом если D = IdR1 +D′, D′ ∈ MR1
(R) и для любой окрест-

ности U ⊆ R имеются окрестность нуля U ′ ⊆ R, T ∈ M(R1), S ∈ EndF (R1),
TDz,DSz ∈ z + U ′ для всех z ∈ 1 + R (z ∈ R1), U ′ + T (U ′) ⊆ U , то T =
= IdR1 +T ′, T ′ ∈MR1

(R), и это условие выполнено для S = T (см. доказатель-
ство леммы 3.23). При наличии таких p, q � 1, что для любой окрестности нуля
V ⊆ R можно выбрать T ∈ Mp,q(R1), S ∈ EndF (R1), TDz, DSz ∈ z + V для
всех z ∈ 1 +R (z ∈ R1), T = IdR1 +T ′, T ′ ∈MR1

p,sq,p
(R), и можно также считать

S = T .

Следствие 3.25. Если 1 ∈ R ∈ UJ-(M), то топологическая обратимость
x, z ∈ R равносильна топологической обратимости Uxz (см. [5, лемма 6, с. 357]).

Доказательство. Если имеются k, n, k′, n′ � 1, такие что для любой окрест-
ности нуля V ⊆ R найдутся T ∈ Mk,n(R), T ′ ∈ Mk′,n′(R), TUxy, UxTy, T

′Uzy,
UzT

′y ∈ y + V для всех y ∈ R, то для любой окрестности нуля U ⊆ R можно
выбрать окрестность нуля V ⊆ R, Vmax{k+k′,4},max{1+n+nn′,7} ⊆ U , T ∈Mk,n(R),
T ′ ∈Mk′,n′(R) для V и для всех y ∈ R

TT ′TUUxzy = TT ′TUxUzUxy ∈ TT ′(UzUxy + U ′) ⊆ T (Uxy + V ) + TT (U ′) ⊆
⊆ y + V + T (V ) + TT ′(V ) ⊆ y + V + Vk,n + Vk+k′,nn′ ⊆ Vk+k′,1+n+nn′ ,

UUxzTT
′Ty = UxUzUxTT

′Ty ∈ UxUz(T ′Ty + V ) ⊆ Ux

(
Ty + V + Uz(V )

)
⊆

⊆ y + V + Ux(V ) + UxUz(V ) ⊆ y + V + V2,2 + V4,4(V ) ⊆ y + V4,7 ⊆ y + V,

TT ′T ∈M2k+k′,n′n2(R). Если существуют k′′, n′′ � 1, такие что для любой
окрестности нуля V ⊆ R найдётся T ′′ ∈ Mk′′,n′′(R), T ′′UUxzy, UUxzT

′′y ∈ y + V
для всех y ∈ R, то для любой окрестности нуля U ⊆ R найдутся окрестность
нуля V ⊆ R, Vk′′+6,8n′′+3 ⊆ U , T ′′ ∈Mk′′,n′′(R) для V и для всех y ∈ R

UxT
′′UxUzy ∈ UxT

′′UxUzUx(UzUxT
′′)y − UxT

′′UxUz(V ) ⊆
⊆ UxUzUxT

′′y + Ux(V ) − UxT
′′UxUz(V ) ⊆

⊆ y + V + V2,2 + Vk′′+6,8n′′ ⊆ y + Vk′′+6,8n′′+3 ⊆ y + U,

UzUxT
′′Uxy ∈ (T ′′UxUz)UxUzUxT

′′Uxy − V ⊆ T ′′UxUzUxy + T ′′UxUz(V ) − V ⊆
⊆ y + V + Vk′′+4,4n′′ − V ⊆ y + Vk′′+4,4n′′+2 ⊆ y + U,
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UxT
′′Ux, UzUxT

′′ ∈ Mk′′+4,4n′′(R). Остаётся применить лемму 3.23 и замеча-
ние 3.24.

Для R без 1 топологическая квазирегулярность x, z ∈ R равносильна топо-
логической квазирегулярности U1−x(1 − z) − 1. Достаточно заметить, что если
V —окрестность нуля в R, T ∈ Mk,n(R1), T ′ ∈ Mk′,n′(R1), TU1−xy, U1−xTy,
T ′U1−zy, U1−zT

′y ∈ y + V для всех y ∈ 1 + R, то T = IdR1 +A, T ′ = IdR1 +A′,
A ∈MR1

k,tn,k
(R), A′ ∈MR1

k′,tn′,k′ (R), для всех y ∈ 1+R и l = (tn,k +1)(tn′,k′ +1)+
+ tn,k + 2

TT ′TUU1−x(1−z)y ∈ y + V + T (V ) + TT ′(V ) ⊆
⊆ y + V + Vk,tn,k+1 + Vk+k′,(tn,k+1)(tn′,k′+1) ⊆ y + Vk+k′,l,

UU1−x(1−z)TT
′Ty ∈ y + V + U1−x(V ) + U1−xU1−z(V ) ⊆

⊆ y + V + V2,3 + V4,9 ⊆ y + V4,13.

Если найдётся T ′′ ∈ Mk′′,n′′(R1), T ′′UU1−x(1−z)y, UU1−x(1−z)T
′′y ∈ y + V для

всех y ∈ 1 + R, то T ′′ = IdR1 +A′′, A′′ ∈ MR1

k′′,tn′′,k′′ (R), и для всех y ∈ 1 + R и
m = 3m′, m′ = 9(tn′′,k′′ + 1)

U1−xT
′′U1−xU1−zy ∈ y + V + U1−x(V ) − U1−xT

′′U1−xU1−z(V ) ⊆
⊆ y + V + V2,3 + Vk′′+6,m ⊆ y + Vk′′+6,m+4,

U1−zU1−xT
′′U1−xy ∈ y + V + T ′′U1−xU1−z(V ) − V ⊆

⊆ y + V + Vk′′+4,m′ − V ⊆ y + Vk′′+4,m′+2.

Лемма 3.26. Если 1 ∈ R ∈ UJ-(M), x ∈ R топологически обратим, то для
любой окрестности нуля U ⊆ R найдётся y ∈ R,

l(y)
x z = x ·y z = {x, y, z} = ([lx, ly] + lxy)z ∈ z + U (z ∈ R).

Доказательство. По лемме 3.23 и замечанию 3.24 имеются k, n � 1, такие
что для любой окрестности нуля V найдётся T ∈Mk,n(R), TUxz, UxTz ∈ z + V
для всех z ∈ R. Для любой окрестности нуля U ⊆ R выберем окрестность нуля
V ⊆ R, Vk+6,69n+18 ⊆ U , y ∈ R, xy = 1 + v ∈ 1 + V , x2y ∈ x+ V , и T ∈Mk,n(R)
для V . Следуя построениям [5, с. 357] и лемме 3.22, заметим, что Uxy ∈ x+V1,2,
для всех z ∈ R

UUxyz = UxUyUxz ∈ Uxz + V3,6, [ly2 , lx]z ∈ V2,2,

UxUyz∈UxUyUxTz−UxUy(V )⊆UxTz+V3,6+V4,4⊆z+V +V3,6+V4,4⊆z+V4,11,

Uyz ∈ TUxUyz−V ⊆ Tz+T (V4,11) − V ⊆ Tz+Vk+4,11n−V ⊆ Tz+Vk+4,11n+1,

[Uy, lx]z ∈ [T, lx]z + Vk+4,11n+1 + Vk+5,11n+1 ⊆ [T, lx]z + Vk+5,22n+2,

[T, lx]z ∈ T [lx, Ux]Tz − T lx(V ) + V ⊆ Vk+1,n+1, [Uy, lx]z ∈ Vk+5,23n+3,

[l2y, lx]z =
1
2
([Uy, lx] + [ly2 , lx])z ∈ Vk+5,23n+3 + V2,2 ⊆ Vk+5,23n+5

(с учётом [Ux, lx] = 0). Так как

lalblc + lclbla + l(ac)b = lbcla + laclb + lablc = lalbc + lblac + lclab (a, b, c ∈ R)
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(см. [5, (25), (26), с. 86]), для a = x, b = c = y и всех z ∈ R

lxl
2
y + l2ylx + l(1+v)y = ly2 lx + 2l1+vly, ly = Uylx + [lx, l2y] − 2lvly + lvy,

x ·y z = ([lx, ly] + lxy)z = z + vz + ([lx, Uy]lx +
[
lx, [lx, l2y]

]
+ [lx,−2lvly + lvy])z ∈

∈ z + V1,1 + Vk+5,23n+3 + Vk+6,23n+5 + Vk+5,23n+5 + V2,2 + V3,2 ⊆
⊆ z + Vk+6,69n+18 ⊆ z + U.

Для R без 1, топологически квазирегулярного x ∈ R и любой окрестности ну-
ля U ⊆ R найдётся y ∈ R, такой что (1 − x) ·1−y z ∈ z + U (z + U − U) для
всех z ∈ 1 + R (z ∈ R). Достаточно взять k, n � 1 из условия 5′) в доказа-
тельстве леммы 3.23, окрестность нуля V ⊆ R, (V ∪ (1/2)V )k+6,3m ⊆ U для
m = 61tn,k +68, y ∈ R, (1−x)(1− y) = 1+ v ∈ 1+V , (1−x)2(1− y) ∈ 1−x+V ,
и T ∈Mk,n(R1), TU1−xz, U1−xTz ∈ z+V для всех z ∈ 1+R (см. доказательство
замечания 3.24). Тогда U1−x(1 − y) ∈ 1 − x+ V1,4, для всех z ∈ 1 +R

UU1−x(1−y)z ∈ U1−xz + V3,20, [l(1−y)2 , l1−x]z ∈ V2,2,

U1−xU1−yz∈U1−xU1−yU1−xTz−U1−xU1−y(V )⊆z+V +V3,20+V4,9⊆z+V4,30,

U1−yz ∈ TU1−xU1−yz − V ⊆ Tz + T (V4,30) − V ⊆ Tz + Vk+4,30tn,k+31,

[T, l1−x]z = [T,−lx]z ∈ T [l−x, U1−x]Tz + T lx(V ) + V ⊆ Vk+1,tn,k+2,

[U1−y, l1−x]z=[U1−y, l−x]z∈ [T, l−x]z+Vk+4,30tn,k+31+Vk+5,30tn,k+31⊆Vk+5,m−4,

[l21−y, l1−x]z =
1
2
([U1−y, l1−x] + [l(1−y)2 , l1−x])z ∈ 1

2
Vk+5,m−2

(см. равенства перед леммой 3.22) и, следовательно,

(1 − x) ·1−y z = ([l1−x, l1−y] + l(1−x)(1−y))z =

= z+vz+([l1−x, U1−y]l1−x+
[
l1−x, [l1−x, l

2
1−y]

]
+[l1−x,−2lvl1−y+lv(1−y)])z =

= z + vz + ([l1−x, U1−y]l1−x +
[
l−x, [l1−x, l

2
1−y]

]
+ [l−x,−lv + 2lvly − lvy])z ∈

∈ z + V1,2 + Vk+5,m−4 +
1
2
Vk+6,m−2 +

1
2
Vk+5,m−2 + V3,6 ⊆

⊆ z +
(
V ∪ 1

2
V

)

k+6,3m

.

Лемма 3.27. Элемент x топологической линейной йордановой алгебры R
топологически квазирегулярен, если и только если для любой окрестности нуля
U ⊆ R найдётся y ∈ R, x+ y − xy, (y, x, x) ∈ U (см. [5, теорема 7, с. 362]).

Доказательство. Для топологически квазирегулярного x ∈ R и любой
окрестности нуля U ⊆ R найдутся окрестность нуля V ⊆ R, V − V + xV ⊆ U ,
и y ∈ R,

(1 − x)(1 − y) ∈ 1 + V, x+ y − xy ∈ −V ⊆ U,

(1 − x)2(1 − y) ∈ 1 − x+ V, −x+ x2 − y + 2xy − x2y ∈ V,



72 C. T. Главацкий, А. Ю. Голубков, А. В. Михалёв

(y, x, x) = x(xy) − x2y ∈ x(x+ y) − x2y + xV ⊆
⊆ (−x+ x2 − y + 2xy − x2y) + (x+ y − xy) + xV ⊆ U.

Для обратной импликации достаточно подобрать для U и V с тем же условием
y ∈ R, x+ y − xy, (y, x, x) ∈ V ,

−x+ x2 − y + 2xy − x2y ∈ x2 + xy − x2y − V ⊆ x(xy + V ) − x2y − V ⊆ U.

Лемма 3.28. Если 1 ∈R ∈ UJ-(M), элементы I�R топологически квазирегу-
лярны в R, то x − y топологически обратим для любых топологически обрати-
мого x ∈ R и y ∈ I (ср. с [5, лемма 8, с. 363]).

Доказательство. Так как для любой окрестности нуля U ⊆ R найдутся
окрестность нуля V ⊆ R, V2,4 ⊆ U , z, z′ ∈ R, v, v′ ∈ V и y′ ∈ I,

Uxz = 1 + v, Ux−yz = Uxz + y′ = 1 + y′ + v, U1+y′z′ = 1 + v′,
Ux−yUzUx−yz

′ = UUx−yzz
′ = U1+y′+vz

′ ∈ 1 + v′ + V2,3 ⊆ 1 + V2,4 ⊆ 1 + U,

1 ∈ [Ux−y(R)], и значит, x − y топологически обратим (см. равенства перед
леммой 3.22, лемму 3.23). Если R без 1, u,w,w′ ∈ R, x = 1 + u, z = 1 + w,
z′ = 1 + w′ ∈ R1 с теми же условиями для окрестности нуля V ⊆ R, то
Ux−yUzUx−yz

′ ∈ 1 + V2,5. Как следствие, x − y топологически квазирегулярен
в R для любых топологически квазирегулярного x ∈ R, y ∈ I (см. условие 2′)
в доказательстве леммы 3.23).

Используя схему доказательства теоремы 3.10, докажем теорему 3.29.

Теорема 3.29. Класс JJ-top∩UJ-(M) —радикальный в классе UJ-(M) подкласс
(см. [5, теорема 8, с. 364]).

Доказательство. Если J, J ′�R ∈ UJ-(M), x ∈ J и все элементы J ′ топологи-
чески квазирегулярны в R, то x+x′ топологически квазирегулярен в R для всех
x′ ∈ J ′ (в J+J ′ для топологически квазирегулярного x в J и J ′ ∈ JJ-top) (см. до-
казательства лемм 3.28, 3.23). Как следствие, суммы Jq-top(R) и J ′

q-top(R) всех
идеалов R из JJ-top и идеалов, состоящих из топологически квазирегулярных
элементов R, — наибольшие из таких её идеалов, Jq-top(R) ⊆ J ′

q-top(R).
Понятно, что ψ

(
Jq-top(R)

)
⊆ Jq-top

(
ψ(R)

)
, ψ

(
J ′
q-top(R)

)
⊆ J ′

q-top

(
ψ(R)

)
для

любого непрерывного гомоморфизма ψ : R→ R′, R,R′ ∈ UJ-(M).
Поскольку для z ∈ [J ′

q-top(R)] (z ∈ [Jq-top(R)]) и любой окрестности нуля
U ⊆ R можно подобрать окрестность нуля U ′ ⊆ R, U ′

2,4 ⊆ U , z′ ∈ J ′
q-top(R) ∩

∩ (z − U ′), y′ ∈ R (z′ ∈ Jq-top(R) ∩ (z − U ′), y′ ∈ Jq-top(R)), z′ + y′ − z′y′,
(y′, z′, z′) ∈ U ′, z + y′ − zy′ = z′ + y′ − z′y′ + (z − z′)(1 − y′) ∈ U ′

1,3 ⊆ U ,

(y′, z, z) = (y′, z′, z′) + (y′, z − z′, z) + (y′, z′, z − z′) ⊆
⊆ ([lz, ly′ ] + ly′z′ − ly′ lz′)(z − z′) + U ′ =
= (lzly′ − ly′ lz+z′ + ly′z′)(z − z′) + U ′ ⊆ U ′

2,4 ⊆ U,

z топологически квазирегулярен в R ([Jq-top(R)]) (см. лемму 3.28). Отсюда сле-
дует, что J ′

q-top(R) = [J ′
q-top(R)] и Jq-top(R) = [Jq-top(R)].
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Если I � R, I ⊆ J ′
q-top(R), x ∈ R, x̄ = x + I топологически квазирегулярен

в R/I, то в R для любой окрестности нуля V найдутся окрестность нуля V ′,
V ′

2,6 ⊆ V , y ∈ R, U1−x̄

(
(1− ȳ)2

)
∈ 1+(V ′+I)/I, a ∈ I, U1−x((1−y)2) ∈ 1+a+V ′,

и z ∈ R,

U1+a

(
(1 − z)2

)
∈ 1 + V ′, UU1−x((1−y)2)

(
(1 − z)2

)
∈ 1 + V ′ + V ′

2,5 ⊆ 1 + V

(см. равенства перед леммой 3.22), x топологически квазирегулярен в R
(см. условие 2′) в доказательстве леммы 3.23), J ′

q-top

(
R/J ′

q-top(R)
)

= {0} и
Jq-top

(
R/Jq-top(R)

)
= {0}.

Таким образом, Jq-top : R 	→ Jq-top(R), R ∈ UJ-(M), — топологический
UJ-(M)-радикал и JJ-top∩UJ-(M) —класс Jq-top-радикальных в UJ-(M) алгебр. То-
пологическая M′-радикальность (радикальность) J ′

q-top : R 	→ J ′
q-top(R), R ∈ M′,

на замкнутом относительно взятия идеалов и фактор-алгебр (непрерывных
гомоморфных образов) подклассе M′ ⊆ UJ-(M) равносильна его совпадению
с Jq-top на M′.

Замечание 3.30. Если R ∈ UAlt-(M), 1/2 ∈ F , то топологическая квазирегу-
лярность x ∈ R в R и R(+) равносильны, Jq-top(R) = Jq-top

(
R(+)

)
, J ′

q-top(R) =
= J ′

q-top

(
R(+)

)
.

Доказательство. Для начала заметим, что R(+) ∈ UJ-(M) для всех R ∈
∈ UAlt-(M). Если x ∈ R топологически квазирегулярен, то для любой окрестности
нуля U ⊆ R можно выбрать окрестность нуля U ′ ⊆ R, (1/2)U ′+(1/2)U ′+RU ′+
+ U ′R ⊆ U , y ∈ R, (1 − x)(1 − y), (1 − x)(1 − y) ∈ 1 + U ′, и значит,

1
2
(
(1 − x)(1 − y) + (1 − y)(1 − x)

)
∈ 1 +

1
2
U ′ +

1
2
U ′ ⊆ 1 + U,

1
2
(
(1 − x)2(1 − y) + (1 − y)(1 − x)2

)
∈

∈ 1 − x+
1
2
(1 − x)U ′ +

1
2
U ′(1 − x) ⊆ 1 − x+ U,

x топологически квазирегулярен в R(+). С другой стороны, для любых топо-
логически квазирегулярного x в R(+) и окрестности нуля U ⊆ R найдётся
z ∈ R,

U1−x((1 − z)2) = (1 − x)(1 − z)2(1 − x) ∈ 1 + U,

и, как следствие, x топологически квазирегулярен в R (см. доказательства
леммы 3.22 и замечания 3.5). Поэтому ввиду [18, теорема 1] и невырож-
денности (ниль-полупростоты) R(+)/Jq-top

(
R(+)

)
и R(+)/J ′

q-top

(
R(+)

)
имеем

Jq-top
(
R(+)

)
,J ′

q-top

(
R(+)

)
�R и

Jq-top(R)(+) ⊆ Jq-top
(
R(+)

)
⊆ Jq-top(R),

J ′
q-top(R)(+) ⊆ J ′

q-top

(
R(+)

)
⊆ J ′

q-top(R).

От ограничения 1/2 ∈ F скорее всего можно отказаться, если перейти от
линейных к квадратичным йордановым алгебрам.
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Назовём элемент x топологической альтернативной (линейной йордановой)
алгебры R топологически регулярным, если для любой окрестности нуля
U ⊆ R найдётся n > 1, xn ∈ x+ U (y ∈ R, Uxy ∈ x+ U , т. е. x ∈ [Ux(R)]).

Лемма 3.31. Если R ∈ UAlt-(M) (R ∈ UJ-(M)) отделима, x ∈ J ′
q-top(R) тополо-

гически регулярен, то x = 0 (см. [5, теорема 9, с. 365]).

Доказательство. В R ∈ UAlt-(M) для любой окрестности нуля U найдутся
окрестность нуля U ′, U ′

2,7 ⊆ U , n > 1, y, z ∈ R, u, u′, u′′ ∈ U ′, xn = x + u,
(1 − x)(1 − y) = 1 + u′, (1 + x+ . . .+ xn−2)(1 + z) = 1 + u′′. Поэтому

1+x+ . . .+xn−1 = (1+x+ . . .+xn−1)(1−x)(1−y) − (1+x+ . . .+xn−1)u′ =

= (1 − x− u)(1 − y) − (1 + x+ . . .+ xn−1)u′ =

= 1 − u(1 − y) − (x+ . . .+ xn−1)u′ ∈ 1 + U ′
1,3,

x = x(1 + x+ . . .+ xn−2)(1 + z) − xu′′ ∈ U ′
1,3(1 + z) − xU ′ ⊆ U ′

2,7 ⊆ U

и x = 0 (произвольность U и отделимость R).
В R ∈ UJ-(M) для любой окрестности нуля U ⊆ R можно выбрать окрест-

ность нуля U ′ ⊆ R, U ′
13,2593 ⊆ U , и y ∈ R, v ∈ U ′, Uxy = x+ v,

UxUyUxy = UUxyy ∈ x+ U ′ + U ′
2,3 ⊆ x+ U ′

2,4

(см. равенства перед леммой 3.22). Это позволяет заменить y на y′ = UyUxy ∈
∈ J ′

q-top(R), Uxy
′ = x+ v′, v′ ∈ U2,4,

(Uxy
′)2 = UUxy′1 = UxUy′x2 = x2 + (2x+ v′)v′, UxUy′x2 ∈ x2 + U ′

3,4,

где 1 ∈ R1, Uy′x2 ∈ J ′
q-top(R) и

Ux(1 − Uy′x2 + y′) = x2 − x2 + x− (2x+ v′)v′ + v′ ∈ x+ U ′
3,8,

и перейти к y′′ = 1−Uy′x2 +y′ ∈ 1+J ′
q-top(R), Uxy

′′ = x+v′′, v′′ ∈ U ′
3,8. В таком

случае w = y′′ − Uy′′x ∈ 1 + J ′
q-top(R), имеется w′ ∈ 1 + R, UwUw′Uwz ∈ z − U ′

для всех z ∈ R (см. леммy 3.28, доказательство леммы 3.23),

Uwx = Uy′′x− Uy′′,Uy′′xx+ UUy′′xx =

= Uy′′x− 2
{
y′′, x, {y′′, x, y′′}

}
+ Uy′′UxUy′′x =

= Uy′′x− 2{y′′, {x, y′′, x}, y′′} + Uy′′UxUy′′Uxy
′′ − Uy′′UxUy′′v′′ =

= Uy′′x− 2Uy′′Uxy
′′ + Uy′′UUxy′′y′′ − Uy′′UxUy′′v′′ =

= Uy′′x− 2Uy′′(x+ v′′) + Uy′′Ux+v′′y′′ − Uy′′UxUy′′v′′ =
= Uy′′x− 2Uy′′(x+ v′′) + Uy′′(Ux + Ux,v′′ + Uv′′)y′′ − Uy′′UxUy′′v′′ =
= −Uy′′v′′ + Uy′′Ux,v′′y′′ + Uy′′Uv′′y′′ − Uy′′UxUy′′v′′ ⊆

⊆ U ′
5,24 + U ′

7,72 + U ′
7,48 + U ′

9,144 ⊆ U ′
9,288

(см. [5, теорема 9, c. 365]), x ∈ UwUw′Uwx + U ′ ⊆ U ′
13,2593 ⊆ U и x = 0

(произвольность U и отделимость R).
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Остановимся теперь на топологической версии поэлементного описания ра-
дикала Джекобсона йордановых систем, полученного К. Маккриммоном. Ли-
нейная йорданова алгебра R(a), a ∈ R, полученная из линейной йордановой
алгебры R заменой операции умножения на ·a, x ·a y = {x, a, y}, x, y ∈ R,
называется a-гомотопом (линейным a-гомотопом) R. Единицу расширения(
R(a)

)1
мы будем обозначать через 1(a), ограничение на R = R(a) оператора

U
(a)

1(a)−x
квадратичного умножения в

(
R(a)

)1
на 1(a) − x—через Tx,a, Tx,a =

= IdR − 2{x, a, } + UxUa (поскольку мы записываем действие эндоморфизмов
слева, Tx,a в такой записи действует как Ta,x в [5]).

Лемма 3.32. Если R∈UJ-(M), x, y∈R, то следующие условия эквивалентны:

1) x топологически квазирегулярен в R(y);
2) существуют k, n � 1, такие что для любой окрестности нуля U ⊆ R най-

дётся T ∈ IdR1 +MR1

n,k(R), TTx,yz, Tx,yTz ∈ z + U для всех z ∈ R;
3) [Tx,y(R)] = R;
4) 2x− Uxy ∈ [Tx,y(R)];
5) 2xy − Uxy

2 ∈ [Tx,y(R)].
Если 2xy −Uxy

2 топологически квазирегулярен в R, то x топологически квази-
регулярен в R(y) (см. [5, лемма 12, с. 369]).

Доказательство. Если x топологически квазирегулярен в R(y), то имеются
p, q � 1, такие что для любой окрестности нуля U ⊆ R существуют окрестность

нуля V ⊆ R, V − V ⊆ U , T ∈ Mp,q

(
(R(y))1

)
, T ∈ Id(R(y))1 + M

(R(y))1

p,tq,p
(R(y)),

TU
(y)

1(y)−x
z, U

(y)

1(y)−x
Tz ∈ z + V для всех z ∈ 1(y) + R(y) (см. доказательство

леммы 3.23, замечание 3.24), а значит,

TTx,yz = TU
(y)

1(y)−x
(1(y) + z − 1(y)), Tx,yTz ∈ z + V − V ⊆ z + U (z ∈ R),

где T ∈ IdR1 +MR1

2p,3ptq,p
(R) (как элемент M(R1) (см. вид l

(y)
x в лемме 3.26)),

1) =⇒ 2).
Выполнение 2) =⇒ 3) =⇒ 4), 5) очевидно. Поскольку U

(y)

1(y)−x
1(y) = 1(y) −

− 2x + Uxy, из 2x − Uxy ∈ [Tx,y(R)] следует, что для любой окрестности нуля
V ⊆ R найдётся z ∈ R, Tx,yz ∈ 2x−Uxy+V , U (y)

1(y)−x
(1(y) +z) ∈ 1(y) +V , x топо-

логически квазирегулярен в R(y) (см. условие 2′) в доказательстве леммы 3.23),
(4) =⇒ (1).

Если u = 2xy − Uxy
2 ∈ [Tx,y(R)], то для любой окрестности нуля V ⊆ R

существуют окрестность нуля V ′ ⊆ R, V ′
2,2 ⊆ V , v ∈ R, Tx,yv ∈ u + V ′, и, как

следствие, T ′
x,y1 = 1 − u, T ′

x,y(1 + v) ∈ 1 + V ′, UT ′
x,y(1+v) = T ′

x,yU1+vT
′
y,x, где

T ′
a,b —оператор на R1 (см. [5, лемма 11, (12в), с. 368; 16, (13.19)]),

UT ′
x,y(1+v)z = Tx,yU1+vTy,xz ∈ z + V ′

2,2 ⊆ z + V (z ∈ R)

(см. равенства перед леммой 3.22), [Tx,y(R)] = R, и в силу 1)⇐⇒2)⇐⇒3)⇐⇒4)
x топологически квазирегулярен в R(y), 5) ⇐⇒ 1).
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Если u топологически квазирегулярен в R, то U1−u = T ′
x,yT

′
y,x, U1−u(R1) ⊆

⊆ T ′
x,y(R1), (1 + z − u + W ) ∩ T ′

x,y(R1) �= ∅ для любых z ∈ R и окрестности
нуля W ⊆ R (см. условие 3′) в доказательстве леммы 3.23), (1 + z − u +W ) ∩
∩ T ′

x,y(1 +R) �= ∅ (T ′
x,y(f +R) ⊆ f +R, f ∈ F ), z +W ∩ Tx,y(R) �= ∅. Поэтому

R = [Tx,y(R)], x топологически квазирегулярен в R(y) (1) ⇐⇒ 3)).

Замечание 3.33. Если R ∈ UJ-(M), образы операторов Ta,b, a, b ∈ R, замкну-
ты, то топологически квазирегулярные элементы гомотопов R—их квазирегу-
лярные элементы.

Доказательство. В данном случае топологическая квазирегулярность x ∈ R
в R(y), y ∈ R, равносильна сюръективности Tx,y и, следовательно, квазирегуляр-
ности x в R(y) и u = 2xy−Uxy

2 в R (см. лемму 3.32, [5, лемма 12, с. 369]).

В частности, операторы Ta,b, a, b ∈ R, имеют замкнутые образы, если
R дискретна или (и) R—компакт. В условиях замечания 3.33 выполняются
принципы симметрии и сдвига: топологическая квазирегулярность x в R(y)

(x в R(Uzy)) равносильна топологической квазирегулярности y в R(x) (Uzx
в R(y)) (см. [5, предложения 7, 8, с. 370]).

Лемма 3.34. Если R— топологическая линейная йорданова алгебра, x, y∈R,
z ∈ R1, x топологически квазирегулярен в R(Uzy), то Uzx топологически квази-
регулярен в R(y).

Доказательство. Так как для любой окрестности нуля U ⊆ R найдутся
окрестности нуля U ′ ⊆ R, Uz(U ′) ⊆ U , и w ∈ R,

x+ w − 1
2
Ux,wUzy,

1
4
Ux,Ux,wUzyUzy −

1
2
UUxUzy,wUzy ∈ U ′

(см. лемму 3.27 и построения [5, с. 370, 371]),

Uzx+ Uzw − 1
2
UUzx,Uzwy,

1
4
UUzx,UUzx,Uzwyy −

1
2
UUUzxy,Uzwy ∈ UzU

′ ⊆ U,

Uzx топологически квазирегулярен в R(y) (см. лемму 3.27).

Элементы топологической линейной йордановой алгебры R, топологически
квазирегулярные в любом гомотопе R, мы будем называть собственно тополо-
гически квазирегулярными. По лемме 3.32 такие элементы составляют множе-
ство

PTQI(R) = {x ∈ R | [Tx,y(R)] = R для каждого y ∈ R},
в условиях замечания 3.33 PTQI(R) = PQI(R)—множество всех собственно
квазирегулярных (квазирегулярных во всех гомотопах) элементов R.
Замечание 3.35. Если x ∈ R ∈ UJ-(M), xn топологически квазирегулярен

для некоторого n � 1, то x топологически квазирегулярен (см. [5, предложе-
ние 5, с. 364]).

Доказательство. Так как U1−xn = U1+x+...+xn−1U1−x = U1−xU1+x+...+xn−1 ,
достаточно применить условия 1′)—5′) в доказательстве леммы 3.23 к xn и x.
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Следствие 3.36. В R ∈ UJ-(M) любой x ∈ PTQI(R) топологически квазире-
гулярен.

Доказательство. Поскольку U1−x2 |R = Tx,x (см. [5, лемма 13, с. 372]),
[U1−x2(R)] = R (см. лемму 3.32), для любой окрестности нуля U ⊆ R найдётся
y ∈ R,

U1−x2y ∈ 2x2 − x4 + U, U1−x2(1 + y) = 1 − 2x2 + x4 + U1−x2y ∈ 1 + U,

x2 и x топологически квазирегулярны в R (см. условие 2′) в доказательстве
леммы 3.23 и замечание 3.35).

Лемма 3.37. Если R ∈ UJ-(M), то PTQI(R) ⊆ PTQI(R1), PTQI(R) =
= R ∩ PTQI(R1) для дискретного F (см. [5, лемма 14, с. 372]).

Доказательство. Если z ∈ PTQI(R), x = f + x′ ∈ R1, f ∈ F , x′ ∈ R, то
ввиду [5, лемма 11, (12б), с. 368] и леммы 3.32

Tz,xTz,−x = Tz,Uxz, 2z − Uzx ∈ [Tz,Uxz(R)] = [Tz,x(R)] = R,

для любой окрестности нуля U ⊆ R существуют окрестность нуля V ⊆ R и
y ∈ R,

V ′ = V12,2313 + f2V10,1152 + f4V8,144 ⊆ U, Tz,xy ∈ 2z − Uzx+ V,

а значит, U (x)

1(x)−z
(1(x) + y) = 1(x) + v, v ∈ V , и для всех b ∈ R

U
(x)

1(x)+v
b = U

(x)

1(x)−z
U

(x)

1(x)+y
U

(x)

1(x)−z
b = b+ 2v ·x b+ UvUxb ∈

∈ b+ V2,3 + V2,2 ⊆ b+ V2,5,

U
(x)

1(x)+v
1 = 1 + 2vx+ Uvx

2 = 1 + 2fv + 2vx′ + f2v2 + Uv(2fx′ + x′2) ∈
∈ 1 + 2fV + V2,2,

U
(x)

1(x)+v
1(x) = 1(x) + 2v + Uvx = 1(x) + 2v + fv2 + Uvx

′ ∈ 1(x) + V2,4

и U (x)

1(x)+v
(1(x) + b) ∈ 1(x) + b+ V2,9. Полагая U

(x)

1(x)+y
U

(x)

1(x)−z
(1(x) − z) = 1(x) − z′,

z′ ∈ R, мы получаем аналогично доказательству леммы 3.23 (см. вывод
4) =⇒ 1))

U
(x)

1(x)−z

(
(1(x) − z) ·x (1(x) − z′) − 1(x)

)
∈ (1(x) − z) ·x V2,9,

(1(x) − z) ·x (1(x) − z′) ∈ 1(x) + U
(x)

1(x)−z
U

(x)

1(x)+y

(
(1(x) − z) ·x V2,9

)
+ V2,9,

U
(x)

1(x)−z

(
(1(x) − z)2(x) ·x (1(x) − z′) − (1(x) − z)

)
∈ (1(x) − z)2(x) ·x V2,9,

(1(x) − z)2(x) ·x (1(x) − z′) ∈ 1(x) − z + U
(x)

1(x)−z
U

(x)

1(x)+y

(
(1(x) − z)2(x) ·x V2,9

)
+V2,9,

где (1(x) − z)2(x) = U
(x)

1(x)−z
1(x) = 1(x) − 2z+Uzx = 1(x) − z′′, z′′ ∈ R. Так как для

любых b ∈ R, W ⊆ R



78 C. T. Главацкий, А. Ю. Голубков, А. В. Михалёв

(1(x) + b) ·x V2,9 = V2,9 + b ·x V2,9 ⊆ V2,9 + V4,27 ⊆ V4,36,

U
(x)

1(x)+b
W ⊆W + 2b ·x W + UbUxW ⊆W +W2,3 + Ub(f2W +W2,2) ⊆

⊆W +W2,3 + f2W2,2 +W4,4 ⊆W4,8 + f2W2,2,

U
(x)

1(x)−z
U

(x)

1(x)+y
V4,36 ⊆ U

(x)

1(x)−z
(V8,288 + f2V6,72) ⊆

⊆ V12,2304 + f2V10,576 + f2(V10,576 + f2V8,144) ⊆ V12,2304 + f2V10,1152 + f4V8,144

(Ux = f2 IdR1 +2flx′ + Ux′) и, как следствие,

(1(x) − z) ·x (1(x) − z′) ∈ 1(x) + V ′, (1(x) − z)2(x) ·x (1(x) − z′) ∈ 1(x) − z + V ′,

z топологически квазирегулярен в (R1)(x). Поэтому PTQI(R) ⊆ PTQI(R1).
Поскольку для любых окрестности нуля U ⊆ R, x, y ∈ R, z ∈ R1, f ∈ F из
x + f + y − (f + y) ·z x ∈ U следует f = 0, R ∩ PTQI(R1) ⊆ PTQI(R) для
дискретного F .

Лемма 3.38. Если 1 ∈ R ∈ UJ-(M), то x− y топологически обратим для лю-
бых топологически обратимого x ∈ R, y ∈ PTQI(R) (см. [5, лемма 15, с. 372]).

Доказательство. Для любой окрестности нуля U ⊆ R можно выбрать
окрестность нуля U ′ ⊆ R, U ′

2,15 ⊆ U , и z ∈ R, x ·z a ∈ a+U ′ для всех a ∈ R (см.
лемму 3.26). Тогда

U
(z)
x−ya = U

(z)

(1(z)−y)+(x−1(z))
a =

=
(
U

(z)

1(z)−y
+ 2

(
l
(z)

1(z)−y
l
(z)

x−1(z) + l
(z)

x−1(z) l
(z)

1(z)−y
− l

(z)

x+y−x·zy−1(z)

)
+ U

(z)

x−1(z)

)
a ∈

∈ Ty,za+ (1(z) − y) ·z U ′ + U ′ − U ′ + a ·z U ′ + U ′ + U ′ − a ·z U ′ ⊆
⊆ Ty,za+ U ′

2,14 (a ∈ R)

(см. вид l
(y)
x в лемме 3.26), найдётся S ∈ EndF (R), Ty,zSa ∈ a + U ′ для всех

a ∈ R,

Ux−yUzSa = U
(z)
x−ySa ∈ Ty,zSa+ U ′

2,14 ⊆ a+ U ′
2,15 ⊆ a+ U (a ∈ R),

[Ux−y(R)] = R (произвольность U), x − y топологически обратим (см. леммы
3.32, 3.23). Сходным образом можно показать топологическую квазирегуляр-
ность x − y в R без 1 для любых топологически квазирегулярного x ∈ R,
y ∈ PTQI(R). Достаточно перейти к R1 и x′ + y = 1 − x + y, выбрать в R для
любой окрестности нуля U окрестность нуля U ′, U ′

2,38 ⊆ U , z ∈ 1 + R, x′ ·z a ∈
∈ a + U ′, x′ ·z b ∈ b + U ′ − U ′ для всех a ∈ 1 + R, b ∈ R, S ∈ IdR1 +MR1

(R),
Ty,−zSa ∈ a + U ′ для всех a ∈ 1 + R (см. доказательства лемм 3.26, 3.37), и
заметить, что для всех a ∈ 1 +R

U
(z)
x′+ya =

=
(
U

(z)

1(z)+y
+2

(
l
(z)

1(z)+y
l
(z)

x′−1(z) +l
(z)

x′−1(z) l
(z)

1(z)+y
−l(z)

x′−y+x′·zy−1(z)

)
+U (z)

x′−1(z)

)
a ∈
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∈ T−y,za+2
(
(1(z)+y) ·z U ′+U ′−U ′+a ·z (U ′ − U ′)+U ′−U ′)+U ′−a ·z U ′ ⊆

⊆ Ty,−za+ 2(U ′ + U ′
2,3 + U ′ − U ′ + U ′

2,8 + U ′ − U ′) + U ′ + U ′
2,4 ⊆

⊆ Ty,−za+ U ′
2,37,

Ux′+yUzSa ∈ a + U ′
2,38 ⊆ a + U (с учётом T−y,z = Ty,−z (см. [лемма 11, (12а),

с. 368][5])) и x − y топологически квазирегулярен в R (см. условие 3′) в дока-
зательстве леммы 3.23).

Следствие 3.39. Если R ∈ UJ-(M), z ∈ R, то x − y топологически квази-
регулярен в R(z) для любых x ∈ R, топологически квазирегулярного в R(z),
y ∈ PTQI(R) (см. [5, следствие леммы 16, с. 373]).

Доказательство. Достаточно заметить, что R(z) ∈ UJ-(M) и PTQI(R) ⊆
⊆ PTQI(R(z)) (см. [5, лемма 7, с. 359]), и применить вторую часть доказатель-
ства леммы 3.38.

Теорема 3.40. Если R ∈ UJ-(M), J ′
q-top(R) = PTQI(R) (см. [5, теорема 11,

с. 373]).

Доказательство. Если x ∈ J ′
q-top(R), y ∈ R, то 2yx − Uxy

2 ∈ J ′
q-top(R) и по

лемме 3.32 x топологически квазирегулярен в R(y). Следовательно, J ′
q-top(R) ⊆

⊆ PTQI(R), и ввиду следствия 3.36 остаётся показать, что PTQI(R) � R. Так
как Tfx,y = Tx,fy для любых x, y ∈ R, f ∈ F , x+y топологически квазирегулярен
в R(z) для всех x, y ∈ PTQI(R), z ∈ R (см. следствие 3.39), F PTQI(R) ⊆
⊆ PTQI(R). Если x ∈ PTQI(R), y ∈ R1, то x топологически квазирегулярен
в R(Uyz), Uyx топологически квазирегулярен в R(z) для всех z ∈ R, Uyx ∈
∈ PTQI(R) (см. лемму 3.34) и xy′ = (1/2)(U1+y′x − Uy′x − x) ∈ PTQI(R) для
всех y′ ∈ R1. Поэтому PTQI(R) �R.

Завершая эту часть, приведём модулярные характеризации J ′
q-top по аналогии

с [12].
Подмодуль I йордановой алгебры R называется внутренним идеалом, если

Ux(R) ⊆ I для всех x ∈ I, и строго внутренним идеалом, если I —внутренний
идеал R1. Будем называть строго внутренний идеал I топологической йордано-
вой алгебры R топологически модулярным, если для любой окрестности нуля
U ⊆ R можно подобрать x ∈ R,

U1−x(R) ∪ {x− x2} ∪
⋃

y∈I

U1−x,y(R1) ⊆ I + U,

и внутренний идеал J ⊆ R топологически a-модулярным, a ∈ R, если J —
топологически модулярный внутренний идеал R(a) (x—U -модуль I ((U, a)-мо-
дуль J); без U это определения x-модулярного и (x, a)-модулярного внутрен-
них идеалов R). Обозначим через I(R), Ix(R), IX-top(R), I(x,a)(R), I(X,a)-top(R)
множества собственных замкнутых внутренних идеалов R, x-модулярных, то-
пологически модулярных с общим набором U -модулей X, (x, a)-модулярных,
топологически a-модулярных с общим набором (U, a)-модулей X внутренних
идеалов из I(R), X = {xU | U —окрестность нуля в R} ⊆ R.
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Теорема 3.41. Пусть R ∈ UJ-(M). Тогда

1) если F дискретно и I(R1) слабо индуктивно,

J ′
q-top(R) =

⋂

M∈I
(R ∩ M̂),

где I —множество максимальных элементов I(R1);
2) если все непустые I(X,a)-top(R) слабо индуктивны,

J ′
q-top(R) =

⋂

M∈P
M =

⋂

M∈P
M̂,

где P=
⋃

X,a

P(X,a), P(X,a)—множество максимальных элементов I(X,a)-top(R)

при их наличии и P(X,a) = {R} иначе (аналогично если все непустые
I(x,a)(R) слабо индуктивны);

3) если все непустые IX-top(R) слабо индуктивны,

J ′
q-top(R) =

⋂

M∈P′
M =

⋂

M∈P′
M̂,

где P ′ =
⋃
X

PX , PX —множество максимальных элементов IX-top(R) при

их наличии и PX = {R} иначе (аналогично если все непустые Ix(R) слабо
индуктивны).

Доказательство. Любому максимальному замкнутому I � F отвечает мак-
симальный элемент I +R ∈ I(R1). В случае дискретного F это верно для всех
максимальных I � F .

Докажем первое утверждение. Если J ′
q-top(R) �⊆ M для некоторого M ∈ I,

то [J ′
q-top(R)+M ]R1 = R1, для любой окрестности нуля U ⊆ R найдутся окрест-

ность нуля U ′ ⊆ R, U ′
2,6 ⊆ U , x ∈ J ′

q-top(R), y ∈ M , u ∈ U ′, 1 = x + y + u, и по
условию 2′) из доказательства леммы 3.23

1 ∈ [U1−x(1+R)]R1 = [Uy+u(1+R)]R1 ⊆ [M +U ′
2,5]R1 ⊆M +U ′

2,5 +U ′ ⊆M +U,

1 ∈ M = [M ]R1 = R1 (с учётом равенств перед леммой 3.22 и произвольно-
сти U)?!

Если x ∈
⋂

M∈I
M , [U1−x(R1)]R1 �= R1, то [U1−x(R1)]R1 ⊆ N для некоторого

N ∈ I, U1−x1 = (1 − x)2, x, Ux1 = x2, 2x ∈ N и 1 ∈ N = R1?! Поэтому
J ′
q-top(R) =

⋂
M∈I

(R ∩ M̂).

Докажем второе утверждение. Поскольку J ′
q-top(R) = PTQI(R), можно вос-

пользоваться схемой доказательства предложения 4.11 из [4] с необходимыми
изменениями. Если существует M ∈ P(X,a) �= {R}, J ′

q-top(R) �⊆ M , то топологи-
чески a-модулярный внутренний идеал J ′

q-top(R) + M имеет общий с M набор
(U, a)-модулей X, R = [J ′

q-top(R) + M ], для любой окрестности нуля U ⊆ R
имеются окрестность нуля U ′, U ′

4,25 ⊆ U , (U ′, a)-модуль x для M , y ∈ J ′
q-top(R),
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z ∈ M , u′ ∈ U ′, x = y + z + u′, и с учётом R ·a U ′ ⊆ U ′
2,3, равенств перед

леммой 3.22 и леммы 3.32

U
(a)
u′,b(f 1(a) + r) = 2([l(a)

u′ , l
(a)
r ] + l

(a)
fu′+u′·ar)b ⊆

⊆ U ′
2,3 + U ′

4,9 + U ′
2,3 + U ′

4,9 ⊆ U ′
4,24 (f ∈ F, b, r ∈ R),

U
(a)

1(a)−x,z
1(a) = 2(1(a) − x) ·a z = 2z − Ux,za ∈M + U ′,

U
(a)

1(a)−y
(R(a)) = U

(a)

1(a)−x+z+u′(R(a)) ⊆ U
(a)

1(a)−x+z
(R(a)) + U ′

4,9 + U ′
4,9 + U ′

2,3

= (U (a)

1(a)−x,z
+U (a)

1(a)−x
+U (a)

z )(R(a))+U ′
4,21 ⊆M +U ′ +U ′ +U ′

4,21 ⊆M + U ′
4,23,

U
(a)

1(a)−y,z′
(
(R(a))1

)
= U

(a)

1(a)−x+z+u′,z′
(
(R(a))1

)

= (U (a)

1(a)−x,z′ +U
(a)
z,z′ +U

(a)
u′,z′)

(
(R(a))1

)
⊆M+U ′+U ′

4,24 ⊆M+sU ′
4,25 (z′ ∈M),

y − y2(a) = y − Uya = x− z − u′ − Ux−z−u′a

= x− Uxa− z − u′ − Uz,u′a− Uza− Uu′a+ Ux,za+ Ux,u′a

= x− x2(a) − z + Uza− u′ + Ux,za− (Uz−x,u′ + Uu′)a

= x− x2(a) − z + Uza− u′ + 2z − U
(a)

1(a)−x,z
1(a) + (2x− 2z − u′) ·a u′

∈M + U ′ − U ′ − U ′ + U ′
2,3 ⊆M + U ′

2,6,

y— (U, a)-модуль M , R = [Ty,a(R)] = [M + U ] = [M ] = M (произвольность U)?!
Если x ∈ R, Uxa ∈ J ′

q-top(R) для всех a ∈ R, то ввиду Tx,aT−x,a =
= TUxa,a (см. [5, лемма 11, (12б), с. 368]), леммы 3.32 и теоремы 3.40
x ∈ J ′

q-top(R). Отсюда следует, что для любого x ∈ R \ J ′
q-top(R) найдутся

a, b ∈ R, Uxa /∈ J ′
q-top(R), [TUxa,b(R)] ∈ I(z,b)(R) для z = 2Uxa − UUxab =

= Ux(2a − UaUxb) (см. [12, пример 2.7]), [TUxa,b(R)] ⊆ N для некоторого
N ∈ P(X,b), X = {xU = z | U —окрестность нуля в R}. Остаётся заметить,
что z /∈ N и x /∈ N , так как иначе для любых r ∈ R и окрестности нуля U ⊆ R

r = U
(b)

1(b)r = (U (b)

1(b)−z
+ U (b)

z + U
(b)

1(b)−z,z
)r ∈ N + U,

R = N + U = [N ] = N?! Таким образом, J ′
q-top(R) =

⋂
M∈P

M =
⋂

M∈P
M̂ .

Рассмотрение третьего утверждения аналогично второму (формальный пере-
ход от a и b к 1).

Для R с базой окрестностей нуля из идеалов и любых M = I(R), Ix(R),
I(x,a)(R), IX-top(R), I(X,a)-top(R), идеала U из этой базы K ∈ M, или открытый
K + U принадлежит M, или K + U = R. Если K + U = R для всех таких U ,
то R = [K] = K?! Поэтому в данном случае каждый K ∈ M либо открыт,
либо входит в открытый элемент M и максимальные элементы M открыты.
Если M = I(R), 1 ∈ R или M = Ix(R), I(x,a)(R), то K входит также в мак-
симальный элемент M, так как множества открытых элементов из таких M
индуктивны (объединения их упорядоченных систем открыты, не содержат 1
и x соответственно). Кроме того, слабую индуктивность непустых I(R) для
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1 ∈ R, Ix(R) и I(x,a)(R) обеспечивает замкнутость максимальных внутренних,
x-модулярных и (x, a)-модулярных идеалов, любого непустого M— его индук-
тивность (например, условие максимальности для M, артиновость топологии R)
(см. леммы 3.2, 3.3).

Проведённые здесь построения для линейных алгебр по всей видимости без
особых усилий обобщаются на тройные альтернативные и йордановы системы и
йордановы пары аналогично дискретному случаю [13,16].

Переход к правоальтернативным алгебрам возможен при помощи [18, тео-
рема 5]: Jq-top(R) = Jq-top

(
R(+)

)
и J ′

q-top(R) = J ′
q-top

(
R(+)

)
(с заменой R(+) для

F � 1/2 в общем случае на квадратичную йорданову алгебру R+ = (R,U, 2)).

4. Toпологический радикал Джекобсона,
модульная версия

Если M—многообразие алгебр над топологическим кольцом F , A— топо-
логическая алгебра из M, M —отделимый топологический правый F -модуль,
L(M)—алгебра непрерывных эндоморфизмов M , α : A → L(M)—левое пред-
ставление A в M с A-модулем M и AnnA z = [AnnA z] для всех z ∈ M ,
то мы будем называть α и M левым топологическим представлением A
в M и левым топологическим A-модулем в M соответственно, AnnAM =
=

⋂
x∈M

AnnA x = [AnnAM ] и Kα(A) = [Kα(A)] как наибольший из I � A,

I ⊆ AnnAM (замыкания идеалов топологических алгебр— их идеалы).
Назовём z ∈ M (a ∈ A) открытым в M , если Uz \ {0} (aV \ {0}) открыто

в M для любого открытого U ⊆ A (V ⊆ M), и M открытым справа (слева),
если все z ∈ M (a ∈ A) открыты в M , непрерывным, если (a, z) 	→ az, a ∈ A,
z ∈ M , непрерывно во всех (a, z), az �= 0 (для любых таких a, z и открытого
W ⊆ M , az ∈ W , найдутся открытые U ⊂ A, a ∈ U , и V ⊂ M , z ∈ V ,
UV ⊆W ), и неприводимым, если α(A) �= {0} и вM нет ненулевых собственных
замкнутых A-подмодулей.

Ввиду отделимости M и α(A) ⊆ L(M) A⊥ =
⋂

a∈A

a⊥ = [A⊥]—A-подмо-

дуль M , где a⊥ = α(a)−10 = {z ∈ M | az = 0} = [a⊥]. Если M неприводим, то
A⊥ = {0}, каждый A-подмодуль {0} �= M ′ ⊆ M неприводим, так как [M ′′]M ′ =
= [M ′′] ∩ M ′ = M ∩ M ′ = M ′ для любого A-подмодуля {0} �= M ′′ ⊆ M ′,
[M ′] = M и AnnAM = AnnAM

′. В открытом справа M любой A-подмо-
дуль M ′, M ′ �⊆ A⊥, имеет непустую внутренность и, значит, открыт и за-
мкнут. Поэтому в открытом справа неприводимом M нет ненулевых собствен-
ных A-подмодулей.

Назовём x ∈ M непрерывным, если отображение πx : a 	→ ax, a ∈ A, непре-
рывно (ввиду линейности πx достаточно его непрерывности в одном a ∈ A).
В частности, все элементы непрерывного M непрерывны. Если A—компакт,
M неприводим и содержит непрерывный ассоциативный слева или справа x, то
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Ax = πx(A) = [Ax] = M —компакт, Ux = M \
(
A \ (U + AnnA x)

)
x открыто

в M для любого открытого U ⊆ A, x открыт в M . Если M —компакт, то aM =
= [aM ]—компакт, aV = aM \ a

(
M \ (V + a⊥)

)
открыто в aM для всех a ∈ A

и открытого V ⊆ M , и значит, открытость a ∈ A в M равносильна открытости
aM \ {0} в M .

Если A×M � (a, z) 	→ az непрерывно, то α непрерывно для L(M) с сильной
топологией (топологией поточечной сходимости), поскольку для любых a ∈ A,
z ∈ M и открытых U ⊆ A, V,W ⊆ M , a ∈ U , z ∈ V , az ∈ UV ⊆ W , α(U) ⊆
⊆ {φ ∈ L(M) | φz ∈W}.

Назовём топологическую алгебру A открытой справа (слева), если в A
открыто Ua\{0} (aU \{0}) для любых открытого U ⊆ A, a ∈ A. Если I —левый
(правый) идеал открытой справа (слева) алгебры R, RI �= {0} (IR �= {0}), то I
открыт и замкнут.

Определим идеалы Jl-top(A), Jr-top(A), Jtop(A) алгебры A аналогично Jl(A),
Jr(A), J (A), заменив неприводимые представления на неприводимые топологи-
ческие представления A в M.

В дальнейшем нам предстоит использовать следующее соображение: T ⊆
⊆ H − V для любых топологической абелевой группы (G,+), T ⊆ [H] ⊆ G и
окрестности нуля V ⊆ G, поскольку (g + V ) ∩H �= ∅ для всех g ∈ T .

Лемма 4.1. Если неприводимый левый топологический A-модуль M в мно-
гообразии M, A ∈ M, содержит ассоциативный слева (справа) элемент x, то
Kα(A)—первичный идеал A, в фактор-алгебре по которому для непрерывного x
нет ненулевых Σ-нильпотентных идеалов (см. [1, лемма 6]). Если x открыт вM ,
то AnnA x—максимальный замкнутый левый (правый ) идеал A.

Доказательство. В этом случае Kα(A) = [Kα(A)]—наибольший из I � A,
I ⊆ AnnA x, A⊥ = {0}, M = [Ax] и AnnAM = AnnAAx (см. выше).

Поскольку {0} �= Ix—подмодуль M над идеалами A для любого левого
(правого) идеала I ⊆ A, I �⊆ AnnA x, M = [Ix] и из JJ ′ ⊆ Kα(A) ⊆ J ∩ J ′

для J, J ′ � A следует, что J ⊆ Kα(A) или (и) J ′ ⊆ Kα(A) (для J, J ′ �⊆ AnnA x,
J(J ′x) = (JJ ′)x = J [J ′x] = JM = {0} (J ′(Jx) = J ′M = {0})?!). Значит,
Kα(A)—первичный идеал A.

Если I � A Σ-нильпотентен по модулю Kα(A), I �⊆ Kα(A), то для ассоци-
ативного слева x можно показать по индукции, что [I |n|lx] =

[
I[I |n−1|lx]

]
=

= [IM ] = M для всех n � 1 с I |1|l = I, I |n|l = II |n−1|l . Для непрерывного x и
любой окрестности нуля W ⊆ M найдутся окрестность нуля W ′ ⊆ M , [W ′] ⊆
⊆W ′ −W ′ ⊆W , окрестность нуля V ⊆ A, V x ⊆W ′, и n � 1, In ⊆ V +Kα(A),
M = [I |n|lx] ⊆ [Inx] ⊆ [V x] ⊆ [W ′] ⊆ W ?! Поэтому I ⊆ Kα(A). Рассмотрение
случая ассоциативного справа x аналогично.

Если x открыт в M , то для любого левого (правого) идеала I ⊆ A,
AnnA x � I, при наличии у AnnA x непустой внутренности I открыт и за-
мкнут в A, A-подмодуль Ix открыт и замкнут в M , M = Ix = Ax, I = A, а для
AnnA x c пустой внутренностью для любых окрестности нуля U ⊆ A, a ∈ A,
ax + (Ux \ {0}) открыто в M (U �⊆ AnnA x), (a + (U \ AnnA x))x ∩ Ix �= ∅,
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(a + U) ∩ I �= ∅ (M = [Ix]), A = [I]. Как следствие, AnnA x максимален среди
замкнутых левых (правых) идеалов A.

Если в лемме 4.1 A и M открыты справа, I � A, I �⊆ Kα(A), то RI �= {0},
I открыт и замкнут в A, M —открытый справа топологический I-модуль в M.

Лемма 4.2. Если неприводимый левый топологический J-модуль N в мно-
гообразии M, {0} �= J � A ∈ M, имеет сильно ассоциативный слева элемент y,
то Jy—A-модуль в M с a(by) = (ab)y, a ∈ A, b ∈ J , J ∩Kα(A) ⊆ Kα(J). Если
y открыт в N и непрерывен, то N = Jy—неприводимый непрерывный левый
топологический A-модуль, N открыт справа (слева) для открытой справа A
(открытой слева A и открытого J в A).

Доказательство. Так как J(AAnnJ y) ⊆ AnnJ y, (AAnnJ y)y ⊆ J⊥ = {0}
(см. выше), AnnJ y—левый идеал A и Jy можно рассматривать как A-модуль
в M с a(by) = (ab)y, a ∈ A, b ∈ J (см. вторую часть доказательства теоре-
мы 2.1).

Кроме того, AnnJ N = AnnJ [Jy] = AnnJ Jy = J ∩ AnnA Jy, J ∩ Kα(A) ⊆
⊆ Kα(J), где α—рассматриваемое представление A и J в M с модулями Jy
и N соответственно (отделимость N , α(J) ⊆ L(N)).

Если y открыт в N и непрерывен, то J-подмодуль Jy открыт и замкнут в N ,
N = Jy, для любых a ∈ A, b ∈ J , (ab)y �= 0, открытого W ⊆ N , (ab)y ∈ W ,
имеются открытые U,U ′, U ′′ ⊆ A, a ∈ U ′, b ∈ U ′′, U ′U ′′ ⊆ U , (U ∩ J)y ⊆W , и

a
(
(U ′′ ∩ J)y

)
⊆ U ′((U ′′ ∩ J)y

)
⊆ (U ∩ J)y ⊆W,

где (U ′′ ∩ J)y \ {0} открыто в N . Значит, α(a) непрерывен в by и по линейности
на N , α(A) ⊆ L(N), (a, z) 	→ az, a ∈ A, z ∈ N , непрерывно в (a, z), az �= 0,
πz непрерывно и AnnA z = π−1

z 0 = [AnnA z] для всех z ∈ N , N —неприводи-
мый непрерывный топологический A-модуль (A-подмодули N — его J-подмоду-
ли, A⊥ ⊆ J⊥ = {0}). Если A открыта справа, то U(by) \ {0} = (Ub \ {0})y \ {0}
открыто в N для любых b ∈ J и открытого U ⊆ A, A-модуль N открыт справа,
AJ �= {0} (J⊥ = {0}) и J открыт и замкнут в A. Если A открыта слева, J от-
крыт в A, aV �= {0} для некоторых a ∈ A, открытого V ⊆ N , то для любого
b ∈ J , (ab)y �= 0, by ∈ V , найдётся открытое U ⊆ A, b ∈ U ⊆ J , Uy ⊆ V , и
(ab)y ∈ (aU)y \ {0} ⊆ aV , где (aU)y \ {0} = (aU \ {0})y \ {0} открыто в N ,
A-модуль N открыт слева.

Теорема 4.3. Если M′ — замкнутый относительно взятия идеалов и непре-
рывных гомоморфных образов класс топологических алгебр из многообразия M,
такой что Jl-top(I) ⊆ Jl-top(A) и неприводимые левые топологические I-модули
в M имеют открытые в них непрерывные сильно ассоциативные слева эле-
менты для всех I � A ∈ M′, то на M′ определён идеально наследственный
Σ-наднильпотентный топологический радикал Jl-top.

Доказательство. По леммам 4.1 и 4.2 Jl-top(J) = J ∩ Jl-top(A) для всех
J � A ∈ M′, Jl-top(A)—наибольший из J ′ � A, J ′ = Jl-top(J ′), Jl-top(A) =
= [Jl-top(A)], A/Jl-top(A) не содержит ненулевых Σ-нильпотентных идеалов. Два
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других радикальных свойства Jl-top на M следуют из [5, предложение 3, с. 267]
и [1, доказательство предложения 3] (c учётом непрерывности редукционных
эпиморфизмов на фактор-алгебры).

Теорема 4.4. Если M— замкнутый относительно взятия идеалов и непре-
рывных гомоморфных образов класс топологических ассоциативных алгебр,
неприводимые левые топологические ассоциативные модули над которыми от-
крыты слева или (и) имеют открытые в них непрерывные ненулевые элементы,
то на M определён идеально наследственный Σ-наднильпотентный топологиче-
ский радикал Jl-top.

Доказательство. Будем рассматривать топологические левые ассоциатив-
ные модули над топологической ассоциативной алгеброй A и её идеалами. Если
такой A-модуль M неприводим, M —неприводимый топологический I-модуль
для всех I � A, I �⊆ Kα(A), Kα(A) = [Kα(A)] = AnnAM , так как IM ′ —
A-подмодуль M для любого I-подмодуля {0} �= M ′ ⊆ M , IM ′ ⊆ M ′, [IM ′]—
A-подмодуль M (α(A) ⊆ L(M)), I⊥ =

⋂
b∈I

b⊥ = [I⊥]—A-подмодуль M , M �= I⊥

(I �⊆ Kα(A)), I⊥ = {0}, и значит, [IM ′] = [M ′] = M . Поэтому Jl-top(I) ⊆
⊆ Jl-top(A) (см. [1, лемма 1]).

Если {0} �= J�A, N —открытый слева неприводимый топологический J-мо-
дуль, то J⊥ = {0}, {0} �= JN —открытый и замкнутый J-подмодуль N , N =
= JN —A-модуль с a(by) = (ab)y, a ∈ A, b ∈ J , y ∈ N (см. наблюдения перед
леммой 4.1, лемму 4.2). Для любых a ∈ A, b ∈ J , y ∈ N , (ab)y �= 0, и открытого
W ⊆ N , (ab)y ∈ W , существует открытое V ⊆ N , y ∈ V , (ab)V = a(bV ) ⊆ W ,
где bV \ {0} открыто в B (α(J) ⊆ L(N)), AnnA by = r−1

b (AnnJ y) = [AnnA by]
(непрерывность умножения в A). Для непрерывного N найдутся открытые
U ⊆ J , U ′, U ′′ ⊆ A, UV ⊆ W , a ∈ U ′, b ∈ U ′′, U ′(U ′′ ∩ J) ⊆ U , UV ⊆ W
и (ab)V ⊆ U ′((U ′′ ∩ J)V

)
⊆ W , где (U ′′ ∩ J)V \ {0} =

⋃
0 
=b′∈(U ′′∩J)

(b′V \ {0})

открыто в N . Отсюда следует, что α(a) непрерывен в by и по линейности на
всём N , N —неприводимый топологический A-модуль (A-подмодули N — его
J-подмодули, A⊥ ⊆ J⊥ = {0}), непрерывный для непрерывного J-модуля N ,
Kα(J) = J ∩Kα(A). При наличии в N ненулевого открытого в нём непрерывно-
го элемента к тем же выводам можно прийти при помощи леммы 4.2 (ненулевые
элементы N сильно ассоциативны слева). Для любых a ∈ A, открытого V ⊆ N ,
aV �= {0}, b ∈ J , y ∈ N , by ∈ V \ a⊥ = Ṽ , имеется открытое V ′ ⊆ N , y ∈ V ′,
bV ′ ⊆ Ṽ (Ṽ открыто в N , α(J) ⊆ L(N)) и

(ab)y ∈ (ab)V ′ \ {0} = a(bV ′) \ {0} ⊆ a(V \ a⊥) = aV \ {0},

(ab)V ′ \ {0} открыто в N , aV \ {0} открыто в N . Значит, A-модуль N от-
крыт слева. Для завершения доказательства остаётся повторить рассуждения
из доказательства теоремы 4.3.

Аналогичным образом можно сформулировать достаточные условия суще-
ствования радикалов Jr-top, Jtop и вариантов Jl-top, Jr-top, Jtop, определённых
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для неприводимых топологических представлений с непрерывными модуля-
ми.

Теоремы 4.3, 4.4 и далее следствия 4.12, 4.13, теорема 4.16 могут быть запи-
саны и в виде утверждений о топологической M-радикальности и M′-радикаль-
ности Jl-top и Jtop для замкнутых относительно взятия идеалов и фактор-алгебр
классов M и M′.

Будем называть топологическую алгебру A из многообразия M ограни-
ченной левым топологическим A-модулем M в M (M -ограниченной), если
для любой окрестности нуля W ⊆ M существует окрестность нуля V ⊆ M ,
φ
(
LM(A)

)
(V ) ⊆ W (см. также [2]), и A-ограниченной слева, если для любой

окрестности нуля U ⊆ A найдётся окрестность нуля U ′ ⊆ A, L(A1)(U ′) ⊆ U .
Любая αL-ограниченная A является A-ограниченной слева, обратное верно, ес-
ли F дискретно.

Лемма 4.5. Если алгебра A из многообразия M является A-ограничен-
ной слева (αL-ограниченной ), то для любого максимального элемента P ∈
∈ PαL-top(A) (P ∈ MαL

(A1)) фактор-топология A/P (A1/P ) дискретна и A/P
(A1/P для A1 ∈ M) — неприводимый левый топологический A-модуль в M.

Доказательство. По леммам 3.2, 3.3 с α = αL P —открытый максималь-
ный левый идеал A (A1) и фактор-топология A/P (A1/P ) дискретна. Поэтому
A/P (A1/P , A1 ∈ M) — неприводимый левый топологический A-модуль в M
с ab̄ = ab, b̄ = b + P , a, b ∈ A (b ∈ A1), AnnA b̄ = r−1

b (P ) = [AnnA b̄], и откры-
тым в нём непрерывным ассоциативным слева порождающим x̄ (1̄), AnnA x̄ = P
(AnnA 1̄ = P ), где x ∈ A, a − ax ∈ P для всех a ∈ A (открытые элементы
PαL-top(A) входят в PαL

(A)) (см. [5, предложение 4, с. 263]). Отсюда следу-
ет, что в условиях выполнения равенств лемм 3.2 (A1 ∈ M), 3.3 с α = αL

Jl-top(A) ⊆ J ′
αL-top(A).

Если неприводимый левый топологический A-модуль M дискретен и имеет
ассоциативный слева элемент x, то AnnA x—максимальный модулярный ле-
вый идеал A (см. доказательство теоремы 2.1), открытый для A-ограниченной
слева A или (и) для непрерывного x (AnnA x = π−1

x 0 и AnnxF открыты в A
и F ).

Замечание 4.6 и лемма 4.10 сходны с предложением 5 и леммой 3 из [2].
Замечание 4.6. Любой неприводимый левый топологический модуль M

в многообразии M над M -ограниченной алгеброй A ∈ M дискретен.

Доказательство. Достаточно заметить, что для любой окрестности нуля
W ⊂ M , W −W �= M (M �= A⊥ = {0} отделим и такие W имеются), найдётся
окрестность нуля V ⊆ M , φ

(
LM(A)

)
(V ) ⊆ W , и для любого 0 �= z ∈ V ,

{0} �= φ(LM(A))z—A-подмодуль M , [φ(LM(A))z] = M ⊆ [W ] ⊆ W − W ?!
Поэтому V = {0}, топология M дискретна.

Лемма 4.7. Если неприводимый левый топологический модуль M в мно-
гообразии M над A-ограниченной слева алгеброй A ∈ M имеет непрерывный
ассоциативный слева элемент x, то AnnA x открыт в A.
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Доказательство. В противном случае внутренность AnnA x пуста, в топо-
логии M нет одноэлементных множеств (см. выше) и (L(A1)(V ))x ⊆ V ′x ⊆
⊆ W ⊆ W −W �= M для некоторых окрестностей нуля V, V ′ ⊆ A, W ⊆ M ,
M = [(L(A1)a)x] ⊆ [W ] ⊆W −W �= M , a ∈ V \ AnnA x �= ∅?!

Следствие 4.8. Если A-ограниченная слева алгебра A ∈ M компактна, то
любой неприводимый левый топологический A-модуль M в M с непрерывным
ассоциативным слева элементом x дискретен.

Доказательство. Так как открытое покрытие {a+ AnnA x}a∈A A содержит
конечное подпокрытие {ai + AnnA x}k

i=1, M = [Ax] = Ax = {aix}k
i=1 конечен и

дискретен.

Следствие 4.9. Если F —поле, открытые покрытия A-ограниченной слева
алгебры A ∈ M содержат подпокрытия мощности меньше |F |, то у A нет
неприводимых левых топологических A-модулей в M с непрерывными ассо-
циативными слева элементами.

Доказательство. При наличии таких A-модуля M и x ∈ M у A имелось
бы открытое покрытие {ab + AnnA x}b∈B , |B| < |F |, и значит, Ax = {abx}b∈B ,
|F | � |Ax| < |F |?!
Лемма 4.10. Если неприводимый левый топологический A-модуль в мно-

гообразии M, A ∈ M, дискретен и имеет непрерывный ассоциативный слева
элемент x, то в AnnA x входит любой левый идеал I ⊆ A, элементы которого
топологически αL-квазирегулярны в A.

Доказательство. Если I �⊆ AnnA x, то M = Ix, x = ex для некоторого e ∈ I
и для любой окрестности нуля V ⊆ A1 имеется τ ∈ L(A1), τ(1−e) ∈ 1+V ⊆ A1.
РассматриваяM как L(A1)-модуль, мы получаем для V = AnnxF + AnnA x (см.
наблюдение после леммы 4.5), что 0 = τ(l1−ex) =

(
τ(1−e)

)
ex ∈ x+(V e)x = {x}

(см. лемму 2.6)?!

Применяя леммы 3.2, 3.3, 4.5 и 4.10, мы сразу получаем следствие 4.11.

Следствие 4.11. Если неприводимые левые топологические A-модули в мно-
гообразии M, A ∈ M, дискретны и содержат непрерывные ассоциативные слева
элементы, A αL-ограниченная и выполняется одно из условий :

1) A1 ∈ M, MαL
(A1) пусто или слабо индуктивно,

2) F дискретно, PαL
(A) пусто или слабо индуктивно,

то Jl-top(A) = J ′
αL-top(A).

Следствие 4.12. Если M′ — замкнутый относительно взятия идеалов и
непрерывных гомоморфных образов класс топологических алгебр из многооб-
разия M, таких что они удовлетворяют условиям следствия 4.11, (J)A/J —
2-ниль-алгебра, неприводимые левые топологические I-модули в M имеют
непрерывные сильно ассоциативные слева элементы для всех J � I � A ∈ M′,
то на M′ определён идеально наследственный Σ-наднильпотентный топологиче-
ский радикал Jl-top = J ′

αL-top = JαL-top.
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Доказательство. Достаточно заметить, что J ′
αL-top(I) � A, J ′

αL-top(I) ⊆
⊆ J ′

αL-top(A) для любых I � A ∈ M′ (аналогично наблюдению перед следстви-
ем 2.2), и применить следствие 4.11 и теорему 4.3.

Следствие 4.13. Если M′ — замкнутый относительно взятия идеалов и
непрерывных гомоморфных образов класс топологических алгебр из многооб-
разия M, таких что Jtop(I) ⊆ Jtop(A), неприводимые топологические I-модули
в M имеют открытые в них непрерывные сильно ассоциативные слева или спра-
ва элементы для всех I�A ∈ M′, то на M′ определён идеально наследственный
Σ-наднильпотентный топологический радикал Jtop.

Доказательство. Если N —неприводимый левый (правый) топологический
J-модуль в M, J � A ∈ M′, с открытым в нём непрерывным сильно ассоциа-
тивным справа (слева) элементом y, то N = Jy (N = yJ) можно рассматривать
как неприводимый правый (левый) топологический J-модуль в M с таким y (см.
замечание перед теоремой 2.1 и лемму 4.2). Остаётся применить рассуждения
из доказательства теоремы 4.3.

Лемма 4.14. Если в неприводимом почти точном левом топологическом
A-модуле M в однородном многообразии M, A ∈ M, с ассоциативным слева
элементом x элементы S = Z(A) \ {0} �= ∅ открыты, операторы умножения в A
на элементы S—открытые отображения, то свойстваM наследует S−1A-модуль
S−1Ax в M, S−1Ax непрерывен для непрерывного M , открытость z ∈ S−1Ax
в S−1Ax равносильна его открытости в M .

Доказательство. Алгебра A первична, S−1A ∈ M и Z(A) ∩ AnnA x = {0}
(см. леммы 2.4, 4.1). Поскольку (α(c)α(a)−α(a)α(c))|Ax = 0 для всех c ∈ Z(A),
a ∈ A и M = [Ax], α

(
Z(A)

)
⊆ EndLM(A)(M)∩L(M). Если s ∈ S, то M �= s⊥ =

= [s⊥]—A-подмодуль M , s⊥ = {0}, s(V \{0}) = sV \{0} и sW = sz+s(−z+W )
открыты в M для всех открытых V,W ⊆ M , z ∈ M \W �= ∅, sM —открытый
и замкнутый A-подмодуль M , M = sM , α(s)— гомеоморфизм M , обратимый
в EndLM(A)(M) ∩ L(M). Значит, A-подмодуль

S−1Ax = {α(s)−1(ax) = a(α(s)−1x) | a ∈ A, s ∈ S}—

S−1A-модуль в M с (s−1a)α(s′)−1(bx) = α(ss′)−1
(
(ab)x

)
, a, b ∈ A, s, s′ ∈

∈ S, где α(s)−1, α(s′)−1 ∈ EndLM(A)(M) ∩ L(M), ассоциативным слева x,
AnnS−1A S

−1Ax = S−1 AnnAM , Kα(S−1A) = S−1Kα(A) = {0} (см. лемму 2.4;
идеалы S−1A имеют вид S−1I, I �A).

Для любых s, t ∈ S, α(s)−1α(t)— гомеоморфизм S−1Ax и, как следствие,
s−1tV , s−1tV \ {0} = α(s)−1(tV \ {0}) открыты в S−1Ax для любого открытого
V ⊆ S−1Ax.

Выберем в S−1A топологию T ′ с базой {s−1U | s ∈ S, U ∈ T }, где T —
топология A,

k⋂

i=1

s−1
i Ui =

( k∏

i=1

si

)−1 k⋂

i=1

(∏

j 
=i

sj

)
Ui
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для всех si ∈ S, Ui ∈ T , k � 1 (операторы умножения в A на элементы S—
открытые отображения, индукция по k). Тогда T ⊆ T ′, для любых f ∈ F ,
s, t, t1, t2 ∈ S, a, a1, a2 ∈ A, U ∈ T

1) если f(s−1a) ∈ t−1U , то t(fa) ∈ sU , tOV ∈ sU для некоторых открытых
O ⊆ F , V ∈ T , f ∈ O, a ∈ V , и f(s−1a) ∈ Os−1V ⊆ t−1U ;

2) если s−1
1 a1+s−1

2 a2 = (s1s2)−1(s2a1+s1a2) ∈ t−1U , то ts2U1+ts1U2 ⊆ s1s2U
для некоторых Ui ∈ T , ai ∈ Ui, и s

−1
1 a1 + s−1

2 a2 ∈ s−1
1 U1 + s−1

2 U2 ⊆ t−1U ;
3) если (s1s2)−1a1a2 ∈ t−1U , то tV1V2 ⊆ s1s2U для некоторых Vi ∈ T , ai ∈ Vi,

и (s−1
1 a1)(s−1

2 a2) ∈ (s−1
1 V1)(s−1

2 V2) ⊆ t−1U .

Следовательно, S−1A с T ′ — топологическая алгебра.
Для любых открытого W ⊆ M , 0 �= α(s)−1(az) ∈ W , s ∈ S, a ∈ A, z ∈ M ,

az ∈ sW , найдётся открытое V ⊆ M , z ∈ V , aV ⊆ sW , α(s)−1(az) ∈
∈ α(s)−1(aV ) ⊆ W , для непрерывного M найдётся открытое U ∈ T , a ∈ U ,
UV ⊆ sW , α(s)−1(az) ∈ α(s)−1(UV ) ⊆W . Если z ∈ S−1Ax, то

(s−1a)z ∈ (s−1a)(V ∩ S−1Ax) ⊆W ∩ S−1Ax

((s−1a)z ∈ (s−1U)(V ∩ S−1Ax) ⊆W ∩ S−1Ax для непрерывного M) и

AnnS−1A z = S−1 AnnA z = S−1A \
⋃

s∈S

s−1(A \ AnnA z) = [AnnS−1A z]S−1A.

Обозначим через TZ(A) и T ′
S−1Z(A) топологии Z(A) и S−1Z(A), индуцированные

T и T ′. Если M непрерывен по Z(A) ((c, z) 	→ cz, c ∈ Z(A), z ∈M , непрерывно
во всех (c, z), cz �= 0) то для a ∈ Z(A), α(s)−1(az) = 0 ∈W (см. выше)

1) при a = 0, z �= 0 и наличии 0 �= α(s1)−1(s2z) ∈ W , s1, s2 ∈ S,
α(s1)−1(UV ) ⊆ W для некоторых открытых V ⊆ M , U ∈ TZ(A), z ∈ V ,
s2 ∈ U , 0 ∈ α(s1)−1

(
(0 + U)V

)
⊆W ;

2) при a = 0, z �= 0, α(S)−1(Z(A)z) ∩ W = {0}, z = α(s′)−1(s′z) ∈
∈ α(s′)−1(U ′z) ⊆ z + W для любого s′ ∈ S и некоторого U ′ ∈ TZ(A),
s′ ∈ U ′, и U ′ = {s′}, T ′

S−1Z(A) дискретна, 0 ∈ α(s)−1({0}V ) ⊆ W для
любого открытого V ⊆M , z ∈ V ;

3) при a �= 0, z = 0 или M недискретен и существуют открытые V ⊆ M ,
U ∈ TZ(A), z′ ∈ V , a ∈ U , 0 �= α(s)−1(az′) ∈ α(s)−1(UV ) ⊆ W ,
0 ∈ α(s)−1

(
U(0 + V )

)
⊆ W , или M дискретен и 0 ∈ U ′{0} ⊆ W для

всех U ′ ∈ T ′
S−1Z(A), s

−1a ∈ U ′;
4) при a = 0, z = 0 по п. 3) для любого t ∈ S найдутся открытые V ⊆ M ,

U ∈ TZ(A), t ∈ U , α(s)−1
(
U(0+V )

)
⊆W , 0 ∈ α(s)−1

(
(0+U)(0+V )

)
⊆W .

Значит, в этом случае M —линейное топологическое пространство над тополо-
гическим полем S−1Z(A) с T ′

S−1Z(A), (s−1t)z = α(s)−1(tz), s ∈ S, t ∈ Z(A),
z ∈M .

Таким образом, S−1Ax—неприводимый почти точный левый топологиче-
ский S−1A-модуль в M с ассоциативным слева x (линейное топологическое
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S−1Z(A)-пространство и непрерывный модуль над топологической S−1Z(A)-ал-
геброй S−1A для непрерывного M (это можно вывести и для M с открытым
в нём непрерывным x)). Равносильность для элементов S−1Ax открытости
в S−1Ax и M следует из описания T ′, T ⊆ T ′.

Лемма 4.15. Если A— топологическая алгебра из однородного многообра-
зия M, M —неприводимый левый топологический I-модуль в M, I � A, с ас-
социативным слева элементом x, J = Kα(I) � A, S = Z(Ā) ∩ Ī \ {0} �= ∅,
элементы S открыты в M , где B̄ = (B +K)/K для всех B ⊆ A, K —наиболь-
ший из I ′ � A, I ′ ⊆ {a ∈ A | aI ⊆ AnnI x}, то x сильно ассоциативен и Ix—
неприводимый топологический A-модуль в M с a(bx) = (ab)x, a ∈ A, b ∈ I,
Kα(A) = K, A-модуль M = Ix непрерывен для открытого в M непрерывного x.

Доказательство. Ввиду непрерывности умножения в A и AnnI x=[AnnI x]I

{a ∈ A | aI ⊆ AnnI x} =
⋂

b∈I

r−1
b (AnnI x) =

⋂

b∈I

[r−1
b (AnnI x)], K = [K].

По условию J = K ∩ I (см. леммы 4.1, 2.5). Естественный изоморфизм алгебр
I/J и Ī —их гомеоморфизм для I/J с фактор-топологией и Ī с топологией, ин-
дуцированной фактор-топологией Ā. Он позволяет рассматривать M как почти
точный неприводимый левый топологический Ī-модуль в M с āz = az, a ∈ I,
z ∈M (см. [5, упражнение 3, с. 267] и

AnnI/J z = I/J \ (I/J \ AnnI z/J) = I/J \
(
(I \ AnnI z) + J

)
/J = [AnnI/J z]I/J

для всех z ∈ M). Если cb ∈ AnnI x для некоторых c ∈ A, c̄ ∈ Z(Ā), b ∈
∈ I \ AnnI x, то, как и в лемме 2.5, из I⊥ = {0}, M =

[(
L(I)(b)

)
x
]
, отделимо-

сти M и α(I) ⊆ L(M) следует, что (c)AI ⊆ J ⊆ AnnI x, c ∈ (c)A ⊆ K. Кроме
того,

(
b(ab′)

)
x =

(
(ba)b′

)
x = 0 (b ∈ I, a ∈ A, ā ∈ Z(Ā), b′ ∈ AnnI x),

Z(Ā)AnnĪ x ⊆ AnnĪ x = AnnI x, Īx—левый (Z(Ā) + Ī)-модуль в M без
Z(Ā)-кручения. Поскольку каждый s ∈ S открыт в M , α(s) обратим
в EndLM(Ī)(M) ∩ L(M) (см. лемму 4.14), ca /∈ K для всех c, a ∈ A \K, c̄ ∈ S

(иначе ca ∈ K, (aI)x = α(c̄)−1
((
c(aI)

)
x
)

= {0}, a ∈ K (см. лемму 2.5)?!).
Поэтому Ā не имеет (Z(Ā)∩ Ī)-кручения, S−1Ā = S−1Ī, S−1Īx можно рассмат-
ривать как почти точный левый S−1Ī-модуль в M с ассоциативным слева x (как
в леммах 2.5, 4.14), α(S−1Ī) ⊆ L(S−1Īx),

AAnnI x ⊆ Ī ∩ AnnS−1Ī x = AnnI x, AAnnI x ⊆ AnnI x+ J = AnnI x,

x сильно ассоциативен слева в M . Следовательно, Ix—неприводимый тополо-
гический A-модуль в M с a(bx) = ā(bx) = (ab)x, a ∈ A, b ∈ I, и Kα(A) = K
(см. доказательства лемм 4.2, 2.5; AnnA bx = r−1

b (AnnI x) = [AnnA bx] для всех
b ∈ I, α(A) ⊆ L(S−1Īx)). Если x открыт в M и непрерывен, то A-модуль
M = Ix непрерывен (см. лемму 4.2).
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Отметим, что любой топологический A-модуль можно рассматривать как по-
чти точный топологический A/Kα(A)-модуль в том же многообразии с теми же
свойствами (см. доказательство леммы 4.15). Элементы Z(A) открыты в непри-
водимых компактных топологических A-модулях с ассоциативными слева или
справа элементами (см. доказательство леммы 4.14), для альтернативной A—
во всех неприводимых компактных топологических альтернативных A-модулях.
Последнее следует из [5, лемма 9, с. 277], поскольку для любых неприводимо-
го правого топологического альтернативного A-модуля M , a, b, c ∈ A, z ∈ M ,
(z, a, b) = (za)b− z(ab),

(z, a, b)c =
(
(za)b

)
c−

(
z(ab)

)
c =

= −
(
(zc)b

)
a+ z

(
(ab)c+ (cb)a

)
+ (zc)(ab) − z

(
(ab)c+ c(ab)

)
=

= −
(
(zc), b, a

)
+ z

(
(cb)a− c(ab)

)
=

(
(zc), a, b

)
+ z

(
(cb)a− c(ab)

)
,

и если {a, b} ∩ Z(A) �= ∅, (M,a, b) = {(z, a, b) | z ∈ M}—A-подмодуль M ,
(M,a, b) = {0} (иначе M = [(M,a, b)] = [((M,a, b), a, b)] = {0}) и α

(
Z(A)

)
⊆

⊆ EndRAlt(A)(M) ∩ L(M), где RAlt(A) = T (A)/rIAlt[A]—универсальная алгебра
правых альтернативных представлений A, Alt — многообразие альтернативных
F -алгебр. Если a ∈ Z(A), a открыт в M или (и) M —компакт, то Ma = [Ma],
a⊥ = [a⊥]—A-подмодули M и либо M = a⊥, Ma = {0}, a ∈ Kα(A), либо
M = Ma, a⊥ = {0}, α(a)— гомеоморфизм M (открытому a в M , a⊥ = {0},
отвечает открытое отображение α(a) (см. доказательство леммы 4.14)). Идеалы
алгебр из замкнутых относительно взятия фактор-алгебр классов отделимых
топологических алгебр замкнуты.

Теорема 4.16. Если 1/3 ∈ F , M— такой замкнутый относительно взятия
идеалов и непрерывных гомоморфных образов класс отделимых топологических
альтернативных F -алгебр, что для всех A ∈ M и почти точного неприводимого
топологического альтернативного A-модуля M

1) операторы умножения в A на элементы Z(A) \ {0}—открытые отображе-
ния, M непрерывен по Z(A), элементы Z(A) \ {0} открыты в M ,

2) для ассоциативной A левый (правый ) M открыт слева (справа) или (и)
содержит открытый в M непрерывный ненулевой элемент,

то на M определён идеально наследственный Σ-наднильпотентный топологиче-
ский радикал Jtop.

Доказательство. Каждый неприводимый топологический альтернативный
A-модуль M , A ∈ M, содержит ассоциативные слева или справа элементы.
Для этого достаточно провести анализ рассуждений [5], с. 268—281. Унитар-
ность неприводимых топологических альтернативных модулей над топологиче-
скими альтернативными алгебрами c 1 выводится аналогично лемме 2, с. 268
({x−x 1 | x ∈M} ⊆ A⊥ = {0} для такого правого A-модуля M (см. начало это-
го раздела)). Остальные утверждения § 2 главы 11 (леммы 3, 4, следствия 1, 2,
леммы 5, 6, теорема 1, с. 269—274) остаются неизменными с поправкой на то-
пологичность поля и тот факт, что ассоциативность слева или справа в леммах
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5, 6 и теореме 1 заменяется на наличие ассоциативных справа или слева элемен-
тов (в [5] рассматриваются правые A-модули). К рассуждениям доказательства
леммы 7 на с. 275 о первичности Kα(A) добавляется отделимость M и α(A) ⊆
⊆ L(M) (из

((
(Mb)c

)
b
)
c = {0} следует

[[[
[Mb]c

]
b
]
c
]

= M = {0}?!). Лемма 8
на c. 276 тривиализирована условием 1/3 ∈ F , необходимость которого требует
отдельных исследований. Обобщённый вариант леммы 9 со с. 277 приведён в за-
мечании перед теоремой 4.16. Леммы 10, 11 со с. 278 сохраняются с заменой
неассоциативности справа модуля на отсутствие в нём ассоциативных справа
элементов. Доказательство теоремы 2 со с. 279, которая теперь принимает вид
теоремы о наличии ассоциативных слева или справа элементов в неприводимых
топологических альтернативных модулях, требует комментариев лишь в заклю-
чительной части, с. 281. Здесь ввиду почти точности рассматриваемого право-
го A-модуля M , доказательства леммы 4.14 и замечания перед теоремой 4.16
A первична, S = Z(A) \ {0} �= ∅, α(s)—обратимый в EndRAlt(A)(M) ∩ L(M)
гомеоморфизм M , α(a)α(c) = α(c)α(a) = α(ac) для всех s ∈ S, a ∈ A, c ∈ Z(A).
Поэтому α индуцирует гомоморфизм F -модулей

ᾱ : s−1a 	→ α(s)−1α(a) ∈ Endᾱ(S−1Z(A))(M) ∩ L(M) (s ∈ S, a ∈ A),

который удовлетворяет определению топологического представления S−1A с то-
пологией из леммы 4.14 и всем однородным альтернативным R-тождествам.
Как следствие, к линейному топологическому пространству M над топологиче-
ским полем S−1Z(A) и топологической композиционной S−1Z(A)-алгебре S−1A
(алгебре Кэли—Диксона или обобщённых кватернионов) применима теорема 1
из [5, с. 273] (см. выше), M содержит ассоциативные слева или справа эле-
менты (в [5, гл. 11, § 2] используется конечный набор однородных R-тождеств;
структура S−1Z(A)-пространства M введена в лемме 4.14). Замечание перед
теоремой 4.16 гарантирует корректность определения ᾱ и позволяет сразу заме-
нить I � Z(A) в построениях с. 280, 281 на Z(A).

Если M —почти точный неприводимый топологический альтернативный
A-модуль, x—ассоциативный слева или справа элемент M , то A первична и
или ассоциативна, или кольцо Кэли—Диксона. В первом случае Ax или xA
можно рассматривать как точный неприводимый топологический ассоциатив-
ный A-модуль (см. замечание перед теоремой 2.1) и как такой модуль над всеми
{0} �= I � A (см. доказательство теоремы 4.4). Во втором случае AnnA x = {0}
(см. [5, лемма 3, с. 238]), α(s), 0 �= s ∈ Z(A), обратимы в EndRAlt(A)(M)∩L(M)
(EndLAlt(A)(M)∩L(M)) для правого (левого) M , (xA)s = xA (s(Ax) = Ax) (см.
доказательство леммы 4.14 с учётом неприводимости xA (Ax)), st = s для неко-
торого t ∈ A, t = 1— единица A, s обратим в Z(A), Z(A)—поле, A—алгебра
Кэли—Диксона над полем Z(A). Значит, Jtop(I) ⊆ Jtop(A) для всех I �A ∈ M.

Если I�A ∈ M и N —неприводимый топологический альтернативный I-мо-
дуль, то N содержит ассоциативный слева или справа элемент x, Kα(I)—пер-
вичный идеал I (см. выше или лемму 4.1) и Kα(I) � A (см. [5, теорема 4,
с. 189]). Обозначим через J наибольший из J ′ � A′ = A/Kα(I), J ′I ′ =
= {0}, I ′ = I/Kα(I). Тогда J = [J ]A′ (следствие отделимости фактор-то-
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пологии A′ ∈ M, [J ]A′ ⊆
⋂

b∈I′
Ker rb =

⋂
b∈I′

[Ker rb]A′ или замечание перед

теоремой 4.16), J ∩ I ′ = {0}, ненулевые идеалы Ā = A′/J имеют ненулевые
пересечения с Ī = (I ′ + J)/J ∼= I ′, Ā сильно первична (1/3 ∈ F ) и потому либо
ассоциативна, либо кольцо Кэли—Диксона (см. [5, теорема 5′, следствие теоре-
мы 9, с. 222, 230]). В последнем случае Ī —алгебра Кэли—Диксона над своим
центром, Ī = Ā (см. выше и [5, предложение 3, с. 228]), N —почти точный
неприводимый топологический альтернативный Ā-модуль и неприводимый то-
пологический альтернативный A-модуль. Если Ā ассоциативна, то xĪ или Īx—
точный неприводимый топологический ассоциативный Ī-модуль (см. замечание
перед теоремой 2.1), и ввиду открытости в нём элементов Ī или (и) нали-
чия ненулевого открытого в нём непрерывного элемента он точный неприводи-
мый топологический ассоциативный Ā-модуль (см. доказательство теоремы 4.4
с учётом {0} = Kα(Ī) = Ī ∩Kα(Ā) = Kα(Ā)) и неприводимый топологический
альтернативный A-модуль. В обоих случаях Kα(A)—прообраз J в A, Kα(I) =
= I ∩Kα(A). В неассоциативной ситуации это также следует из леммы 4.15 и
замечания перед теоремой 2.1. Повтор рассуждений из доказательства теоре-
мы 4.3 завершает доказательство.

Если класс M составляют PI-алгебры, то условие 2) в теореме 4.16 можно
опустить, используя для ассоциативной Ā в финале доказательства лемму 4.15,
замечание перед теоремой 2.1 и наличие в ненулевых идеалах первичной ассо-
циативной PI-алгебры её ненулевых центральных элементов.

Аналогично Jtop определим отображения Ji-top и Jd-top, заменив неприводи-
мые топологические модули в выбранном многообразии на те из них, который
неприводимы в обычном (дискретном) смысле и имеют дискретную топологию
соответственно, Jtop(A) ⊆ Ji-top(A) ⊆ Jd-top(A) для любой топологической алгеб-
ры A из многообразия определения Jtop, Ji-top и Jd-top. На любом замкнутом
относительно взятия идеалов и непрерывных гомоморфных образов классе отде-
лимых топологических альтернативных F -алгебр (с условием 2) теоремы 4.16)
Jd-top (Ji-top) — идеально наследственный Σ-наднильпотентный топологический
радикал (см. доказательство теоремы 4.16 и [5, теоремы 1, 2, лемма 12, с. 238,
279, 281]).

Наличие в неприводимых альтернативных модулях ассоциативных слева или
справа порождающих (см. [5, теорема 2, с. 279]), лемма 4.5, замечание после
неё, леммы 4.10, 4.1 и 3.3 позволяют сделать следующее замечание.
Замечание 4.17. Если топологическая альтернативная F -алгебра A A-огра-

ничена слева и справа, то Jd-top(A) = K ′(R) = K(R). Если F дискретно, PαL
(R)

и PαR
(R) пусты или слабо индуктивны, то Jd-top(A) = J ′

αL-top(A) ∩ J ′
αR-top(A).

5. Дополнения. Слабо Σ-разрешимые радикалы

В заключение рассмотрим ряд топологических радикалов α′
M -ограниченных

алгебр и их связь с топологическими квазирегулярными радикалами.
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Будем называть топологическую F -алгебру A локально конечной Σ-разре-
шимой, если конечно порождённые подалгебры A конечно порождены как F -мо-
дули (конечны над F ) и Σ-разрешимы, слабо Σ-разрешимой, если для любых
B ⊆ A, |B| < ∞, и окрестности нуля U ⊆ A существует m = m(B,U) � 0,
gm(B) = {gm(b1, . . . , b2m) | bi ∈ B} ⊆ U , Σ-2-ниль-алгеброй, если для лю-
бых a ∈ A и окрестности нуля U ⊆ A можно выбрать m = n(a, U) � 0,
gm({a}) = gm(a, . . . , a) ∈ U , где gm = gm(x1, . . . , x2n) ∈ F 〈X〉—m-й много-
член разрешимости, g0(x0) = x0,

gk+1(x1, . . . , x2k+1) = gk(x1, . . . , x2k)gk(x2k+1, . . . , x2k+1) (k � 0),

F 〈X〉— свободная неассоциативная F -алгебра с множеством свободных по-
рождающих X = {xi}∞i=1. Обозначим классы слабо Σ-разрешимых F -алгебр
и Σ-2-ниль-F -алгебр через WΣ и WΣ-2.

Назовём топологическую F -алгебру A Σ-первичной, если A не содержит
ненулевых Σ-разрешимых идеалов и любые два ненулевых идеала A имеют
ненулевое пересечение, идеал P � A Σ-первичным, если алгебра A/P Σ-пер-
вична, и топологический X-радикал T специальным (Σ-специальным), если
значения T на алгебрах из X равны пересечениям их замкнутых первичных
(Σ-первичных) идеалов, фактор-алгебры по которым T -полупросты.

Теорема 5.1. Классы WΣ ∩ UM , WΣ-2 ∩ UM —радикальные в классе UM

подклассы, определяемые ими нижние UM -радикалы TΣ, NΣ-2 Σ-специальны.

Доказательство. Ограничимся классом WΣ ∩ UM , рассмотрение класса
WΣ-2 ∩ UM аналогично. Если A ∈ UM и I,A/I ∈ WΣ, то для любых окрестно-
сти нуля U ⊆ A и B ⊆ A, |B| < ∞, найдутся окрестности нуля U ′, U ′′ ⊆ A,
U ′ + U ′ ⊆ U , FM(A)(U ′′) ⊆ U ′, n,m � 0 и C ⊆ I, |C| < ∞, gn(B) ⊆ C + U ′′,
gm(C) ⊆ U ′, и

gn+m(B) ⊆ gm(C + U ′′) ⊆ gm(C) + FM(A)(U ′′) ⊆ U ′ + U ′ ⊆ U.

Значит, WΣ ∩ UM замкнут в UM относительно взятия расширений и любая
A ∈ UM содержит наибольший идеал TΣ(A) среди её идеалов из WΣ ∩ UM .
Если I � A ∈ UM , I ∈ WΣ, то для любых окрестностей нуля U,U ′, U ′′ ⊆ A из
предыдущего рассуждения, B ⊆ [I], |B| < ∞, можно выбрать C ⊆ I, |C| < ∞,
n � 0, B ⊆ C + U ′′, gn(C) ⊆ U ′,

gn(B) ⊆ gn(C + U ′′) ⊆ gn(C) + FM(A)(U ′′) ⊆ U ′ + U ′ ⊆ U.

Поэтому [I] ∈ WΣ, и ввиду замкнутости WΣ относительно взятия непрерывных
гомоморфных образов TΣ : A 	→ TΣ(A), A ∈ UM , — топологический UM -радикал.

Если A ∈ UM , a ∈ A \ TΣ(A), то имеются B ⊆ (a)A, |B| <∞, и окрестности
нуля V, V ′ ⊆ A, gn(B) �⊆ V для всех n � 0, V ′ ⊆ V , FM(A)(V ′) ⊆ V . Частично
упорядоченное по включению множество

M = {I �A | gn(B) �⊆ I + V ′ для каждого n � 0}
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индуктивно (если {Ia}—упорядоченная система в M и gn(B) ⊆
(⋃

a
Ia

)
+ V ′

для некоторого n � 0, найдётся a, gn(B) ⊆ Ia+V ′?!) и по лемме Цорна содержит
максимальный элемент P . Если [P ] /∈ M, то gl(B) ⊆ [P ] + V ′ для некоторого
l � 0, gl(B) ⊆ P + V ′ + V ′,

gl+1(B) ⊆ (P + V ′ + V ′)(P + V ′ + V ′) ⊆ P + FM(A)(V ′) ⊆ P + V ?!

Если P = P1 ∩ P2 � Pi, i = 1, 2, то gni
(B) ⊆ Pi + V ′ для некоторых ni � 0,

i = 1, 2,

gni+s(B) ⊆ gs(Pi + V ′) ⊆ Pi + FM(A)(V ′) ⊆ Pi + V (s � 1),

gmax{n1,n2}+2(B) ⊆
(
P1 + FM(A)(V ′)

)(
P2 + FM(A)(V ′)

)
⊆

⊆ P1P2 + FM(A)(V ′) ⊆ P + V ?!

Если I � A, P � I и I/P ∈ WΣ, то I /∈ M, gm(B) ⊆ C + V ′ для некоторых
m � 0, C ⊆ I, |C| <∞, и gk(C) ⊆ P + V ′ для подходящего k � 0,

gm+k+1(B) ⊆ gk+1(C + V ′) ⊆
⊆

(
P + V ′ + FM(A)(V ′)

)(
P + V ′ + FM(A)(V ′)

)
⊆

⊆ P + FM(A)(V ′) ⊆ P + V ?!

Поэтому P —Σ-первичный идеал, TΣ(A/P ) = {0} и TΣ(A)—пересечение всех
таких P = [P ] �A.

Будем говорить, что на замкнутом относительно взятия идеалов и фак-
тор-алгебр классе топологических F -алгебр M определён локально конечный
Σ-разрешимый M-радикал LSFΣ, если любая алгебра A ∈ M содержит наи-
больший локально конечный Σ-разрешимый идеал LSFΣ(A) = [LSFΣ(A)] и
LSFΣ : A 	→ LSFΣ(A), A ∈ M, — топологический M-радикал.

Назовём топологическое пространство локально артиновым (нётеровым),
если для любой его точки имеется база её окрестностей с условием минимально-
сти (максимальности). Отделимость и локальная артиновость топологии равно-
сильны дискретности. Теорему Шестакова о специальности локально конечных
радикалов (см. [6, теорема 7]) можно перенести на топологические алгебры
следующим образом.

Теорема 5.2. Если на замкнутом относительно взятия идеалов, конеч-
но порождённых подалгебр и фактор-алгебр подклассе топологических алгебр
M ⊆ UF , в котором любая алгебра или имеет локально артинову топологию, или
нётерова, или отделима и нётерова для замкнутых идеалов, определён M-ради-
кал LSFΣ, то он специален на M.

Доказательство. Если x ∈ A \LSFΣ(A), A ∈ M, то найдётся B ⊆ (x)A �A,
|B| < ∞, 〈B〉 не конечна над F или (и) не Σ-разрешима. Обозначим через W
множество таких J � A, что (〈B〉 + J)/J не конечна над F или (и) не Σ-раз-
решима, {0} ∈ W. Допустим, что существует упорядоченная по включению
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система {Ia} ⊆ W, I =
⋃
a
Ia /∈ W. Ввиду конечности (〈B〉 + I)/I над F Bm ⊆

⊆ FC + I при всех m � n для некоторого n > 1, где C =
⋃

1�k<n

Bk, Bk —

множество слов длины k от элементов B, 〈B〉 =
∑
i�1

FBi. Поскольку каждое

слово из Bk, k � 2n, содержит подслово из C ′ =
⋃

n�l�2n−1

Bl (индукция по k

и разложимость неассоциативных слов в произведения слов меньшей длины),
|C ′| <∞, имеется a, FC ′ ⊆ FC+Ib, (〈B〉+Ib)/Ib = F (C+Ib)/Ib конечна над F
при всех b � a. При этом (〈B〉 + I)/I = F (C + I)/I Σ-разрешима, для любой
окрестности нуля U ⊆ A можно выбрать окрестность нуля U ′ ⊆ A, FU ′ ⊆ U ,
l � 0, gl(C) ⊆ 〈B〉(l) ⊆ I + U ′, a′ � a, gl(C) ⊆ Ia′ + U ′ (|gl(C)| < ∞), и значит,
〈B〉(l) ⊆ Fgl(C) + Ia′ ⊆ Ia′ + FU ′ ⊆ Ia′ + U . Так как (〈B〉 + Ib)/Ib при b � a
не Σ-разрешима, для A с локально артиновой топологией её база окрестностей
нуля с условием минимальности содержит элемент Ub, 〈B〉(k) �⊆ Ib +Ub для всех
k � 0. Взяв в качестве U минимальную из окрестностей {Ub}b�a, мы получаем,
что 〈B〉(l) ⊆ Ia′ + U ⊆ Ia′ + Ua′?! Поэтому для нётеровой A и A с локаль-
но артиновой топологией W индуктивно и содержит максимальный элемент P .
В случае отделимой и нётеровой для замкнутых идеалов A следует выбрать P
среди максимальных элементов W ′ = {I | I = [I] ∈ W}.

Если J —прообраз LSFΣ(A/P ) в A, J = [J ] �= P , то (〈B〉 + P )/P ∩ J/P —
локально конечный Σ-разрешимый идеал (〈B〉 + P )/P ,

(
(〈B〉 + P )/P

)
/
(
(〈B〉 + P )/P ∩ J/P

) ∼=
(
(〈B〉 + J)/P

)
/(J/P ) ∼= (〈B〉 + J)/J

и (〈B〉 + P )/P = LSFΣ((〈B〉 + P )/P ) конечны над F и Σ-разрешимы?! Следо-
вательно, LSFΣ(A/P ) = [LSFΣ(A/P )]A/P = {0}, A/P полупервична, не имеет
ненулевых локально конечных разрешимых идеалов и отделима, P = [P ].

Если P1P2 ⊆ P ⊆ P1 ∩ P2 для P �= Pi � A (поскольку [P1][P2] ⊆ P =
= [P ] ⊆ [P1] ∩ [P2], можно считать, что Pi = [Pi]), i = 1, 2, то (P1 ∩ P2)2 ⊆ P ,
P = P1 ∩ P2,

LSFΣ

(
(〈B〉 + Pi)/Pi

)
= (〈B〉 + Pi)/Pi

∼= 〈B〉/(〈B〉 ∩ Pi) (i = 1, 2),
(〈B〉 ∩ P1)/(〈B〉 ∩ P ) ∼= (〈B〉 ∩ P1 + P2)/P2 � (〈B〉 + P2)/P2,(
〈B〉/(〈B〉 ∩ P )

)
/
(
(〈B〉 ∩ P1)/(〈B〉 ∩ P )

) ∼= 〈B〉/(〈B〉 ∩ P1),

〈B〉/(〈B〉 ∩ P ) = LSFΣ(〈B〉/(〈B〉 ∩ P ))?! Таким образом, P —первичный идеал,
〈B〉 �⊆ P , x /∈ P , LSFΣ(A/P ) = {0} и LSFΣ(A)—пересечение всех таких P =
= [P ] �A.

Замечание 5.3. Если A ∈ UF ∩ UM содержит наибольший локально конеч-
ный идеал LF (A) = [LF (A)], то LF (A) ∩ TΣ(A) = [LF (A) ∩ TΣ(A)]—наиболь-
ший локально конечный Σ-разрешимый идеал A.

Доказательство. Достаточно заметить, что для любых 〈B〉 = FC ⊆
⊆ LF (A)∩TΣ(A), |B|, |C| <∞, и окрестности нуля U ⊆ A найдутся окрестность
нуля U ′ ⊆ A, FU ′ ⊆ U , и l � 0, gl(C) ⊆ U ′, 〈B〉(l) = Fgl(C) ⊆ FU ′ ⊆ U .
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Если локально конечный радикал LF определён на замкнутом относитель-
но взятия идеалов и гомоморфных образов классе F -алгебр L (любая алгеб-
ра A ∈ L содержит наибольший локально конечный над F идеал LF (A) и
LF : A 	→ LF (A), A ∈ L, — радикал в смысле Куроша—Амицура на L), то LF
определяет топологический радикал на любом замкнутом относительно взятия
идеалов и непрерывных гомоморфных образов классе отделимых топологиче-
ских F -алгебр из L (см. примеры L в [6], замечание перед теоремой 4.16).

Замечание 5.4. Любой Σ-2-ниль-элемент x топологической алгебры A то-
пологически αS-квазирегулярен, S = L,R,M .

Доказательство. Если U —окрестность 1 ∈ A1, то U ′+U ′′ ⊆ U , x(n) ∈ −U ′′

для некоторых окрестностей 1 ∈ U ′ ⊆ F , 0 ∈ U ′′ ⊆ A, n � 0, и

t1+x(n−1) · · · t1+x(1 − x) = 1 − x(n) ∈ 1 + U ′′ ⊆ U (t = l, r).

Замечание 5.5. Если в локально (слабо) Σ-разрешимой отделимой тополо-
гической алгебре A (A ∈ US , S = L,R,M) конечно порождённые подалгебры
удовлетворяют условию минимальности для подалгебр (F -подмодулей), то A
локально (слабо) разрешима.

Доказательство. Если B ⊆ A, |B| < ∞, то 〈B〉(n) =
⋂

k�0

〈B〉(k) для некото-

рого n � 0, 〈B〉(n) ⊆ U для любой окрестности нуля U ⊆ A и ввиду отделимо-
сти A 〈B〉(n) = {0}.

Если A ∈ US , то
∑

k�n

Fgk(B) =
∑

k�m

Fgk(B) для всех m � n при некотором

n � 0, для любой окрестности нуля U ⊆ A найдутся окрестность нуля U ′ ⊆ A,
FS(A)(U ′) ⊆ U , и k � 0, gk(B) ⊆ U ′, gk+l(U ′) ⊆ S(A)(U ′) ⊆ U для всех l � 1,
gn(B) ⊆ FS(A)(U ′) ⊆ U и gn(B) = {0} (отделимость A).

В частности, если локально конечномерная отделимая топологическая ал-
гебра A (A ∈ US , S = L,R,M) над топологическим полем F локально (слабо)
Σ-разрешима, то A локально разрешима. Сходным образом можно показать,
что в отделимой A ∈ US любой Σ-2-ниль-элемент a, для которого 〈a〉—артинов
F -модуль, — 2-ниль-элемент.

Пересечение U(A) всех окрестностей нуля любой A ∈ U(M) —Σ-нильпотент-
ный идеал A, так как для любых окрестности нуля U ⊆ A и f ∈ F найдутся
окрестности нуля V, V ′, V ′′ ⊆ A, fV, V ′+V ′, AV ′′, V ′′A ⊆ U , и AU(A)+U(A)A ⊆
⊆ U(A) = FU(A). Как следствие, алгебры из U(M) без ненулевых Σ-нильпо-
тентных идеалов отделимы. Если A ∈ UM , любая Σ-первичная TΣ-полупростая
алгебра Ā = A/P , A �= P = [P ] � A, N2-полупроста, S = Z(Ā) \ {0} �= ∅,
операторы умножения в Ā на элементы S—открытые отображения, алгебра
S−1Ā отделима в топологии леммы 4.14 и алгебраична над полем Z(S−1Ā)
(однопорождённые подалгебры конечномерны), то TΣ(A) = NΣ-2(A). При этом
отделимость S−1Ā можно заменить отсутствием 0 �= a ∈ Ā, Sa ∩ U �= ∅ для
любой окрестности нуля U ⊆ Ā.
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Резольвентный трюк Амицура для топологических алгебр

Назовём элемент с ассоциативными степенями x топологической F -алгеб-
ры A Σ-алгебраическим над I �F (Σ-алгебраическим, Σ-ниль-элементом для
I = F, {0}), если любая окрестность нуля U ⊆ A содержит xn+fn−1x

n−1+ . . . +
+ f1x для некоторых n = n(U) � 1 и fi = fi(U) ∈ I. Будем называть x ∈ R
топологически квазирегулярным справа (слева), если для любой окрестности
нуля U ⊆ R найдётся y ∈ R, x+ y − xy ∈ U (x+ y − yx ∈ U). Всюду ниже F —
топологическое поле.
Замечание 5.6. Если x ∈ A ∈ UAlt-(M) Σ-алгебраичен и элементы 〈x〉 топо-

логически квазирегулярны слева в A, то x—Σ-ниль-элемент.

Доказательство. Так как для любой окрестности нуля U ⊆ A найдутся
окрестность нуля U ′ ⊆ A, U ′

2,3 ⊆ U , n � m � 1, fi ∈ F , fm �= 0 (fm = 1 ∈ A1

при n = m), y ∈ A,

xn +fn−1x
n−1 + . . .+fmx

m = fm(1+u)xm ∈ U ′, (1+y)(1+u) = 1+z ∈ 1+U ′,

и (1 + y, 1 + u, xm) = (1 + z)xm − (1 + y)((1 + u)xm) = 0,

(1 + z)xm ∈ f−1
m (1 + y)U ′, xm+1 ∈ f−1

m x(1 + y)U ′ − xU ′xm ⊆ U ′
2,3 ⊆ U.

Замечание 5.7. Если charF �= 2, x ∈ A ∈ UJ-(M) Σ-алгебраичен и элементы
〈x〉 топологически квазирегулярны в A, то x—Σ-ниль-элемент.

Доказательство. В обозначениях замечания 5.6 (1 + u)2xm = U1+ux
m ∈

∈ f−1
m (1 + u)U ′ для окрестности нуля U ′ ⊆ A, U ′

6,17 ⊆ U , найдётся T ∈ IdA1 +
+MA1

4,7(A), TU1+ua ∈ a+ U ′ для всех a ∈ A (см. доказательство леммы 3.23),

xm+1 ∈ x
(
f−1

m T
(
(1 + u)U ′) − U ′) ⊆ U ′

6,17 ⊆ U.

Непосредственный перенос на топологические алгебры доказательства тео-
ремы 1 из [8] позволяет получить следующую теорему.

Теорема 5.8. Если элемент с ассоциативными степенями x ∈ A ∈ UL не
является Σ-алгебраическим, то

dimF

∑

α∈C(x,U)

Fxα = |C(x,U)|

для некоторой окрестности нуля U ⊆ A, где

C(x,U) = {0 �= α ∈ F | найдётся xα ∈ A, −α−1x+ xα − α−1xxα ∈ U}.
Доказательство. Выберем окрестности нуля U,U ′ ⊆ A, FL(A)(U ′) ⊆ U ,

xn + fn−1x
n−1 + . . .+ f1x /∈ U (n � 1, fi ∈ F ),

α ∈ C(x,U ′) и xα ∈ A. Тогда x−αxα+xxα ∈ −αU ′, lkx(x+xxα) ∈ αlkxxα−αlkx(U ′),
k � 1,

αx− α2xα + x2 + l2xxα ∈ αx− α2xα + αxxα − αlx(U ′) ⊆ −α2U ′ − αlx(U ′),



Топологические радикалы Джекобсона. III 99

α2x+ αx2 − α3xα + x3 + l3xxα ∈ α2x+ αx2 − α3xα + αl2xxα − αl2x(U ′)

⊆ −α3U ′ − α2lx(U ′) − αl2x(U ′),

и по индукции

αk−1x+αk−2x2+. . .+xk−αkxα+lkxxα ∈ −
k−1∑

j=0

αk−j ljx(U ′) (k � 1, α ∈ C(x,U ′)).

Если
n∑

i=1

βixαi
= 0 для некоторых {αi}n

i=1 ⊆ C(x,U ′′), αi �= αj , i �= j,

{0} �= {βi}n
i=1 ⊂ F , n � 1, то, умножая последнее включение для α = αi

на βi и суммируя по i от 1 до n, мы приходим к

gk(x) −
n∑

i=1

αk
i βixαi

+ lkx

n∑

i=1

βixαi
= gk(x) −

n∑

i=1

αk
i βixαi

∈

∈ Uk = −
n∑

i=1

k−1∑

j=0

βiα
k−j
i ljx(U ′),

(
0, g1(x), . . . , gn−1(x)

)
− (β1xα1 , . . . , βnxαn

) ∈ {0} × U1 × · · · × Un−1,

где gk(x) =
k∑

j=1

xj
n∑

i=1

βiα
k−j
i , B = (αj−1

i )n
i,j=1. По выбору {αi} матрица B

невырожденная, βkxαk
−hk(x) ∈

n−1∑
i=1

FUi, k = 1, . . . , n, где
(
h1(x), . . . , hn(x)

)
=

=
(
0, g1(x), . . . , gn−1(x)

)
B−1. Отсюда следует, что для i, βi �= 0, xαi

− q(x) ∈

∈
n−1∑
i=1

FUi, q(x) = β−1
i hi(x)—многочлен без свободного члена от x, x−αixαi

+

+ xxαi
∈ − αiU

′,

γ−1
(
x2 − αixq(x) + x2q(x)

)
= γ−1lx

(
x− αiq(x) + xq(x)

)

∈ γ−1lx

(
−αiU

′ +
n−1∑

i=1

(
FUi + Flx(Ui)

))
⊆ FL(A)(U ′) ⊆ U,

где γ = 1 при q = 0 и γ— старший коэффициент q, иначе?!

Следствие 5.9. Если A ∈ UM альтернативна (или линейная йорданова,
charF �= 2), dimF A + 1 < |F |, то Jq-top(A) = J ′

q-top(A) = NΣ-2(A) = NΣ(A)—
наибольший Σ-ниль-идеал A (равный JαS -top(A) = J ′

αS -top(A) для ассоциатив-
ной A, S = L,R).

Доказательство. Топологическая квазирегулярность Σ-ниль-элементов аль-
тернативных алгебр выводится аналогично дискретному случаю, линейных йор-
дановых алгебр— из замечания 3.35 (см. замечание 3.30). Остаётся применить
теоремы 3.10, 3.29, 5.1, 5.8 и замечания 5.6, 5.7.

В частности, dimF A < |F |, если алгебра A счётно порождена и поле F
несчётно.
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Если поле F—расширение поля F с F -базисом {eλ}λ∈Λ, FA = F ⊗F A—
скалярное расширение F -алгебры A над F, топология которого имеет базу
окрестностей нуля из

WU =
{ k∑

i=1

eλi
⊗ aλi

∣∣∣∣k � 1, λi ∈ Λ, aλi
∈ U

}
,

где U —окрестность нуля в A, то из A ∈ US следует FA ∈ US , S = F,L,R,M ,
так как FS(FA)(WU ′) ⊆ WU (FWU ′ ⊆ WU ) для любых окрестностей нуля
U ′ ⊆ U , FS(A)(U ′) ⊆ U (FU ′ ⊆ U).

Следствие 5.10. Если альтернативная (или линейная йорданова, charF �= 2)
A ∈ UM NΣ-полупроста, поле F—расширение поля F и dimF A+ 1 < |F|, то A
вложима в Jq-top-полупростую алгебру FA/Jq-top(FA).

Доказательство. Будем считать, что 1 входит в базис {eλ}λ∈Λ поля F над
полем F . Тогда ι : x 	→ 1 ⊗ x ∈ FA, x ∈ A, — непрерывное вложение, окрест-
ности нуля A—прообразы при действии ι пересечений элементов базы окрест-
ностей нуля FA с ι(A) = 1 ⊗ A, Jq-top(FA) = NΣ(FA) (см. следствие 5.9) и
ι−1(ι(A) ∩ Jq-top(FA)) ⊆ NΣ(A) = {0}.

В качестве пролога к последующим исследованиям вне рамок этой работы
приведём следующий вариант теоремы 5.8 на базе [14, теорема 4].

Теорема 5.11. Если элемент x квадратичной йордановой алгебры A ∈ UM

не является Σ-алгебраическим, то

dimF

∑

α∈C(x,U)

FSα1 = |C(x,U)|

для некоторой окрестности нуля U ⊆ A, где 1 ∈ A1,

C(x,U) = {0 �= α ∈ F | найдётся Sα ∈M(A1),

Uα−xSαa ∈ a+ U для каждого a ∈ A1}.
Доказательство. Определение Σ-алгебраического элемента A аналогично

линейному случаю для степеней a2k+l = Uk
a a

l, k � 0, l = 0, 1, a1 = a,
a0 = 1 ∈ A1, алгебра умножений M(A)—подалгебра EndF (A), порождённая
всеми операторами Ua, Va, a ∈ A, где Vab = (a + b)2 − a2 − b2, b ∈ A. Выберем
окрестности нуля U,U ′ ⊆ A, FM(A)(U ′) ⊆ U ,

xn + fn−1x
n−1 + . . .+ f1x /∈ U (n � 1, fi ∈ F ),

Sα ∈ M(A1), Uα−xSαa ∈ a + U ′ для всех a ∈ A1, α ∈ C(x,U ′) и положим

zα = Sα1. Если
n∑

i=1

βizαi
= 0 для некоторых {αi}n

i=1 ⊆ C(x,U ′), αi �= αj , i �= j,

{0} �= {βi}n
i=1 ⊂ F , n � 1, то ввиду [Uβ−x, Uβ′−x] = 0, β, β′ ∈ F ,

( n∏

j=1

Uαj−x

)
zαi

=
( ∏

1�j 
=i�n

Uαj−x

)
Uαi−xSαi

1 ⊆ pi(x) +M(A1)(U ′),
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где

pi(x) =
( ∏

1�j 
=i�n

Uαj−x

)
1,

и

p(z) =
n∑

i=1

βipi(z) =
2n−2∑

k=0

gkz
k �= 0

для некоторых gk ∈ F ,

p(αi) = βi

∏

1�j 
=i�n

(αj − αi)2 �= 0

при βi �= 0,

0 = Ux

( n∏

i=1

Uαi−x

)( n∑

i=1

βizαi

)
= Ux

( n∑

i=1

βi

( n∏

i=1

Uαi−x

)
zαi

)
∈

∈ Uxp(x) + FM(A)(U ′),

Uxp(x) ∈ U?!

Лемма Накаямы для топологических алгебр

В дополнение к третьей части рассмотрим топологический вариант леммы
Накаямы. Назовём α-инвариантный подмодуль I ⊆ R топологически малым,
если [I + J ] �= R1 для любого α-инвариантного подмодуля J = [J ] � R1.

Лемма 5.12. Топологически малые подмодули входят во все максимальные
замкнутые α-инвариантные подмодули алгебры R1 при их наличии. Любой
α-инвариантный подмодуль I ⊆ R ∈ Mα, I ⊆ J ′′

α-top(R), топологически мал.
Поэтому в условиях леммы 3.2 I — топологически малый подмодуль R, если и
только если I ⊆ J ′′

α-top(R).

Доказательство. Если I �⊆ M для некоторых топологически малого подмо-
дуля I ⊆ R, M ∈ P (в обозначениях леммы 3.2), то [I +M ] = R1 и M = R1?!

Если I — α-инвариантный подмодуль R, I ⊆ J ′′
α-top(R), [I + J ] = R1 для

некоторого α-инвариантного подмодуля J = [J ] ⊆ R1, то для любой окрестности
нуля U ⊆ R1 найдётся окрестность нуля U ′ ⊆ R1, α(R)(U ′) − U ′ ⊆ U , x ∈ I,
y ∈ J , 1 ∈ x + y + U ′, и φ ∈ α(R), φ(1 − x) ∈ 1 + U ′, φ(1 − x) ∈ φ(y) + φ(U ′),
1 ∈ J + U и 1 ∈ [J ] = J = R1.

Лемму 5.12 можно адаптировать под условия леммы 3.3 для таких α-инва-
риантных подмодулей I ⊂ R, что [I + J ] �= R для всех (топологически) α-моду-
лярных подмодулей J = [J ] � R. В этих условиях и обозначениях второй части
доказательства леммы 5.12 для топологически α-модулярного J , окрестностей
нуля U,U ′ ⊆ R, α(R)′(U ′) + U ′ ⊆ U , z ∈ R, α(R)′(1 − z) ⊆ J + U ′, x ∈ I, y ∈ J ,
z ∈ x+ y + U ′, мы получаем

α(R)′(1 − x) ⊆ α(R)′(1 − z + y + U ′) ⊆ J + U,

R = [α(R)′(1 − x)] = [J + U ] = [J ] (произвольность U).
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Если M — топологический R-модуль в многообразии M, R ∈ M, то X ⊆M ,
порождающее всюду плотный R-подмодуль M , мы будем называть системой
топологических порождающих M .

Лемма 5.13. Пусть I —левый идеал R ∈ UαL
, R1 ∈ M, F дискретно,

MαL
(R1) слабо индуктивно. Тогда I ⊆ J ′′

αL-top(R), если и только еслиM �= [IX]
для любого левого топологического R-модуля M в M c конечной системой
непрерывных ассоциативных слева (топологических) порождающих X ⊆ M ,
такого что R M -ограниченная.

Доказательство. Пусть I ⊆ J ′′
αL-top(R), M —левый топологический R-мо-

дуль в M с системой топологических порождающих X из условий леммы,
X имеет минимальную мощность среди таких систем и M = [IX], где R-подмо-
дуль IX —аддитивная подгруппа M , порождённая ax, a ∈ I, x ∈ X. Тогда для
любых x ∈ X и окрестности нуля U ⊆ M найдутся окрестность нуля U ′ ⊆ M ,
φ(LM(A))(U ′) + U ′ − U ′ ⊆ U , и {ay}y∈X ⊆ I, x ∈

∑
y∈X

ayy + U ′. Ввиду непре-

рывности x и дискретности F имеются окрестность нуля V ⊆ R, V x ⊆ U ′, и

ψ = IdR1 +
k∑

i=1

lbi1 · · · lbini
∈ IdR1 +LR1

(R), bij ∈ R, ψ(1 − ax) ∈ 1 + V ,

x+ (ψ(1 − ax) − 1)x = x− axx+
k∑

i=1

bi1
(
. . .

(
bini

(x− axx)
)
. . .

)
∈

∈
∑

x
=y∈X

(ψay)y + U ′ +
k∑

i=1

bi1(. . . (bini
U ′) . . .),

x ∈ I(X \ {x}) + U , M = [I(X \ {x})] (минимальность |X|)?!
Если I �⊆ J ′′

αL-top(R), то по лемме 3.2 I �⊆ P для некоторого максимального
элемента P ∈ MαL

(R1), R1 = [I + P ] = I + P ,

R1/P = (I + P )/P = I(1 + P ) = R(1 + P )—

неприводимый левый топологический R-модуль в M с открытым в нём непре-
рывным ассоциативным слева порождающим 1 + P (см. лемму 4.5) и R ∈ UαL

R1/P -ограниченная.
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