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Аннотация

В этой обзорной статье рассмотрены свойства алгебр, заданных одним определя-
ющим соотношением в многообразиях линейных алгебр. Основное внимание уделено
шрайеровым многообразиям алгебр. Многообразие алгебр называется шрайеровым,
если подалгебры свободных алгебр этого многообразия свободны.

Abstract

A. A. Mikhalev, Algebras with single defining relation, Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, vol. 24 (2023), no. 3, pp. 139—152.

In this survey paper, we collect properties of one-relator algebras in varieties of linear
algebras. The main attention is paid to Schreier varieties of algebras. A variety of linear
algebras is said to be Schreier if any subalgebra of a free algebra of this variety is free.

Многообразие M алгебр над полем F определяется как класс алгебр, за-
мкнутый относительно взятия подалгебр, гомоморфных образов и прямых про-
изведений. Пусть X —множество. Алгебра FM(X) многообразия M называет-
ся свободной алгеброй с множеством X свободных образующих, если алгебра
FM(X) порождается множеством X и если f —любое отображение из X в лю-
бую алгебру A многообразия M, то отображение f может быть расширено до
гомоморфизма FM(X) → A (ясно, что такое продолжение единственно). Алгебра
FM(X) определена множеством X и многообразием M однозначно с точностью
до изоморфизма. Для любого нетривиального многообразия M и множества X
существует свободная алгебра FM(X). Если A ∈ M, то существует такое мно-
жество X (например, X = A), что алгебра A является гомоморфным образом
свободной алгебры FM(X). Мощность множества X называется рангом свобод-
ной алгебры FM(X).
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Пусть X = {x1, . . . , xn}. Пара (u, v) элементов алгебры FM(X) называет-
ся тождеством алгебры A многообразия M, если u(a1, . . . , an) = v(a1, . . . , an)
для всех элементов a1, . . . , an алгебры A. Следующий результат принадлежит
Г. Биркгофу. Пусть M—многообразие всех алгебр. Подкласс N в M является
многообразием тогда и только тогда, когда существует такое множество тож-
деств (ui, vi), i ∈ I, что N состоит из всех алгебр многообразия M, в которых
выполнены данные тождества. Здесь ui, vi (i ∈ I) — элементы свободной ал-
гебры FM со счётным множеством X свободных образующих. Многообразие
алгебр называется однородным, если оно задано однородным множеством (по
отношению к X-степени) тождеств.
Многообразие алгебр называется шрайеровым, если любая подалгебра сво-

бодной алгебры этого многообразия свободна в том же многообразии алгебр.
Это понятие пришло из теории групп; в 1920-х годах Я. Нильсен [99] и
О. Шрайер [104] доказали, что любая подгруппа свободной группы свобод-
на. А. Г. Курош доказал в [24], что подалгебры свободных неассоциативных
алгебр свободны. А. И. Ширшов [47] показал, что многообразие всех ал-
гебр Ли является шрайеровым (этот результат был также доказан Е. Виттом
в [113], где также было доказано, что многообразие всех p-алгебр Ли являет-
ся шрайеровым). А. Г. Курош в [26] обобщил эти результаты на многообразие
всех Ω-алгебр (Ω-алгебра— это линейное пространство с семейством Ω поли-
линейных умножений арности не менее 2). В [26] он также описал подалгебры
свободных произведений Ω-алгебр. Для случая всех неассоциативных алгебр
это было доказано ранее в [25], и для случаев всех коммутативных и всех ан-
тикоммутативных алгебр этот результат был получен в [10]. Ю. А. Бахтурин
в [5, 6] и М. В. Зайцев [17] доказали, что шрайеровы многообразия алгебр
Ли— это только многообразие всех алгебр Ли и многообразие всех абелевых
алгебр Ли. А. И. Ширшов показал в [48], что подалгебры свободных комму-
тативных неассоциативных и свободных антикоммутативных неассоциативных
алгебр свободны. (см. также [10]), то есть многообразия всех коммутативных
алгебр и всех антикоммутативных алгебр являются шрайеровыми. А. А. Миха-
лёв в [29] и А. С. Штерн в [51] доказали, что многообразие всех супералгебр
Ли является шрайеровым. А. А. Михалёв доказал это утверждение для много-
образия всех цветных p-супералгебр Ли в [31]. А. И. Корепанов [22] доказал,
что подалгебры свободных суперкоммутативных неассоциативных алгебр сво-
бодны. В. К. Харченко [70, 71] получил обобщение теоремы Ширшова—Витта
для алгебр Хопфа над полем нулевой характеристики.
Алгебра A над полем F с билинейной антикоммутативной операцией [x, y]

(коммутатором) и трилинейной операцией A(x, y, z) (ассоциатором), удовлетво-
ряющими тождеству

[
[x, y], z

]
+

[
[y, z], x

]
+

[
[z, x], y

]
=

= A(x, y, z) + A(y, z, x) + A(z, x, y) −A(y, x, z) −A(x, z, y) −A(z, y, x),

называется алгеброй Акивиса. И. П. Шестаков и У. У. Умирбаев [106] дока-
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зали, что подалгебры свободных алгебр Акивиса свободны. Е. Чибриков [62]
доказал, что подалгебры свободных алгебр Сабинина свободны. A. A. Михалёв
и И. П. Шестаков [89] рассмотрели свойства ПБВ-пар многообразий алгебр
и предложили общее доказательство шрайеровости многообразий всех комму-
тативных алгебр, всех антикоммутативных алгебр, всех алгебр Акивиса, всех
алгебр Сабинина, всех линейных n-арных систем. Отметим, что многообразие
всех ассоциативных алгебр не является шрайеровым. Действительно, рассмот-
рим свободную ассоциативную алгебру A(x) с одним свободным образующим x.
Пусть B—подалгебра алгебры A(x), порождённая элементами x2 и x3. Тогда
подалгебра B не порождается одним элементом. В то же время подалгебра B
коммутативна. Следовательно, B не является свободной ассоциативной алгеб-
рой.
У. У. Умирбаев [41, 110] построил новые примеры шрайеровых многообра-

зий алгебр и предложил необходимые и достаточные условия для того, чтобы
многообразие алгебр было шрайеровым. В частности, было показано, что много-
образие алгебр, заданное тождеством x ·x2 = 0, является шрайеровым. В недав-
ней статье [66] В. Доценко и У. Умирбаев использовали методы теории операд
для построения эффективного комбинаторного критерия шрайеровости много-
образия алгебр над полем нулевой характеристики. Применяя этот критерий,
авторы доказали, что многообразие всех пре-алгебр Ли является шрайеровым,
существует бесконечно много шрайеровых многообразий с одной бинарной опе-
рацией, заданных тождествами xx2 + ax2x = 0 для любых заданных a �= 1;
x
(
x
(
. . . (x · x2)

))
= 0.

Подалгебры свободных алгебр многообразий линейных Ω-алгебр рассматри-
вались в [4,8,9], шрайеровы многообразия n-алгебр Ли описаны в [44].
Свободные алгебры шрайеровых многообразий алгебр рассматривались в мо-

нографиях [55,56,59,91,96,103].
Более детальную информацию о шрайеровых многообразиях алгебр можно

найти в [41, 78, 89, 110] (для многообразий линейных Ω-алгебр см. [4, 8, 9, 26]),
см. также [44,45].
Напомним, что система элементов свободной алгебры A является прими-

тивной, если она является подмножеством некоторого множества свободных
образующих алгебры A.
A. A. Михалёв, У. У. Умирбаев и А. A. Золотых построили в [21,93] серию

интересных примеров алгебр Ли с одним определяющим соотношением над по-
лем положительной характеристики. Например, пусть F —поле, char F = p > 2,
X = {x, y, z}, L(X)— свободная алгебра Ли, h = x + [y, z] + (ad x)p(z) ∈ L(X),
где (ad x)(a) = [x, a] для всех элементов a алгебры L(X). Тогда элемент h не
является примитивным элементом в алгебре L(X), но в то же время h—при-
митивный элемент свободной p-алгебры Ли Lp(X). Пусть I —идеал алгебры
Ли L(X), порождённый элементом h, L = L(X)/I. Поскольку элемент h не
является примитивным в свободной алгебре Ли L(X), алгебра Ли L не яв-
ляется свободной алгеброй Ли [23]. Но универсальная обёртывающая алгебра
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алгебры Ли L— свободная ассоциативная алгебра ранга 2. В частности, кого-
мологическая размерность алгебры Ли L равна 1 [21, 93, 96]. Это показывает,
что аналог теоремы Столлингcа—Суона (группы когомологической размерно-
сти 1 свободны [108, 109]) неверен для алгебр Ли над полем положительной
характеристики.
Проблема 1. Пусть char F = 0, L— F -алгебра Ли. Верно ли, что L— сво-

бодная алгебра Ли в том и только в том случае, когда универсальная обёрты-
вающая алгебра U(L)— свободная ассоциативная F -алгебра?
Проблема 2. Пусть char F = 0. Верно ли, что F -алгебра Ли L свободна

тогда и только тогда, когда её когомологическая размерность равна 1?
Проблема 2 была положительно решена для двухпорождённых алгебр

Ли [42]. Некоторые необходимые и достаточные условия для того, чтобы ал-
гебра Ли с одним определяющим соотношением имела когомологическую раз-
мерность 1, были получены в [38].
П. Зусманович доказал в [114], что p-алгебры Ли когомологической размер-

ности один одномерны.
В. Магнус [81] доказал в 1930 году знаменитую теорему о свободе

(Freiheitssatz) для свободных групп; она играет важную роль в комбинатор-
ной теории групп (см., например, [28,61,68]). Теорема о свободе для свободных
разрешимых и нильпотентных групп была доказана Н. С. Романовским [36].
Обобщённая теорема о свободе (условие Линдона) для многообразий всех групп
(всех алгебр Ли) и разрешимых групп (алгебр Ли соответственно) была дока-
зана Н. С. Романовским [37] и O. Г. Харлампович[43] соответственно. Для
свободных неассоциативных алгебр теорема о свободе была доказана A. И. Жу-
ковым [16], для свободных (анти)коммутативных неассоциативных алгебр и
для свободных алгебр Ли теорема о свободе была доказана A. И. Ширшо-
вым в [49, 50]. Для этих многообразий алгебр теорема о свободе принимает
следующий вид.

Теорема 1 (теорема о свободе [16, 49, 50]). Пусть M—одно из следую-
щих многообразий алгебр над полем F : многообразие всех алгебр ; многообразие
всех коммутативных алгебр (char F �= 2); многообразие всех антикоммутатив-
ных алгебр ; многообразие всех алгебр Ли. Пусть A = FM(X)— свободная ал-
гебра многообразия M с множеством X свободных образующих, a ∈ A, a �= 0.
Пусть также (a)—идеал алгебры A, порождённый элементом a. Допустим, что
элемент a зависит от образующего x из множества X свободных образующих
(это означает, что a /∈ FM(X \ x)). Тогда

FM(X \ x) ∩ (a) = 0.

Проблема 3. Верна ли теорема о свободе для p-алгебр Ли и для супералгебр
Ли над полем положительной характеристики?
Некоторые частные примеры положительного решения проблемы 3 рассмот-

рены в [32, 33, 56, 86, 96], для Ω-алгебр см. [7]. Для разрешимых и нильпо-
тентных алгебр Ли терема о свободе доказана В. В. Талаповым [39, 40]. Для
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ассоциативных алгебр над полем нулевой характеристики теорема о свободе до-
казана Л. Макар-Лимановым [82] (над полем положительной характеристики
для однородного соотношения этот результат был получен M. Хеджесом [69]).
Теорема о свободе для алгебр Пуассона над полем нулевой характеристики была
доказана Л. Макар-Лимановым и У. Умирбаевым [84] и для свободных алгебр
в многообразии общих алгебр Пуассона—П. Колесниковым, Л. Макар-Лимано-
вым и И. Шестаковым [74], для правосимметричных алгебр—Д Козыбаевым,
Л. Макар-Лимановым и У. Умирбаевым [75], для алгебр Новикова над полем
нулевой характеристики—Л. Макар-Лимановым и У. Умирбаевым [83]. Изучая
ПБВ-пары многообразий, A. A. Михалёв и И. П. Шестаков [89] предложили
общее доказательство теоремы о свободе для многообразий всех коммутатив-
ных алгебр, всех антикоммутативных алгебр, всех алгебр Акивиса, всех алгебр
Сабинина.
В то же время теорема о свободе не имеет места ни для какого проме-

жуточного многообразия между многообразием всех ассоциативных алгебр и
многообразием всех коммутативных ассоциативных алгебр, для многообразий
всех альтернативных алгебр, всех бинарно-лиевых алгебр, всех алгебр Мальце-
ва, всех алгебр Лейбница, всех (−1, 1)-алгебр (детали см. в [89]). Для большей
информации о применениях теоремы о свободе см. [68,72].
Применяя теорему о свободе, можно доказать следующий (неалгоритмиче-

ский) критерий примитивности элемента

Теорема 2 [23,92]. Пусть F —поле, M—одно из следующих многообразий
алгебр над полем F : многообразие всех алгебр ; многообразие всех коммута-
тивных алгебр, (char F �= 2); многообразие всех антикоммутативных алгебр ;
многообразие всех алгебр Ли. Пусть A = FM(X)— свободная алгебра многооб-
разия M с множеством X свободных образующих, a ∈ A, a �= 0. Пусть также
(a)—идеал алгебры A, порождённый элементом a. Тогда a—примитивный эле-
мент свободной алгебры A в том и только в том случае, когда фактор-алгебра
A/(a) является свободной алгеброй многообразия M.

Теорема 2 для свободных групп была доказана Дж. Уайтхедом [112], для
свободных алгебр Ли— Г. П. Кукиным [23].
Алгоритмы распознавания примитивных систем элементов свободных алгебр

шрайеровых многообразий и алгоритмы дополнения примитивных систем эле-
ментов до свободных порождающих множеств были построены в [18—20,34,35,
46,91,92,94—97].
В. Шпильрайн и Дж. Ю [107] показали, что утверждение теоремы 2 неверно

для свободных ассоциативных алгебр. Пусть An = F 〈x1, . . . , xn〉— свободная
ассоциативная алгебра над полем F .

Теорема 3 [107]. Пусть u = x1 − (x2
1 + x2x3)x3. Тогда для любого n � 3

фактор-алгебра An/(u) свободной алгебры An по идеалу (u), порождённому эле-
ментом u, изоморфна алгебре An−1, но u не является примитивным элементом
алгебры An.
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Если характеристика поля F равна нулю, эта теорема даёт отрицательный
ответ на вопрос Дж. Бергмана. С другой стороны, В. Дренски и Дж.-Ю [67] по-
казали, что для n = 2 не существует примеров такого рода. Аналогичный вопрос
для алгебр многочленов, известный как гипотеза о вложении Абьянкара—Са-
таи, является одной из основных открытых проблем аффинной алгебраической
геометрии.
Для свободной алгебры F (X) шрайерова многообразия всех алгебр над бес-

конечным полем F К. Ауст [54] доказала, что для ненулевого элемента a алгеб-
ры F (X) фактор-алгебра F (X)/(a) является свободной алгеброй тогда и только
тогда, когда идеал (a) порождается примитивным элементом алгебры F (X).

Проблема 4. Верно ли утверждение теоремы 2 для свободных p-алгебр Ли
и свободных p-супералгебр Ли?

Частные случаи положительного решения этой проблемы были рассмотрены
Г. Раквиашвили [101,102].
Теорема 2 показывает, что если u и v— такие ненулевые элементы свободной

алгебры Ли L = L(X), что фактор-алгебры L/(u) и L/(v) являются свободными
алгебрами Ли, L/(u) ∼= L/(v), то u и v—примитивные элементы свободной ал-
гебры Ли L. Следовательно, существует такой автоморфизм ϕ ∈ Aut

(
L(X)

)
, что

ϕ(u) = v. В общем случае для непримитивных элементов u и v это утверждение
неверно.

Теорема 4 [90]. Пусть F —поле, L = L(x, y, z)— свободная F -алгебра Ли
с множеством {x, y, z} свободных образующих,

u = x − [
[x, y], [y, z]

]
, v = x +

[[
[y, z], x

]
, y

]
,

и пусть (u) и (v)—идеалы алгебры Ли L, порождённые элементами u и v
соответственно. Тогда L/(u) ∼= L/(v), но не существует такого автоморфизма ϕ
алгебры L, что ϕ(u) = v.

Теорема 5 [90]. Пусть F —поле, L = L(x, y)— свободная F -алгебра Ли
с множеством {x, y} свободных образующих,

u = x − [[
[x, y], y

]
, [x, y]

]
, v = x − [[

[x, y], x
]
, y

]
,

и пусть (u) и (v)—идеалы алгебры Ли L, порождённые элементами u и v
соответственно. Тогда L/(u) ∼= L/(v), но не существует такого автоморфизма ϕ
алгебры L, что ϕ(u) = v.

Для свободных групп соответствующие примеры были построены Дж. Мак-
кулом и А. Пиетровским [85] и А. Бруннером [60].
Алгебра Ли L называется финитно аппроксимируемой, если для любых ко-

нечно порождённой подалгебры H алгебры L и элемента h ∈ L, h /∈ H, су-
ществуют такие конечномерная алгебра Ли B и эпиморфизм φ : L → B, что
φ(h) /∈ φ(H). Другими словами, пересечение всех идеалов конечной коразмер-
ности алгебры Ли L равно нулю.
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С. A. Агалаков [1] построил пример алгебры Ли с одним определяющим
соотношением над полем нулевой характеристики, не являющейся финитно ап-
проксимируемой.

Теорема 6 [1]. Пусть F —поле нулевой характеристики, X = {x, y},
L(X)— свободная алгебра Ли над полем F с множеством X свободных об-
разующих. Пусть h =

[
[x, y], x

] − [x, y] − x, L = L(X)/id(h). Тогда алгебра
Ли L не является финитно аппроксимируемой. Если F —поле положительной
характеристики, то алгебра L финитно аппроксимируема.

Проблема 5. Существует ли алгебра Ли с одним определяющим соотно-
шением над полем положительной характеристики, не являющаяся финитно
аппроксимируемой?
Дж. Лабьют получил следующий результат.

Теорема 7 [77]. Пусть либо F —поле, либо F —область главных идеалов и
r—однородный элемент свободной алгебры Ли L(X). Если центр алгебры Ли
L(X)/(r) нетривиален, то X = {x1, x2} и либо r = ax1 + bx2, a, b ∈ F , r �= 0,
либо r = a[x1, x2], a ∈ F , a �= 0.

Отметим, что можно предложить короткое доказательство теоремы 7 (для
поля F ), используя технику композиции Ширшова (стандартный базис идеала
(r) свободной алгебры Ли L(X) состоит из одного элемента r).
Центр группы с одним определяющим соотношением был описан K. Мура-

суги [98].
Б. Н. Демисенов и Г. П. Кукин [14] показали, что подалгебра алгебры Ли

с одним определяющим соотношением является прямой суммой двух свободных
подалгебр Ли (как линейных пространств).
Проблема 6.

1. Разрешима ли проблема вхождения (в конечно порождённые подалгебры)
для алгебр Ли с одним определяющим соотношением?

2. Разрешима ли проблема изоморфизма для алгебр Ли с одним определяю-
щим соотношением?

3. Любая ли алгебра Ли L с одним определяющим соотношением является
хопфовой (для любого ненулевого идеала I алгебры Ли L фактор-алгебра
L/I не изоморфна алгебре L)?

Ю. A. Бахтурин и A. Ю. Ольшанский [58] построили два интересных при-
мера ограниченных алгебр Ли с одним определяющим соотношением.
Теорема 2 также верна для свободных алгебр шрайеровых многообразий

алгебр с не обязательно одной бинарной операцией.

Теорема 8 [89]. Пусть теорема о свободе справедлива для однородного
шрайерова многообразия алгебр W, u—ненулевой элемент свободной алгебры
W[X]. Тогда u является примитивным элементом алгебры W[X] тогда и только
тогда, когда фактор-алгебра W[X]/idW[X](u)— свободная алгебра в многообра-
зии W.
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Существует взаимосвязь между теоремой о свободе и разрешимостью про-
блемы равенства для алгебр с одним определяющим соотношением (во многих
случаях теорема о свободе служит очень полезным инструментом для доказа-
тельства разрешимости проблемы равенства в алгебрах с одним определяющим
соотношением в заданном многообразии), см., например, [16] для свободных
неассоциативных алгебр, [49,50] для свободных (анти)коммутативных алгебр и
свободных алгебр Ли, [39, 40] для свободных разрешимых и свободных поли-
нильпотентных алгебр Ли, [75] для свободных правосимметричных алгебр.
Алгебры Ли с одним определяющим соотношением изучались с точки зрения

гомологической алгебры в [73, 76, 77]. Отметим, что в гомологической алгебре
обычно рассматриваются однородные определяющие соотношения.
Теорема о свободе и проблема равенства для ассоциативных алгебр с одним

определяющим соотношением рассматривались в [12,64,80] Для свободных ас-
социативных алгебр над полем нулевой характеристики теорема о свободе была
доказана Л. Макар-Лимановым в [82]. Однако общая проблема равенства для
ассоциативных алгебр с одним определяющим соотношением— это открытая
проблема.
Ассоциативные алгебры с одним определяющим соотношением изучались

с точки зрения гомологической алгебры У. Диксом [65]. В. С. Губа [13] рас-
смотрел ассоциативные алгебры с одним определяющим соотношением энгелева
типа.
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[100] Pérez-Izquierdo J. M. Algebras, hyperalgebras, nonassociative bialgebras and loops //
Adv. Math. — 2007. —Vol. 208, no. 2. — P. 834—876.

[101] Rakviashvili G. Combinatorial aspects of free associative algebras and cohomologies of
Lie p-algebras with one defining relation // J. Math. Sci. — 2009. —Vol. 160, no. 6. —
P. 822—832.

[102] Rakviashvili G. Primitive elements of free Lie p-algebras // Bull. Georgian Nat. Acad.
Sci. — 2014. —Vol. 8, no. 2. — P. 15—18.

[103] Reutenauer C. Free Lie Algebras. —Oxford: Clarendon Press, 1993.

[104] Schreier O. Die Untergruppen der freien Gruppen // Abh. Math. Sem. Univ. Ham-
burg. — 1927. —Vol. 5. — P. 161—183.

[105] Selected Works of A. I. Shirshov / Bokut L. A., Latyshev V., Shestakov I., Zel-
manov E., eds. — Basel: Birkhäuser, 2009.
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