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Аннотация

Рассматриваются частично псевдоупорядоченные (K-упорядоченные) кольца. Ис-
следуются свойства множества всех выпуклых направленных идеалов частично псев-
доупорядоченных колец. Показано, что в теории частично псевдоупорядоченных колец
выпуклые направленные идеалы играют ту же роль, что выпуклые направленные под-
группы в теории частично упорядоченных групп. Найдены необходимые и достаточные
условия, при которых выпуклый направленный идеал AO-псевдоупорядоченного коль-
ца является спрямляющим идеалом данного кольца. Доказано, что в AO-псевдоупо-
рядоченном кольце спрямляющие направленные идеалы образуют корневую систему
в решётке всех выпуклых направленных идеалов данного кольца. Изучаются свой-
ства регулярных идеалов частично псевдоупорядоченных колец. Получены некоторые
результаты, касающиеся свойств выпуклых направленных идеалов псевдорешёточно
псевдоупорядоченных колец.

Abstract
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Characteristics of partially pseudo-ordered (K-ordered) rings are considered. Proper-
ties of the set of all convex directed ideals in pseudo-ordered rings are described. It is
shown that convex directed ideals play for the theory of partially pseudo-ordered rings the
same role as convex directed subgroups for the theory of partially ordered groups. Nec-
essary and sufficient conditions for a convex directed ideal of an AO-pseudo-ordered ring
to be a rectifying ideal are obtained. We show that the set of all rectifying directed ideals
of an AO-pseudo-ordered ring form the root system for the lattice of all convex direct-
ed ideals of that ring. Properties of regular ideals for partially pseudo-ordered rings are
investigated. Some results are proved concerning convex directed ideals of pseudo-lattice
pseudo-ordered rings.
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1. Введение

Пусть R = 〈R,+, ·〉—произвольное кольцо (не обязательно ассоциативное).
Принято называть R частично упорядоченным кольцом, если 〈R,+,�〉 яв-

ляется частично упорядоченной группой, удовлетворяющей условию

из a � b и 0 < c следуют неравенства

ac � bc и ca � cb для всех a, b, c ∈ R. (1)

Следует заметить, что произвольный частичный порядок аддитивной груп-
пы кольца не обязан быть частичным кольцевым порядком. (В [1] приведён
соответствующий пример для ассоциативного кольца.)
Пусть аддитивная группа 〈R,+,�〉 кольца R является частично упорядочен-

ной группой.
Кольцо R называется частично псевдоупорядоченным кольцом, если вы-

полняется условие

из 0 � a следует справедливость неравенств

ab � a и ba � a для всех элементов b ∈ R. (2)

Частично упорядоченная группа называется направленной, если любые два
элемента имеют в этой группе верхнюю грань.
Если порядок аддитивной группы псевдоупорядоченного кольца является ли-

нейным (решёткой, направленным), то кольцо называется линейно (решёточно,
направленно) псевдоупорядоченным кольцом.
Понятие частично псевдоупорядоченного (K-упорядоченного) кольца было

определено в работе В. Н. Бибаевой и Е. Е. Ширшовой [1]. Некоторые свой-
ства линейно псевдоупорядоченных (K-упорядоченных) колец рассматривались
в работе Е. Е Ширшовой [16].
Первоначально эти кольца были названы частично K-упорядоченными по

аналогии с названием частично упорядоченных алгебр (см. [5,6]), так как дан-
ное упорядочение колец согласуется с определением частично упорядоченной
алгебры Ли, принадлежащим В. М. Копытову [3,4].
Алгебра Ли L = 〈L,+, {α | α ∈ F}, ·〉 над частично упорядоченным полем F

называется частично упорядоченной алгеброй Ли, если 〈L,+,�〉 является ча-
стично упорядоченной группой, удовлетворяющей одновременно условиям:

из a � b следует αa � αb для всех a, b ∈ L и α > 0 из поля F ;

если a � b, то a + ac � b + bc для всех элементов a, b, c ∈ L. (3)

Сравнив условия (2) и (3), можно сделать вывод, что частично упорядочен-
ная алгебра Ли L является частично псевдоупорядоченным кольцом. Следует
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отметить, что частично псевдоупорядоченное кольцо R не может содержать еди-
ницу. Действительно, если 0 < r и 1 ∈ R, то из условия (2) следует неравенство
r(1 + 1) � r, т. е. r � 0. Часто условию (2) удовлетворяют аддитивные группы
колец без единицы (колец Ли, йордановых колец, например).
Целью данной работы является исследование свойств выпуклых направлен-

ных идеалов в различных классах псевдоупорядоченных колец. Большинство
результатов данной статьи указывает на сходство свойств выпуклых направ-
ленных идеалов частично псевдоупорядоченных колец со свойствами выпуклых
направленных подгрупп частично упорядоченных групп. В статье используются
терминология и обозначения, общепринятые в теории частично упорядоченных
алгебраических систем (см. [2,4,10]).
Напомним, что частично упорядоченная группа G называется интерполя-

ционной группой, если для любых элементов a1, a2, b1, b2 ∈ G из неравенств
a1, a2 � b1, b2 следует существование элемента c ∈ G, для которого верны нера-
венства a1, a2 � c � b1, b2. Класс интерполяционных групп включает классы
решёточно упорядоченных групп, линейно упорядоченных групп и групп Рисса.
Определение 1. Частично псевдоупорядоченное кольцо R = 〈R,+, ·,�〉 на-

зывается интерполяционным псевдоупорядоченным кольцом, если аддитивная
группа R = 〈R,+,�〉 является интерполяционной группой.
Свойства гомоморфизмов интерполяционных псевдоупорядоченных колец ис-

следовались в работе А. В. Михалёва и Е. Е Ширшовой [9].
Подгруппа M частично упорядоченной группы G называется выпуклой, если

для a, b ∈ M и g ∈ G из неравенств a � g � b всегда следует g ∈ M . Идеал I
частично псевдоупорядоченного кольца R = 〈R,+, ·,�〉 называется выпуклым
идеалом, если группа 〈I,+,�〉 является выпуклой подгруппой группы 〈R,+,�〉.
Пусть R—произвольное кольцо, {Is | s ∈ S}— семейство идеалов кольца R.

Объединением ∨

s∈S

Is

идеалов будем считать их сумму
∑

s∈S

Is,

а пересечением ∧

s∈S

Is

идеалов будем считать их теоретико-множественное пересечение
⋂

s∈S

Is.

Эти понятия нам понадобятся в дальнейшем.
Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—частично псевдоупорядоченное кольцо. Будем обо-

значать через R+ множество {x ∈ R | 0 � x} всех положительных элементов
кольца R.
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Элементы a и b из G+ называются ортогональными в частично упорядо-
ченной группе G = 〈G,+,�〉, если L(a, b) ⊆ L(0) [19] (здесь L(x)—множество
нижних граней элемента x).
Элементы a и b из G+ называются почти ортогональными или AO-эле-

ментами (almost orthogonal elements) в частично упорядоченной группе
G = 〈G,+,�〉, если из неравенств x � a, b следуют неравенства nx � a, b
для всех x ∈ G и целых положительных чисел n [20]. Ортогональные элементы
обладают указанным свойством. Но не только они.
Пусть Z—аддитивная группа целых чисел с естественной упорядоченно-

стью, H = Z × Z—прямое произведение групп, где (a, b) ∈ H+ \ {(0, 0)}, если
a > 0 и b > 0. Пусть G =

−−−−→
H × Z—лексикографическое произведение направ-

ленной группы и линейно упорядоченной группы. Тогда элементы x =
(
(1, 1), 0

)

и y =
(
(1, 2), 0

)
почти ортогональны в группе G, но не ортогональны, так как,

например,
(
(−1, 0), 0

)
� x, y, но

(
(−1, 0), 0

) ‖ (
(0, 0), 0

)
.

Для почти ортогональных элементов интерполяционных псевдоупорядочен-
ных колец справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Каждой паре почти ортогональных элементов a и b интерполяци-
онного псевдоупорядоченного кольца R соответствует выпуклый направленный
идеал Ia,b кольца R.

Следствие 14 описывает местоположение идеала Ia,b, соответствующего
некоторой паре почти ортогональных элементов, в решётке идеалов интерпо-
ляционного псевдоупорядоченного кольца.
Важную роль играет следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть R—интерполяционное псевдоупорядоченное кольцо. То-
гда в R существует выпуклый направленный идеал

I =
∨

a,b

Ia,b

для всех пар почти ортогональных элементов a и b кольца R.

Далее нам понадобится следующее определение.

Определение 2. Выпуклый идеал I частично псевдоупорядоченного коль-
ца R называется спрямляющим, если фактор-кольцо R/I является линейно
упорядоченным кольцом.

Некоторые свойства спрямляющих идеалов частично псевдоупорядоченных
колец рассматриваются в третьем разделе работы. В случае интерполяционных
псевдоупорядоченных колец справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—интерполяционное псевдоупорядоченное
кольцо, I — спрямляющий направленный идеал кольца R. Тогда I ⊆ I.

Напомним, что частично упорядоченную группу G = 〈G,+,�〉 называют
AO-группой, если любой элемент g ∈ G представим в виде g = a − b, где
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элементы a и b почти ортогональны в группе G. Класс AO-групп является под-
классом направленных групп и включает в себя класс псевдорешёточно упоря-
доченных групп и, следовательно, классы линейно упорядоченных и решёточно
упорядоченных групп (подробнее см., например, [20]).
Определение 3. Частично псевдоупорядоченное кольцо R = 〈R,+, ·,�〉 на-

зывается AO-псевдоупорядоченным кольцом, если группа 〈R,+,�〉 является
AO-группой.
Вариация понятия первичного радикала кольца в классе AO-псевдоупорядо-

ченных колец исследовалась в работе А. В. Михалёва и Е. Е Ширшовой [7].
В четвёртом разделе работы исследуются спрямляющие идеалы AO-псевдо-

упорядоченных колец. Справедливы следующие утверждения.

Теорема 4. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—AO-псевдоупорядоченное кольцо, I —
выпуклый направленный идеал кольца R. Тогда следующие условия эквива-
лентны:

1) I — спрямляющий направленный идеал кольца R;
2) если a и b почти ортогональны в кольце R, то a ∈ I или b ∈ I.

Теорема 5 [8]. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—AO-псевдоупорядоченное кольцо.
Спрямляющие направленные идеалы образуют корневую систему в решётке всех
выпуклых направленных идеалов кольца R.

Подмножество M решётки L называется корневой системой, если для каж-
дого элемента a ∈ M множество Ua = {x ∈ L | a � x} линейно упорядоченно и
лежит в M .
Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—частично псевдоупорядоченное кольцо.
Определение 4. Выпуклый направленный идеал I частично псевдоупорядо-

ченного кольца R называется регулярным идеалом, если существует элемент
r ∈ R, такой что I является максимальным идеалом из всех выпуклых на-
правленных идеалов, не содержащих r. В этом случае I называется значением
элемента r.
Пример 1. Рассмотрим кольцо R верхнетреугольных матриц над кольцом Z.

Пусть

(a, b, c) =

⎛

⎝
0 a c
0 0 b
0 0 0

⎞

⎠ .

Положим A = (a, b, c) ∈ R+, если или a > 0 и b > 0, или a = b = 0 и c � 0.
Тогда R—AO-псевдоупорядоченное кольцо.
Выпуклый направленный идеал J = {(0, 0, c)} кольца R является значением

элемента r = (1, 1, 0), например.
Выпуклая направленная подгруппа M частично упорядоченной группы G

называется значением элемента g ∈ G (регулярной подгруппой), если M яв-
ляется максимальной среди выпуклых направленный подгрупп группы G, не
содержащих элемент g.
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П. Конрад в работе [18] показал, что в решёточно упорядоченной группе G
множество T всех регулярных подгрупп группы G является множеством про-
стых элементов в решётке L(G) всех выпуклых направленных подгрупп груп-
пы G, образует корневую систему и порождает решётку L(G), т. е. всякий
элемент из L(G) является пересечением дуального идеала из T .
Свойства регулярных идеалов частично псевдоупорядоченных колец рассмат-

риваются в пятом разделе работы. Там будут доказаны следующие теоремы.

Теорема 6. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо. Каждый эле-
мент 0 �= r ∈ R имеет в R хотя бы одно значение. Если r /∈ J , где J —выпуклый
направленный идеал в R, то существует K — значение элемента r, для которого
J ⊆ K.

Теорема 7. Пусть R—решёточно псевдоупорядоченное кольцо, J —выпук-
лый направленный идеал в R. Если J —регулярный идеал кольца R, то J —
спрямляющий идеал.

В более широких классах псевдоупорядоченных колец это не так.
В пятом разделе приводится пример регулярного идеала AO-псевдоупорядо-

ченного кольца Ли, который не является спрямляющим идеалом (см. пример 2).

Теорема 8. Пусть R—AO-псевдоупорядоченное кольцо. Каждый выпуклый
направленный идеал I кольца R является пересечением регулярных идеалов.

Будем обозначать через L(R) множество всех выпуклых направленных иде-
алов частично псевдоупорядоченного кольца R.
Определение 5. Скажем, что идеал I ∈ L(R) неразложим в пересечение,

если из равенства
I =

⋂

s∈S

Js

(Js ∈ L(R) для всех s ∈ S) следует существование индекса n ∈ S, для которого
I = Jn.
Используя определение 5, можно доказать следующую теорему.

Теорема 9. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—AO-псевдоупорядоченное кольцо и
I ∈ L(R). Тогда следующие условия равносильны:
1) I —регулярный идеал;
2) идеал I неразложим в пересечение.

Напомним, что интерполяционная AO-группа называется псевдорешёточно
упорядоченной группой [20].
Определение 6. Частично псевдоупорядоченное кольцо R = 〈R,+, ·,�〉

называется псевдорешёточно псевдоупорядоченным кольцом, если группа
〈R,+,�〉 является псевдорешёточно упорядоченной группой.
Свойства выпуклых направленных идеалов псевдорешёточно псевдоупорядо-

ченных колец исследуются в шестом разделе работы. Основными результатами
этого раздела являются следующие утверждения.
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Теорема 10. В каждом псевдорешёточно псевдоупорядоченном кольце R су-
ществует выпуклый направленный идеал, фактор-кольцо по которому является
решёточно псевдоупорядоченным кольцом.

Теорема 11. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—псевдорешёточно псевдоупорядоченное
кольцо. Идеал I совпадает с пересечением всех спрямляющих направленных
идеалов кольца R.

2. Почти ортогональность в интерполяционных
псевдоупорядоченных кольцах

Напомним некоторые свойства выпуклых направленных идеалов интерполя-
ционных псевдоупорядоченных колец.

Лемма 12. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—интерполяционное псевдоупорядоченное
кольцо, I, J —выпуклые направленные идеалы кольца R. Тогда пересечение
идеалов I ∧ J является выпуклым направленным идеалом кольца R.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [9, лем-
ма 24].

Лемма 13. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо, a ∈ R и 0 < a.
Тогда в кольце R существует выпуклый направленный идеал Ia, для которого

I+
a = {r ∈ R+ | r � na для некоторых целых чисел n > 0}.

Если J —выпуклый идеал кольца R и a ∈ J , то Ia ⊆ J .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [7, лем-
ма 21].

Используя леммы 12 и 13, можно обосновать следующее утверждение.

Следствие 14. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—интерполяционное псевдоупорядо-
ченное кольцо, a �= 0 и b �= 0 почти ортогональны в кольце R. Тогда в R
существует выпуклый направленный идеал Ia,b = Ia ∧ Ib.

Доказательство теоремы 1. Если a �= 0 и b �= 0, то по следствию 14 в коль-
це R существует выпуклый направленный идеал Ia,b.
Если a = 0 или b = 0, то положим Ia,b = {0}.
Напомним некоторые свойства элементов интерполяционных групп.

Лемма 15. Пусть G—интерполяционная группа. Тогда для любых целых
чисел m > 0, n > 0 из справедливости неравенств ai � bj (для всех индексов
i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m элементов ai, bj ∈ G) следует существование
элемента c ∈ G, для которого имеют место соотношения ai � c � bj .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [14,
предложение 1; 15, предложение 1].
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Лемма 16. Пусть G = 〈G,+,�〉—интерполяционная группа, элемент
a ∈ G+ удовлетворяет неравенству a � b1 + b2 + . . . + bn, где bi ∈ G+ для
всех i = 1, 2, . . . , n. Тогда в группе G существуют элементы ci ∈ G+, для кото-
рых a = c1 + c2 + . . . + cn и ci � bi для всех i = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [14,
следствие 2; 15, следствие 2].

Лемма 17. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—интерполяционное псевдоупорядоченное
кольцо, a �= 0 и b �= 0 почти ортогональны в кольце R. Если r ∈ Ia,b, то r � a, b.

Доказательство. Если r < 0, то r < a, b.
Пусть 0 � r. Тогда по следствию 14 и лемме 13 r � na,mb для некоторых

целых чисел n > 0, m > 0.
Из леммы 16 следует, что в группе 〈R,+,�〉 r = u1 + u2 + . . . + un для

некоторых элементов ui ∈ R+, для которых ui � a. Так как ui � r, то ui � mb
для всех i = 1, 2, . . . , n.
Из неравенств ui � a,mb по лемме 15 следует существование элемента c ∈ R

в группе 〈R,+,�〉, удовлетворяющего соотношениям
ui � c � a,mb

для всех i = 1, 2, . . . , n. Из леммы 16 следует, что в группе 〈R,+,�〉 c = v1 +
+ v2 + . . . + vm для некоторых элементов vj ∈ R+, для которых vj � b. Так как
vj � c, то vj � a, b для всех j = 1, 2, . . . ,m.
По лемме 15 существует элемент d ∈ R в группе 〈R,+,�〉, удовлетворяющий

соотношениям
vj � d � a, b.

Значит, c � md.
Так как a и b почти ортогональны, то md � a, b, т. е. c � a, b. Так как

r � nc, то r � a, b. Если r ‖ 0, то 0, r � na,mb для некоторых целых чисел
n > 0, m > 0.
По лемме 15 существует элемент t ∈ R в группе 〈R,+,�〉, удовлетворяющий

соотношениям 0, r � t � na,mb. По доказанному ранее t � a, b, т. е. r � a, b.

Напомним свойство частично упорядоченных групп.

Лемма 18. Если G—частично упорядоченная группа, то следующие условия
равносильны:

1) G является направленной группой ;
2) для элемента e и каждого элемента a ∈ G существует верхняя грань ;
3) любой элемент g ∈ G представим в виде g = ab−1, где a, b ∈ G+.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти, напри-
мер, в [10, ч. I, гл. II, § 1, предложение 1].

Из леммы 18 вытекает следующее утверждение.
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Лемма 19. Направленное псевдоупорядоченное кольцо R порождается мно-
жеством R+.

Доказательство. Из пункта 3) леммы 18 следует, что любой элемент r ∈ R
представим в виде r = a − b, где a, b ∈ R+.

В последнем разделе работы мы используем следующую теорему.

Теорема 20. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—интерполяционное псевдоупорядочен-
ное кольцо, a, b ∈ R+. Тогда следующие условия равносильны:

1) a и b ортогональны в R;
2) a и b почти ортогональны в R, и Ia,b = {0}.

Доказательство. Если a = 0 или b = 0, то утверждение очевидно. Пусть
a �= 0 и b �= 0.
Если выполняется условие 1), то a и b почти ортогональны в R. Пусть

0 � x ∈ Ia,b. По лемме 17 x � a, b, т. е. x ∈ L(a, b) ⊆ L(0). Таким образом,
x � 0, значит, x = 0, поэтому Ia,b

+ = {0}. В силу леммы 19 Ia,b = {0}.
Справедливо условие 2).
Обратно, пусть выполняется условие 2). Рассмотрим x ∈ L(a, b). Тогда спра-

ведливы неравенства 0, x � a, b. По лемме 15 в группе 〈R,+,�〉 существует
элемент c ∈ R, удовлетворяющий соотношениям

0, x � c � a, b.

Из выпуклости идеалов Ia и Ib следует, что c ∈ Ia и c ∈ Ib. Значит, по след-
ствию 14 c ∈ Ia,b, т. е. c = 0. Следовательно, x � 0, т. е. L(a, b) ⊆ L(0). Поэтому
a и b ортогональны в R.

Лемма 21. Если R—интерполяционное псевдоупорядоченное кольцо, то
множество L(R) всех выпуклых направленных идеалов кольца R образует под-
решётку в решётке всех идеалов кольца R. Кроме того, L(R)—полная подре-
шётка сверху.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [9, тео-
рема 2].

Доказательство теоремы 2. По теореме 1 для каждой пары почти ортого-
нальных элементов a и b в кольце R существует выпуклый направленный идеал
Ia,b. Утверждение теоремы является прямым следствием леммы 21.

3. Свойства спрямляющих идеалов
частично псевдоупорядоченных колец

Начнём с известного ранее утверждения.

Лемма 22. Пусть R является частично псевдоупорядоченным кольцом.
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1. Если M —выпуклый идеал кольца R, то фактор-кольцо R/M является
частично псевдоупорядоченным кольцом.

2. Если M —выпуклый направленный идеал кольца R, K —выпуклый на-
правленный идеал кольца R/M , то в кольце R существует выпуклый
направленный идеал I, для которого π(I) = K.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [7, тео-
рема 3].

Лемма 23 [8]. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо, I — спрям-
ляющий идеал кольца R, J , K —выпуклые направленные идеалы кольца R,
I ⊂ J и I ⊂ K. Тогда J ⊆ K или K ⊆ J .

Доказательство. Пусть, от противного, J ‖ K. Тогда найдутся элементы
a ∈ J \ K и b ∈ K \ J . Без потери общности можно считать, что 0 � a, b.
Действительно, пусть x ∈ J \K. Применяя лемму 19 к направленному идеалу J ,
заключаем, что x = u − v для некоторых элементов u, v ∈ J+. Если u /∈ K, то
положим a = u. Если u ∈ K, то v /∈ K (иначе x ∈ K). Положим a = v.
По условию леммы a+ I � b+ I или b+ I � a+ I. В первом случае a � b+ c

для некоторого элемента c ∈ I. Значит, a ∈ K, так как K является выпуклым
идеалом, но это противоречит выбору элемента a. Во втором случае приходим
к противоречию с выбором элемента b.

Лемма 24 [8]. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо, I — спрям-
ляющий направленный идеал кольца R, a и b почти ортогональны в кольце R.
Тогда a ∈ I или b ∈ I.

Доказательство. Если a = 0 или b = 0, то утверждение очевидно. Пусть
a �= 0 и b �= 0.
Рассмотрим смежные классы a+ I и b + I в фактор-кольце R/I. По условию

леммы a + I � b + I или b + I � a + I.
В первом случае a � b + c для некоторого элемента c ∈ I. Так как I —

направленный идеал, то по условию 2) леммы 18 можно считать, что 0 � c.
Тогда a − c � a, b в кольце R. Из почти ортогональности элементов a и b
следует, что 2(a − c) � a, b. Таким образом, 2a − 2c � a, откуда следует, что
a � 2c, где 2c ∈ I. Так как I —выпуклый идеал, то a ∈ I.
Во втором случае, рассуждая аналогично, получим b ∈ I.

Следствие 25. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо, I — спрям-
ляющий направленный идеал кольца R, a и b почти ортогональны в кольце R.
Тогда Ia ⊆ I или Ib ⊆ I.

Доказательство. Если a = 0 или b = 0, то утверждение очевидно. Пусть
a �= 0 и b �= 0.
Из леммы 24 следует, что a ∈ I или b ∈ I. Если a ∈ I, то по лемме 13 из

выпуклости идеала I следует, что Ia
+ ⊂ I. В силу леммы 19 это означает, что

Ia ⊆ I. Во втором случае рассуждения аналогичны.
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Доказательство теоремы 3. По следствию 25 и теореме 1 Ia,b ⊆ I для
любых почти ортогональных элементов a и b в кольце R. Утверждение теоремы
следует из определения идеала I (см. теорему 2).

4. Свойства идеалов
AO-псевдоупорядоченных колец

Лемма 26. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—AO-псевдоупорядоченное кольцо, I —
выпуклый идеал кольца R. Если из почти ортогональности элементов a и b
в кольце R всегда следует a ∈ I или b ∈ I, то I — спрямляющий идеал.

Доказательство. Рассмотрим смежный класс x + I в фактор-кольце R/I.
По условию леммы x = a − b для некоторых почти ортогональных элементов a
и b в кольце R. По условию леммы a ∈ I или b ∈ I. Если a ∈ I, то x + I =
= (a − b) + I = − b + I < I. Если b ∈ I, то x + I = (a − b) + I = a + I > I.

Доказательство теоремы 4. Для доказательства данного утверждения
следует применить леммы 24 и 26.

Доказательство теоремы 5. Рассмотрим множество L(R) всех выпуклых
направленных идеалов кольца R. Обозначим через M множество всех спрямля-
ющих направленных идеалов кольца R. Тогда M ⊂ L(R).
Пусть I ∈ M и UI = {J ∈ L(R) | I ⊆ J}. В силу леммы 23 множество UI

линейно упорядоченно по включению. Если K ∈ UI , то K ∈ L(R), где I ⊆ K.
Если a и b почти ортогональны в кольце R, то по теореме 4 a ∈ I или b ∈ I.

Отсюда следует, что a ∈ K или b ∈ K. Из теоремы 4 следует, что K ∈ M , т. е.
UI ⊂ M .

Напомним известное ранее утверждение.

Лемма 27. Пусть R является AO-псевдоупорядоченным кольцом.

1. Если I —выпуклый направленный идеал кольца R, то фактор-кольцо R/I
является AO-упорядоченным кольцом.

2. Канонический гомоморфизм колец π : R → R/I является AO-гомоморфиз-
мом колец.

3. Если J —выпуклый направленный идеал кольца R, то π(J)—выпуклый
направленный идеал кольца R/I.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [7, тео-
рема 4].

Гомоморфизм f AO-псевдоупорядоченного кольца R в AO-псевдоупорядо-
ченное кольцо S называется AO-гомоморфизмом колец, если из почти ортого-
нальности элементов a и b в кольце R следует почти ортогональность их образов
f(a) и f(b) в кольце S.
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Лемма 28. Пусть G—AO-группа, M —выпуклая направленная нормальная
подгруппа группы G, H —выпуклая направленная подгруппа группы G. Если
имеет место неравенство M � K в фактор-группе G/M для класса K ∈ π(H),
то существует элемент a ∈ H+, для которого K = a + M .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [7, лем-
ма 14].

Следствие 29. Пусть R—AO-псевдоупорядоченное кольцо, I, J —выпук-
лые направленные идеалы кольца R. Если имеет место неравенство I � K
в фактор-кольце R/I для класса K ∈ π(J), то существует элемент a ∈ J+, для
которого K = a + I.

Доказательство. В AO-группе G = 〈R,+,�〉 рассмотрим выпуклые направ-
ленные подгруппы M = 〈I,+,�〉 и H = 〈J,+,�〉. По условию следствия смеж-
ный класс K в фактор-группе G/M удовлетворяет условию M � K. Остаётся
применить лемму 28.

5. Регулярные идеалы
частично псевдоупорядоченных колец

Начнём с доказательства существования регулярных идеалов.

Доказательство теоремы 6. Рассмотрим множество M = {Js | s ∈ S} всех
выпуклых направленных идеалов кольца R, для которых r /∈ Js для всех s ∈ S.
Так как {0} ∈ M , то M �= ∅. Множество M можно упорядочить по включению.
Если множество T = {Jq | q ∈ Q}—некоторая цепь в M , то легко проверить,

что множество
J =

⋃

q∈Q

Jq

является выпуклым направленным идеалом кольца R. Если r ∈ J , то существует
индекс q ∈ Q, для которого r ∈ Jq, чего быть не может. Следовательно, r /∈ J .
Значит, J является точной верхней гранью в T . Следовательно, по лемме Цорна
в M существуют максимальные элементы, каждый элемент из M содержится
в некотором максимальном элементе.

Лемма 30. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо. Любая выпук-
лая направленная подгруппа аддитивной группы кольца R является идеалом
кольца R.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [1, тео-
рема 5].

Лемма 31. Пусть R—частично псевдоупорядоченное кольцо, 0 �= r ∈ R, J —
выпуклый направленный идеал в R. Тогда следующие условия равносильны:

1) идеал J — значение элемента r в кольце R;
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2) подгруппа H = 〈J,+,�〉— значение элемента r в частично упорядоченной
группе 〈R,+,�〉.

Доказательство. Если выполняется условие 1), то r /∈ H. Тогда по [11,
теорема 1.1] в группе 〈R,+,�〉 существует регулярная подгруппа Q, значение
элемента r, для которой H ⊆ Q. Пусть H ⊂ Q. Так как по лемме 30 Q является
идеалом кольца R, то из условия 1) следует, что r ∈ Q, что противоречит выбору
подгруппы Q. Значит, подгруппа H является значением элемента r.
Если выполняется условие 2), то r /∈ J . По теореме 6 существует регулярный

идеал K, являющийся значением элемента r в кольце R, для которого J ⊆ K.
Пусть J ⊂ K. В этом случае H ⊂ 〈K,+,�〉. По условию 2) r ∈ 〈K,+,�〉, т. е.
r ∈ K, что противоречит выбору идеала K. Значит, идеал J является значением
элемента r.

Доказательство теоремы 7. По лемме 31 подгруппа 〈J,+,�〉 является ре-
гулярной подгруппой решёточно упорядоченной группы 〈R,+,�〉. По [4, гл. III,
§ 3, теорема 3] каждая регулярная подгруппа решёточно упорядоченной группы
является спрямляющей подгруппой.

Рассмотрим пример регулярного идеала в AO-псевдоупорядоченном кольце.
Пример 2. Пусть R—аддитивная группа действительных чисел с естествен-

ной упорядоченностью, H = R × R—прямое произведение линейно упорядочен-
ных групп. Тогда H —решёточно упорядоченная группа (см. [10, часть I, гл. II,
§ 6]).
Рассмотрим лексикографическое произведение D =

−−−−→
H × H решёточно упо-

рядоченных групп. В этом случае D не является решёточно упорядоченной
группой (см. [10, часть I, гл. II, § 7]).
С другой стороны, D—псевдорешёточно упорядоченная группа (см. [12]),

поэтому D—AO-группа (см. [20, лемма (B)]). В этом случае элемент g =
=

(
(a, b), (c, d)

)
считается положительным, если выполняется одно из следую-

щих условий: 0 < a и 0 � b; или 0 � a и 0 < b; или a = b = 0, а 0 � c и
0 � d.
Определим на группе D операцию умножения ◦: если g1 =

(
(a, b), (c, d)

)

и g2 =
(
(u, v), (s, t)

)
, то положим g1 ◦ g2 =

(
(0, 0), (0, av − ub)

)
. Тогда R =

= 〈D,+, ◦〉—кольцо Ли.
Если 0 < g1, то g1 ◦ g2 � g1 и g2 ◦ g1 � g1 для всех g2 ∈ A. Поэтому R—

AO-псевдоупорядоченное кольцо Ли, не являющееся решёточно псевдоупорядо-
ченным кольцом.
Выпуклый направленный идеал C =

{(
(0, 0), (c, 0)

)}
является регулярным,

но не является спрямляющим. Действительно, пусть u =
(
(1, 0), (0, 0)

)
и v =

=
(
(0, 1), (0, 0)

)
. Тогда u + C ‖ v + C.

Для доказательства теоремы 8 нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 32. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—AO-псевдоупорядоченное кольцо,
{Is | s ∈ S}— семейство выпуклых направленных идеалов кольца R. Если
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I =
∧

s∈S

Is,

то I —выпуклый направленный идеал кольца R.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [9, тео-
рема 22].

Доказательство теоремы 8. Из теоремы 6 для элемента r ∈ R \ I следу-
ет существование значения Jr, для которого I ⊆ Jr. Рассмотрим множество
{Jr | r ∈ R \ I} всех регулярных идеалов, для которых I ⊆ Jr. По лемме 32
существует выпуклый направленный идеал

K =
∧

r∈R\I

Jr.

Очевидно, I ⊆ K.
Допустим, что существует элемент x ∈ K \ I. Тогда x ∈ R \ I, и найдётся

регулярный идеал Jx, значение элемента x, для которого I ⊆ Jx. Так как
x /∈ Jx, то x /∈ K, что противоречит выбору элемента x. Значит, I = K.

Доказательство теоремы 9. Пусть I —регулярный идеал и

I =
⋂

s∈S

Js,

где Js ∈ L(R) для всех s ∈ S. Существует элемент r ∈ R, для которого идеал I
является значением в кольце R. Если I ⊂ Js для всех s ∈ S, то r ∈ Js для
всех s ∈ S. Значит, r ∈ I, что противоречит выбору элемента r. Таким обра-
зом, существует индекс n ∈ S, для которого I = Jn. Следовательно, идеал I
неразложим в пересечение.
Пусть далее I удовлетворяет условию 2). По теореме 8

I =
∧

s∈S

Js =
⋂

s∈S

Js,

где идеалы Js являются регулярными для всех s ∈ S. По условию 2) существует
индекс n ∈ S, для которого I = Jn. Значит, I —регулярный идеал.

6. Псевдорешёточно псевдоупорядоченные кольца

Лемма 33. Пусть R—решёточно псевдоупорядоченное кольцо, a, b ∈ R+.
Тогда следующие условия равносильны:
1) a и b ортогональны в кольце R;
2) a и b почти ортогональны в кольце R.

Доказательство. Очевидно, что условие 1) влечёт условие 2).
Пусть a и b почти ортогональны в кольце R и c = a ∧ b. Тогда 0 � c. Из

верных неравенств c � a, b по условию 2) следует справедливость неравенств



Выпуклые идеалы частично псевдоупорядоченных колец 195

2c � a, b. По определению пересечения 2c � c, т. е. c � 0. Следовательно,
a ∧ b = 0. Условие 2) влечёт условие 1).

Лемма 34. Пусть R—интерполяционное псевдоупорядоченное кольцо, I —
выпуклый направленный идеал кольца R. Тогда фактор-кольцо R/I является
интерполяционным псевдоупорядоченным кольцом.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [9,
следствие 10].

Теорема 35. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—псевдорешёточно псевдоупорядоченное
кольцо, J —выпуклый направленный идеал кольца R, элементы a �= 0 и b �= 0
почти ортогональны в кольце R. Тогда Ia+J, b+J = π(Ia,b) в фактор-кольце R/J .

Доказательство. Так как по определению 6 R является интерполяционным
псевдоупорядоченным кольцом, то по лемме 34 фактор-кольцо R/I является
интерполяционным псевдоупорядоченным кольцом. Так как по определению 6
R является AO-псевдоупорядоченным кольцом, то из леммы 27 следует, что
смежные классы a + J и b + J почти ортогональны в кольце R/J . По теореме 1
в кольце R/J существует выпуклый направленный идеал Ia+J, b+J . По лемме 22
найдётся выпуклый направленный идеал K кольца R, для которого Ia+J, b+J =
= π(K), где

K = {r ∈ R | r + J ∈ Ia+J, b+J}.
По лемме 27 существует выпуклый направленный идеал π(Ia,b) в кольце

R/J , где

π(Ia,b) = {X ∈ R/J | X = x + J для некоторого элемента x ∈ Ia,b}.
Рассмотрим смежный класс X ∈ π(Ia,b), для которого J � X в кольце R/J . По
следствию 29 найдётся элемент x ∈ Ia,b

+, для которого X = x + J . Так как по
лемме 17 x � a, b, то x + J � a + J, b + J в кольце R/J . Так как Ia+J,b+J —
выпуклый идеал, то x + J ∈ Ia+J, b+J . Значит, π(Ia,b)

+ ⊂ Ia+J, b+J . По лемме 19
π(Ia,b) ⊆ Ia+J, b+J .
Рассмотрим смежный класс Y ∈ Ia+J, b+J , где J � Y . По лемме 17 Y �

� a + J, b + J . Для элемента y ∈ Y найдутся элементы u, v ∈ J , для которых
y + u � a и y + v � b. Так как J —направленный идеал, то найдётся w ∈ J ,
для которого w � u, v. Тогда y + w � a, b. Так как R является интерполя-
ционным псевдоупорядоченным кольцом, то существует элемент c ∈ R, для
которого y + w, 0 � c � a, b. Так как Ia,b—выпуклый идеал, то c ∈ Ia,b. Зна-
чит, c + J ∈ π(Ia,b). Так как π(Ia,b)—выпуклый идеал и J � y + J � c + J ,
то Y = y + J ∈ π(Ia,b). Таким образом, Ia+J, b+J

+ ⊂ π(Ia,b). По лемме 19
Ia+J, b+J ⊆ π(Ia,b). Следовательно, Ia+J, b+J = π(Ia,b).

Лемма 36. Пусть R = 〈R,+, ·,�〉—псевдорешёточно псевдоупорядоченное
кольцо. Если каждый элемент r кольца R представим в виде r = a− b, где эле-
менты a и b ортогональны в кольце R, то R—решёточно псевдоупорядоченное
кольцо.
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Доказательство. Рассмотрим группу G = 〈R,+,�〉 и g ∈ G. По условию
леммы g = a− b, где элементы a и b ортогональны в кольце R. Так как 0, g � a,
то по условию 2) леммы 18 G—направленная группа.
Пусть далее x, y ∈ G+. По условию леммы x − y = a − b, где элементы a

и b ортогональны в кольце R. Для элемента c = x − a = y − b справедливы
неравенства c � x, y. Из неравенств u � x, y для элемента u ∈ G следуют
неравенства

u − c = (u − x) + a = (u − y) + b � a, b.

Значит, u − c ∈ L(a, b) ⊆ L(0), т. е. u � c. Таким образом, c— точная нижняя
грань элементов x и y. Кроме того, −c = a− x = b− y � a, b, значит, −c ∈ L(0),
т. е. c ∈ G+.
Рассмотрим элемент v = a + b + c ∈ G+. Справедливы неравенства

v = x + b = y + a � x, y. Пусть x, y � t. Тогда

v − t = (x − t) + b = (y − t) + a � a, b.

Значит, v − t ∈ L(0), т. е. v � t. Таким образом, v— точная верхняя грань
элементов x и y в G+. Следовательно, множество G+—решётка.
По [4, гл. 2, § 1, предложение 1] группа G—решёточно упорядоченная груп-

па. Следовательно, R—решёточно псевдоупорядоченное кольцо.

Лемма 37. Пусть R—псевдорешёточно псевдоупорядоченное кольцо, эле-
менты a �= 0 и b �= 0 почти ортогональны в кольце R, x = a + c и y = b + c
для элемента c ∈ R. Если элементы x и y почти ортогональны в кольце R, то
c ∈ Ia,b.

Доказательство. По условию леммы x−y = (a+c)−(b+c) = a−b. Справед-
ливы неравенства c = x − a = y − b � x, y. По условию леммы 2c = 2x − 2a � x
и 2y− 2b � y. Отсюда следует, что x � 2a и y � 2b По лемме 13 заключаем, что
x ∈ Ia и y ∈ Ib Поэтому c ∈ Ia и c ∈ Ib. По следствию 14 c ∈ Ia,b.

Лемма 38. Пусть R—псевдорешёточно псевдоупорядоченное кольцо, J —
выпуклый направленный идеал кольца R. Тогда следующие условия равносиль-
ны:

1) R/J —решёточно псевдоупорядоченное кольцо ;
2) если элементы a и b почти ортогональны в кольце R, то Ia,b ⊆ J .

Доказательство. Пусть имеет место условие 1) и элементы a и b почти ор-
тогональны в кольце R. Если a = 0 или b = 0, то утверждение очевидно. Пусть
a �= 0 и b �= 0. Так как по определению 6 R является AO-псевдоупорядоченным
кольцом, то из леммы 27 следует, что смежные классы a + J и b + J почти
ортогональны в кольце R/J . Из леммы 33 по условию 1) следует, что смежные
классы a + J и b + J ортогональны в кольце R/J . Так как по определению 6 R
является интерполяционным псевдоупорядоченным кольцом, то отсюда по тео-
реме 20 заключаем, что Ia+J, b+J = {J}. По теореме 35 Ia+J, b+J = π(Ia,b).
Поэтому π(Ia,b) = {J}. Таким образом, если r ∈ Ia,b, то r ∈ J .
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Пусть имеет место условие 2). Так как по определению 6 R является ин-
терполяционным псевдоупорядоченным кольцом, то по лемме 34 фактор-кольцо
R/J является интерполяционным псевдоупорядоченным кольцом. Так как по
определению 6 R является AO-псевдоупорядоченным кольцом, то по лемме 27
фактор-кольцо R/J является AO-псевдоупорядоченным кольцом. Значит, R/J —
псевдорешёточно псевдоупорядоченное кольцо.
Пусть смежные классы X и Y почти ортогональны в кольце R/J . Так как

J � X,Y , то существуют элементы x, y ∈ R+, для которых X = x + J и Y =
= y +J . Тогда x−y = a− b, где элементы a и b почти ортогональны в кольце R.
Пусть c = x−a = y− b, тогда x = a+ c и y = b+ c. Значит, X = (a+J)+(c+J)
и Y = (b + J) + (c + J). Из леммы 27 следует, что смежные классы a + J и
b + J почти ортогональны в кольце R/J . В силу леммы 37 c + J ∈ Ia+J, b+J . По
теореме 35 Ia+J, b+J = π(Ia,b). По условию леммы c+J = J . Значит, X = a+J и
Y = b+J . Поэтому IX,Y = π(Ia,b) = {J} в кольце R/J . Из теоремы 20 следует,
что классы X и Y ортогональны в кольце R/J . В силу леммы 36 кольцо R/J
является решёточно псевдоупорядоченным кольцом.

Следствие 39. Пусть R—псевдорешёточно псевдоупорядоченное кольцо,
J —выпуклый направленный идеал кольца R. Тогда следующие условия рав-
носильны:
1) R/J —решёточно псевдоупорядоченное кольцо ;
2) идеал I ⊆ J .

Доказательство. Справедливость утверждения следует из леммы 38 и опре-
деления идеала I (см. теорему 2).
Лемма 40. Пусть R—псевдорешёточно псевдоупорядоченное кольцо. Тогда

следующие условия равносильны:
1) R—решёточно псевдоупорядоченное кольцо ;
2) I = {0}.
Доказательство. Пусть R—решёточно псевдоупорядоченное кольцо, где

элементы a и b почти ортогональны в кольце R. По лемме 33 элементы a и
b ортогональны в кольце R. Так как по определению 6 R является интерполя-
ционным псевдоупорядоченным кольцом, то в силу теоремы 20 Ia,b = {0}. Из
теоремы 2 следует верность условия 2).
Пусть выполняется условие 2). Так как по определению 6 R является

AO-псевдоупорядоченным кольцом, то каждый элемент r кольца R предста-
вим в виде r = a − b, где элементы a и b почти ортогональны. По теореме 20
элементы a и b ортогональны. Остаётся применить лемму 36.

Доказательство теоремы 10. Если R—решёточно псевдоупорядоченное
кольцо, то утверждение очевидно.
Пусть R не является решёточно псевдоупорядоченным кольцом. Тогда по

лемме 40 выпуклый направленный идеал I �= {0}. По следствию 39 фак-
тор-кольцо R/I является решёточно псевдоупорядоченным кольцом.
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Пример 3. Рассмотрим псевдорешёточное псевдоупорядоченное кольцо R из
примера 2. Перечислим его нетривиальные выпуклые направленные идеалы:

C =
{(

(0, 0), (c, 0)
)}

, D =
{(

(0, 0), (0, d)
)}

, J =
{(

(0, 0), (c, d)
)}

,

A =
{(

(a, 0), (c, d)
)}

, B =
{(

(0, b), (c, d)
)}

.

В этом случае I = J .

Лемма 41. Пусть R—псевдорешёточно псевдоупорядоченное кольцо, I —
выпуклый направленный идеал кольца R. Если K — спрямляющий направлен-
ный идеал кольца R/I, то существует спрямляющий направленный идеал J
в кольце R, для которого π(J) = K.

Доказательство. Так как по условию леммы R—AO-псевдоупорядоченное
кольцо, то в силу леммы 27 фактор-кольцо R/I является AO-псевдоупорядо-
ченным кольцом. По лемме 22 существует выпуклый направленный идеал J
кольца R, для которого π(J) = K.
Пусть a и b почти ортогональны в кольце R. По лемме 27 смежные классы

a + I и b + I почти ортогональны в кольце R/I. Так как K — спрямляющий
направленный идеал, то по теореме 4 a+I ∈ K или b+I ∈ K. Значит, a ∈ J или
b ∈ J . В силу теоремы 4 J — спрямляющий направленный идеал кольца R.

Доказательство теоремы 11. Рассмотрим множество {Hs | s ∈ S} всех
спрямляющих направленных идеалов в кольце R. Так как по условию леммы
R—AO-псевдоупорядоченное кольцо, то по лемме 33 существует выпуклый
направленный идеал

K =
∧

s∈S

Hs.

Если элементы a и b почти ортогональны в кольце R, то по теореме 4 a ∈ Hs

или b ∈ Hs для всех s ∈ S. По следствию 14 Ia,b ⊆ Hs для всех s ∈ S. В силу
теоремы 2 I ⊆ Hs для всех s ∈ S. Поэтому I ⊆ K.
Допустим, что I �= K. Существует элемент r ∈ K \ I. По теореме 2 иде-

ал I является выпуклым и направленным в кольце R. Так как по определе-
нию 6 R является интерполяционным псевдоупорядоченным кольцом, то по
лемме 34 фактор-кольцо R/I является интерполяционным псевдоупорядочен-
ным кольцом. Так как по определению 6 R является AO-псевдоупорядоченным
кольцом, то по лемме 27 фактор-кольцо R/I является AO-псевдоупорядоченным
кольцом. Значит, R/I —псевдорешёточно псевдоупорядоченное кольцо.
Смежный класс r + I не равен I в кольце R/I. По теореме 6 в кольце

R/I существует регулярный идеал Q, являющийся значением класса r + I. По
следствию 39 кольцо R/I является решёточно псевдоупорядоченным кольцом.
По теореме 7 идеал Q— спрямляющий направленный идеал кольца R/I. По
лемме 41 существует спрямляющий направленный идеал J в кольце R, для
которого π(J) = Q. Поэтому K ⊆ J .
Если r ∈ J , то r + I ∈ Q, что противоречит выбору идеала Q. Если r /∈ J ,

то r /∈ K, что противоречит выбору элемента r. Следовательно, I = K.
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