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Аннотация

В данной работе мы доказываем, что каждый автоморфизм (элементарной) группы
Шевалле типа G2 над коммутативным кольцом R с обратимой 3, порождённым обра-
тимыми элементами и идеалом 2R, стандартен, т. е. является композицией кольцевого
и внутреннего автоморфизмов.

Abstract

E. I. Bunina, M. A. Vladykina, Automorphisms of a Chevalley group of type G2

over a commutative ring R with 1/3 generated by the invertible elements and 2R, Fun-
damentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 24 (2023), no. 4, pp. 31—45.

In this paper, we prove that every automorphism of a Chevalley group with the root
system G2 over a commutative ring R with 1/3 generated by the invertible elements
and the ideal 2R is a composition of ring and inner automorphisms.

Введение

Изучение автоморфизмов классических линейных групп началось с работ
О. Шрайера и Б. Л. ван дер Вардена [35] в 1928 году. Ими были описаны все
автоморфизмы PSLn (n � 3) над произвольным полем.

Ж. Дьёдонне [24] (1951) и Ч. Риккарт [34] (1950) ввели метод инволюций,
при помощи которого описали автоморфизмы группы GLn (n � 3) над телом.

Первый шаг в построение автоморфизмов над кольцами, а именно для груп-
пы GLn (n � 3) над кольцом целых чисел, сделали Хуа Логен и И. Райнер [26]
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(1951), позже появились несколько работ по коммутативным областям глав-
ных идеалов. Методы в упомянутых выше работах были основаны на изучении
инволюций в соответствующих линейных группах.

О. Т. О’Мира [30] в 1976 году изобрел совершенно иной (геометрический)
метод. С помощью него он описал автоморфизмы группы GLn (n � 3) над
областями целостности.

В 1982 году В. М. Петечук [32] описал автоморфизмы групп GLn, SLn

(n � 4) над произвольными коммутативными кольцами. При n = 3 автомор-
физмы линейных групп не всегда стандартны. Они стандартны, если в кольце
обратима двойка, либо кольцо является областью целостности, либо это полу-
простое кольцо.

Изоморфизмы групп GLn(R) and GLm(S) над произвольными ассоциатив-
ными кольцами с 1/2 для n,m � 3 были описаны в 1981 И. З. Голубчи-
ком и А. В. Михалёвым [25] и независимо Е. И. Зельмановым [8]. В 1997
И. З. Голубчик [7] описал изоморфизмы групп для n,m � 4, для произвольных
ассоциативных колец с 1.

В 1950-х годах К. Шевалле [22], Р. Стейнберг [37] и др. ввели понятие групп
Шевалле над коммутативными кольцами, которое включает в себя классические
линейные группы (специальную линейную SL, специальную ортогональную SO,
симплектическую Sp, спинорную Spin, а также их проективные аналоги) над
коммутативными кольцами. Естественно, изоморфизмы и автоморфизмы групп
Шевалле также активно изучались.

Описание изоморфизмов групп Шевалле над полями было получено
Р. Стейнбергом для конечного случая [36] и Дж. Э. Хамфрисом для бесконечно-
го [27]. Много работ посвящено описанию автоморфизмов групп Шевалле над
коммутативными кольцами, среди которых следует упомянуть работы А. Бо-
реля и Ж. Титса [13], Р. Картера и Ю Чэня [20], Ю Чэня [21], Э. Абе [10],
А. Клячко [29].

В статье Е. И. Буниной [4] было показано, что автоморфизмы элементарной
присоединённой группы Шевалле с системой корней одного из типов Al, Dl,
El, l � 2, над локальными кольцами с обратимой 2 — это композиция кольце-
вого автоморфизма и автоморфизма-сопряжения матрицей нормализатора этой
группы в GL(V ). В [3] на основании результатов статьи [4] было показано,
что автоморфизм элементарной присоединённой группы Шевалле стандартен,
т. е. представим в виде кольцевого, внутреннего и центрального автоморфиз-
мов. В [3] также было дано описание нормализатора групп Шевалле в их
присоединённом представлении, которое имеет место и для локальных колец
без 1/2.

В [1, 2, 15] теми же методами получено, что автоморфизмы групп Шевал-
ле с системами корней F4, G2, Bl, l � 2, над локальными кольцами с 1/2
(в случае G2 — также с 1/3) стандартны. В [9] описаны автоморфизмы групп
Шевалле типов Al, Dl, El, l � 3, над локальными кольцами без 1/2.

В [16] с помощью всех предыдущих результатов и метода локализации бы-
ли описаны автоморфизмы присоединённых групп Шевалле рангов не ниже 2
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над произвольными коммутативными кольцами с 1, а также с 1/2 для систем
корней A2, F4, Bl, Cl, с 1/2 и 1/3 —для систем корней G2. В недавней ста-
тье [17] этот результат был распространён на все группы Шевалле (не только
присоединённые), с теми же ограничениями на кольца.

В статьях Е. И. Буниной и П. А. Верёвкина [5, 6] было показано, что ав-
томорфизмы групп Шевалле типа G2 над локальными кольцами с необратимой
двойкой стандартны.

В случае полей характеристики 2 и системы корней F4 существует нестан-
дартный автоморфизм соответствующей группы Шевалле (см. [37]). В случае
полей характеристики 2 и систем корней Bl и Cl существует нестандартный
изоморфизм между соответствующими группами Шевалле (также см. [37]).
В случае локальных колец с необратимой двойкой и системы корней A2 так-
же существует нестандартный автоморфизм соответствующей группы Шевал-
ле (см. [31, 33]). Для систем корней G2 необратимая тройка также мешает
стандартности автоморфизмов, так как для полей характеристики 3 существует
нестандартный автоморфизм соответствующих групп Шевалле (см. [37]), од-
нако, как мы видим из [6], необратимость двойки не мешает стандартности
автоморфизмов ни для полей, ни для локальных колец.

Таким образом, естественным желанием является распространение резуль-
тата о стандартности автоморфизмов групп Шевалле типа G2 на произволь-
ные коммутативные кольца с 1/3. На данный момент это удалось сделать для
коммутативных колец с 1/3, порождённых своими обратимыми элементами и
идеалом 2R.

1. Определения и формулировка основной теоремы

Мы фиксируем систему корней Φ, имеющую тип G2 (Φ = G2) c системой
простых корней Δ(G2) = {α1 = e1 − e2, α2 = −2e1 + e2 + e3}, системой положи-
тельных корней G+

2 = {α1, α2, α1 + α2 = e1, 2α1 + α2, 3α1 + α2, 3α1 + 2α2}.
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Подробную информацию о системах корней и их свойствах можно найти
в [14,28].

Введём элементарные группы Шевалле (см., например, [37]).
Пусть L—полупростая алгебра Ли (над C) с системой корней G2,

π : L → gl(V ) — её конечномерное точное представление (размерности n). Ес-
ли H—картановская подалгебра алгебры L, то функционал λ ∈ H∗ называется
весом данного представления, если существует ненулевой вектор v ∈ V (кото-
рый называется весовым вектором), такой что для любых h ∈ H π(h)v = λ(h)v.

В пространстве V существует базис из весовых векторов, такой что все опе-
раторы π(xα)k/k! для k ∈ N записываются целочисленными (нильпотентными)
матрицами. Этот базис называется базисом Шевалле. Целочисленная матрица
также может рассматриваться как матрица над произвольным коммутативным
кольцом с единицей. Пусть R— такое кольцо. Рассмотрим матрицы размера
n× n над R, матрицы π(xα)k/k! при α ∈ G2, k ∈ N вложим в Mn(R).

Теперь рассмотрим автоморфизмы свободного модуля Rn вида

xα(t) := exp(txα) = 1 + tπ(xα) + . . .+ tkπ(xα)k/k! + . . . .

Так как все матрицы π(xα) нильпотентны, этот ряд конечен. Автоморфиз-
мы xα(t) называются элементарными корневыми элементами. Подгруппа в
Aut(Rn), порождённая всеми автоморфизмами xα(t), α ∈ G2, t ∈ R, называется
элементарной группой Шевалле (обозначение Eπ(G2, R)).

Действие элементов xα(t) на базисе Шевалле описано в [19,40].
Все веса данного представления (по сложению) порождают решётку (свобод-

ную абелеву группу, в которой любой Z-базис также является C-базисом в H∗)
Λπ, называемую решёткой весов.

Элементарные группы Шевалле определяются даже не представлением соот-
ветствующей алгебры Ли, а просто её решёткой весов. Именно, с точностью
до абстрактного изоморфизма элементарная группа Шевалле полностью опре-
деляется системой корней, коммутативным кольцом R с единицей и решёткой
весов Λπ.

Среди всех решёток выделим решётку, соответствующую присоединённо-
му представлению: она порождается всеми корнями (решётка корней Λad).
Соответствующая элементарная группа Шевалле называется присоединённой.

Заметим, что для системы корней типа G2 существует лишь одна решётка
весов, которая одновременно является односвязной и присоединённой, поэтому
для каждого кольца R существует лишь одна группа Шевалле типа G2: G(R) =
= Gad(G2, R).

В элементарной группе Шевалле можно рассмотреть следующие важные эле-
менты:

— wα(t) = xα(t)x−α(−t−1)xα(t), t ∈ R�;
— hα(t) = wα(t)wα(1)−1.

Каждая элементарная группа Шевалле удовлетворяет следующим соотноше-
ниям.
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(R1) Для всех α ∈ G2, t, u ∈ R справедливо xα(t)xα(u) = xα(t+ u).
(R2) Если {α, β}—простые корни системы G2, α—длинный, β—короткий,

t, u ∈ R, то

[xα(t), xβ(u)] = xα+β(tu)xα+3β(−tu3)xα+2β(−tu2)x2α+3β(t2u3),

[xα+β(t), xβ(u)] = xα+2β(2tu)xα+3β(−3tu2)x2α+3β(3t2u3),
[xα(t), xα+3β(u)] = x2α+3β(tu),
[xα+2β(t), xβ(u)] = xα+3β(−3tu),
[xα+β(t), xα+2β(u)] = x2α+3β(3tu).

(R3) Для каждого α ∈ G2 справедливо wα := wα(1).
(R4) Для всех α, β ∈ G2, t ∈ R� справедливо wαhβ(t)w−1

α = hwα(β)(t).
(R5) Для всех α, β ∈ G2, t ∈ R справедливо wαxβ(t)w−1

α = xwα(β)(ct), где
c = c(α, β) = ± 1.

(R6) Для всех α, β ∈ G2, t ∈ R�, u ∈ R справедливо hα(t)xβ(u)hα(t)−1 =
= xβ(t〈β,α〉u).

Введём теперь группы Шевалле (подробнее см. [12,19,22,23,37,39,40].
Рассмотрим полупростые алгебраические группы над алгебраически замкну-

тыми полями. Это в точности элементарные группы Шевалле Eπ(Φ,K). Все
эти группы можно определить в группе SLn(K) как множество общих нулей
полиномов от матричных коэффициентов aij с целочисленными коэффициен-
тами. Ясно, что умножение и взятие обратного элемента также описываются
полиномами с целыми коэффициентами. Таким образом, эти полиномы мож-
но рассматривать как полиномы над произвольным коммутативным кольцом
с единицей. Пусть некоторая элементарная группа Шевалле E над C опреде-
лена в SLn(C) полиномами p1(aij), . . . , pm(aij). Для коммутативного кольца R
с единицей рассмотрим группу

G(R) = {(aij) ∈ SLn(R) | p̃1(aij) = 0, . . . , p̃m(aij) = 0},
где p̃1(. . .), . . . , p̃m(. . .) — полиномы, имеющие те же коэффициенты, что и
p1(. . .), . . . , pm(. . .), но рассматриваемые над R. Эта группа называется груп-
пой Шевалле Gπ(Φ, R) типа G2 над кольцом R, и для любого алгебраически
замкнутого поля K она совпадает с элементарной группой Шевалле

Определим два типа автоморфизмов группы Шевалле Gad(G2, R); мы назо-
вём их стандартными.

Кольцевые автоморфизмы. Пусть ρ : R → R—автоморфизм кольца R.
Отображение x = (xij) �→

(
ρ(xij)

)
из Gad(G2, R) на себя является автоморфиз-

мом группы Gad(G2, R), который обозначается той же буквой ρ и называется
кольцевым автоморфизмом группы Gad(G2, R). Заметим, что для всех α ∈ G2

и t ∈ R элемент xα(t) отображается в xα

(
ρ(t)

)
.

Внутренние автоморфизмы. Пусть S—некоторое кольцо, содержащее R,
g— элемент группы Gad(G2, S), нормализующий подгруппу Gad(G2, R). Тогда
отображение x �→ gxg−1 является автоморфизмом группы Gad(G2, R), который
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обозначается ig и называется внутренним автоморфизмом, индуцированным
элементом g ∈ Gad(G2, S). Если g ∈ Gad(G2, R), то назовём ig строго внут-
ренним автоморфизмом.

Эти два автоморфизма называются стандартными. К стандартным также
относятся центральный и диаграммный автоморфизмы, однако в рассматривае-
мом случае нетривиальных центральных или диаграммных автоморфизмов нет,
поэтому будем говорить, что автоморфизм группы G(R) стандартен, если он
является композицией введённых двух типов автоморфизмов.

Наша главная цель— доказательство следующей основной теоремы.

Теорема 1. Пусть G = Gad(G2, R) или G = Ead(G2, R)— группа Шевал-
ле типа G2 или её элементарная подгруппа, R—коммутативное кольцо с 1/3,
порождённое своими обратимыми элементами и идеалом 2R. Тогда любой авто-
морфизм группы G стандартен, т. е. является композицией кольцевого и строго
внутреннего автоморфизмов.

2. Предварительные сведения для доказательства

2.1. Локализация колец и модулей;
вложение кольца в произведение его локализаций

Определение 1. Пусть R—коммутативное кольцо. Подмножество S ⊂ R
называется мультипликативно замкнутым подмножеством в R, если 1 ∈ S и
S замкнуто относительно умножения.

Введём отношение эквивалентности ∼ на множестве пар R × S следующим
образом:

a

s
∼ b

t
⇐⇒ найдётся u ∈ S, такой что (at− bs)u = 0.

Через a
s мы будем означать весь класс эквивалентности для пары (a, s), а через

S−1R—множество всех классов эквивалентности. Введём на S−1R структуру
кольца, положив

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
,

a

s
· b
t

=
ab

st
.

Определение 2. Кольцо S−1R называется кольцом частных для R по от-
ношению к S.

Пусть p —простой идеал в R. Тогда множество S = R \ p мультипликативно
замкнуто (это равносильно определению простого идеала). Будем обозначать
кольцо частных S−1R в этом случае через Rp. Элементы a

s , a ∈ p, образуют
идеал M в Rp. Если b

t /∈ M, то b ∈ S, поэтому b
t обратим в Rp. Значит, идеал M

состоит из всех необратимых элементов кольца Rp, т. е. M—наибольший идеал
этого кольца, а Rp —локальное кольцо.

Процесс перехода от кольца R к кольцу Rp называется локализацией по p.
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Конструкцию S−1R очевидно можно перенести и на R-модуль M . Пусть m/s
обозначает класс эквивалентности пары (m, s); S−1M —множество всех таких
дробей— превращается в модуль S−1M с помощью естественных операций сло-
жения и скалярного умножения. Будем писать Mp вместо S−1M для S = R \ p,
где p —простой идеал кольца R.

Предложение 1. Любое коммутативное кольцо R с единицей можно есте-
ственно вложить в декартово произведение всех его локализаций по максималь-
ным идеалам

S =
∏

m—максимальный идеал R

Rm

с помощью диагонального отображения, ставящего в соответствие каждому
a ∈ R элемент ∏

m

(a
1

)

m

кольца S.

2.2. Изоморфизмы групп Шевалле над полями

Нам понадобится описание изоморфизмов между группами Шевалле над
полями.

Теорема 2 (см. [37, теоремы 30, 31]). Пусть G, G′ — группы Шевалле,
построенные по системе корней G2 и полям k, k′ характеристики, отличной
от 3, соответственно. Пусть ϕ : G → G′ —изоморфизм групп. Тогда поля k и k′

изоморфны, а изоморфизм ϕ является композицией кольцевого изоморфизма
между G и G′ и строго внутреннего автоморфизма группы G′.

2.3. Характеристичность подгруппы Ead(G2, R)
в группе Gad(G2, R)

Определение 3. Подгруппа H группы G называется характеристической,
если она переходит в себя под действием любого автоморфизма группы G.
В частности, характеристическая подгруппа всегда нормальна.

Теорема 3 ([38]). Если ранг системы корней Φ больше единицы, то элемен-
тарная подгруппа Ead(G2, R) является характеристической в группе Шевалле
Gad(G2, R).

2.4. Нормальная структура групп Шевалле
над коммутативными кольцами

Если R—кольцо, I — его идеал, то через λI : Gad(G2, R) → Gad(G2, R/I)
(Ead(G2, R) → Ead(G2, R/I)) будем обозначать гомоморфизм, получающийся
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при постановке в соответствие каждому элементу (матрице) A ∈ Gad(G2, R)
его образа при естественном гомоморфизме R→ R/I.

Через ZI мы обозначим прообраз центра группы Gad(G2, R/I) при гомомор-
физме λI .

Теорема 4 [11]. Если подгруппа H в Ead(G2, R) нормальна в Ead(G2, R),
то

Ead(G2, R, I) � H � Zad(G2, R, I) ∩ Ead(G2, R)

для некоторого однозначно определённого идеала I кольца R.

Заметим, что центр группы Шевалле типа G2 тривиален.

Определение 4. Пусть NI обозначает группу kerλI ∩ E(G2, R).

Предложение 2 (см. [16]). Пусть ϕ—произвольный автоморфизм группы
E(G2, R), I —максимальный идеал кольца R. Тогда существует максимальный
идеал J кольца R, такой что ϕ(NI) = NJ .

3. Формулировка основных шагов доказательства

Рассмотрим кольцо R и его максимальный идеал I. Снова кольцо, получен-
ное локализацией R по I, обозначим через RI , его радикал (он же наибольший
идеал) — через RadRI . Заметим, что имеется два изоморфных поля—R/I и
RI/RadRI :

R −−−−→ RI

λI

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�λRad RI

R/I
μI−−−−→ RI/RadRI

.

Теперь пусть ϕ—произвольный автоморфизм группы Ead(G2, R). Предло-
жение 2 даёт возможность рассмотреть коммутативную диаграмму

Ead(G2, R)
ϕ−−−−→ Ead(G2, R)

rI

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�rJ

Ead(G2, RI) Ead(G2, RJ )

λRad RI

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�λRad RJ

Ead(G2, RI/RadRI) Ead(G2, RJ/RadRJ)

sI

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�sJ

Ead(G2, R/I)
ϕ̄−−−−→ Ead(G2, R/J)

. (1)

Группы E(G2, R/I) и E(G2, R/J) — это просто элементарные группы Шевалле
над полями, изоморфизмы над которыми уже описаны в теореме 2.
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Напомним, что поля R/I и R/J изоморфны (как и прежде, обозначим соот-
ветствующий изоморфизм через ρ) и

для всех A ∈ E(G2, R/I) справедливо ϕ̄(A) = ig ◦ ρ(A), где g ∈ Gad(G2, R/J).

Описание автоморфизмов группы E(G2, R) происходит по следующей схе-
ме. Кольцо R вкладывается в кольцо S =

∏
RI —декартово произведение всех

локальных колец RI , полученных локализацией кольца R по различным макси-
мальным идеалам I. Ясно, что группа E(G2, R) вкладывается в группу

G(G2, S) = G
(
G2,

∏
RI

)
.

ПЕРВЫЙ ШАГ. Доказывается, что для каждого максимального идеала J вы-
полняется равенство

rJϕ
(
xα(1)

)
= igJ

rJ
(
xα(1)

)
,

где gJ ∈ Gad(G2, R̄J ) (R̄J —расширение кольца RJ ).

ВТОРОЙ ШАГ. Доказывается, что внутренний автоморфизм группы
Gad(G2, S), порождённый матрицей g =

∏
gJ , индуцирует автоморфизм группы

Gad(G2, R) и на самом деле является cтрого внутренним. Далее показывается,
что если взять композицию изначального автоморфизма и внутреннего автомор-
физма ig−1 , то полученный автоморфизм окажется кольцевым.

4. Доказательство первого шага в теореме

Рассмотрим произвольный элемент xα(1) ∈ Ead(G2, R), α ∈ G2. Его об-
раз при отображении rI —это xα(1) = xα(1/1) ∈ Ead(G2, RI). В поле R/I
его образ имеет тот же самый вид. Элемент x′α = ϕ(xα(1)) ∈ Ead(G2, R) при
факторизации по идеалу J даёт ϕ̄

(
xα(1)

)
= iḡ

(
xα(1)

)
, где ḡ ∈ Gad(G2, R/J).

Выберем теперь g ∈ Gad(G2, RJ ), такой что при факторизации кольца RJ

по радикалу из g получается ḡ. Теперь рассмотрим следующее отображение
ψ : Ead(G2, R) → Ead(G2, RJ ):

ψ = ig−1 ◦ rJ ◦ ϕ.
При отображении ψ все xα(1), α ∈ G2, переходят в такие x′α, что xα(1) − x′α ∈
∈ MN (RadRJ).

Таким образом, мы получаем набор {x′α | α ∈ G2} ⊂ Ead(G2, RJ ) элемен-
тов, удовлетворяющих тем же соотношениям, что и {xα(1) | α ∈ G2}, а также
сравнимых с соответствующими xα(1) по модулю радикала кольца RJ . Это ров-
но ситуация работы [5], где для локального кольца R и системы корней G2

при 3 ∈ R∗ без всяких дополнительных условий на кольцо доказано, что если
в группе Ead(G2, R) некоторые элементы x′α являются образами соответству-
ющих xα(1), α ∈ G2, и к тому же xα(1) − x′α ∈ MN (RadR), то существует
g′ ∈ Gad(G2, R) , g′ − E ∈ MN (RadR), такой что для любого α ∈ G2

xα(1) = ig′(x′α).



40 Е. И. Бунина, М. А. Владыкина

Таким образом, первый шаг теоремы полностью следует из приведённых
в предыдущем абзаце утверждений.

Вложив теперь исходное кольцо R в кольцо S =
∏

J

RJ , увидим, что

ϕ
(
xα(1)

)
= g

(
xα(1)

)
g−1,

где g =
∏

J

gJ .

5. Доказательство второго шага в теореме

Сопряжение элементом g ∈ Gad(G2, S) продолжается до автоморфизма всего
матричного кольца MN (S).

Докажем следующую лемму.

Лемма 1. Любая матрица xα(t), α ∈ G2, t ∈ R∗ или t ∈ 2R, под действием
сопряжения элементом g переходит в матрицу из GLN (R).

Доказательство. Для xα(1), где α ∈ G2, утверждение верно (см. первый
шаг).

Пусть α—длинный корень, α ∈ G2. Для длинных корней рассмотрим

xα(1) = E +Xα +
X2

α

2
, где

X2
α

2
= E(α,−α).

Возьмём два длинных корня γ, β ∈ G2, таких что γ + β = α. Заметим, что

(xγ(1)xβ(1) − xγ(1) − xβ(1) + E)2 = ±E(α,−α),

откуда мы легко получаем Xα. Значит, любая матрица вида xα(t) при сопряже-
нии элементом g переходит в матрицу из MN (R).

Теперь рассмотрим некоторый обратимый элемент кольца R. Для каждого
обратимого t ∈ R∗

hα(t) = xα(t)x−α(−t−1)xα(t)xα(1)−1x−α(−1)−1xα(1)−1.

Поэтому сопряжение элементом g также переводит hα(t) в матрицу из MN (R).
Теперь рассмотрим любой короткий корень β и длинный корень α, для ко-

торого
〈β, α〉 = 1.

Тогда
xβ

(
t〈β,α〉) = hα(t)xβ(1)hα(t)−1,

т. е. xβ(t) для любого обратимого t ∈ R∗ переходит под действием сопряжения
элементом g в матрицу с коэффициентами из R.

Пусть теперь снова β—некоторый короткий корень. Тогда

xβ(±1) = E ±Xβ +
X2

β

2
± X3

β

6
,
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откуда получаем
xβ(−1) + xβ(1) = 2E +X2

β ,

следовательно,
X2

β = xβ(−1) + xβ(1) − 2E. (2)

Точно так же

xβ(1) − xβ(−1) = 2Xβ +
X3

β

3
влечёт

X3
β

3
= xβ(1) − xβ(−1) − 2Xβ . (3)

Кроме того,

xβ(2) = E + 2Xβ + 2X2
β +

4X3
β

3
=

= E + 2Xβ + 2xβ(1) + 2xβ(−1) − 4E + 4xβ(1) − 4xβ(−1) − 8Xβ =
= −3E − 6Xβ + 6xβ(1) − 2xβ(−1),

откуда, пользуясь обратимостью тройки, получаем

2Xβ =
−xβ(2) − 2xβ(−1)

3
− E + 2xβ(1). (4)

Из (3) и (4) теперь следует

X3
β

3
= −xβ(1) − xβ(−1)

3
+
xβ(2)

3
+ E. (5)

Тогда каждый xβ(t), где t ∈ 2R, выражается через xβ(1) и t, поэтому также под
действием сопряжения элементом g переходит в матрицу с коэффициентами
из R.

Таким образом, все xβ(t), где t либо обратим, либо делится на 2, переходят
под действием сопряжения элементом g в матрицы с коэффициентами из R.

Если (как в нашем случае) кольцо R порождается обратимыми элементами
и идеалом 2R, то

gGad(G2, R)g−1 ⊆ MN (R) ∩Gad(G2, S) = Gad(G2, R).

Таким образом,

gGad(G2, R)g−1 = Gad(G2, R) и gEad(G2, R)g−1 = Ead(G2, R).

Значит, взяв композицию исходного автоморфизма ϕ ∈ Aut
(
Gad(G2, R)

)
и

сопряжения ig−1 элементом g−1, мы получим некоторый автоморфизм ρ ∈
∈ Aut

(
Gad(G2, R)

)
, для которого ρ

(
xα(1)

)
= xα(1) для любого α ∈ G2.

Лемма 2.Любой автоморфизм ρ∈Aut
(
Gad(G2,R)

)
(или ρ∈Aut

(
Ead(G2,R)

)
),

для которого для всех α ∈ G2 ρ
(
xα(1)

)
= xα(1), является кольцевым автомор-

физмом группы Шевалле (соответственно её элементарной подгруппы).
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Доказательство. Для данного α ∈ G2 через Γα обозначим множество всех
таких xβ(1), что [xα(1), xβ(1)] = e. В [18] доказано, что централизатор множе-
ства Γα в группе Шевалле (или её элементарной подгруппе) совпадает с CXα,
где C —центр группы Шевалле, а Xα = {xα(t) | t ∈ R}. В нашей системе кор-
ней G2 центр тривиальный (потому что группа присоединённая), поэтому мы
просто получаем Xα.

Если под действием автоморфизма ρ элементы xβ(1) переходят сами в себя,
то централизатор любого их множества также переходит в себя, поэтому для
любого t ∈ R существует s ∈ R, такое что ρ

(
xα(t)

)
= xα(s).

Покажем, что полученное отображение t �→ s не зависит от выбора корня
α ∈ G2. Действительно, оно должно совпадать для корней одной длины, так
как если α1 и α2 имеют одну длину, то существует элемент группы Вейля w
(порождённый только элементами xβ(1)), для которого

для всех t ∈ R wxα1(t)w
−1 = xα2(t).

Обозначим полученное отображение на длинных корнях через ρ1, а на корот-
ких— через ρ2.

Применим автоморфизм ρ к выражению [xα(t), xβ(1)], где α, β—простые
корни системы G2, α—длинный, β—короткий:

ρ([xα(t), xβ(1)]) =
[
ρ
(
xα(t)

)
, ρ

(
xβ(1)

)]

тогда и только тогда, когда

xα+β

(
ρ2(t)

)
xα+3β

(
ρ1(−t)

)
xα+2β

(
ρ2(−t)

)
x2α+3β

(
ρ1(t2)

)
=

= xα+β

(
ρ1(t)

)
xα+3β

(−ρ1(t)
)
xα+2β

(−ρ1(t)
)
x2α+3β

(
ρ1(t2)

)
,

откуда получаем, что ρ1 и ρ2 совпадают.
Обозначим полученное отображение также через ρ : R → R; нам нужно

лишь доказать, что оно является автоморфизмом кольца R.
Действительно, его биективность следует из того, что изначальный автомор-

физм ρ биективен.
Его аддитивность следует из формулы

xα

(
ρ(t1) + ρ(t2)

)
= xα

(
ρ(t1)

)
xα

(
ρ(t2)

)
= ρ

(
xα(t1)

) · ρ(xα(t2)
)

=

= ρ
(
xα(t1)xα(t2)

)
= ρ

(
xα(t1 + t2)

)
,

а мультипликативность— из формулы в (R2)

x2α+3β

(
ρ(t1)ρ(t2)

)
=

[
xα

(
ρ(t1)

)
, xα+3β

(
ρ(t2)

)]
= ρ([xα(t1), xα+3β(t2)]) =

= ρ
(
x2α+3β(t1t2)

)
= x2α+3β

(
ρ(t1t2)

)
,

где α, β—простые корни в G2.
Таким образом, ρ является кольцевым автоморфизмом на всех xα(t), α ∈ G2,

t ∈ R, поэтому он является кольцевым автоморфизмом на элементарной группе
Шевалле Ead(G2, R). Если исходный автоморфизм рассматривался только на
элементарной подгруппе, то лемма доказана.
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Предположим теперь, что мы рассматриваем полную группу Шевалле
Gad(G2, R). Если автоморфизм ρ совпадает с кольцевым автоморфизмом на эле-
ментарной подгруппе, то, взяв его композицию с обратным к этому кольцевому
автоморфизму, мы получим автоморфизм ρ′ группы Шевалле, тождественный на
элементарной подгруппе. В этом случае для любого g ∈ Gad(G2, R) и любого
x ∈ Ead(G2, R) мы имеем

gxg−1 = x′,

следовательно,
ρ′(g)xρ′(g)−1 = x′,

поэтому
ρ′(g)xρ′(g)−1 = gxg−1,

значит, (
g−1ρ′(g)

)
x = x

(
g−1ρ′(g)

)
.

Так как данное равенство верно для всех x ∈ Ead(G2, R), а централизатор
элементарной подгруппы в присоединённой группе Шевалле всегда тривиален,
то g−1ρ′(g) = e и ρ′ — тривиальный автоморфизм.

Таким образом, ρ—кольцевой автоморфизм всей группы Шевалле, а исход-
ный автоморфизм ϕ является композицией внутреннего и кольцевого автомор-
физмов, что и требовалось.
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