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Аннотация

В работе рассматриваются конструкции квазирегулярного радикала линейных ал-
гебр, основанные на его ассоциативном и йордановом определениях, и способы постро-
ения однородных радикалов алгебр Ли с конечной преградуировкой на базе радикалов
линейных йордановых пар, которые позволяют определить лиевы аналоги квазирегу-
лярного радикала.

Abstract

A. Yu. Golubkov, Quasiregular radicals of nonassociative algebras, Fundamental-
naya i prikladnaya matematika, vol. 24 (2023), no. 4, pp. 75—128.

This paper considers constructions of the quasiregular radical of linear algebras based
on its associative and Jordan definitions, and methods for constructing homogeneous
radicals of Lie algebras with finite pregrading based on radicals of linear Jordan pairs
that allow one to determine the Lie analogues of the quasiregular radical.

1. Введение

Говоря о радикалах в смысле Куроша—Амицура T и T ′ на классах M и M′

как о вариантах одного понятия (об одном из них как об аналоге другого), мы
предполагаем наличие сходного описания их значений (общей схемы построе-
ния) или (и) соответствия между радикалами на M и M′, отображающего один
из них в другой (M и M′ —классы алгебраических структур (не обязательно
одинаковых), к которым применима теория радикалов Куроша—Амицура).

Наиболее известными аналогами квазирегулярного радикала ассоциативных
алгебр или радикала Джекобсона (Перлиса—Джекобсона) среди радикалов ал-
гебр являются квазирегулярные радикалы альтернативных и йордановых алгебр,
первый из которыx, радикал Смайли—Клейнфелда—Жевлакова, имеет общее
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с радикалом Джекобсона описание в терминах элементов, модулярных идеа-
лов и неприводимых представлений, второй— сходное с ним по форме описание
в терминах элементов и модулярных идеалов (с заменой односторонних на внут-
ренние идеалы). Их конструкции (см. [6, гл. 10, 14; 7; 43]) и идеи [42] (с учётом
неточности в следствии 11) объединены во второй части работы в две довольно
общие схемы построения квазирегулярных радикалов линейных алгебр. В тре-
тьей части работы они применяются к обобщённому варианту теоремы Ами-
цура—Прочези. Вместе с тем построить при помощи этих схем нетривиальный
квазирегулярный радикал алгебр Ли скорее всего невозможно. Нельзя согла-
ситься и с его определением из [37], так как оно не позволяет получить над-
нильпотентный радикал даже на классах конечномерных алгебр Ли над полями
нулевой характеристики (см. [37, теорема 2]). Более правильным с нашей точ-
ки зрения является определение такого радикала на отдельных классах алгебр
Ли через соответствие между их радикалами и радикалами структур, которые
обладают квазирегулярным радикалом. Данный подход реализован в финаль-
ной части работы при обсуждении взаимосвязей между радикалами алгебр Ли
с конечной преградуировкой и линейных йордановых пар.

Всюду далее F —произвольное ассоциативное коммутативное кольцо с еди-
ницей, все алгебры и модули над F являются одновременно левыми и правыми
унитарными F -модулями с идентичным левым и правым действием, все классы
алгебр над F содержат нулевую алгебру и изоморфные копии своих алгебр.
Во второй и третьей части работы рассматриваются только линейные алгебры
и используются следующие обозначения: M(A), L(A) и R(A)—алгебры умно-
жений, левых и правых умножений алгебры A над кольцом F , где M(A) =
= 〈lx, rx | x ∈ A〉, L(A) = 〈lx | x ∈ A〉 и R(A) = 〈rx | x ∈ A〉—подалгебры
алгебры эндоморфизмов EndF (A) F -модуля A с указанными множествами по-
рождающих, lx и rx—операторы левого и правого умножения на элемент x ∈ A,
lx : y �→ xy и rx : y �→ yx, y ∈ A; MA(B)—подалгебра алгебры M(A), порождён-
ная операторами левого и правого умножения на элементы множества B ⊆ A;
(B)A—идеал A, порождённый B ⊂ A; A1 —алгебра, полученная из A стан-
дартным присоединением единицы, т. е. прямая сумма F -модулей A1 = F ⊕ A
с операцией умножения

(f + x)(g + y) = fg + (xy + gx+ fy) (f, g ∈ F, x, y ∈ A);

Z(A)—центр A,

Z(A) =
= {x ∈ A | xy = yx, (x, y, z) = (y, x, z) = (y, z, x) = 0 для любых y, z ∈ A} =

=
{
x ∈ A | lx = rx ∈ Z

(
M(A)

)}
,

где (x, y, z) = (xy)z−x(yz)—ассоциатор x, y, z. Действие гомоморфизмов F -мо-
дулей на элементы мы будем записывать слева: φx = φ(x), φ ∈ HomF (M,N),
x ∈M (т. е. так, как это принято для правых F -модулей). Тождественный изо-
морфизм F -модуля M мы будем обозначать через IdM , аннулятор M в F —
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через AnnF M =
{
f ∈ F | fM = {0}

}
. При необходимости мы всегда можем

рассматривать M как точный F/AnnF M -модуль. Будем говорить, что M не
имеет f -кручения, 0 
= f ∈ F , если fx 
= 0 для всех 0 
= x ∈M . Алгебры (трой-
ные системы) над F , не имеющие f -кручения как F -модули, мы будем называть
алгебрами (системами) без f -кручения. Конечно порождённые как F -модули
алгебры над F будем называть конечными алгебрами над F .

Пусть G— группоид, A—алгебра над кольцом F , представимая в виде сум-
мы F -подмодулей A =

∑

g∈G
Ag, таких что AgAh ⊆ Agh, g, h ∈ G. Система

подмодулей {Ag}g∈G называется G-преградуировкой алгебры A и её G-гра-
дуировкой, если A =

⊕

g∈G
Ag. Если | supp({Ag}g∈G)| < ∞, supp({Ag}g∈G) =

=
{
g ∈ G | Ag 
= {0}

}
, G-преградуировка {Ag}g∈G называется конечной. Пара

(A, {Ag}g∈G) называется G-преградуированной алгеброй, и при выборе мно-
жества S, supp({Ag}g∈G) ⊆ S ⊆ G, S-преградуированной алгеброй, в этом
случае она обозначается через (A, {Ag}g∈S). Если G = (Z,+)—аддитивная
группа кольца целых чисел Z, S = {i}|i|�n для некоторого n � 1, (A, {Ag}g∈S)
называется также (2n+ 1)-преградуированной алгеброй.

Мы будем называть F -подмодуль M алгебры (A, {Ag}g∈G) однородным под-
модулем, если M =

∑

g∈G
(M ∩Ag), гомоморфизм φ : A→ A′ алгебр (A, {Ag}g∈G)

и (A′, {A′
g}g∈G)— однородным гомоморфизмом, если его ядро Kerφ однород-

но и φ(Ag) = φ(A) ∩ A′
g, g ∈ G. Для G-градуированной алгебры (A′, {A′

g}g∈G)
однородность φ равносильна тому, что φ(Ag) ⊆ A′

g, g ∈ G. Образы и прообразы
однородных подмодулей алгебр (A, {Ag}g∈G) и (A′, {A′

g}g∈G) при действии одно-
родного гомоморфизма φ : A → A′ однородны. Кроме того, для любого однород-
ного идеала I�(A, {Ag}g∈G) естественный эпиморфизм A на A/I —однородный
эпиморфизм (A, {Ag}g∈G) на (A/I, {(Ag + I)/I}g∈G).

По аналогии с обычным определением радикала в смысле Куроша—Амицу-
ра можно определить однородный радикал на замкнутом относительно взятия
однородных (как подмодули) идеалов и образов при действии однородных гомо-
морфизмов классе G-преградуированных алгебр над кольцом F , заменив идеалы
и гомоморфные образы на их однородные версии. Последнее не меняет стандарт-
ные характеризации радикальных и полупростых классов (в данном случае все
классы содержат нулевую алгебру и копии своих алгебр при действии только
однородных изоморфизмов).

Пары вида (R, { , , }) и (R,U), где R— F -модуль, { , , } : R3 → R—
трилинейная композиция и U : R → EndF (R)—квадратичное отображение,
U : fx �→ Ufx = f2Ux, x ∈ R, f ∈ F , называются линейными и квадратич-
ными тройными системами. На (R, { , , }) определено также квадратичное
отображение U ′ : x �→ {x, , x}, на (R,U)— трилинейная композиция {x, y, z}′ =
= {z, y, x}′ = Ux,zy, Ux,z = Ux+z−Ux−Uz, Ux,x = 2Ux, U ′

x,z = {x, , z}+{z, , x},
x, y, z ∈ R. Подмодуль I ⊆ R называется внутренним идеалом (R,U), ес-
ли U(I)R ⊆ I, внутренним идеалом (R, { , , }), если I —внутренний идеал
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(R,U ′), идеалом (R, { , , }), если {I,R,R} + {R, I,R} + {R,R, I} ⊆ I, идеа-
лом (R,U), если U(I)R + U(R)I + {R,R, I}′ ⊆ I (как следствие, I —идеал
(R, { , , }′)), где U(A)B—подмодуль R, порождённый {Uab | a ∈ A, b ∈ B},
A,B ⊆ R.

Помимо квадратичных тройных систем, мы будем рассматривать пары вида
(R±, { , , }±) и (R±, U±), где R± — F -модули, { , , }± : R± × R∓ × R± → R± —
трилинейные композиции и U± : R± → HomF (R∓, R±)—квадратичные отоб-
ражения, U± : fx± �→ U±

fx± = f2U±
x± , x± ∈ R±, f ∈ F , которые будем назы-

вать линейными и квадратичными парами. Аналогично квадратичным трой-
ным системам (R±, { , , }±) и (R±, U±) можно превратить в квадратичную пару
(R±, U ′±) с U ′± : x± �→ {x±, , x±}±, x± ∈ R±, и линейную пару (R±, { , , }′±)
c {x±, y∓, z±}′± = U±

x±,z±y
∓, U±

x±,z± = U±
x±+z± − U±

x± − U±
z± , x

±, y±, z± ∈ R±.
Каждой линейной тройной системе (R, { , , }) (квадратичной тройной системе
(R,U)) отвечает линейная пара (R±, { , , }±) (квадратичная пара (R±, U±)),
R± = R, { , , }± = { , , }, U± = U , любой линейной паре (R±, { , , }±) (квадра-
тичной паре (R±, U±)) — линейная тройная система (R+ ⊕ R−, { , , }) (квадра-
тичная тройная система (R+ ⊕R−, U)),

{x+ + x−, y+ + y−, z+ + z−} = {x+, y−, z+}+ + {x−, y+, z−}−,
Ux++x−(y+ + y−) = U+

x+y
− + U−

x−y
+ (x±, y±, z± ∈ R±).

Пара подмодулей (I±), I± ⊆ R, называется идеалом линейной пары
(R±, { , , }±) (квадратичной пары (R±, U±)), если I+ ⊕ I− —идеал её ли-
нейной тройной системы (R+ ⊕ R−, { , , }) (квадратичной тройной системы
(R+ ⊕R−, U)). Аналогичным образом определяются внутренние идеалы линей-
ных пар и квадратичных пар.

Линейная тройная система (R, { , , }), удовлетворяющая тождествам

{x, y, z} = {z, y, x},
{
x, y, {a, b, c}

}
−

{
a, b, {x, y, c}

}
=

{
{x, y, a}, b, c

}
− {a, {y, x, b}, c},

называется линейной тройной йордановой системой. Тройная система (R,U),
которая удовлетворяет тождествам

Vx,yUx = UxVy,x, VUxy,y = Vx,Uyx, UUxy = UxUyUx,

где Vx,y : z �→ {x, y, z}′, x, y, z ∈ R, и всем их линеаризациям, называется квад-
ратичной тройной йордановой системой или просто тройной йордановой
системой. Из тождеств, определяющих тройную йорданову систему, следуют
тождества

{x, y, {x, z, x}′}′ = {x, {y, x, z}′, x}′,
{
{x, y, x}′, y, z

}′ = {x, {y, x, y}′, z}′,
{
{x, y, x}′, z, {x, y, x}′}′ = {x, {y, {x, z, x}′, y}′, x}′,

равносильные исходным для квадратичной тройной системы без 2-кручения.
Каждой тройной йордановой системе (R,U) соответствует линейная тройная
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йорданова система (R, { , , }′), каждой линейной тройной йордановой систе-
ме (R, { , , }) для R без 6-кручения— тройная йорданова система (R,U ′) (см.
[41, п. 2.1, 2.2]). Любую йорданову (линейную йорданову) алгебру R над коль-
цом F (с 1/2) можно рассматривать как тройную йорданову систему (R,U), где
U : x �→ Ux, x ∈ R, Ux—оператор квадратичного умножения на x, Ux = 2r2x−rx2

в линейном случае (см. [45, п. 10.1; 6, теорема Ширшова, с. 90]). Линейная пара
(квадратичная пара) называется линейной йордановой парой (йордановой па-
рой), если её линейная тройная система (тройная система) — линейная тройная
йорданова система (тройная йорданова система).

Подмодуль M алгебры Ли L называется внутренним (абелевым внутрен-
ним) идеалом, если

[
M, [M,L]

]
⊆ M (и [M,M ] = {0}), где [ , ]—операция

умножения L и всех рассматриваемых далее алгебр Ли. Любым двум абелевым
внутренним идеалам M± ⊆ L отвечает линейная йорданова пара (M+,M−) =
= (M±, { , , }±), { , , }± =

[
[ , ],

]
.

Алгебра Титса—Кантора—Кёхера линейной йордановой пары
(R±, { , , }±)— 3-градуированная алгебра Ли TKK(R+, R−) =

(
L, {Li}|i|�1

)
cо

скобкой

[x++D+x−, y++T+y−]=(Dy+−Tx+)+(Dx+,y−−Dy+,x−+[D,T ])+(Dy−−Tx−),

x±, y± ∈ L±1 = R±, D,T ∈ L0 = Lie(R+, R−), где Lie(R+, R−)—подалгебра
алгебры Ли EndF (R+)(−) ⊕ EndF (R−)(−), состоящая из конечных сумм опера-
торов

Dz+,z− = {z+, z−, }+ − {z−, z+, }− (z± ∈ L±1),

[D,T ] = DT − TD—произведение D и T в Lie(R+, R−). При этом

1) (R±, { , , }±) = (L1, L−1)—линейная йорданова пара абелевых внутрен-
них идеалов L±1 алгебры TKK(R+, R−);

2) L0 = [L1, L−1], [x0, L1 + L−1] 
= {0} для всех 0 
= x0 ∈ L0.

Более того, если
(
L, {Li}|i|�1

)
— 3-градуированная алгебра Ли со свойством 2),

то
(
L, {Li}|i|�1

)
= TKK(L1, L−1) (см. [31, предложение 11.2.1, с. 196]).

Алгебры Титса—Кантора—Кёхера йордановых пар, систем и алгебр опре-
деляются следующим образом: TKK(R+, R−) йордановой пары (R±, U±)—
TKK(R+, R−) линейной йордановой пары (R±, { , , }′±), TKK(R) линейной
тройной йордановой системы (R, { , , })—TKK(R+, R−) линейной йордановой
пары (R±, { , , }±), R± = R, { , , }± = { , , }, TKK(R) тройной йордановой
системы (R,U)—TKK(R) линейной тройной йордановой системы (R, { , , }′)
(TKK(R+, R−) йордановой пары (R±, U±), R± = R, U± = U), TKK(R) линей-
ной йордановой алгебры R над F с 1/2—TKK(R) линейной тройной йордановой
системы (R, { , , }′′), {x, y, z}′′ = (1/2)Ux,zy = (xy)z + (zy)x − (xz)y— тройное
йорданово произведение x, y, z, TKK(R) квадратичной йордановой алгебры R—
TKK(R) тройной йордановой системы (R,U).

Напомним, что наднильпотентность радикала в смысле Куроша—Амицу-
ра T — это T -радикальность алгебр (структур) с нулевым умножением из его
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области определения, специальность T — это наднильпотентность и предста-
вимость T -полупростых алгебр (структур) в виде подпрямых произведений их
T -полупростых факторов, любые два ненулевых идеала которых имеют нену-
левое пересечение (первичных T -полупростых факторов), наследственность
(идеальная наследственность) T —это замкнутость класса T -радикальных
(T -радикальных и T -полупростых) алгебр (структур) относительно взятия иде-
алов.

2. Квазирегулярные радикалы линейных алгебр

Пусть M— замкнутый относительно взятия идеалов и гомоморфных образов
класс алгебр над кольцом F и α—отображение, которое ставит в соответствие
каждой алгебре R из M мультипликативный подмоноид α(R) алгебры умноже-
ний M(R1) алгебры R1 и удовлетворяет условиям
1) если I —идеал алгебры R, то каждый φ ∈ α(I) совпадает с ограничением

на подалгебру I1 алгебры R1 некоторого φ̄ ∈ α(R) ∩MR1
(I1);

2) каждому гомоморфизму алгебр ψ : R → R′ соответствует эпиморфизм мо-
ноидов ψα : α(R) → α

(
ψ(R)

)
, при котором ψ1φ(f + x) = (ψαφ)ψ1(f + x),

φ ∈ α(R), f ∈ F , x ∈ R, где ψ1 : f+x �→ f+ψx, f ∈ F , x ∈ R (ψα—ограни-
чение на α(R) эпиморфизма ψ1

M : M(R1) → M(ψ(R)1), индуцированного
гомоморфизмом ψ1).

Таким отображением является, например, любое отображение вида R �→ G(R1),
R ∈ M, где G—мультипликативная подполугруппа алгебры умножений
M(F 〈X〉) свободной неассоциативной алгебры F 〈X〉 над кольцом F c мно-
жеством свободных порождающих X, G(R1)—мультипликативный подмоно-
ид алгебры M(R1), порождённый образами G при действии гомоморфизмов
M(F 〈X〉) → M(R1), индуцированных гомоморфизмами F 〈X〉 → R1. Мы будем
называть элемент x алгебры R ∈ M α-квазирегулярным, если φ(1 − x) = 1
для некоторого φ ∈ α(R), где 1— единица алгебры R1, а алгебры из класса M,
состоящие из таких элементов, — α-квазирегулярными алгебрами.

Теорема 2.1. Класс α-квазирегулярных алгебр Jα—радикальный подкласс
класса M.

Доказательство. Пусть R—алгебра из класса M. Если I —идеал алгеб-
ры R и x— его α-квазирегулярный элемент, то x— α-квазирегулярный эле-
мент R, поскольку φ(1 − x) = φ̄(1 − x) = 1 для подходящего φ ∈ α(I), где
φ̄—продолжение φ до элемента моноида α(R) из условия 1). Следовательно,
для любых α-квазирегулярных идеалов J , J ′ алгебры R и элементов y ∈ J ,
y′ ∈ J ′

1 = ρ(1 − y) = ρ′ρ(1 − y − y′) = ρ′(1 − ρy′)

для некоторых ρ, ρ′ ∈ α(J + J ′), и значит, J + J ′ — α-квазирегулярный идеал R.
Отсюда несложно вывести α-квазирегулярность конечных сумм α-квазирегу-
лярных идеалов R и суммы всех таких её идеалов Jα(R).
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Если ψ : R→ R′ — гомоморфизм алгебр R и R′, z ∈ R, ν ∈ α(R), ν(1−x) = 1,
то

1 = ψ11 = ψ1ν(1 − x) = (ψαν)(1 − ψx),

где ψα : α(R) → α
(
ψ(R)

)
—индуцированный ψ эпиморфизм моноидов α(R) и

α
(
ψ(R)

)
из условия 2). Поэтому класс Jα замкнут относительно взятия гомо-

морфных образов и ψ
(
Jα(R)

)
⊆ Jα

(
ψ(R)

)
.

В случае если элементы ядра Kerψ гомоморфизма ψ α-квазирегулярны в ал-
гебре R, элементы R, имеющие α-квазирегулярные образы в алгебре ψ(R),
α-квазирегулярны, так как для каждого такого элемента u ∈ R

1 = (ψαμ)ψ1(1 − u) = ψ1μ(1 − u), μ(1 − u) = 1 − v, 1 = τμ(1 − u)

для некоторых μ, τ ∈ α(R) и v ∈ Kerψ. Отсюда следует, что ψ
(
Jα(R)

)
=

= Jα
(
ψ(R)

)
, если Kerψ ⊆ Jα(R), и, в частности, Jα

(
R/Jα(R)

)
= {0}.

Таким образом, Jα : R �→ Jα(R), R ∈ M, — радикал в смысле Куроша—Ами-
цура на классе M, Jα—класс Jα-радикальных алгебр.

Мы будем называть радикал Jα на классе M (его значение Jα(R) на алгебре
R ∈ M) α-квазирегулярным радикалом (алгебры R).

По аналогии с доказательством теоремы 2.1 можно показать, что каждая
алгебра R из класса M содержит наибольший идеал J ′

α(R) среди всех идеалов,
состоящих из её α-квазирегулярных элементов. При этом J ′

α

(
R/J ′

α(R)
)

= {0},
ψ

(
J ′
α(R)

)
⊆ J ′

α

(
ψ(R)

)
для любого гомоморфизма ψ : R → R′ алгебр R и R′,

Jα(R) ⊆ J ′
α(R).

Отображение J ′
α : R �→ J ′

α(R), R ∈ M, — радикал в смысле Куроша—Ами-
цура на классе M, если и только если J ′

α = Jα.
Инвариантные относительно действия моноида α(R) F -подмодули алгебр

R ∈ M и R1 мы будем называть α-инвариантными. Каждый элемент φ ∈
∈M(R1) представи́м в виде φ = f IdR1 +φ′ с однозначно определёнными f ∈ F ,
φ′ ∈ MR1

(R). Для всех x ∈ R1 положим α(R)x = {φx | φ ∈ α(R)} и α(R)′x =
= {φ′x | φ ∈ α(R)}. Будем говорить, что α-инвариантный подмодуль M алгеб-
ры R является α-модулярным, если α(R)′(1 − x) ⊆ M для некоторого x ∈ R.
Наибольший из идеалов алгебры R (R1), входящий в её подмодуль K, мы будем
обозначать через K̂.

Замечание 2.2. Если α(R) 1 = R1, α(R)x— F -подмодуль алгебры R1 для
всех x ∈ R1, то J ′

α(R) =
⋂

M∈PR1

(M̂ ∩R), где PR1 —множество всех максималь-

ных α-инвариантных подмодулей R1.

Доказательство. Если J ′
α(R) 
⊆ M для некоторого M ∈ PR1 , то R1 = M +

+ J ′
α(R), 1 = x + y = φ(1 − x) = φy ∈ M для подходящих x ∈ J ′

α(R), y ∈ M ,
φ ∈ α(R) и R1 = M?! Если z ∈

⋂

M∈PR1

(M̂ ∩ R) не является α-квазирегуляр-

ным элементом алгебры R, то по лемме Цорна собственный α-инвариантный
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подмодуль α(R)(1 − z) алгебры R1 входит в некоторый подмодуль N ∈ PR1 и
R1 = α(R) 1 ⊆ α(R)z+α(R)(1− z) ⊆ N?! Поэтому J ′

α(R) =
⋂

M∈PR1

(M̂ ∩R).

Замечание 2.3. Если α(R)′ 1 = R, IdR1 +φ′ ∈ α(R), α(R)′x— F -подмодуль
алгебры R для всех φ ∈ α(R), x ∈ R1, то J ′

α(R) =
⋂

M∈PR

M̂ , где PR—множество

всех максимальных α-модулярных подмодулей R при их наличии и PR = {R}
в противном случае.

Доказательство. Так как
(
(f IdR1 +ν)(h IdR1 +μ)

)′ = fμ+hν+νμ для всех

f, h ∈ F , ν, μ ∈ MR1
(R), подмодули α(R)′x, x ∈ R1, α-инвариантны. Если

элемент x ∈ R является α-квазирегулярным, то φ(1 − x) = 1 для некоторого
φ = IdR1 +φ′ ∈ α(R), и значит, x = φ′(1 − x) ∈ α(R)′(1 − x), α(R)′x ⊆
⊆ α(R)′(1 − x), R = α(R)′ 1 = α(R)′(1 − x). Вместе с тем каждый элемент
x ∈ R, такой что R = α(R)′(1 − x), α-квазирегулярен, поскольку τ ′(1 − x) = x
для подходящего τ ∈ α(R), (IdR1 +τ ′)(1 − x) = 1 и IdR1 +τ ′ ∈ α(R).

Если J ′
α(R) 
⊆ M для некоторого M ∈ PR, то R = M + J ′

α(R), элемент
x ∈ R, для которого α(R)′(1 − x) ⊆ M , является суммой x = y + y′ некоторых
y ∈M , y′ ∈ J ′

α(R) и R = α(R)′(1 − y′) ⊆ α(R)′(1 − x) + α(R)′y ⊆M?!
Если элемент z ∈

⋂

M∈PR

M̂ не является α-квазирегулярным в алгебре R,

то по лемме Цорна её собственный α-модулярный подмодуль α(R)′(1 − z) вхо-
дит в некоторый собственный подмодуль K ∈ PR и R = α(R)′ 1 ⊆ α(R)′z +
+ α(R)′(1 − z) ⊆ K?! Поэтому J ′

α(R) =
⋂

M∈PR

M̂ .

Замечание 2.4. Если α(R) 1 = R1 и моноид α(R) является группой, то
алгебра R Jα-квазирегулярна.

Доказательство. В указанных условиях для каждого x ∈ R можно подо-
брать φ ∈ α(R), такой что φ 1 = 1 − x, φ−1(1 − x) = 1.

Следствие 2.5. Если α(R) 1 = R1 для всех алгебр R ∈ M, то радикал
Jα(R) любой алгебры R ∈ M содержит все её идеалы I, такие что моноид α(I)
является группой.

Элемент x алгебры R ∈ M с условием α(R) 1 = R1 α-квазирегулярен, если и
только если α(R)(1 − x) = R1. В общем случае из определения отображения α
не следует, что J ′

α(I) ⊆ I∩J ′
α(R) или (и) J ′

α(I) ⊇ I∩J ′
α(R) для любых алгебры

R ∈ M и её идеала I.
Элемент x алгебры R называется квазирегулярным, если элемент 1 − x ал-

гебры R1 обратим. Элемент x′ = 1 − (1 − x)−1 ∈ R называется квазиобратным
к элементу x.

Квазиобратные элементы к квазирегулярным центральным элементам алгеб-
ры R являются центральными, поскольку обратимые центральные элементы ал-
гебр имеют центральные обратные элементы и Z(R1) = Z(R)1.
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Замечание 2.6. Любой α-квазирегулярный центральный элемент алгебры R
из класса M квазирегулярен. Если α(R) 1 = R1, то для центральных элемен-
тов R условия α-квазирегулярности и квазирегулярности равносильны.

Доказательство. Если z ∈ Z(R) и φ(1− z) = 1 для некоторого φ ∈ α(R), то

1 = φ
(
(1 − z) 1

)
= (1 − z)(φ 1) = (φ 1)(1 − z), φ 1 = (1 − z)−1 ∈ Z(R1).

В случае если α(R) 1 = R1, z ∈ Z(R) и существует (1−z)−1 ∈ Z(R1), (1−z)−1 =
= ψ 1 для подходящего ψ ∈ α(R), ψ(1 − z) = (1 − z)ψ 1 = 1.

Поскольку центр простой алгебры либо равен нулю, либо является полем,
мы сразу получаем следствие.

Следствие 2.7. Простая алгебра с ненулевым центром из класса M Jα-по-
лупроста.

Для отображения αL : R �→ (L(R1), ·), R ∈ U, где (L(R1), ·)—мультиплика-
тивный моноид алгебры левых умножений L(R1) алгебры R1, U—класс всех
алгебр над кольцом F , αL-инвариантные и αL-модулярные подмодули— левые
и модулярные левые идеалы. Поэтому на классе альтернативных алгебр над
кольцом F αL-квазирегулярный радикал JαL

совпадает с классическим квази-
регулярным радикалом J (см. [6, теоремы 2, 5, с. 239, 248] и замечание 2.3).

Пусть J—класс линейных йордановых алгебр над кольцом F с 1/2, R—
алгебра из класса J. Элемент x ∈ R называется квазирегулярным, если суще-
ствует элемент y ∈ R, такой что (1 − x)(1 − y) = 1, (1 − x)2(1 − y) = 1 − x,
где 1 ∈ R1. Элемент y называется квазиобратным к элементу x, он является
квазирегулярным с квазиобратным x и может быть определён при помощи ра-
венств U1−x(1− y) = 1− x и U1−x(1− y)2 = 1. Алгебры из класса J, состоящие
из квазирегулярных элементов, называются квазирегулярными. Они формиру-
ют радикальный подкласс класса J, определяемый им нижний радикал J на J
называется квазирегулярным радикалом линейных йордановых алгебр.

Приведём вариант интерпретации квазирегулярности элемента йордановой
алгебры в терминах α-квазирегулярности для отображения αU : R �→ U(R1),
R ∈ J, где U(R1)—мультипликативный подмоноид алгебры M(R1), порождён-
ный операторами Ux, x ∈ R1. Элемент x алгебры R ∈ J αU -квазирегулярен,
если Uyn

· · ·Uy1(1 − x) = 1 для некоторых yi ∈ R1, n � 1. Согласно тождеству
Макдональда отсюда следует, что

IdR1 = UUyn ···Uy1 (1−x) = Uyn
· · ·Uy1U1−xUy1 · · ·Uyn

.

Поэтому операторы Uyi
, i = 1, . . . , n, и U1−x обратимы и элемент x квазирегу-

лярен (см. [6, лемма 5, с. 356]). Если элемент x ∈ R квазирегулярен с квазиоб-
ратным элементом y, то U1−y(1 − x)2 = 1, элемент 2x− x2 αU -квазирегулярен,
x αL-квазирегулярен. Квазирегулярность 2x− x2 (обратимость U(1−x)2 = U2

1−x)
равносильна квазирегулярности x (обратимости U1−x). Следовательно, x квази-
регулярен, если и только если 2x−x2 αU -квазирегулярен. Кроме того, JαU

(R) ⊆
⊆ J (R) ⊆ JαL

(R) для всех R ∈ J.
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Если R—ассоциативная коммутативная алгебра, x ∈ R, то квазирегуляр-
ность x в смысле йордановых алгебр— это квазирегулярность x в обычном
смысле, αU -квазирегулярность x— это существование обратимого z ∈ R1, тако-
го что 1 − x = z2. В частности, в кольце Z3 вычетов по модулю 3 элемент −1
квазирегулярен, но не αU -квазирегулярен, так как 1 /∈ {2z + z2 | z ∈ Z3} =
= {0,−1}.

Исследование радикалов JαL
, JαU

и других α-квазирегулярных радикалов
на классе J представляет самостоятельный интерес и выходит за рамки данной
работы.

Пусть теперь β—отображение, которое ставит в соответствие любым алгеб-
ре R из класса M (см. ранее) и элементу x ∈ R1 множество операторов β(R, x),
∅ 
= β(R, x) ⊆M(R1), и удовлетворяет следующим условиям:

1) β(R, x) ⊆ MR1
(I1) для любых идеала I алгебры R и x ∈ I1, β(R, x) ⊆

⊆MR1
(I), если x ∈ I, где β(R, x)|I1 = {φ|I1 | φ ∈ β(R, x)} = β(I, x),

2) ψ1(β(R, x)y) = β(ψ(R), ψ1x)ψ1y для любых гомоморфизма ψ : R → R′

алгебр R и R′, x, y ∈ R1, где β(R, x)y = {φy | φ ∈ β(R, x)},
3) если x ∈ R и β

(
β(R, 1 − x)(R1)

)
R1 = R1, то β

(
β(J, 1 − x)(J1)

)
J1 = J1, где

J —идеал R, порождённый x, β(R, z)(R1) =
⋃

y∈R1
β(R, z)y, z ∈ R1,

4) β

(
Fx+ β(R, 1 − x)(R1)

)
R1 = R1 для всех x ∈ R,

где β(A)R1 —наименьший из β-идеалов алгебры R1, содержащих её подмноже-
ство A, β-идеалы R1 — её F -подмодули M , такие что β(R, z)(R1) ⊆ M для
всех z ∈M . Отметим, что идеалы алгебры R являются β-идеалами алгебры R1,
R1 равна своему β-идеалу M , если и только если 1 ∈ M . Элемент x алгебры
R ∈ M мы будем называть β-квазирегулярным, если β

(
β(R, 1−x)(R1)

)
R1 = R1,

алгебры из класса M, состоящие из таких элементов, — β-квазирегулярными
алгебрами.

Теорема 2.8. Класс β-квазирегулярных алгебр Jβ —радикальный подкласс
класса M.

Доказательство. Пусть R—алгебра из класса M. Так как по условию 1)
для любых идеала I алгебры R и β-идеала M алгебры R1

β(I, z)(I1) = β(R, z)(I1) ⊆ I1 ∩M (z ∈ I1 ∩M),

I1 ∩M — β-идеал алгебры I1. Если x— β-квазирегулярный элемент идеала I,
то

1 ∈ I1 = β

(
β(I, 1 − x)(I1)

)
I1

⊆ β

(
β(R, 1 − x)(I1)

)
R1 ⊆ β

(
β(R, 1 − x)(R1)

)
R1 ,

x— β-квазирегулярный элемент алгебры R. Кроме того, из условия 3) следует,
что β-квазирегулярные элементы R являются β-квазирегулярными элементами
всех содержащих их идеалов R. Положим

Jβ(R) =
⋂

N∈QR1

(N̂ ∩R),
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где QR1 —множество всех максимальных β-идеалов алгебры R1. Если элемент
y ∈ R не является β-квазирегулярным, то по лемме Цорна и условию 4) соб-
ственный β-идеал β

(
β(R, 1− y)(R1)

)
R1 алгебры R1 входит в некоторый β-идеал

N ∈ QR1 и R1 = β

(
Fy + β(R, 1 − y)(R1)

)
R1 
= N , y /∈ N . Если J — β-квазире-

гулярный идеал R и J 
⊆ K для некоторого β-идеала K ∈ QR1 , то R1 = K + J ,
1 = p+ q, p ∈ K, q ∈ J , R1 = β

(
β(R, 1− q)(R1)

)
R1 ⊆ K?! Поэтому Jβ(R)—наи-

больший β-квазирегулярный идеал R и наибольший из идеалов R, состоящих
из её β-квазирегулярных элементов.

Поскольку по условию 2) для любого гомоморфизма ψ : R → R′ алгебр R
и R′ образы и прообразы β-идеалов алгебр R1 и ψ1(R1) = ψ(R)1 при действии
индуцированного ψ гомоморфизма ψ1 : R1 → R′1 являются β-идеалами ψ(R)1

и R1, ψ
(
Jβ(R)

)
⊆ Jβ

(
ψ(R)

)
и ψ

(
Jβ(R)

)
= Jβ

(
ψ(R)

)
, если Kerψ ⊆ Jβ(R).

Следовательно, Jβ : R �→ Jβ(R), R ∈ M, — радикал в смысле Куроша—Ами-
цура на классе M, Jβ —класс Jβ-радикальных алгебр. Радикал Jβ является
наследственным (класс Jβ замкнут относительно взятия идеалов), Jβ(I) ⊇
⊇ I ∩ Jβ(R) для любых алгебры R ∈ M и её идеала I.

Мы будем называть радикал Jβ на классе M (его значение Jβ(R) на алгебре
R ∈ M) β-квазирегулярным радикалом (алгебры R).

Замечание 2.9. Если R—алгебра из класса M, такая что β(R, x) ⊆MR1
(I)

для всех I � R1, x ∈ I, то β-квазирегулярные центральные элементы R квази-
регулярны.

Доказательство. Достаточно заметить, что

β

(
β(R, 1 − z)(R1)

)
R1 ⊆ (1 − z)R1

для всех z ∈ Z(R).

По аналогии со следствием 2.7 можно сделать следующее замечание.
Замечание 2.10. Если β-квазирегулярные центральные элементы алгебр из

класса M квазирегулярны, то простые алгебры с ненулевыми центрами из M
Jβ-полупросты.

Для отображения βR : (R, x) �→ {rx}, R ∈ M, x ∈ R1, βR-квазирегуляр-
ные элементы алгебры R— её αL-квазирегулярные элементы, βR-идеалы алгеб-
ры R1 — её левые идеалы. Поэтому при выполнении для βR условия 3) (условия
1), 2), 4) всегда выполнены) βR-квазирегулярный радикал JβR

равен на клас-
се M αL-квазирегулярному радикалу JαL

. В частности, это верно для класса
ассоциативных алгебр над кольцом F , на котором JβR

= JαL
= J .

Отображение βU : (R, x) �→ {Ux}, R ∈ J, x ∈ R, удовлетворяет условиям
1)—4). При этом βU

(
Ux(R1)

)
R1 = Ux(R1) для всех R ∈ J, x ∈ R1, βU -ква-

зирегулярные элементы алгебры R— её квазирегулярные элементы в смысле
йордановых алгебр (см. [6, лемма 5, с. 356]), βU -идеалы алгебры R1 — её внут-
ренние идеалы (внутренние идеалы йордановых алгебр— их внутренние идеалы
как тройных йордановых систем). Поэтому βU -квазирегулярный радикал JβU

совпадает с квазирегулярным радикалом йордановых алгебр J .
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3. Варианты теоремы Амицура—Прочези

Согласно теореме Амицура—Прочези (некоммутативной теореме Гильберта
о нулях) конечно порождённые ассоциативные PI-алгебры над кольцами Дже-
кобсона являются кольцами Джекобсона. В этой части работы мы приведём
обобщённую версию данной теоремы, основанную на доказательстве из [17, тео-
рема 2.3], и ряд её аналогов для неассоциативных алгебр.

Будем говорить, что алгебра R над кольцом F (k)-полупервична, k � 1,
если R не содержит ненулевых разрешимых идеалов ступени не выше k, и
(k)-первична, если R (k)-полупервична и любые два её ненулевых идеала име-
ют ненулевое пересечение. Мы будем называть идеалы R, фактор-алгебры по
которым (k)-первичны, (k)-первичными идеалами, множество всех таких идеа-
лов Spec(k)(R)— (k)-первичным спектром R, их пересечение

Rad(k)(R) =
⋂

P∈Spec(k)(R)

P —

(k)-первичным радикалом R. Условия (1)-первичности и (1)-полупервичности
совпадают с обычными условиями первичности и полупервичности, Spec(R) =
= Spec(1)(R) и Rad(R) = Rad(1)(R)— первичный спектр и первичный ра-
дикал R. По аналогии с известным описанием первичного радикала можно
показать, что Rad(k)(R) равен наименьшему из идеалов R, фактор-алгебры по
которым (k)-полупервичны, и множеству всех элементов x ∈ R, таких что лю-
бая цепь {xi}i�0 с x0 = x, xi+1 ∈ (xi)

(k)
R , i � 0, содержит 0, где A(k) — k-й

коммутант алгебры A (см. [3, теорема 2.1; 6, предложение 4, теорема 6, с. 192,
193]).

Описание используемых нами конструкций центроида Мартиндейла (расши-
ренного центроида) и центрального замыкания полупервичной алгебры можно
найти в [21, 28—30, 51]. Напомним, что центроид Мартиндейла CM(R) нену-
левой первичной алгебры R над кольцом F —поле, её центральное замыкание
P (R)—первичная алгебра над CM(R), R— F -подалгебра P (R), элементы ко-
торой порождают CM(R)-пространство P (R) = CM(R)R, F IdP (R) ⊆ CM(R),
F IdP (R)

∼= F/AnnF R, и

CM(R) = EndM(R)′
(
P (R)

)
= EndM(P (R))′

(
P (R)

)
= Z

(
M

(
P (R)

)′)
,

где M(R)′ = M(R) + F IdR и M
(
P (R)

)′ = M
(
P (R)

)
+ CM(R) IdP (R). Если

R—простая алгебра, то P (R) = R, CM(R) = EndM(R)′(R). Если R име-
ет ненулевой центр Z(R), то мы можем отождествить Z(R) с F -подалгеброй
{lz = rz | z ∈ Z(R)} поля CM(R), центральное кольцо частных Q = RS−1 —
c Z(Q)-подалгеброй Z(Q)R алгебры P (R), P (R) ∼= P (Q), CM(R) ∼= Z

(
P (R)

) ∼=
∼= CM(Q), где S = Z(R)\{0}, Z(Q) = Z(R)S−1 —поле частных Z(R) в CM(R).
Поэтому если Q—простая алгебра, P (R) ∼= Q, CM(R) ∼= Z(Q).

Ассоциативные кольца, полупервичные фактор-кольца которых полуприми-
тивны (J -полупросты), называются кольцами Джекобсона.
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В последующих утверждениях максимальность аннулятора алгебры R над
кольцом F означает, что AnnF R—максимальный идеал F . Говоря о размер-
ности центральных замыканий первичных алгебр над их центроидами Мартин-
дейла, мы предполагаем по умолчанию, что речь идёт о ненулевых алгебрах.

Лемма 3.1. Если ненулевая конечномерная алгебра R над полем F конечно
порождена над его подобластью F , то F—конечно порождённая алгебра над F .
В случае если F —кольцо Джекобсона, F —поле, dimF R < ∞ (см. [17, лем-
ма 2.2]).

Теорема 3.2. Если R—конечно порождённая первичная алгебра над коль-
цом Джекобсона F с ненулевым центром Z(R) и простым центральным кольцом
частных Q, n = dimZ(Q)Q < ∞, то R—подпрямое произведение простых ко-
нечных алгебр с единицами над F , которые имеют размерности не выше n над
своими центрами и максимальные аннуляторы в F .

Доказательство. При помощи леммы Цорна мы можем выбрать для каждо-
го элемента 0 
= z ∈ Z(R) максимальный идеал Pz среди всех идеалов алгеб-
ры R, не содержащих элементов её мультипликативной подполугруппы 〈z〉 =
= {zk | k � 1}. Так как ненулевые идеалы фактор-алгебры Rz = R/Pz имеют
непустые пересечения с её подполугруппой 〈z〉 + Pz = 〈z + Pz〉 и 〈z + Pz〉 ⊆
⊆ Z(Rz) \ {0}, Rz —первичная алгебра, кольцо частных Qz = Rz〈z + Pz〉−1 —
простое кольцо с единицей 1, центр Z(Qz) = Z(Rz)〈z + Pz〉−1 —поле, Qz —
центральное кольцо частных Rz. Алгебры умножений M(R) и M(Rz) алгебр R
и Rz можно отождествить с F -подалгебрами алгебр умножений M(Q) и M(Qz)
алгебр Q и Qz, которые порождают M(Q) и M(Qz) как Z(Q)-пространство и
Z(Qz)-пространство. Канонический эпиморфизм R → Rz алгебр R и Rz инду-
цирует эпиморфизм их алгебр умножений M(R) → M(Rz), tx �→ tx+Pz

, x ∈ R,
tx ∈ {lx, rx}. Поэтому M(Q), M(R), M(Rz) и M(Qz)—PI-кольца, (p.i.)-степени
которых не превышают n. Простая алгебра Qz является точным неприводимым
модулем над алгеброй M(Qz). По теореме Капланского алгебра M(Qz) проста
и конечномерна над своим центром

Z
(
M(Qz)

)
= EndM(Qz)(Qz) = {lx | x ∈ Z(Qz)} ∼= Z(Qz),

M(Qz) = EndZ(Qz)(Qz) и

nz = dimZ(Qz)Qz = p. i.degM(Rz) � n = p. i.degM(R)

(см. [49, предложение 1.5.6, теорема 1.5.16, с. 34, 36] с учётом того, что φy =
= (φ 1)y, φ 1 ∈ Z(Qz) для всех φ ∈ EndM(Qz)(Qz), y ∈ Qz). Из леммы 3.1 и
конечной порождённости алгебры Qz над кольцом F и областью

Fz = F/AnnF Qz = F/AnnF Rz ∼= F · 1

следует, что Fz —поле, dimFz
Qz < ∞. Значит, Z(Rz)—поле и Qz = Rz. По-

скольку простота кольца Q равносильна тому, что Z(R) ∩ I 
= {0} для любого
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{0} 
= I � R,
⋂

0 �=z∈Z(R)

Pz = {0}, R—подпрямое произведение простых конеч-

номерных алгебр с единицами Rz над полями Fz, dimZ(Rz)Rz � n, 0 
= z ∈
∈ Z(R).

Пусть M—класс алгебр над кольцом Джекобсона F , на котором опреде-
лён радикал Jα (Jβ в условии замечания 2.10), M′ —класс всех алгебр из M,
таких что их ненулевые первичные фактор-алгебры имеют ненулевые центры
и локально конечномерные над своими центрами простые центральные коль-
ца частных. Тогда по теореме 3.2 и следствию 2.7 (замечанию 2.10) Jα(R) ⊆
⊆ Rad(R) (Jβ(R) ⊆ Rad(R)) для любой конечно порождённой алгебры R ∈ M′

и Jα(R) = Rad(R) (Jβ(R) = Rad(R)), если радикал Jα (Jβ) на классе M над-
нильпотентен. Аналогичным образом, если T — специальный радикал на клас-
се M и M′′ —класс всех алгебр из M, ненулевые первичные T -полупростые
фактор-алгебры которых имеют ненулевые центры и локально конечномерные
над своими центрами простые центральные кольца частных, то Jα(R) ⊆ T (R)
(Jβ(R) ⊆ T (R)) для любой конечно порождённой алгебры R ∈ M′′.

Первичные невырожденные алгебры из классов, для которых определено
условие невырожденности (например, классов альтернативных, йордановых ал-
гебр, алгебр Ли и Мальцева), мы будем называть сильно первичными.

Из теоремы 3.2, [6, теорема 9, с. 229, замечание, с. 223; 18; 48] ([24, след-
ствия 1 и 3 теоремы 1]), [11, теорема 5] (с учётом локальной конечномерности
йордановых алгебр симметрических билинейных форм на векторных простран-
ствах над полями) и [9, теорема 2] следуют теорема Амицура—Прочези, теоре-
ма 6 из [6, с. 253] и результаты [15], которые объединяет следствие 3.3.

Следствие 3.3. Если R—ненулевая конечно порождённая первичная аль-
тернативная (йорданова) PI-алгебра над кольцом Джекобсона F (c 1/2), Q—
центральное кольцо частных R, n = dimZ(Q)Q, то R—подпрямое произведе-
ние простых J -полупростых конечных алгебр с единицами над F , имеющих
размерности не выше n над своими центрами и максимальные аннуляторы в F .

Любая ненулевая конечномерная первичная алгебра над полем либо проста,
либо содержит единственный минимальный идеал, наименьший среди её нену-
левых идеалов. Поэтому теорема 3.2 не переносится на все первичные алгебры
с конечномерными над их центроидами Мартиндейла центральными замыкани-
ями. Вместе с тем имеются её неполные аналоги для отдельных классов алгебр,
например для классов специальных алгебр Ли и Мальцева.

Выделим в свободной неассоциативной алгебре F 〈X〉 над кольцом F со счёт-
ным множеством свободных порождающих X = {xi}i�1 систему многочленов
разрешимости {gk}k�0, полагая g0(x1) = x1 и далее

gk+1

(
x1, . . . , x2k+1

)
= gk(x1, . . . , x2k)gk

(
x2k+1, . . . , x2k+1

)
(k � 0).

Алгебра R над F называется слабо разрешимой, если для любого конечного
множества A ⊆ R найдётся k = k(A) � 0, такое что gk(a1, . . . , a2k) = 0 при
всех ai ∈ A. Класс слабо разрешимых алгебр W над F —радикальный подкласс
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класса всех алгебр над F , он содержит все локально разрешимые алгебры над F
и все алгебры над F , имеющие нормальные ряды подалгебр со слабо разреши-
мыми факторами (см. [19; 3, теоремы 2.8, 3.8]). Нижний радикал T = TW,
определяемый на классе всех алгебр над F классом W (слабо разрешимый
радикал), является специальным (см. [3, замечание 3.10; 19]).

Замечание 3.4. Если алгебра R над кольцом F — n-порождённый F -модуль,
n � 1, H —подкольцо F , содержащее его единицу, A—H-подалгебра R, то цен-
тральные замыкания первичных фактор-алгебр A имеют размерности не выше n
над их центроидами Мартиндейла, слабо разрешимый радикал T (A) разрешим
ступени не выше n по модулю первичного радикала Rad(A), T (A) = Rad(n)(A).

Доказательство. Первое утверждение напрямую следует из выполнения
на алгебре A всех тождеств Капелли порядка n + 1 и теоремы о ранге (см.
[21, теорема 4.1, с. 47]). Остаётся заметить, что слабо разрешимые идеалы
первичных фактор-алгебр алгебры A разрешимы ступени не выше n, T (A)(n) ⊆
⊆ Rad(A).

Для любых алгебры R над кольцом F и фиксированных s, t ∈ F , (s, t) ∈
∈ F 2 \ {(0, 0)}, обозначим через R(s,t) алгебру, полученную из R заменой её
операции умножения на операцию ·, x · y = sxy + tyx, x, y ∈ R.

Пусть A—подалгебра алгебры R(s,t), 〈A〉—подалгебра алгебры R, порож-
дённая A, I —максимальный среди идеалов R, имеющих нулевое пересечение
с A. Тогда
1) любая система порождающих A порождает 〈A〉;
2) несложно показать по индукции, что gm(M)′ ⊆ Fgm(M), M ′

k ⊆ FMk для
любых m � 0, k � 1 и множества M ⊆ R, где gm(M)′ и gm(M)—мно-
жества значений gm на элементах M в R(s,t) и R, M ′

k и Mk —множества
неассоциативных слов длины k в алфавите M в R(s,t) и R; как следствие,
(
R(s,t)

)(m) ⊆ R(m),
(
R(s,t)

)k ⊆ Rk;
3) если B—подалгебра (идеал) R, A ∩ B—подалгебра (идеал) A, причём

нильпотентность, локальная нильпотентность, разрешимость, локальная
разрешимость, слабая разрешимость, локальная конечность B наследуется
A ∩B (см. пункты 1), 2), [6, лемма 7, с. 131]);

4) R/I наследует первичность, (k)-полупервичность, k � 1, T -полупростоту,
отсутствие ненулевых нильпотентных, локально нильпотентных, разреши-
мых, локально разрешимых, локально конечных идеалов A (см. пункт 3));

5) Rad(k)(R) ⊆ Rad(k)

(
R(s,t)

)
, A ∩ Rad(k)(R) ⊆ Rad(k)(A) для всех k � 1

(см. описание Rad(k) с учётом (x)(k)
R(s,t) ⊆ (x)(k)R , x ∈ R).

Замечание 3.5. Если размерности центральных замыканий первичных
фактор-алгебр алгебры R над их центроидами Мартиндейла не превышают
n � 1, тогда центральные замыкания первичных фактор-алгебр алгебры A име-
ют размерности не выше n над их центроидами Мартиндейла, слабо разреши-
мый радикал T (A) разрешим ступени не выше n по модулю идеала A∩Rad(R),
T (A) = Rad(n)(A).
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Доказательство. Можно считать, что R 
= Rad(R). Так как алгебра
A/

(
A ∩ Rad(R)

)
вкладывается в подпрямое произведение алгебр P (R/P )(s,t),

dimCM(R/P ) P (R/P ) � n, R 
= P ∈ Spec(R), она удовлетворяет всем тожде-
ствам Капелли порядка n+1, радикал T

(
A/

(
A∩Rad(A)

))
разрешим ступени не

выше n. Остаётся применить теорему о ранге (см. [21, теорема 4.1, с. 47]).

Поскольку A∩ T (R) ⊆ T (A) (см. пункт 3)), мы можем также сделать следу-
ющее замечание.

Замечание 3.6. Если размерности центральных замыканий первичных T -по-
лупростых фактор-алгебр алгебры R над их центроидами Мартиндейла не
превышают n � 1, то центральные замыкания первичных T -полупростых фак-
тор-алгебр алгебры A имеют размерности не выше n над их центроидами Мар-
тиндейла, слабо разрешимый радикал T (A) разрешим ступени не выше n по
модулю идеала A ∩ T (R).

Замечание 3.7. Если в замечании 3.6 R/T (R)—подпрямое произведение
конечных первичных алгебр над кольцом F с максимальными аннуляторами
в F , A 
= T (A), то A/T (A)—подпрямое произведение конечных первичных
T -полупростых алгебр над F с максимальными аннуляторами в F .

Доказательство. Ненулевые образы алгебры A в факторах такого подпря-
мого произведения R/T (R) являются конечными алгебрами над кольцом F
с максимальными аннуляторами в F , их слабо разрешимые радикалы разре-
шимы ступени не выше n и равны пересечениям некоторых конечных наборов
первичных идеалов, фактор-алгебры по которым T -полупросты (специальность
радикала T и артиновость конечномерных алгебр). Пересечение прообразов
в алгебре A идеалов из всех таких наборов разрешимо ступени не выше n
по модулю её идеала A ∩ T (R) и совпадает с радикалом T (A).

Алгебра Ли (Мальцева) A над кольцом F называется специальной, если
она вложима в алгебру Ли (Мальцева) R(−) = R(1,−1) некоторой ассоциатив-
ной (альтернативной) PI-алгебры R над F . В ряде источников специальность
алгебры Мальцева определяется просто как вложимость в алгебру Мальцева
подходящей альтернативной алгебры.

Следствие 3.8. Если A—ненулевая конечно порождённая первичная специ-
альная алгебра Ли (Мальцева без 2-кручения) над кольцом Джекобсона F , то
A—подпрямое произведение конечных первичных алгебр над F с максималь-
ными аннуляторами в F .

Доказательство. Алгебра Мальцева A является подалгеброй алгебры R(−)

некоторой конечно порождённой первичной альтернативной PI-алгебры R над
кольцом F (см. пункты 1), 4)). Алгебра R не имеет 2-кручения, поскольку
R— (F/AnnF R)-модуль без кручения, A—алгебра без 2-кручения. Остаётся
заметить, что алгебра A не содержит ненулевых разрешимых идеалов (см. [16,
следствие 1 предложения 5]), и применить замечания 3.5, 3.7 и следствие 3.3.
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В случае алгебры Ли A в этом рассуждении следует опустить условие от-
сутствия 2-кручения и заменить R любой конечно порождённой ассоциативной
PI-алгеброй, в алгебру Ли которой вложима A.

Поскольку простота конечномерной алгебры Мальцева над полем характе-
ристики нуль равносильна её первичности (см. [16, структурная теорема]), мы
получаем также следующий результат.

Следствие 3.9. Если в следствии 3.8 F —алгебра Джекобсона над полем F,
char F = 0, то A—подпрямое произведение конечных простых алгебр над F
с максимальными аннуляторами в F .

Замечание 3.6 использует идеи [1], следствия 3.8, 3.9 включают в себя
теорему 5 из [22], описанные здесь свойства соответствия R �→ R(s,t) можно
переформулировать для отображений классов алгебр, которые ставят в соответ-
ствие алгебрам из одного класса алгебры, полученные из них заменой операций
умножения, из другого класса.

4. Радикалы и отображения классов алгебр

Данная часть работы посвящена одному из способов построения радикалов
на классах алгебр при помощи их отображений в другие классы и радикалов
последних, в основе которого лежит следующее соображение.

Лемма 4.1. Пусть M, N— замкнутые относительно взятия идеалов и гомо-
морфных образов классы алгебр над кольцом F , T —радикал в смысле Куро-
ша—Амицура на N и γ—отображение, которое ставит в соответствие каждой
алгебре R из M алгебру γ(R) из N и обладает следующими свойствами:
1) существует соответствие I �→ γ(I)R, I � R, между идеалами R и γ(R),

причём, если γ(I) = T
(
γ(I)

)
, γ(I)R = T (γ(I)R); если R— сумма идеалов

{Ia}a∈A, γ(R)— сумма идеалов {γ(Ia)R}a∈A;
2) любой гомоморфизм алгебр ψ : R → R′ индуцирует такой эпиморфизм

алгебр ψγ : γ(R) �→ γ
(
ψ(R)

)
, что

(Kerψγ + γ(Kerψ)R)/γ(Kerψ)R = T
(
(Kerψγ + γ(Kerψ)R)/γ(Kerψ)R

)
.

Тогда класс RT ,γ =
{
R ∈ M | γ(R) = T

(
γ(R)

)}
—радикальный подкласс клас-

са M.

Доказательство. По условию класс RT ,γ замкнут относительно взятия го-
моморфных образов и содержит все алгебры из класса M, которые являются
суммами своих идеалов из RT ,γ . Если I — такой идеал алгебры R ∈ M, что
I,R/I ∈ RT ,γ , то алгебра γ(R) содержит конечный ряд идеалов

{0} ⊆ γ(I)R ⊆ J = Kerψγ + γ(I)R ⊆ γ(R)

с T -радикальными факторами γ(I)R, J/γ(I)R,
γ(R)/J ∼= (γ(R)/Kerψγ)/(J/Kerψγ),



92 А. Ю. Голубков

где ψ : R → R/I —канонический эпиморфизм R на R/I, и, как следствие,
γ(R) = T

(
γ(R)

)
, R ∈ RT ,γ . Поэтому класс RT ,γ замкнут относительно взя-

тия расширений.

В условии 1) ограничение на суммы идеалов можно заменить следующими
условиями: соответствие I �→ γ(I)R, I � R, сохраняет отношение включения;
если R—объединение упорядоченной по включению системы идеалов {Ia}a∈A,
γ(R)—объединение системы идеалов {γ(Ia)R}a∈A.

Приведём ряд примеров отображений γ, к которым применима лемма 4.1.
Помимо классов линейных алгебр, мы будем рассматривать также классы ли-
нейных тройных систем, квадратичных тройных систем, линейных пар и квад-
ратичных пар, в примерах γ без указания классов M и N предполагается их
совпадение с классами всех структур над кольцом F из областей определения и
значения γ. Начнём с отображений γ : R �→ γ(R), в которых алгебра γ(R) ∈ N
получена из алгебры R ∈ M заменой операции умножения, γ(I)R = γ(I), I �R.

1. R �→ R(s,t), R ∈ M, R(s,t) ∈ N.
2. R �→ (R, 〈 , , 〉), R ∈ M, (R, 〈 , , 〉) ∈ N—линейная тройная система,

〈x, y, z〉 = (xy)z, x, y, z ∈ R (N— замкнутый относительно взятия идеа-
лов и гомоморфных образов класс линейных тройных систем).

3. (R, 〈 , , 〉) �→ (R, [ , , ]), (R, 〈 , , 〉) и (R, [ , , ])— тройные ассоциативная и
лиева системы,

[x, y, z] = 〈x, y, z〉 − 〈y, x, z〉 − 〈z, x, y〉 + 〈z, y, x〉 (x, y, z ∈ R).

4. (R, 〈 , , 〉) �→ (R,U), (R, 〈 , , 〉)— тройная альтернативная система, (R,U)—
тройная йорданова система, U : x �→ 〈x, , x〉, x ∈ R.

5. R �→ (R, [ , , ]), R—алгебра Ли (Мальцева), (R, [ , , ])— тройная лиева си-
стема,

[x, y, z] =

{[
[x, y], z

]
, если R—алгебра Ли,

2(xy)z − (yz)x− (zx)y, если R—алгебра Мальцева

(x, y, z ∈ R).

6. (R,U) �→ (R, { , , }′), (R, { , , }) �→ (R,U ′), (R,U), (R,U ′)—квадратич-
ные тройные системы, (R, { , , }), (R, { , , }′)—линейные тройные систе-
мы; аналогичные соответствия для линейных пар и квадратичных пар.

7. R �→ (R,U), R—йорданова алгебра, (R,U)— тройная йорданова система.
8. R �→ (R, { , , }′′), R—линейная йорданова алгебра, (R, { , , }′′)—линейная

тройная йорданова система.
9. (R, { , , }) �→ (R, [ , , ]), (R, { , , })—линейная тройная йорданова система,

(R, [ , , ])— тройная лиева система,

[x, y, z] = {x, y, z} − {y, x, z} (x, y, z ∈ R).



Квазирегулярные радикалы неассоциативных алгебр 93

10. R �→ (R, [ , , ]), R—линейная йорданова алгебра, (R, [ , , ])— тройная лие-
ва система,

[x, y, z] = (1/2) ({x, y, z}′′ − {y, x, z}′′) = (y, z, x) = (yz)x− y(zx)
(x, y, z ∈ R).

11. (R, { , , }) �→ (R±, { , , }±), (R,U) �→ (R±, U±), (R, { , , }) и (R,U)—ли-
нейная и квадратичная тройные системы, (R±, { , , }±) и (R±, U±)—ли-
нейная и квадратичная пары, R± = R, { , , }± = { , , }, U± = U .

12. (R±, { , , }±) �→ (R+⊕R−, { , , }), (R±, U±) �→ (R+⊕R−, U), (R±, { , , }±)
и (R±, U±)—линейная и квадратичная пары, (R+ ⊕ R−, { , , }) и
(R+ ⊕R−, U)—их линейная и квадратичная тройные системы.

13. Аналогичные 11, 12 соответствия между линейными тройными йордановы-
ми системами и линейными йордановыми парами, тройными йордановыми
системами и йордановыми парами.

В примерах с линейными йордановыми алгебрами основное кольцо F с 1/2 (см.
введение и [39, 45]). К подобным примерам можно отнести также соответствие
между радикалами йордановых и правоальтернативных алгебр и описание ква-
зирегулярного радикала ассоциативной алгебры как квазирегулярного радикала
её тройной ассоциативной системы, тройной йордановой системы и йордановой
алгебры (см. [38,40,46,50]).

Для любого однородного идеала I 3-преградуированной алгебры Ли(
L, {Li}|i|�1

)
над кольцом F положим

Ii = I ∩ Li, |i| � 1, 〈I±1〉 = I1 + [I1, I−1] + I−1,

L0(I±1) = [I1, L−1] + [I−1, L1], L0(L, I±1) = {x ∈ L0 | [x,L±1] ⊆ I±1},
L(I±1) = I1 + L0(I±1) + I−1, L(L, I±1) = I1 + L0(L, I±1) + I−1.

Тогда L0(I±1), L0(L, I±1), [I1, I−1] � L0, L(I±1), L(I, I±1) � L, 〈I±1〉 � L(I±1) и

[L(L, I±1), 〈L±1〉] ⊆ L(I±1) ⊆ I ⊆ L(L, I±1).

В случае если 1/2 ∈ F , для любых y± ∈ L±, x∓, z∓ ∈ I∓

[
[y±1, x∓1], [y±1, z∓1]

]
+ [I1, I−1] =

[
y±1,

[
x∓1, [y±1, z∓1]

]]
+ [I1, I−1] =

=
[
y±1,

[
[x∓1, y±1], z∓1]

]]
+[I1, I−1]=−

[
[y±1, x∓1], [y±1, z∓1]

]
+[I1, I−1]=[I1, I−1],

и, как следствие, алгебра L(I±1)/〈I±1〉— сумма однородных абелевых идеалов

(I1 + [y±1, I∓1] + [I1, I−1] + I−1)/〈I±1〉 (y±1 ∈ L±1).

Если L0 = [L1, L−1], то L(J±1), L(L, J±1) � L, [L,L(L, J±1)] ⊆ L(J±1) ⊆
⊆ L(L, J±1) для любого (J1, J−1) � (L1, L−1), где (L1, L−1)—линейная йор-
данова пара абелевых внутренних идеалов L±1 алгебры L (см. введение). Если
L = L1 ⊕ [L1, L−1] ⊕ L−1, каждый гомоморфизм линейной йордановой пары
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ψ : (L1, L−1) → (V ±, { , , }±) индуцирует однородный эпиморфизм 3-градуиро-
ванных алгебр Ли ψ̄ : L → TKK

(
ψ

(
(L1, L−1)

))
, ψ̄x±1 = ψx±1, x±1 ∈ L±1.

Для этого достаточно заметить, что из того, что
n∑

i=1

[xi, yi] = 0 для некоторых
xi ∈ L±1, yi ∈ L∓1, n � 1, следует

ψ

( n∑

i=1

[
[xi, yi], z

]
)

=
n∑

i=1

[
[ψxi, ψyi], ψz

]
= 0 (z ∈ L±1),

n∑

i=1

[ψxi, ψyi] = 0. Поэтому отображение

ψ̄ : x1 +
m∑

k=1

[x1(k), x−1(k)] + x−1 �→ ψx1 +
m∑

k=1

[ψx1(k), ψx−1(k)] + ψx−1,

x±1, x±1(k) ∈ L±1, определено корректно, Ker ψ̄ = L(L,K±1), Kerψ =
= (K1,K−1). Кроме того, ψ̄ индуцирует эпиморфизм

ψ̄0 = ψ̄|L0 : L0 → [ψ(L1), ψ(L−1)],

Ker ψ̄0 = L0(L,K±1). Поскольку здесь L = L1 ⊕ [L1, L−1] ⊕ L−1,
〈J±1〉/C0(〈J±1〉) ∼= TKK(J1, J−1) для любого (J1, J−1) � (L1, L−1), где
C0(〈J±1〉) =

{
x ∈ [J1, J−1] | [x, J1 + J−1] = {0}

}
(см. введение).

Таким образом, по лемме 4.1 (с необходимыми изменениями) получаем сле-
дующее.

14. Отображения (R±, { , , }±) �→ TKK(R+, R−) =
(
L, {Li}|i|�1

)
,

(R±, { , , }±)—линейная йорданова пара, (I±) �→ L(I±1), I±1 = I±,
(I±) � (R±, { , , }±), устанавливают соответствие между однородными
наднильпотентными радикалами 3-градуированных алгебр Ли и над-
нильпотентными радикалами линейных йордановых пар над кольцом F
c 1/2.

15. Отображения (R±, { , , }±) �→ Lie(R+, R−) = L0, (R±, { , , }±)—линей-
ная йорданова пара, (I±) �→ Lie(I+, I−)(R±) = L0(I±1), I±1 = I±,
(I±) � (R±, { , , }±), устанавливают соответствие между наднильпотент-
ными радикалами алгебр Ли и наднильпотентными радикалами линейных
йордановых пар над F .

Далее, R—линейная йорданова алгебра над кольцом F с 1/2, L(R)— F -мо-
дуль левых умножений R, Inder(R) = [L(R),L(R)] и Lie(R) = L(R)+Inder(R)—
алгебры Ли её внутренних дифференцирований и лиевых умножений, LR(A)—
подмодуль L(R), порождённый операторами lx, x ∈ A,

InderR(A) = [LR(A),LR(A)], LieR(A) = LR(A) + InderR(A),

Inder(A)R = [LR(A),L(R)], Lie(A)R = LR(A) + Inder(A)R

для любого множества A ⊆ R. Поскольку для всех x, y, z, u ∈ R
[
[lx, ly], lz

]
= l[lx,ly]z = l(y,z,x), [lxy, lz] + [lxz, ly] + [lyz, lx] = 0,

[
[lx, ly], [lz, lu]

]
= [l(y,z,x), lu] + [lz, l(y,u,x)] = [ly, l(u,x,z)] + [l(u,y,z), lx]
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(см. [6, с. 86, (25)—(27)], L(R) — подсистема тройной лиевой системы(
Lie(R),

[
[ , ],

])
, x �→ lx, x ∈ R1, — изоморфизм тройных лиевых систем

(R1, [ , , ]) и
(
L(R1),

[
[ , ],

])
, Lie(R1) — стандартная лиева обёртывающая

тройной лиевой системы
(
L(R1),

[
[ , ],

])
(см. 5, 10) и для любого I �R

LR(I) � L(R), LR1
(I1) � L(R1), InderR(I), Inder(I)R � Inder(R),

InderR
1
(I1) = InderR

1
(I), Inder(I1)R1 = [LR1

(I),LR1
(R)] � Inder(R1),

LieR(I) � Lie(I)R � Lie(R), LieR
1
(I1) � Lie(I1)R1 � Lie(R1).

Для любых I �R, x, x′ ∈ I, y, y′ ∈ R

[lx(x′y′), ly] = [lx′y′ , lxy] + [lx, l(x′y′)y] ∈ InderR(I),
[
[lx, ly], [lx′ , ly′ ]

]
+InderR(I) = [l(x′,x,y′), ly]+InderR(I) = [l(xx′)y′ , ly]+InderR(I) =

= [l(y,x′,x), ly′ ] + InderR(I) = −[l(xx′)y, ly′ ] + InderR(I), [l(xx′)y, ly] ∈ InderR(I),

алгебра Inder(I)R/ InderR(I)— сумма абелевых идеалов
(
[LR(I), ly] + InderR(I)

)
/ InderR(I) (y ∈ R),

и потому алгебры

Lie(I)R/LieR(I) ∼= Inder(I)R/
(
Inder(I)R ∩ LieR(I)

)
, Lie(I1)R1/LieR

1
(I1)

также являются суммами абелевых идеалов.
Гомоморфизм πI : φ �→ φ|I , φ ∈ M(R), отображает HR(I) на H(I), гомо-

морфизм πI1 : φ �→ φ|I1 , φ ∈ MR1
(I1) +

(
MR1

(I)
)
M(R1)

, —HR1
(I1) на H(I1)

и HR1
(I) на HI1(I), где φ|I (φ|I1) — ограничение φ на I (I1), I � R, H =

= L, Inder,Lie, KerπI = AnnM(R) I, KerπI1 ⊆ AnnM(R1) I
1. При этом

[
[KerπI ∩ LR(I),LR(I)],LR(I)

]
= KerπI1 ∩ LR1

(I1) = {0},
KerπI ∩ InderR(I) ⊆ C

(
InderR(I)

)
,

KerπI1 ∩ LieR
1
(I1) = KerπI1 ∩ InderR

1
(I) ⊆ C

(
LieR

1
(I1)

)
,

где C(L) =
{
x ∈ L | [x,L] = {0}

}
—центр алгебры Ли L. Кроме того,

любой гомоморфизм ψ : R → R′ индуцирует гомоморфизмы ψ1 : R1 → R′1,
ψM : M(R) →M

(
ψ(R)

)
и ψ1

M : M(R1) →M(ψ(R)1),

Kerψ = Kerψ1, KerψM = {φ ∈M(R) | φ(R) ⊆ Kerψ},
Kerψ1

M = {φ ∈MR1
(R) | φ|R ∈ KerψM , φ 1 ∈ Kerψ},

[
[KerψM ∩ L(R),L(R)],L(R)

]
⊆ LR(Kerψ), Kerψ1

M ∩ L(R1) = LR1
(Kerψ),

[KerψM ∩ Inder(R), Inder(R)] ⊆ Inder(Kerψ)R,

Kerψ1
M ∩ Lie(R1) = LR1

(Kerψ) + Kerψ1
M ∩ Inder(R1),

[Kerψ1
M ∩ Lie(R1),Lie(R1)] ⊆ Lie(Kerψ)R1 .
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Тогда по лемме 4.1 верно следующее.

16. Отображения R �→
(
L(R1),

[
[ , ],

])
, I �→ LR1

(I1) (R �→
(
LR,

[
[ , ],

])
,

I �→ LR(I)), I � R, устанавливают соответствие между радикалами трой-
ных лиевых систем и линейных йордановых алгебр над кольцом F с 1/2
(их наднильпотентными радикалами).

17. Отображения R �→ Inder(R), I �→ Inder(I)R (R �→ Inder(R1),
I �→ Inder(I1)R1), I � R, и R �→ Lie(R1), I �→ Lie(I1)R1 (R �→ LieR

1
(R),

I �→ Lie(I)R1), I � R, устанавливают соответствия между наднильпотент-
ными радикалами алгебр Ли и линейных йордановых алгебр над F .

Заметим, что классы радикальных алгебр относительно радикалов линейных
йордановых алгебр, отвечающих наднильпотентным радикалам алгебр Ли в при-
мере 17, содержат все ассоциативные коммутативные алгебры.

Приведём аналог леммы 4.1 для линейной йордановой пары и преградуи-
рованных алгебр Ли. Пусть Λ—абелева группа без кручения в аддитивной
записи, (L, {Lλ}λ∈Λ)—Λ-преградуированная алгебра Ли над кольцом F . Мы
будем называть элемент 0 
= α ∈ supp({Lλ}λ∈Λ) крайним, если φ(α) > |φ(β)|,
±α 
= β ∈ supp({Lλ}λ∈Λ), для некоторого гомоморфизма групп φ : Λ → (Z,+),
и обозначать множество всех таких элементов через ex({Lλ}λ∈Λ). Для любого
α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ) подмодули L±α—абелевы внутренние идеалы алгебры L. Им
соответствует линейная йорданова пара (Lα, L−α), которую мы будем называть
крайней линейной йордановой парой L.

Лемма 4.2. Каждому (наднильпотентному) радикалу в смысле Куро-
ша—Амицура T линейной йордановой пары над кольцом F отвечает однородный
радикал TΛ на классе алгебр Ли с конечной Λ-градуировкой Lfg,Λ (Λ-прегра-
дуировкой Lfpg,Λ) над F с классом TΛ-радикальных алгебр RTΛ , состоящим
из всех алгебр из Lfg,Λ (Lfpg,Λ), крайние линейные йордановы пары ненулевых
однородных гомоморфных образов которых T -радикальны.

Доказательство. Пусть (L, {Lλ}λ∈Λ) ∈ Lfpg,Λ. Если I —однородный идеал
алгебры Ли L, такой что I, L/I ∈ RTΛ , то линейные йордановы пары (Lα, L−α),
α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), T -радикальны, так как

ex({Iλ = I ∩ Lλ}λ∈Λ) ⊇ supp({Iλ}λ∈Λ) ∩ ex({Lλ}λ∈Λ),
ex({(L/I)λ = (Lλ + I)/I}λ∈Λ) ⊇ supp({(L/I)λ}λ∈Λ) ∩ ex({Lλ}λ∈Λ),

T
(
(Iα, I−α)

)
= (Iα, I−α) � (Lα, L−α) и

T
((

(L/I)α, (L/I)−α
))

=
(
(L/I)α, (L/I)−α

) ∼= (Lα, L−α)/(Iα, I−α).

Если L— сумма однородных идеалов Ib ∈ RTΛ , b ∈ B, то любая её край-
няя линейная йорданова пара (Lα, L−α) является суммой T -радикальных
идеалов (Ib,α, Ib,−α), Ib,±α = Ib ∩ L±α, b ∈ B, и нильпотентных идеалов

(I(±α)α, I(±α)−α), I(±α) =
(
L±α ∩

( ∑

±α�=λ∈Λ

Lλ

))

L
(см. [10, доказательство

п. (а) леммы 10]), и потому T -радикальна для наднильпотентного радикала
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T и любого T , если (L, {Lλ}λ∈Λ) ∈ Lfg,Λ. Проверка T -радикальности край-
них линейных йордановых пар ненулевых однородных гомоморфных образов L
в обоих этих случаях проводится аналогично (для наднильпотентного T , если
(L, {Lλ}λ∈Λ) ∈ Lfpg,Λ). Следовательно, класс RTΛ замкнут относительно взя-
тия однородных расширений и любая алгебра из класса Lfpg,Λ (Lfg,Λ) содержит
наибольший однородный идеал из RTΛ . Замкнутость RTΛ относительно взятия
однородных гомоморфных образов следует из его определения.

Зафиксируем конечное множество S, 0 ∈ S ⊂ Λ, и S-преградуированную
алгебру Ли (L, {Lλ}λ∈S) над кольцом F . Назовём элемент 0 
= α ∈ S S-край-
ним, если φ(α) > |φ(β)|, ±α 
= β ∈ S, для некоторого гомоморфизма групп
φ : Λ → (Z,+), и обозначим через ES множество всех S-крайних элементов.
Мы будем называть линейную йорданову пару {(Lα, L−α)}α∈ES

S-крайней ли-
нейной йордановой парой L. По аналогии с леммой 4.2 каждому (надниль-
потентному) радикалу T линейной йордановой пары над F можно поставить
в соответствие однородный радикал TS на классе S-градуированных (S-пре-
градуированных) алгебр Ли Lfg,S (Lfpg,S) над F с классом TS-радикальных
алгебр RTS

, состоящим из всех алгебр из Lfg,S (Lfpg,S) с T -радикальными
S-крайними линейными йордановыми парами. Кроме того, T отвечают одно-
родные радикалы TS,α, α ∈ ES , на Lfg,S (Lfpg,S) с классами TS,α-радикаль-
ных алгебр RTS,α

, состоящими из всех алгебр (L, {Lλ}λ∈S) из Lfg,S (Lfpg,S)
с T

(
(Lα, L−α)

)
= (Lα, L−α). Если T наследственный, TS(L) =

⋂

α∈ES

TS,α(L),
(L, {Lλ}λ∈S) ∈ Lfg,S .

Лемма 4.3. Пусть S —упорядоченная по включению система конечных мно-
жеств S, 0 ∈ S ⊆ Λ, такая что {0} ∈ S и для любых S, S′ ∈ S, S′ ⊂ S, S′ = Si
для некоторого i, где S0 = S, Si+1 = Si \ ESi

, i � 0, Lfg,S =
⋃

S∈S
Lfg,S и

Lfgr,S =
⋃

S∈S
Lfgr,S —классы алгебр Ли с S-градуировками и S-преградуиров-

ками, S ∈ S, над кольцом F . Тогда каждому (наднильпотентному) радикалу
в смысле Куроша—Амицура T линейной йордановой пары над F отвечает одно-
родный радикал TS на классе Lfg,S (Lfpg,S) с классом TS-радикальных алгебр
RTS , состоящим из всех алгебр (L, {Lλ}λ∈S) из Lfg,S (Lfpg,S), S ∈ S,

T
(
(L̄(i)α, L̄(i)−α)

)
= (L̄(i)α, L̄(i)−α) (α ∈ ESi

, i � 0),

где L(i)—идеал L, порождённый L±λ, λ ∈ ESj
, 0 � j < i, L(0) = {0},

L̄(i) = L/L(i).

Доказательство. Пусть (L, {Lλ}λ∈S) ∈ Lfpg,S . Так как любой однородный
гомоморфизм алгебр Ли φ : L → L′, (L′, {L′

λ}λ∈S) ∈ Lfpg,S , индуцирует эпи-
морфизмы линейных йордановых пар (L̄(i)α, L̄(i)−α) →

(
φ(L)(i)α, φ(L)(i)−α

)
,

α ∈ ESi
, i � 0, класс RTS замкнут относительно взятия однородных гомоморф-

ных образов. Если I —однородный идеал алгебры Ли L, такой что I, L/I ∈ RTS ,
то для любых α ∈ ESi

, i � 0

ĪL(i) =
(
I + L(i)

)
/L(i) � L̄(i), (ĪL(i)α, ĪL(i)−α) � (L̄(i)α, L̄(i)−α),
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ĪL(i) ∼= I/
(
I ∩ L(i)

) ∼= Ī(i)/
((
I ∩ L(i)

)
/I(i)

)
,

L̄(i)/ĪL(i) ∼= L/
(
I + L(i)

) ∼= (L/I)/
((
I + L(i)

)
/I

)
= L/I(i)

и, как следствие, линейные йордановы пары (ĪL(i)α, ĪL(i)−α),((
L̄(i)/ĪL(i)

)
α
,
(
L̄(i)/ĪL(i)

)
−α

)
и (L̄(i)α, L̄(i)−α) T -радикальны. Если L—

сумма однородных идеалов Ib ∈ RTS , b ∈ B, любая линейная йорданова
пара (L̄(i)α, L̄(i)−α)— сумма T -радикальных идеалов

(
IbL(i)α, IbL(i)−α

)
,

b ∈ B, и нильпотентных идеалов (I(i,±α)α, I(i,±α)−α), I(i,±α) =
(
L̄(i)±α ∩

∩
( ∑

±α�=λ∈Si

L̄(i)λ
))

L
(см. выше), α ∈ ESi

, i � 0, и, значит, T -радикальна

для наднильпотентного радикала T и любого T , если (L, {Lλ}λ∈S) ∈ Lfg,S .
Поэтому класс RTS замкнут относительно взятия однородных расширений,
любая алгебра из класса Lfpg,S (Lfg,S) содержит наибольший однородный идеал
из RTS .

В частности, если

Λ = (Z,+), SZ =
{
{j | |j| � i}

}
i�0

, L∗,Λ = L∗,Z, ∗ = fg, fpg,

то

RTSZ =
{
(L, {Li}|i|�n) ∈ L∗,Z | T

(
(L̄(i)n−i, L̄(i)i−n)

)
= (L̄(i)n−i, L̄(i)i−n),

0 � i < n
}
,

где L(i)—идеал L, порождённый Lj , |j| > n − i, L(0) = {0}, L̄(i) = L/L(i).
На классах L3-g = Lfg,S′ и L3-pg = Lfpg,S′ , S′ = {0,±1}, радикалы TZ, TS′

и TSZ
определяют один однородный радикал, который мы будем обозначать че-

рез T3 (T наднильпотентен для Lfpg,Λ). Для любой алгебры (L, {Li}|i|�1) ∈ L3-∗,
∗ = g,pg, T3(L)—наибольший среди её однородных идеалов I, таких что
T

(
(I1, I−1)

)
= (I1, I−1), I±1 = I ∩ L±1 (и значит, I = L(L, I±1)). Если

L0 = [L1, L−1], T3(L) = L(L, T±1), T
(
(L1, L−1)

)
= (T1, T−1). Вместе с тем

соответствие T �→ T3 следует из леммы 4.1 для отображения L �→ (L1, L−1),
I �→ (I1, I−1),

(
L, {Li}|i|�1

)
∈ L3-g, I —однородный идеал L (при изменении

условия 1) леммы 4.1 также для
(
L, {Li}|i|�1

)
∈ L3-pg и наднильпотентного T ).

Замечание 4.4. Если T —наднильпотентный радикал линейной йордановой
пары над кольцом F с 1/2, T3 —однородный радикал 3-преградуированных ал-
гебр Ли над F , отвечающий T , T ′

3 —радикал линейной йордановой пары над F ,
отвечающий T3 в примере 14, то T = T ′

3 .

Как и условие наднильпотентности, условия наследственности радикалов
относятся по умолчанию только к радикалам в смысле Куроша—Амицура.

Замечание 4.5. Если T —однородный наследственный наднильпотентный
радикал 3-градуированных алгебр Ли над кольцом F с 1/2, T ′ —радикал ли-
нейной йордановой пары над F , отвечающий T в примере 14, T ′

3 —однородный
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радикал 3-преградуированных алгебр Ли над F , отвечающий T ′, то T (L) =
= T ′

3 (L), TKK(R+, R−) =
(
L, {Li}|i|�1

)
для всех линейных йордановых пар

(R±, { , , }±) над F .

Доказательство. Положим I = T (L), J = T ′
3(L), I±1 = I ∩ L±1, J±1 =

= J ∩ L±1. Ввиду наследственности T (замкнутости класса T -радикальных
алгебр относительно взятия однородных идеалов), его наднильпотентности и
сделанных ранее замечаний алгебры 〈I±1〉, L(L, I±1) и J = L(L, J±1) T -ради-
кальны, и потому I = T ′

3(I), I = J .

Замечание 4.6. Если T —радикал в смысле Куроша—Амицура линейной
пары над кольцом F , T ′ —радикал линейной тройной системы над F , отвеча-
ющий T в примере 11, T ′′ —радикал линейной пары над F , отвечающий T ′

в примере 12, то T = T ′′.

Доказательство. Если Π = (R±, { , , }±)—линейная пара над кольцом F ,
(R+⊕R−, { , , })— её линейная тройная система и Π′ =

(
(R+⊕R−)±, { , , }±

)
—

линейная пара (R+ ⊕R−, { , , }), где
{
(x+ + x−)±, (y+ + y−)∓, (z+ + z−)±

}± = ({x+, y−, z+}+ + {x−, y+, z−}−)±

(x±, y±, z± ∈ R±),

то Π′
+ =

(
(R±)±

)
, Π′

− =
(
(R∓)±

)
� Π′, Π′ = Π′

+ ⊕ Π′
−, Π изоморфна Π′

± при
помощи изоморфизмов x± �→ (x±)±, x± �→ (x±)∓, x± ∈ R±. Поэтому Π = T (Π),
если и только если Π′ = T (Π′).

Замечание 4.7. Если T —наследственный на подсистемы радикал линейной
тройной системы над кольцом F , T ′ —радикал линейной пары над F , отвечаю-
щий T в примере 12, T ′′ —радикал линейной тройной системы над F , отвеча-
ющий T ′ в примере 11, то T ′′(R) ⊆ T (R) для всех линейных тройных систем
(R, { , , }) над F .

Доказательство. Любая линейная тройная система R = (R, { , , }) над
кольцом F вкладывается в линейную тройную систему R̂ = (R+⊕R−, { , , }) её
линейной пары (R±, { , , }±), R± = R, { , , }± = { , , }, при помощи вложения
x �→ x+ + x−, x± = x ∈ R. Ввиду замкнутости класса T -радикальных линей-
ных тройных систем относительно взятия подсистем отсюда следует, что, если
R̂ = T (R̂), R = T (R).

Замечание 4.8. Если T —радикал в смысле Куроша—Амицура линейной
тройной системы над кольцом F , T ′ —радикал линейной пары над F , отвеча-
ющий T в примере 12, Π = (R±, { , , }±)—линейная пара над F , такая что
T (Σ) = I+⊕I−, где Σ = (R+⊕R−, { , , })—линейная тройная система Π, I± —
проекции T (Σ) на R±, то T ′(Π) = (I±).

Доказательство. Следует лишь заметить, что (J±) � Π, J+ ⊕ J− � Σ для
всех J � Σ, где J± = π±(J), π± : x+ + x− �→ x±, x± ∈ R±.
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Аналогичные утверждения справедливы для радикалов квадратичных пар и
квадратичных тройных систем.

Тройную систему (R,U) над кольцом F , содержащую элемент 1, такой что
U1 = IdR, мы будем называть квадратичной тройной системой с единицей 1
и обозначать через (R,U, 1). Тройная йорданова система c единицей (R,U, 1) на-
зывается квадратичной йордановой алгеброй с единицей (далее просто йорда-
новой алгеброй с 1) (см. [45, п. 9.3, (9.15)]). Если 1/2 ∈ F , йорданова алгебра
(R,U, 1) является квадратичным представлением линейной йордановой алгеб-
ры R с единицей 1 и умножением x·y = (1/2)Ux,y1, x, y ∈ R, т. е. Ux = 2r2x−rx2 ,
где rx = (1/2)Vx,1 = (1/2)V1,x = (1/2)Ux,1, x ∈ R (см. [45, (9.7)]).

Замечание 4.9. Если T —радикал в смысле Куроша—Амицура квадратич-
ной пары над кольцом F , T ′ —радикал квадратичной тройной системы над F ,
отвечающий T в примере 11, то T

(
(R±)

)
= (T ′(R)±) для любой квадратичной

тройной системы с единицей (R,U, 1) над F , где (R±, U±)— её квадратичная
пара.

Доказательство. Достаточно заметить, что U±
1 I

∓ = {a± | a ∈ I∓} ⊆ I±,
I+ = I− �R для любого (I±) � (R±, U±).

Замечание 4.9 верно также для радикала линейной пары T , отвечающего
ему радикала линейной тройной системы T ′ и любой линейной тройной системы
(R, { , , }), содержащей элементы x и y, такие что {x, , y} = IdR.

Следствие 4.10. Если T —радикал линейной йордановой пары над коль-
цом F с 1/2, T3 —однородный радикал 3-градуированных алгебр Ли над F ,
отвечающий T , T ′ —радикал линейных йордановых алгебр над F , который от-
вечает T в композиции примеров 11 (13) и 8, то T3(L) = L(L, I±1), TKK(R) =
=

(
L, {Li}|i|�1

)
, I±1 = T ′(R) для любой линейной йордановой алгебры R с 1

над F .

Доказательство. Композиция примеров 11 (13) и 8— отображение
R �→ (R±, { , , }′′±), где R—линейная йорданова алгебра над кольцом F с 1/2,
(R±, { , , }′′±)—линейная йорданова пара её линейной тройной йордановой си-
стемы (R, { , , }′′) (I �→ (I±, { , , }′′±), I � R). Если 1 ∈ R, rx = {x, 1, }′′,
x ∈ R, и потому идеалы (R, { , , }′′) являются идеалами R (обратное верно
в любом случае). Значит, для R c 1 значения радикалов линейных тройных
йордановых систем на (R, { , , }′′) равны значениям на R радикалов линейных
йордановых алгебр, отвечающих им в примере 8. В частности, радикал T ′(R)
совпадает со значением на (R, { , , }′′) радикала линейной тройной йордановой
системы, отвечающего T в примере 11 (13). Остаётся применить наблюдение
перед замечанием 4.4 и замечание 4.9.

Список примеров применения леммы 4.1 можно дополнить соответствием
между однородными радикалами H-преградуированных и G-преградуированных
алгебр над кольцом F , которое определяют гомоморфизм группоидов ψ : G→ H
и отображение (A, {Ag}g∈G) �→ (A, {Ah}h∈H), Ah =

∑

g∈G, ψ(g)=h

Ag.
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Квазирегулярный радикал
и радикал Маккриммона йордановых систем

Тройка (R,U, 2), состоящая из квадратичной тройной системы (R,U) над
кольцом F и квадратичного отображения 2 : x �→ x2, x, x2 ∈ R, называется
квадратичной йордановой алгеброй (далее йордановой алгеброй), если она
удовлетворяет тождествам

Vx,x = Vx2 , UxVx = VxUx, Uxx
2 = (x2)2,

UxUyx
2 = (Uxy)2, Ux2 = U2

x , UUxy = UxUyUx,

где Vxy = x ◦ y = (x + y)2 − x2 − y2, x, y ∈ R, и всем их линеариазациям. При
этом (R,U) является тройной йордановой системой, (R,U, 2) вкладывается как
подалгебра в йорданову алгебру с единицей (R1 = F ⊕R,U1), где

U1
f+x(g + y) = f2g + 2fgx+ gx2 + f2y + fVxy + Uxy (f, g ∈ F, x, y ∈ R)

(см. [45, п. 9.6 и 10.1]). Элемент?x алгебры (R,U, 2) называется квазирегуляр-
ным, если 1 − x—обратимый элемент алгебры (R1, U1), т. е. обратим оператор
U1

1−x. Последнее равносильно обратимости оператора U
1
1−x|R = IdR−Vx + Ux.

Внутренний идеал (R,U, 2) называется строго внутренним, если он инвариан-
тен относительно действия 2 : R → R (он внутренний идеал (R1, U1)). Строго
внутренний идеал I называется x-модулярным, x ∈ R, если U1

1−x(R) ⊆ I,
U1

1−x,y(R
1) ⊆ I, y ∈ I, и x− x2 ∈ I.

Для любых линейной тройной системы (R, { , , }) над кольцом F и a ∈ R
линейную алгебру R(a) = (R, ·a) c умножением x ·a y = {x, a, y}, x, y ∈ R, мы
будем называть a-гомотопом (R, { , , }).

Пусть (R,U)— тройная йорданова система над кольцом F . Ввиду [45,
п. 10.1] ([41, п. 9.1]) и равенств

V 2
x,y = Ux,xUy + Vx,Uyx = 2UxUy + VUxy,y,

[Vx,y, V{x,y,x}′,y] = 2[Vx,y, VUxy,y] = 4[UxUy, Vx,y] = 0 (x, y ∈ R)

(см. [41, (JP9), (JP2), (JP1)]) каждому элементу a ∈ R отвечают квадратич-
ный a-гомотоп (a-гомотоп) (R,U)—йорданова алгебра R(a) = (R,U (a), 2,a),
U (a) : x �→ U

(a)
x = UxUa, 2,a : x �→ x2,a = Uxa, x ∈ R, и линейный a-гомо-

топ (R,U) (a-гомотоп (R, { , , }′)) — линейная йорданова алгебра R(a) = (R, ·a),
в которой операторы умножения и квадратичного умножения на элемент x ∈ R
имеют вид

r(a)x = Vx,a, U (a)
x = 2(V 2

x,a − VUxa,a) = 4UxUa = {x, {a, , a}′, x}′

(см. [41, (JP6), (JP2)]). Если (R, { , , })—линейная тройная йорданова система,
удовлетворяющая всем тождествам тройных йордановых систем для композиции
{ , , } (см. введение), то тройная йорданова система

(
R,U ′(a)) a-гомотопа R(a)

тройной йордановой системы (R,U ′) совпадает с тройной йордановой системой
a-гомотопа R(a) линейной тройной йордановой системы (R, { , , }). В частности,
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это верно для линейных тройных йордановых систем без 6-кручения и линейных
йордановых алгебр над кольцами с 1/2 (см. также [6, с. 359, 360]).

Элемент x тройной йордановой системы (R,U) называется собственно ква-
зирегулярным, если он квазирегулярен во всех её a-гомотопах R(a), a ∈ R, т. е.
обратимы все операторы

Tx,a = IdR−V (a)
x + U (a)

x = IdR−Vx,a + UxUa (a ∈ R),

где V (a)
x y = (x+ y)2,a− x2,a− y2,a = Ux,ya = Vx,ay, y ∈ R. Если (R, { , , })—ли-

нейная тройная йорданова система c тождествами тройных йордановых систем
для { , , }, то Vx,a = 2{x, a, }, Tx,a = IdR−2{x, a, } + {x, {a, , a}, x}. Обрати-
мость оператора Tx,a, x, a ∈ R, равносильна также его сюръективности (см. [41,
п. 3.2; 45, п. 13.2]). Внутренний идеал I тройной йордановой системы (R,U)
называется (x, a)-модулярным, x, a ∈ R, если I — x-модулярный идеал a-гомо-
топа R(a). Отметим, что такой идеал I является (z, a)-модулярным для всех
z = xn,a + y, y ∈ I, n � 1, где x1,a = x, x2,a = Uxa и xn+2,a = U

(a)
x xn,a, n � 1,

I = R, если и только если x ∈ I (см. [36, предложения 2.10, 3.1; 44, лемма
5.1.2, с. 411]), Tx,a(R) = U1(a)

1(a)−x(R)— (z, a)-модулярный внутренний идеал для

z = 2x − x2,a, x, a ∈ R, U1(a)

1(a)−x = U (a)1

1−x (см. [36, пример 2.7; 41, (JP26); 45,
(13.19)]).

Тройные йордановы системы, все элементы которых собственно квазирегу-
лярны, называются квазирегулярными. Класс квазирегулярных тройных йор-
дановых систем над кольцом F —радикальный подкласс класса всех тройных
йордановых систем над F . Определяемый им нижний радикал (квазирегуляр-
ный радикал тройных йордановых систем) J является идеально наследствен-
ным. Радикал J (R) любой тройной йордановой системы (R,U) над F совпадает
с множеством всех её собственно квазирегулярных элементов и пересечением
квазирегулярных радикалов всех её a-гомотопов (линейных a-гомотопов, если
1/2 ∈ F ), J (R) =

⋂

a∈R
J (R(a)) [45, п. 13.3]. Кроме того, для любого a ∈ R

J
(
R(a)

)
= U−1

a

(
J (R)

)
= {x ∈ R | x+Ka ∈ J (Ra)},

где Ka = {x ∈ R | Uax = UaUxa = 0}—идеал R(a), Ra = R(a)/Ka— локальная
алгебра (R,U) по a, Ka = KerUa при выполнении любого из следующих усло-
вий: 1/2 ∈ F ; a регулярен, т. е. a ∈ UaR; R невырожденна; R специальна или
∗-специальна (см. [25, предложение 1.2, теорема 2.1 (8); 41, п. 4.18 (3.5), 4.19,
4.20]).

Квазирегулярные радикалы йордановых (линейных йордановых) алгебр над
кольцом F (с 1/2) совпадают с квазирегулярными радикалами их тройных йор-
дановых систем в примере 7 (см. [6, теорема 11, с. 373; 45, 13.4]).

Доказательство теоремы 4.1 из [36] (см. [44, теорема 5.3.1, с. 415]) перено-
сится на тройные йордановы системы следующим образом.

Предложение 4.11. Квазирегулярный радикал J (R) тройной йордановой
системы (R,U) равен пересечению всех её максимальных (x, a)-модулярных
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внутренних идеалов (наибольших из входящих в них идеалов (R,U)), x, a ∈ R,
при их наличии и R в противном случае.

Доказательство. Если I — такой максимальный (x, a)-модулярный внутрен-
ний идеал тройной йордановой системы (R,U), что J (R) 
⊆ I, то I + J (R)—
(x, a)-модулярный внутренний идеал (R,U), I+J (R) = R, x = y+ z, y ∈ J (R),
z ∈ I, (y, a)—модуль I и R = Ty,a(R) ⊆ I?! Поэтому радикал J (R) входит в пе-
ресечение всех максимальных (x, a)-модулярных внутренних идеалов (R,U),
x, a ∈ R, при их наличии.

Если x ∈ R и x2,a ∈ J (R) для всех a ∈ R, то x ∈ J (R), поскольку
Tx,aT−x,a = Tx2,a,a (см. [41, (JP24)]). Следовательно, для любого x ∈ R \ J (R)
найдутся a, b ∈ R, такие что x2,a /∈ J (R), Tx2,a,b(R)— собственный (z, b)-моду-
лярный внутренний идеал (R,U),

z = 2x2,a − (x2,a)2,b = Ux(2a− UaUxb).

Согласно лемме Цорна Tx2,a,b(R) ⊆ M для некоторого максимального (z, b)-мо-
дулярного внутреннего идеала M , z /∈M и x /∈M . Значит, J (R) равен либо R,
либо пересечению всех максимальных (x, a)-модулярных внутренних идеалов
(наибольших из входящих в них идеалов) (R,U), x, a ∈ R.

Пусть (R±, U±)—йорданова пара над кольцом F . Элемент x+ + x− её трой-
ной йордановой системы (R+ ⊕ R−, U), x± ∈ R±, собственно квазирегулярен,
если для любых a± ∈ R± оператор Tx++x−,a++a− ,

Tx++x−,a++a− = T+
x+,a−π

+ + T−
x−,a+π

−,

T±
x±,a∓ = IdR± −V ±

x±,a∓ + U±
x±U

∓
a∓ ∈ EndF (R±),

обратим, т. е. обратимы операторы T±
x±,a∓ . Последнее равносильно квазирегу-

лярности x± в a∓-гомотопах R±(a∓) йордановой пары (R±, U±), где R±(a∓) =

=
(
R±, U±(a∓)

, 2,a
∓)

—йорданова алгебра, U±(a∓) : y �→ U±(a∓)
y± = U±

y±U
∓
a∓ ,

2,a∓ : y± �→ y±
2,a∓ = U±

y±a
∓, y± ∈ R± (см. [41, п. 1.9]). Элемент (x±) йорда-

новой пары (R±, U±), которому отвечает собственно квазирегулярный элемент
x+ + x− тройной йордановой системы (R+ ⊕ R−, U), называется собственно
квазирегулярным.

Мы будем называть F -подмодуль M ⊆ R+ ⊕ R− однородным, если M =
= M+ ⊕ M−, где M± = π±(M) (см. замечание 4.8). Если I —внутренний
идеал тройной йордановой системы (R+ ⊕ R−, U), то наибольший однородный
подмодуль I —внутренний идеал (R+ ⊕ R−, U). Любой (x±, a∓)-модулярный
внутренний идеал I, x±, a± ∈ R±, однороден, I∓ = R∓, так как Tx±,a∓ =
= T±

x±,a∓π
± + π∓.

Радикалу J тройной йордановой системы над кольцом F соответствует иде-
ально наследственный радикал J йордановой пары над F (см. пример 12 (13)),
который называется квазирегулярным радикалом йордановой пары. Радикал
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J
(
(R±)

)
= (J (R+ ⊕ R−)±) любой йордановой пары (R±, U±) над F совпада-

ет с множеством всех её собственно квазирегулярных элементов (см. замеча-
ние 4.8, [41, п. 4.1, 4.2]). Если (R±, U±)—йорданова пара тройной йордано-
вой системы (R,U) над F , то J

(
(R±)

)
= (J (R)±), J (R)± = J (R). Поэтому

радикал тройной йордановой системы J равен радикалу тройной йордановой
системы, отвечающему радикалу йордановой пары J в примере 11 (13). Из
доказательства предложения 4.11 (с учётом Tx±,a∓T−x±,a∓ = T

x±2,a∓
,a∓ и од-

нородности J (R+ ⊕R−) и Tx±,a∓(R+ ⊕R−) = T±
x±,a∓(R±) ⊕R∓, x±, a± ∈ R±)

можно вывести следующий результат.

Предложение 4.12. Квазирегулярный радикал J (R+ ⊕ R−) тройной йор-
дановой системы (R+ ⊕ R−, U) йордановой пары (R±, U±) равен пересечению
всех её максимальных (x±, a∓)-модулярных внутренних идеалов (наибольших
из входящих в них однородных идеалов (R+ ⊕ R−, U)), x±, a± ∈ R±, при их
наличии и R+ ⊕R− в противном случае.

Отображение (x±) �→ x+ + x−, x± ∈ R±, устанавливает биективное соответ-
ствие между внутренними идеалами (идеалами) йордановой пары (R±, U±) и
однородными внутренними идеалами (однородными идеалами) тройной йорда-
новой системы (R+⊕R−, U). Внутренний идеал (I±) йордановой пары (R±, U±)
называется (x±, a∓)-модулярным, x±, a± ∈ R±, если I+ + I− — (x±, a∓)-мо-
дулярный внутренний идеал тройной йордановой системы (R+ ⊕ R−, U). Из
предложения 4.12 сразу следует предложение 4.13.

Предложение 4.13. Квазирегулярный радикал J
(
(R±)

)
йордановой пары

(R±, U±) совпадает с пересечением всех её максимальных (x±, a∓)-модуляр-
ных внутренних идеалов (наибольших из входящих в них идеалов (R±, U±)),
x±, a± ∈ R±, при их наличии и R в противном случае (см. также [10, лемма
JP2]).

Тройная йорданова система (R,U) (йорданова пара (R±, U±)) назы-
вается примитивной, если она обладает максимальным (x, a)-модулярным
((x±, a∓)-модулярным) внутренним идеалом, не содержащим её ненулевых
идеалов. Это равносильно наличию примитивизатора— такого собственно-
го (x, a)-модулярного ((x±, a∓)-модулярного) внутреннего идеала I ((I±)),
что I + J = R для всех {0} 
= J � (R,U) (I± + J± = R± для всех
{0} 
= (J±) � (R±, U±)). Тройные йордановы системы (йордановы пары), от-
личные от своих квазирегулярных радикалов, являются подпрямыми произ-
ведениями примитивных тройных йордановых систем (йордановых пар) (см.
предложения 4.11, 4.13). Поэтому по предложению 3.7 из [26] квазирегуляр-
ный радикал J тройной йордановой системы и йордановой пары— кручение,
т. е. идеально наследственный специальный радикал.

Элемент x тройной йордановой системы (R,U) называется абсолютным де-
лителем нуля, если Ux = 0. Абсолютные делители нуля йордановых (линей-
ных йордановых) алгебр— абсолютные делители нуля их тройных йордановых
систем. Элемент (x±) йордановой пары (R±, U±) называется абсолютным дели-
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телем нуля, если x+ + x− —абсолютный делитель нуля её тройной йордановой
системы (R+ ⊕ R−, U), т. е. U±

x± = 0. Тройные йордановы системы, йордано-
вы (линейные йордановы) алгебры и йордановы пары, в которых нет ненулевых
абсолютных делителей нуля, называются невырожденными.

Классы невырожденных тройных йордановых систем, йордановых (линейных
йордановых) алгебр и йордановых пар над кольцом F (c 1/2) — полупростые
подклассы классов всех тройных йордановых систем, йордановых (линейных
йордановых) алгебр и йордановых пар над F . Определяемые ими верхние ра-
дикалы мы будем называть радикалами Маккриммона тройных йордановых
систем, йордановых (линейных йордановых) алгебр, йордановых пар и обозна-
чать через Mc. Каждый радикал Mc идеально наследственный. Радикал Mc(R)
любой тройной йордановой системы (R,U) над кольцом F равен объединению
неубывающей цепи её идеалов {Mcα(R) | α � 0}, построенной по аналогии
с бэровской цепью идеалов для отображения Mc1 : R �→ Mc1(R), где Mc1(R)—
идеал R, порождённый всеми её абсолютными делителями нуля,

Mc1(R) = {x1 + . . .+ xk | k � 1, xi—абсолютный делитель нуля R}.

Аналогичные факты справедливы для йордановых (линейных йордановых) ал-
гебр и йордановых пар над F (c 1/2) (см. [6, гл. 14, § 1; 41, п. 4.5—4.13;
45, п. 13.6, 13.7]). Радикалы Маккриммона йордановых (линейных йордановых)
алгебр над F (с 1/2) равны радикалам Маккриммона их тройных йордановых
систем. Радикалы Маккриммона тройных йордановых систем и йордановых пар
соответствуют друг другу в примерах 11, 12 (13), Mc

(
(R±)

)
= (Mc(R+⊕R−)±)

для всех йордановых пар (R±, U±) (см. замечание 4.8) и Mc
(
(R±)

)
= (Mc(R)±),

Mc(R)± = Mc(R), если (R±, U±)—йорданова пара тройной йордановой систе-
мы (R,U).

Радикал Mc(R) любой тройной йордановой системы (R,U) над кольцом F
с 1/2 совпадает с множеством всех x ∈ R, таких что любая цепь {xi}i�0, x0 = x,
xi+1 ∈ Uxi

(R), i � 0, содержит 0 (см. [13, теорема 1]). Поэтому

Ux
(
Mc(R(x))

)
⊆ Mc(R) ⊆

⋂

a∈R
Mc(R(a)) (x ∈ R),

Mc(R) =
⋂

a∈R
Mc

(
R(a)

)
, если существует x ∈ R, такой что Ux(R) = R. Из

поэлементного описания Mc также следует, что он является кручением на клас-
сах тройных йордановых систем, йордановых (линейных йордановых) алгебр и
йордановых пар над кольцами с 1/2 (см. [13, теорема 3]).

Класс локально нильпотентных йордановых пар над кольцом F —радикаль-
ный подкласс класса всех йордановых пар над F (см. [8, теорема 4]). Определя-
емый им нижний радикал LN на классе всех йордановых пар над F (локально
нильпотентный радикал йордановых пар) является кручением (см. [8, теоре-
ма 5; 41, п. 4.9; 27, следствие 3.11]). Существование локального нильпотентного
радикала тройной йордановой системы LN можно вывести из рассуждений [8]
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или замечания 4.6 с учётом равносильности условий локальной нильпотентно-
сти тройной йордановой системы и её йордановой пары (тройной йордановой
системы этой йордановой пары) (локальная нильпотентность тройной йорда-
новой системы (йордановой пары)— это нильпотентность алгебр умножений
их конечно порождённых подсистем (подпар)). Радикал тройных йордановых
систем LN также является кручением (аналогично для йордановых пар с заме-
ной [41, п. 4.9] на [45, п. 13.7]).

Элемент x тройной йордановой системы (R,U) называется собственно
ниль-элементом, если операторы UxUa, a ∈ R, нильпотентны (x—ниль-эле-
мент всех a-гомотопов R(a)). Элемент (x±) йордановой пары (R±, U±) называ-
ется собственно ниль-элементом, если x+ + x− — собственно ниль-элемент её
тройной йордановой системы (R+ ⊕ R−, U), т. е. операторы U±

x±U
∓
a∓ , a

∓ ∈ R∓,

нильпотентны (x± —ниль-элементы всех a∓-гомотопов R±(a∓)), и ниль-эле-
ментом, если оператор U+

x+U
−
x− нильпотентен. Тройные йордановы системы

(йордановы пары) над кольцом F , состоящие из собственно ниль-элементов
(собственно ниль тройные йордановы системы (йордановы пары)), формируют
радикальный подкласс класса всех тройных йордановых систем (йордановых
пар) над F . Класс собственно ниль йордановых пар совпадает с классом йорда-
новых пар над F , состоящих из ниль-элементов (ниль йордановых пар). Нижний
радикал N , определяемый классом собственно ниль тройных йордановых си-
стем (йордановых пар) над F (собственно ниль-радикал тройных йордановых
систем (ниль-радикал йордановых пар)), является кручением. Радикал N (R)
любой тройной йордановой системы (R,U) над F —наибольший из идеалов
(R,U), состоящих из её собственно ниль-элементов,

Mc(R) ⊆ LN(R) ⊆ N (R) ⊆ J (R), N (R) ⊆
⋂

a∈R
N

(
R(a)

)
,

где N
(
R(a)

)
— собственно ниль-радикал тройной йордановой систе-

мы
(
R(a), U (a)

)
, если (R,U)—йорданова алгебра с единицей, N (R) =

=
⋂

a∈R
N

(
R(a)

)
— её верхний ниль-радикал (см. [45, п. 13.6, 13.7; 41, п. 3.8,

4.14—4.17; 27, следствие 3.11]; специальность N доказывается аналогично спе-
циальности верхнего ниль-радикала алгебр с ассоциативными степенями; для
любых x ∈ LN(R), a ∈ R, подсистема, порождённая x и Uax, нильпотентна, и
потому (UxUUax)

kx = (UxUa)2kx = x2k+1,a = 0 при некотором k � 0). Радикал
йордановых пар N обладает сходными свойствами.

Локально нильпотентные и верхние ниль-радикалы йордановых (линейных
йордановых) алгебр (над кольцами с 1/2) равны локально нильпотентным и
собственно ниль-радикалам их тройных йордановых систем. Радикал тройных
йордановых систем T и радикал йордановых пар T , T = LN,N , соответствуют
друг другу в примерах 11, 12 (13), значения T на йордановой паре и её тройной
йордановой системе и N на тройной йордановой системе и её йордановой паре
связаны так же, как и значения на них радикалов J и Mc.
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Отмеченную выше связь между радикалами Джекобсона тройных йордано-
вых систем и их гомотопов (тройных ассоциативных систем 1-го типа и их
гомотопов (см. [46])) можно рассматривать в общем контексте соответствий
между радикалами алгебр и линейных тройных систем. Последние устанавли-
вает пример 2 и следующее замечание.

Замечание 4.14. Пусть M и K— замкнутые относительно взятия идеалов
и гомоморфных образов классы линейных алгебр и линейных тройных си-
стем над кольцом F , R(a) ∈ M для всех (R, { , , }) ∈ K, a ∈ R, T —ради-
кал в смысле Куроша—Амицура на M, L—класс всех (R, { , , }) ∈ K, таких
что R = T

(
R(a)

)
, a ∈ R. Тогда в случае если R = T

(
R(a′)

)
для любых

(R, { , , }) ∈ L, (R′, { , , }) ∈ K, R � (R′, { , , }), a′ ∈ R′, L—радикальный
подкласс класса K.

Доказательство. Пусть класс L удовлетворяет указанному условию,
(R, { , , }) ∈ K, T ′(R)— сумма всех идеалов алгебры R из L. Так как идеал
(R, { , , }) входит в L, если и только если он T -радикален во всех её гомото-
пах, T ′(R) ∈ L, T ′(R) ⊆

⋂

a∈R
T

(
R(a)

)
. Любой гомоморфизм линейных тройных

систем φ : R → R′ индуцирует эпиморфизмы алгебр ψa : R(a) �→ ψ(R)(ψa),
Kerψa = Kerψ(a), a ∈ R. Значит, ψ

(
T ′(R)

)
⊆ T ′(ψ(R)

)
, и в случае ес-

ли Kerψ ⊆ T ′(R), ψ
(
T ′(R)

)
= T ′(ψ(R)

)
, T ′(R/T ′(R)

)
= {0}. Поэтому

T ′ : R �→ T ′(R), (R, { , , }) ∈ K, — радикал в смысле Куроша—Амицура на
классе K, L—класс T ′-радикальных линейных тройных систем. Отметим, что
T ′(R) =

⋂

a∈R
T (R(a)), если

⋂

a∈R
T

(
R(a)

)
� (R, { , , }), T —наследственный ради-

кал.

Замечание 4.14 переносится на тройные йордановы системы и их линейные
и квадратичные гомотопы (для классов M линейных йордановых и йордановых
алгебр).

Радикалы йордановых пар
и алгебр Ли с конечной Λ-преградуировкой

Элемент x алгебры Ли L называется оболочкой сэндвича, если ad2
x =

= adx ady adx = 0 для всех y ∈ L, где adx = lx = [x, ], и n-энгелевым, n � 1,
если adnx = 0. Алгебры Ли, не содержащие ненулевых оболочек сэндвичей,
называются невырожденными. Для алгебр Ли без 2-кручения невырожден-
ность равносильна отсутствию ненулевых 2-энгелевых элементов. Радикалом
Кострикина алгебры Ли L называется наименьший идеал K(L) среди всех
идеалов L, фактор-алгебры по которым невырожденны. Радикал Кострикина
алгебр Ли—отображение K, ставящее в соответствие алгебрам Ли над одним
кольцом F их радикалы Кострикина (радикал Кострикина на классе алгебр
Ли над F ). Вопрос о радикальности K в смысле Куроша—Амицура на классе
алгебр Ли над любым кольцом F остаётся открытым, но известно, что K —
кручение, если F —алгебра над полем F, char F = 0 (см. [10,34]).
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Для любой алгебры Ли (L, {Lλ}λ∈Λ) с конечной Λ-преградуировкой поло-
жим

n(L) = max
λ,α∈supp({Lλ}λ∈Λ), α�=0

max{k � 1 | {λ, λ+ α, . . . , λ+ (k − 1)α} ⊆
⊆ supp({Lλ}λ∈Λ)}.

Если (L, {Lλ}λ∈Λ)—Λ-градуированная алгебра Ли, x = xλ1 + . . . + xλn
—

оболочка сэндвича L, xλi
∈ Lλi

, λi 
= λi′ , 1 � i 
= i′ � n, λk — Sx-крайний эле-
мент, Sx = {0}∪{λi}, то xλk

—оболочка сэндвича L. Поэтому Λ-градуированная
алгебра Ли невырожденна, если и только если она не содержит ненулевых од-
нородных оболочек сэндвичей, её радикал Кострикина— наименьший среди её
однородных идеалов, фактор-алгебры по которым невырожденны.

Предложение 4.15. Пусть (L, {Lλ}λ∈Λ)—алгебра Ли с конечной Λ-градуи-
ровкой над кольцом F с 1/6. Тогда

1) McΛ(L) ⊆ K(L) + L0;
2) McΛ(L) ⊆ K(L), если L = Ls, где Ls = 〈Lλ | 0 
= λ ∈ Λ〉;
3) K(L) ⊆ McΛ(L), если F —алгебра над полем F, char F = 0, или L =

= 〈x | adnx = 0〉 и 1/(2n− 2)! ∈ F для некоторого n � n(L).

Доказательство. Радикал Маккриммона Mc линейной йордановой пары над
кольцом F с 1/6—радикал Маккриммона их йордановой пары, радикал McΛ —
отвечающий ему однородный радикал алгебр Ли с конечной Λ-преградуиров-
кой над F (см. пример 6 и лемму 4.2). Если (x±)—абсолютный делитель
нуля йордановой пары (M+,M−) = Mc

(
(M+,M−)

)
, x± ∈ M± = McΛ(L)±α,

α ∈ ex({McΛ(L)λ}λ∈Λ), то U±
x±y

∓ = − ad2
x± y∓ = 0, y± ∈ M±, и значит, x± ∈

∈ K
(
McΛ(L)

)
⊆ K(L) (см. [10, лемма 4]; Mλ = M ∩ Lλ для любых M ⊆ L,

λ ∈ Λ). Поэтому McΛ(L) ⊆ K(L) + L0.
Если алгебра Ли L порождается подмодулями Lλ, 0 
= λ ∈ Λ, идеалы L,

входящие в L0, центральны, McΛ

(
L/K(L)

)
⊆ C

(
L/K(L)

)
= {0}, McΛ(L) ⊆

⊆ K(L).
Обозначим через K (hK) идеал алгебры Ли L, порождённый всеми её обо-

лочками (однородными оболочками) сэндвичей. Если L порождается n-энгеле-
выми элементами и 1/(2n− 2)! ∈ F , то идеалами L являются те и только те
подмодули L, которые инвариантны относительно действия всех её автоморфиз-

мов exp(adx) =
n−1∑

i=0

adi
x

i! , x ∈ L, adnx = 0. Как следствие, в этом случае K —

подалгебра, порождённая всеми оболочками сэндвичей L (сэндвичева подал-
гебра L).

Если y =
k∑

i=1

[yini
,
[
. . . , [yi1, yi] . . .]

]
∈ K, yi, yij ∈ L, ad2

yi
= 0, k � 1, ni � 0,

F —алгебра над полем F, char F = 0, FLie〈X〉— свободная алгебра Ли над F
c множеством свободных порождающих

X = {x′, x′′, xi, xij | j = 1, . . . , ni, ni � 1, i = 1, . . . , k},
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I —идеал FLie〈X〉, порождённый
k⋃

i=1

ad2
xi

(FLie〈X〉),

x =
k∑

i=1

[
xini

, [. . . , [xi1, xi] . . .]
]
,

то (ad2
x̄ ad2

ad2
x′ x̄

)qx′′ = 0 для некоторого q � 1 (см. [5; 10, доказательство лем-

мы 8]), ū = u + I, u ∈ FLie〈X〉, и значит, (ad2
y ad2

ad2
z y

)qz′ = 0, z, z′ ∈ K ′, где

K ′ —любое скалярное расширение K. Если y =
k∑

i=1

yi ∈ K, 1/(2n− 2)! ∈ F , I —

идеал FLie〈X〉, X = {x′, x′′, x1, . . . , xk}, порождённый

adnx′(FLie〈X〉) ∪ adnx′′(FLie〈X〉) ∪
k⋃

i=1

ad2
xi

(FLie〈X〉),

x =
k∑

i=1

xi, то также можно найти q � 1, такой что (ad2
x̄ ad2

ad2
x′ x̄

)qx′′ = 0

(cм. [14]), и потому (ad2
y ad2

ad2
z y

)qz′ = 0, z, z′ ∈ K ′, adnz = adnz′ = 0 (yi, ū
и K ′, как и ранее). Отсюда следует, что в условиях пункта 3) для любых
y± ∈ K± = hK±α, α ∈ ex({hKλ}λ∈Λ), можно подобрать q(y+, y−) � 1, при
котором

U±(a∓)
y±

2q(y+,y−)

b± =
(
ad2
y± ad2

a∓
)2q(y+,y−)

b± =
(
ad2
y± ad2

ad2
a∓ y±

)q(y+,y−)
b± = 0,

U
(a++a−)
y++y−

2q(y+,y−)

(b+ + b−) = 0 (a±, b± ∈ K±)

и, более того,
(
Ũ

(a)
y++y−

)2q(y+,y−)
b = 0, a, b ∈ K̃, где (K+ ⊕ K−, U)— трой-

ная йорданова система йордановой пары (K+,K−), тройная йорданова система
(K̃, Ũ)—любое её скалярное расширение. Поэтому y+ + y− ∈ Mc

(
(K+ ⊕K−)

)

(см. [13, лемма 2, теорема 1]), K+ ⊕ K− = Mc
(
(K+ ⊕ K−)

)
и (K+,K−) =

= Mc
(
(K+,K−)

)
. Аналогичным образом доказывается Mc-радикальность всех

крайних йордановой пары ненулевых однородных гомоморфных образов алгебры
(hK, {hKλ}λ∈Λ). Значит,

hK = McΛ(hK) ⊆ McΛ(L), K(L) ⊆ McΛ(L).

Пункт 3) верен также для алгебры Ли (L, {Lλ}λ∈Λ) с конечной Λ-преградуи-
ровкой, так как McΛ-полупростая алгебра Ли L/McΛ(L) не содержит ненулевых
однородных нильпотентных идеалов, имеет конечную градуировку и по доказан-
ному невырожденна (см. [10, лемма 10], где условие L = Ls существенно только
для центральности идеалов, входящих в L0).

Из пунктов 2), 3) предложения 4.15 и наблюдений перед замечанием 4.4
можно сразу вывести следствие.
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Следствие 4.16. Если TKK(R+, R−) = (L, {Li}|i|�1), (R±, { , , }±)—линей-
ная йорданова пара над кольцом F с 1/6, то K(L) = Mc3(L) = L(L,M±1),
Mc

(
(L1, L−1)

)
= (M1,M−1) (см. [34, предложение 2.7]).

Далее, LNΛ, NΛ, JΛ —однородные радикалы алгебр Ли с конечной Λ-пре-
градуировкой над кольцом F с 1/6, отвечающие радикалам йордановых пар
(линейных йордановых пар) LN, N , J (см. пример 6 и лемму 4.2). По опреде-
лению McΛ(L) ⊆ LNΛ(L) ⊆ NΛ(L) ⊆ JΛ(L) для любой алгебры Ли с конечной
Λ-преградуировкой (L, {Lλ}λ∈Λ) над F .

Замечание 4.17. Если (L, {Lλ}λ∈Λ)—невырожденная PI-алгебра Ли с ко-
нечной Λ-преградуировкой над кольцом F с 1/6, то NΛ(L) ⊆ L0.

Доказательство. Можно считать, что L = NΛ(L) (см. [10, лемма 4]). Если
существует α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), то йордановы (линейные йордановы) алгебры L
по элементам подмодулей L±α (локальные алгебры по ним тройной йордановой
системы йордановой пары (линейной тройной йордановой системы линейной
йордановой пары) (Lα, L−α)) являются ниль-полупростыми PI-алгебрами (см.
[4, замечание 2.2; 9, теорема 4; 32, предложение 2.15; 33, предложение 4.2]).
Так как (Lα, L−α) N -радикальна, они также являются ниль-алгебрами и равны
нулю, L±α ⊆ K(L) = {0} (ad2

x = 0, x ∈ L±α)?!

Следствие 4.18. Если алгебра Ли (L, {Lλ}λ∈Λ) в третьем утверждении
предложения 4.15— PI-алгебра, то McΛ(L) = LNΛ(L) = NΛ(L). В частно-
сти, радикалы McΛ, LNλ и NΛ совпадают на классах PI-алгебр Ли с конечной
Λ-преградуировкой над алгебрами над полями характеристики нуль.

Замечание 4.19. Если (L, {Lλ}λ∈Λ)—конечная невырожденная алгебра Ли
с конечной Λ-преградуировкой над нётеровым кольцом Джекобсона F с 1/6, то
JΛ(L) ⊆ L0.

Доказательство. Невырожденность и конечность над кольцом F идеалов
алгебры Ли L позволяют считать, что L = JΛ(L) (см. [10, лемма 4]). Если
имеется α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), то йордановы алгебры L по элементам подмодулей
L±α конечны над F и J -полупросты (см. следствие 3.3, [32, предложение 2.15]).
Ввиду J -радикальности йордановой пары (Lα, L−α) они J -радикальны и равны
нулю, L±α ⊆ K(L) = {0}?!

Элемент x алгебры Ли L над кольцом F называется алгебраическим, если
для любого y ∈ L можно подобрать многочлен

x,yf(t) = tnx,y + x,yfnx,y−1t
nx,y−1 + . . .+ x,yf1t ∈ F [t], nx,y � 1,

такой что x,yf(adx)y = 0. Мы будем называть Λ-преградуированную алгебру Ли
(L, {Lλ}λ∈Λ) над F 0-алгебраической, если все элементы L0 алгебраические.

Замечание 4.20. Если (L, {Lλ}λ∈Λ)—невырожденная 0-алгебраическая
PI-алгебра Ли с конечной Λ-преградуировкой над полем F, char F 
= 2, 3, то
JΛ(L) ⊆ L0.
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Доказательство. Как и в замечании 4.19, мы можем считать, что L =
= JΛ(L). Если имеется α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), то йордановы алгебры L по элементам
подпространств L±α J -полупросты, так как они являются невырожденными
алгебраическими линейными йордановыми PI-алгебрами и, следовательно, под-
прямыми произведениями центральных простых J -полупростых линейных йор-
дановых PI-алгебр (см. [4, замечания 2.1, 2.2; 11, теорема 5, замечание 2.10; 33,
предложение 4.2]). Вместе с тем они J -радикальны, L±α ⊆ K(L) = {0}?!

В замечании 4.17 (4.19, 4.20) NΛ(L) = {0} (JΛ(L) = {0}), если L = Ls
(центральность идеалов L = Ls, входящих в L0).

Следствие 4.21. На классе 0-алгебраических PI-алгебр Ли с конечной
Λ-преградуировкой над полем F, char F = 0, радикалы McΛ и JΛ совпадают.

Следствие 4.22. Если простая невырожденная алгебра Ли без 6-кручения
с конечной Λ-преградуировкой (L, {Lλ}λ∈Λ) над кольцом F содержит такой
элемент 0 
= x ∈ L±α, α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), что её йорданова алгебра по нему
Lx ∼= (Lα ⊕ L−α)x J -полупроста, то L JΛ-полупроста.

В следствии 4.22 простота алгебры Ли L гарантирует её невырожденность,
если L = 〈x ∈ L | adnx = 0〉, 1/(2n− 2)! ∈ F для некоторого n � 1, и, в част-
ности, если L— (2k + 1)-преградуированная алгебра, 1/(4k + 1)! ∈ F , k � 1
(см. [31, предложение 3.4.6, с. 72]). Йорданова алгебра Lx наследует невы-
рожденность алгебры Ли L. Если Lx—PI-алгебра (L—PI-алгебра), F —поле,
charF 
= 2, 3, и F бесконечно, |F | > dimF L∓α (x ∈ L±α) или (и) Lx алгебра-
ична над F , то Lx J -полупроста (см. замечание 4.20, [33, предложение 4.2; 9,
теорема 4; 44, теорема 3.2.2, с. 391]).

Пусть (L, {Lλ}λ∈Λ)—алгебра Ли с конечной Λ-преградуировкой над коль-
цом F с 1/6, α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), φ : Λ → (Z,+)— гомоморфизм групп Λ и (Z,+),
такой что φ(α) > |φ(β)|, ±α 
= β ∈ supp({Lλ}λ∈Λ). Мы будем называть одно-
родную подалгебру I алгебры L её (α, φ)-внутренним идеалом, если

[
[. . . [L, Iλ1 ], . . .], Iλk

]
⊆ I (k � 1, λi ∈ Λ, |φ(λ1) + . . .+ φ(λk)| > φ(α)),

где Iλ = I ∩ Lλ, λ ∈ Λ (I —внутренний идеал алгебры с конечной Z-преградуи-
ровкой (L, {Li}i∈Z), Li =

∑

λ∈Λ, φ(λ)=i

Lλ, в смысле [12]). Для любых x±α ∈ L±α

положим
T ′
xα,x−α

= IdL−2 adxα
adx−α

+ ad2
xα

ad2
x−α

∈ EndF (L)

(T ′
xα,x−α

= T+
x+,x− = IdL+ −2 ad[x+,x−] |L+ + ad2

x+ ad2
x− |L+ , x± = x±α,

L± = L±α), Bλ = {0} для λ /∈ supp({Lλ}λ∈Λ), Bα = T ′
xα,x−α

(Lα) и для
α 
= λ ∈ supp({Lλ}λ∈Λ)

Bλ =
∑

βi∈Λ, φ(βi)>0, i=1,...,k,
λ=α−β1−...−βk

[
[. . . [Bα, L−β1 ], . . . , L−βk

]
(φ(λ) � 0),

Bλ = Lλ, φ(λ) < 0. По [12, лемма 5.4]
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B(xα, x−α) =
∑

λ∈Λ

Bλ = 〈Bα, Lλ, λ ∈ Λ, φ(λ) < 0〉—

(α, φ)-внутренний идеал (тождество Макдональда йордановой пары в доказа-
тельстве леммы 5.3 из [12] — (JP26) из [41]; 1/6 ∈ F можно заменить на
отсутствие 6-кручения в L). (Bα, B−α) и (Bα + Fyα, B−α)— (zα, x−α)-модуляр-
ный и (xα, x−α)-модулярный внутренние идеалы йордановой пары (Lα, L−α),
zα = 2xα − x

2,x−α
α = 2xα + ad2

xα
x−α, yα = xα + ad2

xα
x−α, Bα = Lα, ес-

ли и только если Bα + Fyα = Lα (см. [36, замечания 2.8, 6.4]). Сле-
дуя [12], назовём (α, φ)-внутренний идеал I (xα, x−α)-модулярным, если
(Iα, I−α)— (xα, x−α)-модулярный идеал (Lα, L−α), B(xα, x−α) ⊆ I. В частно-
сти, B(xα, x−α) (zα, x−α)-модулярен, поскольку

T ′
zα,x−α

(Lα) = U+(x−α)1

1−zα
(Lα) =

= U+(x−α)1

U+(x−α)1
1−xα

1(Lα) = T ′
xα,x−α

2(Lα) ⊆ Bα,

U+(x−α) : uα �→ U+(x−α)
uα

= ad2
uα

ad2
x−α

, uα ∈ Lα. Назовём алгебру Ли
(L, {Lλ}λ∈Λ) (α, φ)-примитивной, если L обладает максимальным (xα, x−α)-мо-
дулярным (α, φ)-внутренним идеалом, не содержащим её ненулевых однород-
ных идеалов, и α-примитивной, если йорданова пара (Lα, L−α) примитивна
с (xα, x−α)-модулярным примитивизатором и Iα 
= {0} для любого однородно-
го идеала I � L. Если M —максимальный (xα, x−α)-модулярный (α, φ)-внут-
ренний идеал L, I — её однородный идеал, то (α, φ)-внутренний идеал M + I
(xα, x−α)-модулярен и равен или M , или L, так как

(M + I)α = Mα + Iα + (M + I)′α, (M + I)′α = (M + I)α ∩
( ∑

α�=λ∈Λ

Lλ

)
,

идеал
(
(M+I)′α

)
L
нильпотентен, (M+I)′α ⊆Mα (см. [10, доказательство п. (а)

леммы 10], предложение 4.13),
(
(M + I)α, (M + I)−α

)
= (Mα,M−α) + (Iα, I−α) = (Mα + Iα, L−α)—

(xα, x−α)-модулярный внутренний идеал (Lα, L−α). Поэтому (α, φ)-прими-
тивность L равносильна наличию у L примитивизатора — максимального
(xα, x−α)-модулярного (α, φ)-внутреннего идеала M , такого что M + I = L
для любого однородного идеала {0} 
= I � L (если L равна L(α, φ) =
= 〈Lα, Lλ, λ ∈ Λ, φ(λ) < λ〉, максимальность M можно опустить). Для данных
α и φ обозначим через ML(α, φ) множество всех максимальных (xα, x−α)-мо-
дулярных (α, φ)-внутренних идеалов L, через Ĵα,φ(L)—наибольший среди од-
нородных идеалов L, входящих в Jα,φ(L), Jα,φ(L) =

⋂

M∈ML(α,φ)

M , если
ML(α, φ) 
= ∅, и Jα,φ(L) = L иначе.

Аналогичным образом можно определить (α, φ)-внутренние и (xα, x−α)-мо-
дулярные идеалы любой S-преградуированной алгебры Ли (L, {Lλ}λ∈S),
0 ∈ S ⊂ Λ, |S| < ∞, над кольцом F с 1/6 для α ∈ ES , гомоморфизма
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φ : Λ → (Z,+), φ(α) > |φ(β)|, ±α 
= β ∈ S, x±α ∈ L±α, и соответствующие
условия примитивности.

Предложение 4.23. Пусть L = L(α, φ), J
(
(Lα, L−α)

)
= (Jα, J−α). Тогда

Jα,φ(L)α ⊆ Jα и Ĵα,φ(L)—наибольший из однородных идеалов I � L, Iα ⊆ Jα.
Если 1/(2n(L) − 2)! ∈ F , алгебра Ли L (α, φ)-примитивна с примитивизато-
ром M , то L α-примитивна и (Mα,M−α)—примитивизатор йордановой пары
(Lα, L−α). Если L α-примитивна, M — (xα, x−α)-модулярный (α, φ)-внутрен-
ний идеал L и (Mα,M−α)—примитивизатор (Lα, L−α), M входит в некоторый
(xα, x−α)-модулярный примитивизатор L (ср. с [12, леммы 6.2—6.4]).

Доказательство. Каждый оператор T ′
v,w|Lα

∈ EndF (Lα) с v ∈ Jα,φ(L)α =
= Jα,φ(L)∩Lα, w ∈ L−α обратим, поскольку в противном случае T ′

v,w(Lα) 
= Lα
для некоторых таких v и w, по лемме Цорна (2v − v2,w, w)-модулярный
(α, φ)-внутренний идеал B(v, w) 
= L входит в некоторый максимальный
(2v − v2,w, w)-модулярный (α, φ)-внутренний идеал M ⊂ L и v /∈ M (иначе
v ∈ M , v2,w ∈ M , 2v − v2,w ∈ M , Mα = Lα, M = L(α, φ) = L)?! Поэто-
му Jα,φ(L)α ⊆ Jα. Если M ∈ ML(α, φ), I —однородный идеал алгебры L,
Iα ⊆ Jα и I 
⊆M , то M + I — (xα, x−α)-модулярный (α, φ)-внутренний идеал L,
M + I = L, Mα + Iα = Lα (см. выше), и значит, xα = yα + zα, yα ∈ Mα,
zα ∈ Iα, (zα, x−α)—модуль M , Lα = T ′

zα,x−α
(Lα) ⊆ M , M = L(α, φ) = L?!

Следовательно, I ⊆ Ĵα,φ(L).
Если L— (α, φ)-примитивная алгебра с примитивизатором M ∈ ML(α, φ),

I — её однородный идеал, Iα = {0} 
= I, то, как и ранее, M + I = L,
Mα = Mα + Iα = Lα, M = L?! Если 1/(2n(L) − 2)! ∈ F , (Mα,M−α)—
(xα, x−α)-модулярный примитивизатор йордановой пары (Lα, L−α) (см. [12, до-
казательство леммы 6.4; 10, лемма 14 и её следствие]). Если L α-примитивна,
M — (xα, x−α)-модулярный (α, φ)-внутренний идеал L, такой что (Mα,M−α)—
примитивизатор (Lα, L−α), то M ⊆ M ′ для некоторого M ′ ∈ M(α, φ) (суще-
ствование M ′ следует из леммы Цорна и того, что xα /∈ M), Iα 
= {0} для
любого однородного идеала {0} 
= I � L и, как следствие, Mα + Iα = Lα,
M ′ + I = L.

В частности, если алгебра Ли L = L(α, φ) Λ-градуирована,

Ĵα,φ(L) =
⋂

M∈ML(α,φ)

M̂,

где N̂ —наибольший среди однородных идеалов L, входящих в подмодуль
N ⊆ L. При этом если Ĵα,φ(L) = {0}, L—подпрямое произведение своих
(α, φ)-примитивных (α-примитивных, если 1/(2n(L) − 2)! ∈ F ) фактор-алгебр.

Следствие 4.24. Если (L, {Li}|i|�3)— 3-преградуированная алгебра Ли над
кольцом F с 1/6, L0 = [L1, L−1], то J3(L) = Ĵ , J = J1,φ(L) ∩ J−1,φ(L), где
0 
= φ ∈ End(Z).
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Используя сильную первичность примитивных йордановых пар (см. [26,
предложение 3.7]), утверждение 3) предложения 4.15 и идеальную наследствен-
ность радикала Маккриммона Mc йордановой пары, можно сделать следующее
замечание.

Замечание 4.25. Если алгебра Ли L α-примитивна и удовлетворяет услови-
ям утверждения 3) предложения 4.15, то L однородно сильно первична.

Однородная сильная первичность алгебры Ли L означает, что L невырожден-
на и любые два её ненулевых однородных идеала имеют ненулевое пересечение.
В замечании 4.25 алгебра Ли L = Ls также сильно первична (см. [10, лемма
10]).

Пусть G— группоид с нейтральным элементом e, I —однородный идеал
G-преградуированной алгебры (A, {Ag}g∈G), Is и Is,A—подалгебра и идеал A,
порождённые

⋃

e�=g∈G
Ig. Мы будем называть I s-идеалом, если I = Is, и сильным

идеалом, если I = Is,A. Однородные гомоморфизмы алгебры A, ядра которых
являются s-идеалами (сильными идеалами), мы будем называть s-гомоморфиз-
мами (сильными гомоморфизмами).

Аналогично однородному радикалу можно определить s-радикал (сильный
радикал) на замкнутом относительно взятия s-идеалов (сильных идеалов) и об-
разов при действии s-гомоморфизмов (сильных гомоморфизмов) классе G-пре-
градуированных алгебр над кольцом F , внеся необходимые изменения в опре-
деление радикала в смысле Куроша—Амицура.

Если I —однородный идеал Λ-преградуированной алгебры Ли (L, {Lλ}λ∈Λ),
то Is,L =

∑

0 �=λ∈Λ

([Iλ, L−λ] + Iλ), Is = Is,I � Is,L. Поэтому сильные радикалы

Λ-преградуированных алгебр Ли являются их s-идеалами и, значит, s-радика-
лами.

Поскольку суммы s-идеалов, сильных и однородных идеалов G-преградуи-
рованных алгебр являются их s-идеалами, сильными и однородными идеала-
ми соответственно, каждая Λ-преградуированная алгебра Ли (L, {Lλ}λ∈Λ) над
кольцом F содержит вместе с любым из наибольших локально конечных идеа-
лов (локально конечных над I � F (см. [2])), существующих во всех алгебрах
Ли, L(L) наибольшие локально конечные s-идеал, сильный и однородный идеа-
лы (наибольшие из таких идеалов L, входящих в L(L)) Ls(L), Lst(L) и Lh(L),
Ls(L) ⊆ Lst(L) ⊆ Lh(L) ⊆ L(L). В частности, это верно для её наибольших ло-
кально нильпотентного и локально конечного и разрешимого идеалов LN(L) и
LSF(L).

Если
∣
∣supp

(
{Lλ}λ∈Λ

)∣∣ < ∞ и 1/n(L)! ∈ F , LNs(L) = LSFs(L) и LNst(L) =
= LSFst(L)—наибольшие локально разрешимые s-идеал и сильный идеал L
(см. [10, лемма 13 и следствие 2 из леммы 12]),

LN�

(
L/LN�(L)

)
= {0}, LNh

(
L/LNst(L)

)
= LNh

(
L/LNst(L)

)
0
,

где � = s, st, и для L = Ls

LN
(
L/LNst(L)

)
⊆ C

(
L/LNst(L)

)
= C

(
L/LNst(L)

)
0
, LN(L) = LNh(L)
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(см. [10, предложение 3]). Поэтому LNs (LNs : L �→ LNs(L)) — s-радикал на
классах алгебр Ли с конечной Λ-преградуировкой над алгебрами над полями
характеристики нуль и S-преградуированных алгебр Ли, 0 ∈ S ⊂ Λ, |S| < ∞,
над кольцами c 1/n(S)!, где n(S) определяется аналогично n(L) с заменой
supp({Lλ}λ∈Λ) на S.

Элемент x алгебры Ли L над кольцом F называется PK-алгебраическим,
если для любого y ∈ L подалгебра 〈adkx y | k � 0〉 конечно порождена (см.
[2, 20]). Будем называть Λ-преградуированную алгебру Ли (L, {Lλ}λ∈Λ) над F
0-PK-алгебраической, если все элементы L0 PK-алгебраические.

Предложение 4.26. Если (L, {Lλ}λ∈Λ)— 0-PK-алгебраическая алгебра Ли
с конечной Λ-преградуировкой над кольцом F c 1/n(L)!, то LSFh(L)—наи-
больший локально разрешимый идеал L и LSFh

(
L/LSFh(L)

)
= {0}.

Доказательство. Согласно [20] LSF—радикал в смысле Куроша—Амицура
на классе PK-алгебраических алгебр Ли над любым кольцом, значения LSF на
алгебрах из этого класса— их наибольшие локально разрешимые идеалы (см.
также [2, теорема 2.1, замечание 1.4]). Так как Is,L ⊆ LNst(L̄) = {0}, I = I0 для
всех локально разрешимых однородных идеалов I алгебры Ли L̄ = L/LNst(L),
LSFh(L̄) = LSFh(L̄)0 —наибольший локально разрешимый однородный идеал L̄.
Если A—прообраз LSFh(L̄) в алгебре Ли L, то, повторяя рассуждения [20],
мы можем записать любую конечно порождённую подалгебру B ⊆ A в ви-
де B = B′ + B′′, где B′ —конечно порождённый подмодуль B0, B′′ —конечно
порождённая подалгебра B ∩ LNst(L), B′′ � B, и вывести отсюда конечность
и разрешимость B. Поэтому A = LSFh(L)—наибольший локально разреши-
мый однородный идеал L. Обозначим через C прообраз LSFh

(
L̄/LSFh(L̄)

)
в L̄.

Поскольку сильный идеал Cs,L̄ локально нильпотентен по модулю LSFh(L̄) и
Λ-преградуировка L̄ является её Λ-градуировкой (см. [10, лемма 10 (a)]), для
любой конечно порождённой однородной подалгебры D = Ds ⊆ Cs,L̄ можно
выбрать k � 1, такое что Dk ⊆ LSFh(L̄), Dk+1 = 0. Отсюда следует, что
Cs,L̄ ⊆ LNst(L̄) = {0}, C = C0 и C = LSF(C) (см. выше и [10, лемма 13]),
C = LSFh(L̄). Значит, LSFh

(
L/LSFh(L)

) ∼= LSFh

(
L̄/LSFh(L̄)

)
= {0}. Если J —

локально разрешимый идеал L̄, то
( ⋃

0 �=λ
(J ∩ L̄λ)

)

L̄

⊆ LNst(L̄) = {0}, J = J0 ⊆ LSFh(L̄)

(см. [10, лемма 10 (б)] без условия L = Ls с учётом того, что в доказательстве
пункта (б) фактор-алгебра L по наибольшему из её идеалов, входящих в L0,
наследует отсутствие сильных нильпотентных идеалов (сильный идеал I � L,
нильпотентный по модулю L0, нильпотентен, так как, если Ik ⊆ L0 при неко-
тором k � 1, [Iλ, Ik] =

[
[Iλ, L−λ], Ik

]
= {0}, 0 
= λ ∈ Λ, Ik+1 = {0})). Таким

образом, LSFh(L)—наибольший локально разрешимый идеал L.

Поэтому LSFh —однородный радикал на классах 0-PK-алгебраических ал-
гебр Ли с конечной Λ-преградуировкой над алгебрами над полями характери-
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стики нуль и 0-PK-алгебраических S-преградуированных алгебр Ли, 0 ∈ S ⊂ Λ,
|S| <∞, над кольцами с 1/n(S)!.

Обозначим через LNh нижний однородный радикал на классе Λ-преграду-
ированных алгебр Ли Lpg,Λ над кольцом F , определяемый классом локально
нильпотентных алгебр из Lpg,Λ. В условиях утверждения 3) предложения 4.15
K(L) ⊆ LNh(L) ⊆ LNΛ(L). Если L = Ls—PI-алгебра, эти включения переходят
в равенства (см. утверждение 2 предложения 4.15, следствие 4.18). Доказатель-
ство предложения 4.26, [10, наблюдения перед предложением 4 и лемма 10 (б)]
позволяют сделать следующие замечания.

Замечание 4.27. Если (L, {Lλ}λ∈Λ)—алгебра Ли с конечной Λ-преграду-
ировкой над кольцом F с 1/n(L)!, L = Ls, то LNh(L)—прообраз в L центра
C(L̄) алгебры Ли L̄ = L/LNst(L), алгебра Ли L/LNh(L) не содержит ненулевых
локально разрешимых идеалов.

Замечание 4.28. Если (L, {Li}|i|�1)— 3-преградуированная алгебра Ли над
кольцом F , L = Ls, то L нильпотентна (локально нильпотентна), если и только
если такой является линейная йорданова пара (L1, L−1).

Доказательство. Если X±1 ⊆ L±1, A—подалгебра L, порождённая
X1 ∪ X−1, и B—подпара (L1, L−1), порождённая X1 и X−1, то, выделив под-
модули X±1(1) = FX±1,

X±1(2k+1)=
[
[X±1(2k−1),X∓1(1)],X±1(1)

]
+

[
[X∓1(2k−1),X±1(1)],X±1(1)

]
,

X0(2k) = [X1(2k − 1),X−1(1)] + [X−1(2k − 1),X1(1)] (k � 1),

мы можем записать m-е степени Am и Bm, m � 1, в виде

Am = Am1 +Am0 +Am−1, Bm = (A2m−1
1 , A2m−1

−1 ) (m � 1),

Ami =
∑

2k+|i|�m
Xi(2k + |i|) ⊆ Am ∩ Li (i = 0,±1)

(элементы алгебры Ли— суммы нормированных коммутаторов её порождаю-
щих). Как следствие, нильпотентность A равносильна нильпотентности B.

Следствие 4.29. Линейная йорданова пара (R±, { , , }±) над кольцом F
нильпотентна (локально нильпотентна), если и только если такой является
алгебра Ли TKK(R+, R−).

Замечание 4.30. LN3(L) = LNh(L) для любой линейной йордановой пары
(R±, { , , }±) над кольцом F с 1/6, TKK(R+, R−) = (L, {Li}|i|�1), в алгебре Ли
L/LN3(L) нет ненулевых локально разрешимых идеалов.

Доказательство. Радикал LN3(L) содержит конечный нормальный ряд од-
нородных подалгебр с локально нильпотентными факторами

{0} � 〈N±1〉 � L(N±1) � LN3(L) = L(L,N±1),

где LN
(
(L1, L−1)

)
= (N1, N−1) (см. замечание 4.28, наблюдения перед заме-

чанием 4.4 и пример 14). Нормальному ряду однородных подалгебр с ло-
кально нильпотентными факторами и достижимыми по ряду элементами
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{Mβ | β � α} радикала LNh(L) отвечает нормальный ряд подпар с ло-
кально нильпотентными факторами и достижимыми по ряду элементами
{(Mβ ∩ L1,Mβ ∩ L−1) | β � α} идеала (LNh(L)1,LNh(L)−1) йордановой па-
ры (L1, L−1), LNh(L)±1 = LNh(L) ∩ L±1. Поэтому

LN
(
(LNh(L)1,LNh(L)−1)

)
= (LNh(L)1,LNh(L)−1), LN3(L) = LNh(L).

Отсутствие в алгебре L/LN3(L) ненулевых локально разрешимых идеалов сле-
дует из замечания 4.27 (см. конец доказательства предложения 4.26).

Интересным направлением дальнейших исследований может стать обобще-
ние этих выводов на другие локально конечные радикалы.

Замечание 4.31. RN3(L) = RNh(L) для любой линейной йордановой пары
(R±, { , , }±) над кольцом F c 1/2, TKK(R+, R−) = (L, {Li}|i|�1), где RN—
нижний ниль-радикал линейной йордановой пары над F и RNh —однородный
нижний ниль-радикал 3-градуированных алгебр Ли над F .

Доказательство. Поскольку нормальному ряду однородных подалгебр
с абелевыми факторами и достижимыми по ряду элементами {Nβ | β � α} ра-
дикала RNh(L) отвечает нормальный ряд подпар с факторами с нулевыми ком-
позициями и достижимыми по ряду элементами {(Nβ ∩ L1, Nβ ∩ L−1) | β � α}
идеала (RNh(L)1,RNh(L)−1) линейной йордановой пары (L1, L−1), RNh(L)±1 =
= RNh(L) ∩ L±1,

RN
(
(RNh(L)1,RNh(L)−1)

)
= (RNh(L)1,RNh(L)−1), RNh(L) ⊆ RN3(L).

Если {(W±
τ ) | τ � σ}—нормальный ряд подпар с факторами с нулевыми компо-

зициями и достижимыми по ряду элементами радикала RN
(
(V ±)

)
= (W±)

линейной йордановой пары (V ±, { , , }±) над кольцом F , то ряд подалгебр
{Mτ = 〈W±

τ 〉 | τ � σ} алгебры Ли TKK(W+,W−),

Mτ � L(W±
τ ) � L(Mτ+1,W

±
τ ) �Mτ+1 (τ < σ),

можно уплотнить подалгебрами L(W±
τ ) и L(Mτ+1,W

±
τ ) до нормального ряда

однородных подалгебр с RN-радикальными факторами и достижимыми по ряду
элементами и, как следствие, (W±) ⊆ RN′

h

(
(V +, V −)

)
, где RN′

h —радикал ли-
нейной йордановой пары над F , отвечающий радикалу RNh в примере 14 (см.
наблюдения перед ним). Поэтому

RN3(L) ⊆ RN′
h3(L) = RNh(L) ⊆ RN3(L), RN3(L) = RNh(L)

(см. замечание 4.5).

Центральные замыкания R-полупервичных йордановых
систем и их алгебр Титса—Кантора—Кёхера

Введённые в [21] условия полупервичности и первичности алгебр сигнату-
ры Ω (далее условия R-полупервичности и R-первичности) совпадают с обычны-
ми вариантами этих условий в случае линейных алгебр и являются их ослаблен-
ной версией в общем случае. В частности, линейная тройная система (R, { , , })
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над кольцом F называется R-полупервичной, если

{I, I, R} + {I,R, I} + {R, I, I} 
= {0} ({0} 
= I �R),

и R-первичной, если она R-полупервична и I ∩J 
= {0} для всех {0} 
= I, J �R,
т. е.

{I, J,R} + {J, I,R} + {I,R, J} + {J,R, I} + {R, I, J} + {R, J, I} 
= {0}
({0} 
= I, J �R).

Полупервичные линейные тройные системы (линейные тройные системы, не
имеющие ненулевых идеалов с нулевой композицией) R-полупервичны, пер-
вичные линейные тройные системы (полупервичные линейные тройные систе-
мы с ненулевым пересечением любых двух ненулевых идеалов) R-первичны.
Мы будем называть линейную пару (R±, { , , }±) R-полупервичной (R-первич-
ной), если такой является её линейная тройная система (R+ ⊕ R−, { , , }) (для
(R+ ⊕ R−, { , , }) условия R-полупервичности и R-первичности равносильны
данным условиям для её однородных идеалов). Вместе со стандартным первич-
ным радикалом Rad(R) линейной тройной системы (R, { , , }) можно определить
её R-первичный радикал RadR(R), равный наименьшему из её идеалов, фак-
тор-системы по которым R-полупервичны, пересечению всех её R-первичных
идеалов и множеству всех x ∈ R, таких что любая цепь {xi}i�0 с

x0 = x, xi+1 ∈ ({(xi)R, (xi)R, R}+{(xi)R, R, (xi)R}+{R, (xi)R, (xi)R})R (i � 0)

содержит 0. Аналогичным образом определяется R-первичные радикалы линей-
ных пар и алгебр сигнатуры Ω.

По умолчанию во всех приводимых ниже утверждениях о центральном за-
мыкании полупервичных линейных тройных систем речь идёт о ненулевых си-
стемах.

Центральное замыкание R-полупервичной линейной тройной системы
(R, { , , })—R-полупервичная линейная тройная система (P (R), { , , }) над по-
лупервичной коммутативной алгеброй над F (центроидом Мартиндейла R)
CM(R) = EndM(R)′

(
P (R)

)
с композицией { , , }, продолженной с R по

CM(R)-линейности, где P (R)—квазиинъективная оболочка M(R)′-модуля R,

M(R)′ = M(R) + F IdR, M(R) = 〈{x, y, }, {x, , y}, { , x, y} | x, y ∈ R〉.

Если R R-первична, CM(R)—поле, P (R)—R-первичная линейная тройная си-
стема над CM(R) (см. [21, лемма 3.1, предложения 3.1, 3.2, с. 42—44]).

Используя доказательство предложения 2.6 из [35], можно сделать следую-
щее замечание.

Замечание 4.32. Если (R±, { , , }±)—линейная йорданова пара над коль-
цом F , I —идеал алгебры Ли TKK(R+, R−) =

(
L, {Li}|i|�1

)
, Ii—проекция I

на Li, то I ′ = I1 ⊕ I0 ⊕ I−1 � L, (I1, I−1) � (L1, L−1) = (R±, { , , }±) и

L(L, I±1)(3) ⊆ L(I±1)(2) ⊆ I ⊆ I ′ ⊆ L(L, I±1).
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Доказательство. Так как [I, Li]j = [Ij−i, Li] ⊆ Ij , |i|, |j| � 1, I ′ � L,
(I1, I−1) � (L1, L−1) и [L(L, I±1), L] ⊆ L(I±) ⊆ I ′ (см. наблюдения перед приме-
ром 14). Кроме того,

[
[I±1, I∓1], L±1

]
=

[
[I±1, I], L±1

]
⊆ I ∩ L±1,

[
[I±1, L∓1], I±1

]
+ I ⊆

[
[I0, L∓1], I±1

]
+ I ⊆ [I1, I−1] + I,

([I1, L−1] + [I−1, L1])2 + I ⊆ ([I0, L−1] + [I0, L1])2 + I ⊆
⊆ (I1 + I−1)2 + I = [I1, I−1] + I,

и следовательно,

L(I±1)2 =
([

[I1, L−1] + [I−1, L1], I1
])

⊕ ([I1, I−1] + ([I1, L−1] + [I−1, L1])2) ⊕
⊕

([
[I1, L−1] + [I−1, L1], I−1

])
⊆ [I1, I−1] + I,

L(I±1)(2) ⊆ ([I1, I−1] + I)2 ⊆ I.

Таким образом, в замечании 4.32 первичный радикал Rad(L) алгебры
Ли L—однородный первичный радикал L (наименьший среди её однородных
идеалов, фактор-алгебры по которым не содержат ненулевых однородных идеа-
лов с нулевым умножением (однородно полупервичны)).

Теорема 4.33. Линейная йорданова пара (R±, { , , }±) над кольцом F R-по-
лупервична (R-первична), если и только если алгебра Ли TKK(R+, R−) =
= (L, {Li}|i|�1) полупервична (первична).

Доказательство. Если линейная йорданова пара (L1, L−1) = (R±, { , , }±)
R-полупервична и алгебра Ли L содержит однородный идеал I, I2 = {0}, то
L(I±1)2 = {0} (L(I±1) ⊆ I),

L(I±1)2±1 =
[
[I1, L−1] + [I−1, L1], I±1

]
= {0},

L(I±1)20 = [I1, I−1] + ([I1, L−1] + [I−1, L1])2 = {0},
I1 ⊕ I−1 —идеал линейной тройной йордановой системы (L1 ⊕ L−1 =
= R+ ⊕R−, { , , }), такой что

{I1 ⊕ I−1, I1 ⊕ I−1, L1 ⊕ L−1} =
[
[I1, I−1], L1] ⊕ [[I−1, I1], L−1

]
= {0},

{I1 ⊕ I−1, L1 ⊕ L−1, I1 ⊕ I−1} =
[
[I1, L−1], I1

]
⊕

[
[I−1, L1], I−1

]
= {0},

и значит, I±1 = {0}, I = I0 ⊆ L(L, {0}±1) = {0}.
Если L полупервична, J � (L1 ⊕ L−1, { , , }), J±1 —проекции J на L±1 и

{J, J, L1 ⊕ L−1} + {J, L1 ⊕ L−1, J} =

=
([

[J1, J−1], L1

]
+

[
[J1, L−1], J1

])
⊕

([
[J−1, J1], L−1

]
+

[
[J−1, L1], J−1

])
= {0},

то (J1, J−1) � (L1, L−1),

L(J±1)2±1 =
[
[J1, L−1] + [J−1, L1], J±1

]
=

=
[
[J∓1, L±1], J±1

]
=

[
[J∓1, J±1], L±1

]
= {0},
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L(J±1)2 = L(J±1)20 ⊆ L(L, {0}±1) = {0}, L(J±1) = {0}, J = {0} (см. замечания
4.32, 4.8).

Поэтому R-полупервичность (L1, L−1) равносильна полупервичности (одно-
родной полупервичности) L.

Если (L1, L−1) R-первична и имеются идеалы {0} 
= M,N�L, M ∩N = {0},
то из полупервичности L и замечания 4.32 следует, что существуют одно-
родные идеалы {0} 
= A,B � L, A ⊆ M , B ⊆ N , A ∩ B = {0}. Так как
(L1⊕L−1, { , , }) R-первична и A′′ = A1⊕A−1, B

′′ = B1⊕B−1�(L1⊕L−1, { , , }),
A′′ ∩B′′ = {0}, A′′ или (и) B′′ равен нулю, т. е. A ⊆ L(L, {0}±1) = {0} или (и)
B ⊆ L(L, {0}±1) = {0}?!

Если L первична и существуют идеалы {0} 
= C,D � (L1 ⊕ L−1, { , , }),
C ∩D = {0}, то

{X,Y, L1 ⊕ L−1} =
[
[X1, Y−1], L1

]
⊕

[
[X−1, Y1], L−1

]
= {0},

{X,L1 ⊕ L−1, Y } =
[
[X1, L−1], Y1

]
⊕

[
[X−1, L1], Y−1

]
= {0},

где X = C,D, Y ∈ {C,D} \ {X}, и, как следствие,

[L(C±1), L(D±1)]±1 =

=
[
[C1, L−1] + [C−1, L1],D±1

]
+

[
[D1, L−1] + [D−1, L1], C±1

]
=

=
[
[C∓1, L±1],D±1

]
+

[
[D∓1, L±1], C±1

]
=

=
[
[C±1,D∓1] + [D±1, C∓1], L±1

]
= {0},

[L(C±1), L(D±1)] = [L(C±1), L(D±1)]0 ⊆ L(L, {0}±1) = {0}, L(C±1) = {0},
C = {0} или (и) L(D±1) = {0}, D = {0}?!

Таким образом, R-первичность (L1, L−1) эквивалентна первичности L.

Следствие 4.34. Rad(L) = L(L, T±1), RadR
(
(L1, L−1)

)
= (T1, T−1) для лю-

бой линейной йордановой пары (R±, { , , }±) над кольцом F , TKK(R+, R−) =
=

(
L, {Li}|i|�1

)
, где RadR—R-первичный радикал линейной йордановой пары

над F . Кроме того, I = L(L, I±1) для всех I � L, Rad(L/I) = {0},

Spec(L) =
{
P = L(L,P±1) | (P1, P−1) ∈ SpecR

(
(L1, L−1)

)}
,

где SpecR
(
(L1, L−1)

)
—множество всех R-первичных идеалов (L1, L−1).

Доказательство. Согласно замечанию 4.32 и теореме 4.33 I = L(L, I±1) для
любого I � L, Rad(L/I) = {0}, линейная йорданова пара (L1, L−1)/(J1, J−1),
(J1, J−1) � (L1, L−1), R-полупервична (R-первична), если и только если алгеб-
ра Ли L/L(L, J±1) ∼= TKK

(
(L1, L−1)/(J1, J−1)

)
полупервична (первична) (см.

наблюдения перед примером 14).

Предложение 4.35. Если (R, { , , })—R-полупервичная линейная тройная
йорданова система с единицей 1 над кольцом F , то P

(
TKK(R)

) ∼= TKK
(
P (R)

)
,

CM
(
TKK(R)

) ∼= CM(R).
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Доказательство. Ввиду R-полупервичности линейной тройной йордановой
системы (R, { , , }) и наличия в ней 1, {1, , 1} = IdR, её линейная йордано-
ва пара (R±, { , , }±) R-полупервична, алгебра Ли TKK(R) полупервична (см.
замечание 4.9, теорему 4.33). Отождествим алгебру TKK(R) =

(
L, {Li}|i|�1

)

с F -подалгеброй алгебры TKK
(
P (R)

)
=

(
L̄, {L̄i}|i|�1

)
, её алгебру умноже-

ний с единицей Ad(L)′ = M(L)′ — с F -подалгеброй A = AdL̄(L) + F IdL̄ ал-
гебры Ad(L̄)′, L̄ = CM(R)L, L̄i = CM(R)Li. Если M —A-подмодуль L̄, то

M = M1 ⊕M0 ⊕M−1, Mi = M ∩ L̄i, где M±1 =
[[[

[M, e∓1], e∓1

]
, e±1

]
, e±1

]
—

MP (R)(R)-подмодули P (R) = L̄±1, e±1 = 1 ∈ L±1,
[
[M±1, e∓1], e∓1

]
⊆ M∓1,

M ′ = M±1. Поскольку

L(M±1, L) ⊆M ⊆ L(L̄,M±1, L), [L0(L̄,M±1, L), L0] ⊆ L0(M±1, L),
L(M±1, L)=M1⊕L0(M±1, L)⊕M−1, L(L̄,M±1, L)=M1⊕L0(L̄,M±1, L)⊕M−1,

L0(M±1, L)=[M1, L−1]+[M−1, L1], L0(L̄,M±1, L)={x ∈ L̄0 | [x,L±1]⊆M±1},

в случае если M 
= {0}, M ′ 
= {0}, M ′ ∩ R 
= {0} и M ∩ L 
= {0}.
Каждый гомоморфизм A-модулей ψ : M → L̄ индуцирует гомоморфизм
MP (R)(R)-модулей ψ′ : M ′ → P (R), ψ′ = ψ|M±1 , ψ(M0) ⊆ L̄0, так как

ψ(M±1) =
[[[

[ψ(M), e∓1], e∓1

]
, e±1

]
, e±1

]
⊆ L̄±1,

ψ|M∓1

[
[x±1, e∓1], e∓1

]
=

[
[ψ|M±1x±1, e∓1], e∓1

]
(x±1 ∈M±1),

и если ψx0 = y1 + y0 + y−1, x0 ∈M0, yi ∈ L̄i,

0 = ψ
[
[x0, e∓1], e∓1

]
=

[
[ψx0, e∓1], e∓1

]
=

[
[y±1, e∓1], e∓1

]
= y±1.

Гомоморфизм ψ′ продолжается до эндоморфизмов ψ′′ ∈ CM(R) =
= EndMP (R)(R)

(
P (R)

)
и ψ′′ ∈ EndA(L̄),

ψ′′ : x1 +
m∑

k=1

[x1(k), x−1(k)] + x−1 �→ ψ′′x1 +
m∑

k=1

[ψ′′x1(k), ψ′′x−1(k)] + ψ′′x−1,

x±1, x±1(k) ∈ L̄±1, ψ′′ : L̄±1 → L̄±1 (см. наблюдения перед примером 14). По
построению для всех xi ∈Mi, y±1 ∈ L

ψ′′x±1 = ψx±1, ψ′′[x0, y±1] =
[
ψ′′x0, y±1

]
= ψ[x0, y±1] = [ψx0, y±1],

ψ′′|M = ψ. Таким образом, L̄—квазиинъективная оболочка A-модуля
(Ad(L)′-модуля) L, EndA(L̄) ∼= CM(R) (ψ �→ ψ′, ψ = ψ′ ∈ EndA(L̄)).

Следствие 4.36. Для R-полупервичной линейной тройной йордановой си-
стемы (R, { , , }) с 1 над кольцом F специальность алгебры Ли TKK(R) рав-
носильна sup

R �=P∈SpecR(R)

dimCM(R/P ) P (R/P ) < ∞, для R-первичной (R, { , , })

специальность TKK(R) равносильна dimCM(R) P (R) <∞, где SpecR(P )—мно-
жество всех R-первичных идеалов R.
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Доказательство. Из следствия 4.34 и доказательства предложения 4.35
следует, что

Spec(L) = {L(L,P±1) | P = P±1 ∈ SpecR(R)},
TKK(R) =

(
L, {Li}|i|�1

)
. Для первичной алгебры Ли L специальность равно-

сильна
dimCM(L) P (L) = dimCM(R) TKK

(
P (R)

)
<∞,

для полупервичной L—

sup
L�=P∈Spec(L)

dimCM(L/P ) P (L/P ) = sup
R �=P∈SpecR(R)

dimCM(R/P ) TKK
(
P (R/P )

)
<∞

(см. замечание 3.5 и [1; 4, наблюдения перед замечанием 3.3; 18; 48]).

Для простоты мы определим понятия градуированных центрального замы-
кания и центроида Мартиндейла для случая градуированной полупервичной
линейной алгебры (градуированные алгебры сигнатуры Ω рассматриваются ана-
логично).

Пусть Γ—абелева группа в аддитивной записи, (R, {Rγ}γ∈Γ)— Γ-градуиро-
ванная однородно полупервичная алгебра над кольцом F , (M(R)′, {Mγ}γ∈Γ)—
Γ-градуированная алгебра умножений с единицей R, M0 = F IdR + M(R)0,
Mγ = M(R)γ , 0 
= γ ∈ Γ, где

M(R)α =
{ m∑

k=1

tk1 · · · tknk

∣
∣
∣ tki∈{lxki

, rxki
}, xki∈Rγki

,

nk∑

i=1

γki=α, m, nk�1
}

(α ∈ Γ),

Qgr(R)— градуированная инъективная оболочка Γ-градуированного M(R)′-мо-
дуля R, Pgr(R) = EndM(R)′-gr

(
Qgr(R)

)
R— его градуированная квазиинъек-

тивная оболочка в Qgr(R) (M(R)′-подмодуль Qgr(R), порождённый образа-
ми R при действии однородных M(R)′-эндоморфизмов Qgr(R)), CMgr(R) =
= EndM(R)′-gr

(
Pgr(R)

)
—алгебра однородных M(R)′-эндоморфизмов Pgr(R)

(ограничений однородных M(R)′-эндоморфизмов Qgr(R) на Pgr(R); однородный
гомоморфизм Γ-градуированных M(R)′-модулей φ : A → B c Γ-градуировками
{Aγ}γ∈Γ и {Bγ}γ∈Γ — такой их M(R)′-гомоморфизм, что φ(Aγ) ⊆ Bγ , γ ∈ Γ;
компоненты Γ-градуировок модулей над F -алгебрами— их F -подмодули) (см.
[47, с. 21, 283]). Pgr(R) имеет Γ-градуировку {CMgr(R)Rγ}γ∈Γ и с точностью
до однородного M(R)′-изоморфизма определяется следующими свойствами:
1) R— существенный однородный M(R)′-подмодуль (имеет ненулевые пере-

сечения со всеми ненулевыми однородными M(R)′-подмодулями) Pgr(R);
2) любой однородный гомоморфизм φ : M → Pgr(R) однородного M(R)′-под-

модуля M в Pgr(R) продолжается до однородного эндоморфизма Pgr(R).
Из доказательств (с необходимыми изменениями) леммы 3.1 и предложений 3.1,
3.2 из [21, с. 42—44] следует коммутативность F -алгебры CMgr(R), позволя-
ющая наделить Pgr(R) структурой Γ-градуированной CMgr(R)-алгебры с умно-
жением, продолженным с R по CMgr(R)-линейности,
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(∑

i�1

φixi

)( ∑

j�1

ψjyj

)
=

∑

i,j�1

(φiψj)(xiyj) (xi, yj ∈ R, φi, ψj ∈ CMgr(R)),

полупервичность CMgr(R), однородная полупервичность Pgr(R) и то, что для
однородно первичной R (произведение любых двух ненулевых однородных идеа-
лов R отлично от нуля) CMgr(R)—поле, Pgr(R)—однородно первичная алгебра
над CMgr(R).

Алгебры Pgr(R) и CMgr(R) называются градуированным центральным за-
мыканием и градуированным центроидом Мартиндейла алгебры R. Приме-
няя эти конструкции к 3-градуированной алгебре Ли TKK(R+, R+) линейной
йордановой пары (R±, { , , }±), мы получаем следующее предложение.

Предложение 4.37. Если Π = (R±, { , , }±)—R-полупервичная линейная
йорданова пара над кольцом F , Σ = (R+ ⊕ R−, { , , })— её линейная тройная
йорданова система, то

Pgr

(
TKK(Π)

) ∼= TKK(Π̄), CMgr

(
TKK(Π)

) ∼= CM(Σ),

где Π̄ = (CM(Σ)R±, { , , }±) — подпара линейной йордановой пары
(P (Σ)±, { , , }±) линейной тройной йордановой системы P (Σ).

Доказательство. По теореме 4.33 алгебра Ли TKK(Π) полупервична.
Отождествим алгебру TKK(Π) =

(
L, {Li}|i|�1

)
с F -подалгеброй алгебры

TKK(Π̄) =
(
L̄, {L̄i}|i|�1

)
, её алгебру умножений с единицей Ad(L)′ — c F -по-

далгеброй A = AdL̄(L) + F IdL̄ алгебры Ad(L̄)′, L̄ = CM(Σ)L, L̄i = CM(Σ)Li.
Так как I = L̄1 ∩ L̄−1 —идеал R-полупервичной линейной тройной йордановой
системы P (Σ) и {I, P (Σ), P (Σ)} = {P (Σ), I, P (Σ)} = {0}, I = {0} и P (Σ) =
= L̄1 ⊕ L̄−1. Если M —однородный A-подмодуль L̄ и M±1 = M ∩ L̄±1 = 0,
M ⊆ L(L̄, {0}±1, L) = {0}. Поэтому если M 
= {0}, то M1 ⊕M−1 —ненулевой
MP (Σ)(Σ)-подмодуль P (Σ) и {0} 
= M1 ⊕M−1 ∩ L1 ⊕ L−1 ⊆M ∩ L.

Любой однородный гомоморфизм A-модулей ψ : M → L̄ индуцирует гомо-
морфизм MP (Σ)(Σ)-модулей ψ′ = ψ|M1⊕M−1 : M1 ⊕ M−1 → P (Σ), который
можно продолжить до эндоморфизмов ψ′′ ∈ CM(Σ) = EndMP (Σ)(Σ)

(
P (Σ)

)

и ψ′′ ∈ EndA-gr(L̄), ψ′′|L = ψ (см. доказательство предложения 4.35). Сле-
довательно, L̄— градуированная квазиинъективная оболочка градуированного
A-модуля (Ad(L)′-модуля) L, EndA-gr(L̄) ∼= CM(Σ).

Следствие 4.38. Для R-полупервичной линейной йордановой па-
ры Π над кольцом F специальность алгебры Ли TKK(Π) равносильна

sup
Σ �=P∈SpecR(Σ)

dimCM(Σ/P ) P (Σ/P ) < ∞, для R-первичной Π специальность

TKK(Π) равносильна dimCM(Σ) P (Σ) <∞.

Доказательство. Рассмотрим случай R-полупервичной линейной йордано-
вой пары Π. Тогда алгебра Ли TKK(Π) =

(
L, {Li}|i|�1

)
полупервична и, следо-

вательно, специальна, если и только если sup
L�=P∈Spec(L)

dimCM(L/P ) P (L/P ) < ∞
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(см. следствие 4.36). Условие

sup
(L1,L−1) �=(P1,P−1)∈SpecR((L1,L−1))

dimCM(Σ/P1⊕P−1) P (Σ/P1 ⊕ P−1) <∞

равносильно условию

sup
L�=P∈Spec(L)

dimCMgr(L/P ) Pgr(L/P ) <∞

(см. следствие 4.34). При их выполнении алгебра L удовлетворяет всем тожде-
ствам Капелли порядка n+ 1,

sup
L�=P∈Spec(L)

dimCM(L/P ) P (L/P ) � n = sup
L�=P∈Spec(L)

dimCMgr(L/P ) Pgr(L/P )

(см. [21, теорема 4.1, с. 47]). Вместе с тем R-полупервичная линейная трой-
ная йорданова система Σ—подпрямое произведение R-первичных линейных
тройных йордановых систем Σ/P1 ⊕ P−1, (P1, P−1) ∈ SpecR

(
(L1, L−1)

)
, каж-

дая Σ/P1 ⊕ P2 — F -подсистема линейной тройной йордановой системы

Σ/P1 ⊕ P−1 = (CM(L/P )(L/P )1 ⊕ CM(L/P )(L/P )−1, { , , }), P = L(L,P±1),

линейной йордановой пары абелевых внутренних идеалов
(CM(L/P )(L/P )1,CM(L/P )(L/P )−1) первичной алгебры Ли P (L/P ). Ес-
ли L специальна, Σ удовлетворяет всем тождествам Капелли порядка
m+ 1,

sup
Σ �=P∈SpecR(Σ)

dimCM(Σ/P ) P (Σ/P ) �

� sup
L�=P∈Spec(L)

dimCM(L/P ) Σ/P1 ⊕ P−1 � m = sup
L�=P∈Spec(L)

dimCM(L/P ) P (L/P )

(см. [21, теорема 4.1, с. 47]). Случай R-первичной Π (первичной L) рассматри-
вается аналогично.

Следствие 4.39. Если F —алгебра над полем F, char F = 0, линейная йор-
данова пара Π R-первична и алгебра Ли TKK(Π) специальна, то Π̄—простая
линейная йорданова пара над полем CM(Σ).

Доказательство. Поскольку в данном случае алгебра Ли TKK(Π̄) конеч-
номерна над полем CM(Σ), char CM(Σ) = {0}, первична и, следовательно,
проста, Π̄—простая линейная йорданова пара над CM(Σ) (см. [35, предложе-
ние 2.6]).

Любое множество порождающих X+ ∪ X−, X± ⊆ R±, линейной йордано-
вой пары (R±, { , , }±) порождает алгебру Ли TKK(R+, R−). Поэтому конечно
порождённой (R±, { , , }±) отвечает конечно порождённая TKK(R+, R−).

Замечание 4.40. Если (R, { , , })— такая конечно порождённая R-полупер-
вичная линейная тройная йорданова система с единицей над кольцом Джекобсо-
на F , что алгебра Ли TKK(R) специальна, то (R, { , , })—подпрямое произведе-
ние конечных R-первичных линейных тройных йордановых систем с единицами
над F с максимальными аннуляторами в F .
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Доказательство. Алгебра Ли TKK(R) =
(
L, {Li}|i|�1

)
содержит систему

первичных идеалов {Pa}a∈A, таких что
⋂

a∈A
Pa = {0}, AnnF La—максимальный

идеал кольца F , dimFa
La < ∞, где La = L/Pa, Fa = F/AnnF La, a ∈ A

(см. следствие 3.8). Вместе с тем Pa = L(L,Pa,±1), P ′
a = Pa,±1 ∈ SpecR(R),

AnnF La = AnnF Ra, Ra = R/P ′
a,

dimFa
Ra � dimFa

TKK(Ra) = dimFa
La <∞,

a ∈ A, и
⋂

a∈A
P ′
a = {0}.

Сходным образом доказывается следующее замечание.
Замечание 4.41. Если (R±, { , , }±)— такая конечно порождённая R-полу-

первичная линейная йорданова пара над кольцом Джекобсона F , что алгебра Ли
TKK(R+, R−) специальна, то (R±, { , , }±)—подпрямое произведение конечных
R-первичных линейных йордановых пар над F с максимальными аннуляторами
в F .

Используя равносильность простоты и первичности для конечномерных ал-
гебр Ли над полями характеристики нуль и [35, предложение 2.6], отсюда мож-
но вывести следствие.

Следствие 4.42. Если в условиях замечания 4.41 F —алгебра Джекобсона
над полем F, char F = 0, то линейная йорданова пара (R±, { , , }±)—подпрямое
произведение конечных простых линейных йордановых пар над F c максималь-
ными аннуляторами в F .

Замечание 4.43. Если (R±, U±)— такая невырожденная конечно порож-
дённая йорданова пара над кольцом Джекобсона F с 1/2, что алгебра Ли
TKK(R+, R−) специальна, то (R±, U±)—подпрямое произведение конечных
примитивных йордановых пар над F с максимальными аннуляторами в F .

Доказательство. Линейная йорданова пара (R±, { , , }′±) конечно порожде-
на, R-полупервична, идеалы (R±, { , , }′±) являются идеалами йордановой пары
(R±, U±) и наоборот (1/2 ∈ F ). Следовательно, (R±, U±)—подпрямое произ-
ведение конечных R-первичных (как линейные йордановы пары (см. пример 6))
йордановых пар {(R±

a , U
±
a )}a∈A над кольцом F с максимальными аннуляторами

в F . Поскольку

J
(
(R±

a )
)

= N
(
(R±

a )
)

= LN
(
(R±

a )
)

= Mc
(
(R±

a )
)
—

наибольший нильпотентный идеал (R±
a , U

±
a ), a ∈ A (см. [45, п. 13.6; 23, лем-

мы 3 и 5] (или [27])), sup
a∈A

dimCM(Σa) P (Σa) < ∞, Σa = (R+
a ⊕ R−

a , { , , }′a),

индексы нильпотентности J
(
(R±

a )
)
не превосходят некоторого n � 1. Поэтому

пересечение всех прообразов в (R±, U±) идеалов (R±
a , U

±
a ), a ∈ A, фактор-пары

по которым примитивны, является нильпотентным идеалом (R±, U±) индек-
са не выше n и, значит, равно нулю (Mc-радикальность разрешимых идеалов
йордановой пары следует из идеальной наследственности Mc).
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Замечания 4.40, 4.41, 4.43 устанавливают связь между следствиями 3.3
и 3.8.

Исследование выполнено за счёт гранта МЦФПМ в МГУ им. М. В. Ло-
моносова «Структурная теория и комбинаторно-логические методы в теории
алгебраических систем».
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