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Аннотация

В работе приводится вариант доказательства локальной конечномерности PI-ал-
гебр Ли с алгебраическим присоединённым представлением над полями нулевой ха-
рактеристики без использования экстремальных элементов, ряд сходных выводов для
таких алгебр над полями характеристики p > 7 и обобщается описание локально
конечного радикала алгебраических локально PI-алгебр Мальцева на любое основное
поле нулевой характеристики.

Abstract

A. Yu. Golubkov, Algebraic Lie algebras with finite grading, Fundamentalnaya i pri-
kladnaya matematika, vol. 25 (2024), no. 1, pp. 87—102.

The paper presents a variant of the proof of local finite-dimensionality of Lie PI-al-
gebras with an algebraic adjoint representation over fields of characteristic zero without
the use of extremal elements, a number of similar conclusions for such algebras over
fields of characteristic p > 7, and generalizes the description of the locally finite radical
of algebraic Mal’tsev locally PI-algebras to any base field of characteristic zero.

1. Введение

Существенную роль в доказательстве Е. И. Зельманова (см. [14, теорема 1])
локальной конечномерности PI-алгебр Ли с алгебраическим присоединённым
представлением над полями характеристики 0 играет лемма JP3 о наличии
в ненулевой примитивной PI-алгебре Ли с конечной градуировкой над доста-
точно большим полем характеристики 0 или больше 3 ненулевых экстремаль-
ных элементов (лемма JP3— лемма 10 из [17]). Реализованный в [35] подход
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с использованием экстремальных элементов без обращения к лемме JP3 поз-
воляет получить ограниченные версии теоремы Е. И. Зельманова для алгебр
Ли с алгебраическим присоединённым представлением ограниченной степени
и PI-алгебр Ли с алгебраическим присоединённым представлением над ал-
гебраически замкнутыми полями и расширениями поля действительных чисел
(см. [8, теорема 1.1]). Данная работа посвящена построению переработанной
версии доказательства теоремы 1 из [14] в исходной формулировке без при-
менения экстремальных элементов на базе классификации простых алгебр Ли
с конечной градуировкой из [16] и идей [35] и [36]. Это позволяет перенести ре-
зультаты [8] на все поля характеристики 0 и получить конструктивный вариант
теоремы 3.11 из [5] для алгебраически замкнутых полей.
Все рассматриваемые алгебры, кроме квадратичных йордановых алгебр, яв-

ляются линейными алгебрами и определены над произвольным ассоциативным
коммутативным кольцом с единицей F (полем F), если не оговариваются до-
полнительные условия (как правило, условия вида 1/n! ∈ F для n > 1). Все
алгебры и модули над F являются одновременно левыми и правыми унитарны-
ми F -модулями с идентичным левым и правым действием, все классы алгебр
над F содержат нулевую алгебру и изоморфные копии своих алгебр. Действие
гомоморфизмов F -модулей на их элементы будет записываться слева: ϕx =
= ϕ(x), ϕ ∈ HomF (M,N), x ∈ M . Если R—алгебра над F и A ⊆ R, то 〈A〉
и (A)R—подалгебра и идеал R, порождённые A, MR(A)—подалгебра алгеб-
ры эндоморфизмов EndF (R) F -модуля R, порождённая операторами левого и
правого умножения lx и rx на элементы x ∈ A, lx : y �→ xy и rx : y �→ yx,
x, y ∈ R, M(R) = MR(R)—алгебра умножений R, M(R)′ = M(R) + F IdR, где
IdR— тождественный изоморфизм R, R(−)—алгебра, полученная из R заменой
операции умножения на коммутатор [ , ], [x, y] = xy − yx, x, y ∈ R, Z(R)—
центр R,

Z(R) = {x ∈ R | [x, y] = (x, y, z) = (y, x, z) = (y, z, x) = 0 для всех y, z ∈ R},
где (x, y, z) = (xy)z − x(yz), Der(R)—подалгебра алгебры Ли EndF (R)(−), со-
стоящая из всех дифференцирований R (алгебра дифференцирований R). Ес-
ли L—алгебра Ли над F , то мы будем использовать следующие обозначения:
[ , ]—операция умножения L, adx = lx, x ∈ L, Ad(L) = M(L) и ad(L) =
= {adx | x ∈ L}—присоединённые ассоциативная и лиева алгебры L, C(L,A) =
=

{
x ∈ L | [x,A] = {0}

}
—централизатор множества A ⊆ L, C(L) = C(L,L)—

центр L. По умолчанию все линейные йордановы алгебры и алгебры Мальцева
рассматриваются над кольцами с 1/2, алгебры и модули без n-кручения, n � 1,
не имеют n-кручения как аддитивные группы (nx �= 0 для всех их x �= 0).
Элемент с ассоциативными степенями x алгебры R над F называется целым

(степени не выше n � 1), если найдётся многочлен

xf(t) = tn + xfn−1t
n−1 + . . .+ xf1t ∈ F [t],

такой что xf(x) = 0. Если алгебра R антикоммутативна, элемент x называется
сильно алгебраическим (степени не выше n � 1), если rx—целый элемент
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(степени не выше n) алгебры умножений M(R), алгебраическим, если для
любого y ∈ R можно подобрать

y,xf(t) = tny,x + y,xfny,x−1t
ny,x−1 + . . .+ y,xf1t ∈ F [t], ny,x � 1,

такой что y,xf(rx)y = 0, и энгелевым (n-энгелевым), если rn
x = 0.

Алгебры Мальцева, состоящие из сильно алгебраических элементов (сте-
пени не выше n � 1), называются алгебрами с алгебраическим регулярным
(присоединённым в случае алгебр Ли) представлением (степени не выше n).
Алгебры Мальцева (линейные йордановы, альтернативные алгебры), состоящие
из алгебраических (целых) элементов, называются алгебраическими (подробнее
об условиях алгебраичности алгебр см. [3]).

Алгебры, не содержащие ненулевых идеалов с нулевым умножением (иде-
алов I �= {0}, U(I)I = {0}, для квадратичных йордановых алгебр (тройных
систем)), называются полупервичными. Полупервичные алгебры, любые два
ненулевых идеала которых имеют ненулевое пересечение, называются первич-
ными. Центральное замыкание и центроид Мартиндейла (расширенный цент-
роид) ненулевой полупервичной алгебры R мы будем обозначать через P (R) и
CM(R). P (R)—квазиинъективная оболочка M(R)′-модуля R, рассматриваемая
как алгебра над CM(R), P (R) = CM(R)R,

CM(R) = EndM(R)′
(
P (R)

)
= EndM(P (R))′

(
P (R)

)
= Z

(
M

(
P (R)

)′)

(см. [23, 28, 29, 32, 41]). Если R первична, CM(R)—поле, P (R)—первич-
ная алгебра над CM(R). Если R проста, R = P (R). Если P (R) проста и
dimCM(R) P (R) < ∞, CM(R)—поле частных Z(M(R)) в CM(R) (см. [30, тео-
рема 1.7]).

Используемые ниже понятия PI-алгебры для ассоциативных, линейных йор-
дановых алгебр, алгебр Ли и Мальцева соответствуют [5, 6, 8, 11]. Локаль-
ные PI-алгебры— алгебры, конечно порождённые подалгебры которых являются
PI-алгебрами.

Алгебра Ли L называется специальной, если L вкладывается в алгебру
Ли R(−) для подходящей ассоциативной PI-алгебры R, и обобщённо специ-
альной, если Ad(L)—PI-алгебра. Класс обобщённо специальных алгебр Ли
содержит класс специальных алгебр Ли и замкнут относительно взятия по-
далгебр и гомоморфных образов. Полупервичная алгебра Ли специальна, если
и только если размерности центральных замыканий её ненулевых первичных
фактор-алгебр над их центроидами Мартиндейла не превосходят некоторого
n > 1 (см. [2; 5, наблюдения перед замечанием 3.3]).

Абсолютные делители нуля йордановых алгебр (тройных систем, пар) —
это их элементы, операторы квадратичного умножения на которые равны ну-
лю, абсолютные делители нуля алгебр Мальцева— их 2-энгелевы элементы.
2-энгелев элемент x алгебры Ли L называется оболочкой сэндвича, если
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adx ad(L) adx = {0} (если L не имеет 2-кручения, последнее следует из 2-энге-
левости). Йордановы алгебры и алгебры Мальцева (Ли), не содержащие нену-
левых абсолютных делителей нуля (оболочек сэндвичей), называются невы-
рожденными, первичные невырожденные алгебры из этих классов называются
сильно первичными.
Пары (R±, { , , }±) и (R±, U±), где R±— F -модули, { , , }± : R±×R∓×R±→

→ R±— трилинейные композиции, U± : R± → HomF (R∓, R±)—квадратичные
отображения, U± : fx± �→ U±

fx± = f2U±
x± , x± ∈ R±, f ∈ F , называются линей-

ной и квадратичной парами. Линейная пара (R±, { , , }±) называется линей-
ной йордановой парой, если она удовлетворет тождествам

{x±, y∓, z±}± = {z±, y∓, x±}±,
{x±, y∓, {a±, b∓, c±}±}± − {a±, b∓, {x±, y∓, c±}±}± =

= {{x±, y∓, a±}±, b∓, c±}± − {a±, {y∓, x±, b∓}∓, c±}±.

Квадратичная пара (R±, U±) называется йордановой (квадратичной йордано-
вой) парой, если она удовлетворяет тождествам

V ±
x±,y∓U

±
x± = U±

x±V
∓
y∓,x± , V ±

U±
x±y∓,y∓ = V ±

x±,U∓
y∓x± , U±

U±
x±y∓ = U±

x±U
∓
y∓U

±
x±

и всем их линеаризациям, где

V ±
x±,y∓z

± = {x±, y∓, z±}± = (U±
x±+z± − U±

x± − U±
z±)y∓. (1)

Любой йордановой паре (R±, U±) отвечает линейная йорданова пара
(R±, { , , }±) c композициями (1), каждой линейной йордановой паре
(R±, { , , }±) с модулями без 6-кручения R±—йорданова пара (R±, Ũ±), Ũ±

x± =
= {x±, , x±}± (если 1/2 ∈ F , (R±, { , , }±) соответствует йорданова пара
(R±, (1/2)Ũ±)) (см. [37, п. 2.1, 2.2]).
Напомним, что квадратичные йордановы алгебры над кольцами с 1/2—это

линейные йордановы алгебры, рассматриваемые как квадратичные с отобра-
жениями 2 : x �→ x2 и U : x �→ Ux = 2r2x − rx2 (квадратичные представления
линейных йордановых алгебр). Каждому элементу a∓ ∈ R∓ йордановой пары

(R±, U±) отвечают её a∓-гомотоп—квадратичная йорданова алгебра R±(a∓) =

=
(
R±, U±(a∓)

, 2,a∓)
, U±(a∓)

x± = U±
x±U

∓
a∓ , x±

2,a∓
= U±

x±a
∓,

x± ◦a∓ y± = (x± + y±)2,a∓ − x±2,a∓
− y±2,a∓

= {x±, a∓, y±}± (x±, y± ∈ R±)

(см. (1)), и ±-локальная алгебра по a∓—R±
a∓ = R±(a∓)

/Ka∓ ,

Ka∓ = {x± ∈ R± | U∓
a∓x

± = U∓
a∓U

±
x±a

∓ = 0} �R±(a∓)
.

Если 1/2 ∈ F , R±(a∓)—квадратичное представление линейной йордановой ал-

гебры R±(a∓) с умножением x± ·a∓ y± = (1/2){x±, a∓, y±}±, x±, y± ∈ R±,
и Ka∓ = KerU∓

a∓ (см. [37, п. 4.19, 4.20; 25, предложение 1.2]). Если R±—
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F -модули без 3-кручения, 1/2 ∈ F , (R±, { , , }±)—линейная йорданова пара,
то a∓-гомотоп йордановой пары (R±, Ũ±)—квадратичное представление ли-

нейной йордановой алгебры R±(a∓) с умножением x± ·a∓ y± = {x±, a∓, y±}±,
x±, y± ∈ R±.
Подмодуль I квадратичной йордановой алгебры (R,U, 2) называется внут-

ренним идеалом, если U(I)R ⊆ M , и строго внутренним идеалом, если I —
внутренний идеал расширения (R,U, 2) до квадратичной йордановой алгебры
(R1, U1, 1) с единицей 1 (I —внутренний идеал (R,U, 2) и x2 ∈ I, x ∈ I). Стро-
го внутренний идеал I называется x-модулярным, x ∈ R, если U1

1−x(R) ⊆ I,
U1

1−x,y(R1) ⊆ I, y ∈ I, и x− x2 ∈ I, где

U1
f+x(g + y) = f2g + 2fgx+ gx2 + f2y + fVxy + Uxy (f, g ∈ F, x, y ∈ R),

U1
1−x,y = U1

1−x+y − U1
1−x − U1

y . Внутренние (строго внутренние, x-модулярные)
идеалы линейных йордановых алгебр определяются как соответствующие внут-
ренние идеалы их квадратичных представлений.
Пара (I±) подмодулей I± ⊆ R± йордановой пары (R±, U±) называется внут-

ренним идеалом, если U±(I±)R∓ ⊆ I±. Внутренний идеал (I±) называется
(x±, a∓)-модулярным, x±, a± ∈ R±, если I∓ = R∓, I±— x±-модулярный идеал

a∓-гомотопа R±(a∓).
Квадратичная йорданова алгебра (R,U, 2) (йорданова пара (R±, U±)) называ-

ется примитивной, если она содержит примитивизатор— собственный x-мо-
дулярный ((x±, a∓)-модулярный) идеал I ((I±)), такой что I + J = R для всех
{0} �= J �R (I± + J± = R± для всех {0} �= (J±) � (R±, U±)).
Далее, L—алгебра Ли над кольцом F . Подмодуль M ⊆ L называет-

ся внутренним (абелевым внутренним) идеалом, если [M, [M,L]] ⊆ M (и
[M,M ] = {0}). Любым двум абелевым внутренним идеалам M± ⊆ L отвеча-
ет линейная йорданова пара (йорданова пара, если M± не имеют 6-кручения)
(M±) = (M±, { , , }±), { , , }± =

[
[ , ],

]
. 3-энгелевы элементы L называются

йордановыми элементами. Если L без 6-кручения, каждому такому элемен-
ту a ∈ L соответствует линейная йорданова алгебра La (йорданова алгебра L
по a) — F -модуль L̄ = L/Ker ad2

a с умножением x̄ ·a ȳ =
[
x, [a, y]

]
=

[
[x, a], y

]
,

z̄ = z + Ker ad2
a, z ∈ L (см. [6, теорема 1.2; 34, теорема 2.4]). Йорданов эле-

мент a ∈ L называется экстремальным, если ad2
a(L) ⊆ Fa, и регулярным, если

a ∈ ad2
a(L).

Мы приведём понятие преградуированной алгебры, ограничившись необ-
ходимым нам случаем алгебры Ли и абелевой группы без кручения (Λ,+)
в аддитивной записи. Система подмодулей {Lλ}λ∈Λ алгебры Ли L называет-
ся её Λ-преградуировкой, если L =

∑

λ∈Λ

Lλ и [Lμ, Lν ] ⊆ Lμ+ν , μ, ν ∈ Λ,

и Λ-градуировкой, если также L =
⊕

λ∈Λ

Lλ. Если | supp({Lλ}λ∈Λ)| < ∞,

supp({Lλ}λ∈Λ) =
{
λ ∈ Λ | Lλ �= {0}

}
, Λ-преградуировка {Lλ}λ∈Λ конечна, и ес-

ли supp
(
{Lλ}λ∈Λ

)
�= ∅— нетривиальна. Пара (L, {Lλ}λ∈Λ) называется Λ-пре-

градуированной алгеброй Ли, при выборе множества S, {0}∪ supp({Lλ}λ∈Λ) ⊆
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⊆ S ⊆ Λ, — S-преградуированной алгеброй Ли, в этом случае она обознача-
ется через (L, {Lλ}λ∈S). Если Λ = (Z,+)—аддитивная группа кольца целых
чисел Z, S = {i}|i|�n для некоторого n � 1, (L, {Lλ}λ∈S) называется также
(2n+ 1)-преградуированной алгеброй Ли. Подмодуль M алгебры (L, {Lλ}λ∈Λ)
называется однородным подмодулем, если M =

∑

λ∈Λ

Mλ, Mλ = M ∩ Lλ, го-

моморфизм ϕ : L → L′ алгебр (L, {Lλ}λ∈Λ) и (L′, {L′
λ}λ∈Λ) называется од-

нородным гомоморфизмом, если он имеет однородное ядро Kerϕ и ϕ(Lλ) =
= ϕ(L) ∩ L′

λ, λ ∈ Λ. Однородный идеал I � L называется сильным, если

I = (Iλ | 0 �= λ ∈ Λ)L =
∑

0 �=λ∈Λ

([Iλ, L−λ] + Iλ).

Наибольший из таких идеалов L—Ls = 〈Lλ | 0 �= λ ∈ Λ〉. В случае
| supp({Lλ}λ∈Λ)| <∞ мы будем регулярно использовать параметр

n(L)= max
λ,α∈supp({Lλ}λ∈Λ)

α�=0

max{k � 1 | {λ, λ+α, . . . , λ+(k−1)α} ⊆ supp({Lλ}λ∈Λ)},

adn(L)
x = 0 для всех x ∈ Lλ, 0 �= λ ∈ Λ.
Элемент 0 �= α ∈ supp({Lλ}λ∈Λ), такой что ϕ(α) > |ϕ(β)|, ±α �= β ∈

∈ supp({Lλ}λ∈Λ), для некоторого гомоморфизма групп ϕ : Λ → (Z,+), назы-
вается крайним. Множество крайних элементов мы будем обозначать через
ex({Lλ}λ∈Λ). Каждому α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ) отвечает пара абелевых внутренних
идеалов L±α алгебры L и линейная йорданова пара (L±α) (крайняя линейная
йорданова пара L). Если α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), a± ∈ L± = L±α, L ((L±)) не име-
ет 6-кручения, то йорданова алгебра La∓ равна образу в ней L±, La∓ = L±,
и если 1/2 ∈ F , квадратичное представление La± —±-локальная алгебра L±

a∓

йордановой пары (L±, Ũ±), Ũ±
x± = − (1/2) ad2

x± .
Назовём алгебру без 6-кручения (L, {Lλ}λ∈Λ) α-примитивной, α ∈

∈ ex({Lλ}λ∈Λ), если йорданова пара (L±α) примитивна с (xα, x−α)-модуляр-
ным примитивизатором, x±α ∈ Lα, Iα �= {0} для всех однородных идеалов
{0} �= I � L.

2. Основные результаты

Выводы [21,22] позволяют записать лемму 16 из [14] в следующем виде.

Замечание 2.1. Если конечномерная простая невырожденная алгебра Ли L
над алгебраически замкнутым полем F, char F �= 2, 3, удовлетворяет тождеству
степени d > 1, то

dimF L � m(d) = max
{

248,
[d
2

](
2
[d
2

]
+ 1

)}
,

где [d/2]—целая часть d/2.
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Для любой PI-алгебры Ли L над полем F положим m(L) = m(d̂), где d̂—
наименьшая из степеней нетривиальных тождеств L. Обозначим через d(n) мак-
симальное значение модуля определителя формы Киллинга простой комплекс-
ной алгебры Ли размерности не выше n � 3 в её базисе Шевалле.
Ключевым результатом работы является следующий аналог для алгебр Ли

теоремы Капланского о примитивных ассоциативных PI-алгебрах.

Теорема 2.2. Пусть (L, {Lλ}λ∈Λ)—невырожденная α-примитивная PI-ал-
гебра Ли без (7!)-кручения с конечной Λ-градуировкой над кольцом F , α ∈
∈ ex({Lλ}λ∈Λ). Тогда L содержит простой как алгебра однородный идеал I ⊆
⊆ Ls, dimCM(I) I � m(L), её идеал Ls— сильно первичная алгебра Ли, кото-
рая вкладывается в алгебру Ли DerCM(I)(I) дифференцирований I над полем
CM(I), dimCM(Ls) P (Ls) � m(L)2, при отсутствии у L ((4n(L) − 4)!)-кручения.
Если L не имеет (max{4n(L) − 4, d(m(L))}!)-кручения, I = Ls.

Доказательство. По условию крайняя йорданова пара (L± = L±α) прими-
тивна и имеет (x+, x−)-модулярный примитивизатор для некоторых x± ∈ L±.
Линейная йорданова алгебра Lx− (+-локальная йорданова алгебра L+

x−) явля-
ется примитивной PI-алгеброй и потому простой центральной локально конеч-
номерной алгеброй над полем Z(Lx−) с единицей и минимальными внутренни-
ми идеалами (см. [17, лемма 9; 25, теоремы 2.1, 6.1] с учётом [15, теоремы
7, 8; 26, следствие 3.9; 27, теорема 5.2; 35, предложение 4.2 (или [5, замеча-
ние 2.2])]). Последние являются также минимальными внутренними идеалами
Lx− как F -алгебры, им соответствуют минимальные внутренние идеалы L, вхо-
дящие в её абелев внутренний идеал ad2

x− L (см. [25, теорема 6.1, 34, п. 2.14,
предложение 2.15]). Если A—один из таких минимальных абелевых внутрен-
них идеалов L, A ⊆ ad2

x− L, и 0 �= x ∈ A, то A = ad2
x L, x—регулярный

элемент L, L имеет 5-градуировку {Li}|i|�2, I = (A)L = (x)L— её однород-
ный, простой как алгебра идеал (см. [31, предложения 2.9, 1.15]). Кроме того,(
I = P (I), {Ii}|i|�2

)
—простая 5-градуированная алгебра Ли над полем CM(I),

char CM(I) �= 2, 3, 5, и, значит, изоморфна одной из следующих алгебр:

1)
[
R(−), R(−)

]
/C

([
R(−), R(−)

])
,

(
R, {Ri}|i|�2

)
— простая ассоциативная

5-градуированная алгебра над CM(I);
2) [Skew(R, ∗),Skew(R, ∗)]/C([Skew(R, ∗),Skew(R, ∗)]), (R, {Ri}|i|�5)—прос-
тая ассоциативная 5-градуированная алгебра над CM(I) с инволюцией ∗;

3) алгебре Титса—Кантора—Кёхера йордановой алгебры невырожденной сим-
метрической билинейной формы над CM(I), т. е. Skew(R, ∗) для некоторой
простой ассоциативной алгебры R над CM(I) с инволюцией ∗;

4) алгебре с центральным замыканием одного из типов G2, F4, E6, E7, E8

или D4

(см. [16, теорема 1, 36, доказательство теоремы 1]; Skew(R, ∗) = {r ∈ R |
r∗ = −r}—подалгебра кососимметрических элементов алгебры Ли R(−)). Так
как R(−) и Skew(R, ∗) в 1)—3)— PI-алгебры Ли, R—PI-алгебра (см. [24, тео-
рема 1]). В любом случае простая алгебра I ∼= ad(I) специальна, dimCM(I) I �
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� m(L), CM(I) = Z
(
Ad(I)

)
(см. введение с учётом обобщённой специальности

алгебры Ли R(−) и замечания 2.1).
Каждый идеал H � Ls порождает идеал

(H)L = H + AdL(L0)(H) =

= {ϕ1h1 + . . .+ ϕkhk | hi ∈ H, ϕi ∈ AdL(L0) + F IdL, k � 1} � L,

(H)Lλ = Hλ+AdL(L0)(Hλ), λ ∈ Λ. Если H =
⊕

λ∈Λ

Hα �= {0}, (H)L =
⊕

λ∈Λ

(H)Lλ,

Hα �= {0}. Ввиду ниль-полупростоты йордановой пары (L±) (см. [37, п. 4.15]),
алгебра (Ls, {Lsλ}λ∈Λ) не имеет ненулевых сильных нильпотентных идеалов.
Поскольку она невырожденна, для любого H � Ls либо {0} �=

⊕

λ∈Λ

Hλ � Ls,

{0} �= (H±α) � (L±), либо H ⊆ C(Ls)0 = C(Ls) = {0} (см. [14, леммы 4, 10]).
Отсюда и из сильной первичности (L±) (см. [26, предложение 3.7]) следует, что
Ls сильно первична.
Заметим, что [ad(L)|I ,CM(I)] ⊆ CM(I), так как

[
ady, [ψ, adz]

]
z′ =

[
[ady, ψ], adz

]
z′ = 0,

y ∈ L, z, z′ ∈ I, ψ ∈ AdL(I), ψ|I ∈ CM(I),

где ψI —ограничение ψ на I, ad(L)|I = {adx |I | x ∈ L}. Если y ∈ Lλ, 0 �= λ ∈
∈ Λ, то adn(L)

y = 0, D = [ady |I , ] : ψ �→ [ady |I , ψ] = ady |Iψ − ψ|I ady, ψ ∈
∈ CM(I), — дифференцирование поля CM(I), D2n(L)−1 = 0. Если у алгебры L
нет ((4n(L) − 4)!)-кручения,

D2(2n(L)−1)−2(ϕψ) =
(

4n(L) − 4
2n(L) − 1

)
(D2n(L)−2ϕ)(D2n(L)−2ψ) = 0, ϕ, ψ ∈ CM(I),

D2n(L)−2 = 0, и по тем же причинам D2n(L)−k = 0, k = 1, . . . , 2n(L) − 1.
Таким образом, при этом условии ψ : y �→ ady |I , y ∈ Ls, — гомоморфизм ал-
гебр Ли Ls и DerCM(I)(I). Идеал I и его централизатор C = C(L, I)—
однородные идеалы алгебры (L, {Lλ}λ∈Λ). Из примитивности и сильной пер-
вичности йордановой пары (L±) следует, что в случае если C �= {0},
{0} �= (C±α), (I±α), (J±α = I±α ∩C±α) � (L±), U±|J±α

= 0, (J±α) ⊆ J
(
(L±)

)
=

= ({0}±), где J —радикал Джекобсона йордановой пары?! Поэтому при отсут-
ствии у L ((4n(L) − 4)!)-кручения ψ : Ls ↪→ DerCM(I)(I), dimCM(Ls) P (Ls) �
� dimCM(I) DerCM(I)(I) � m(L)2 (см. [23, теорема 4.1, с. 47]).
Скалярное расширение Ī алгебры I над алгебраическим замыканием CM(I)

поля CM(I) является конечномерной простой невырожденной алгеброй Ли клас-
сического типа (см. [21, теорема 3, 32, теорема 3.9]). Для алгебры L без
(d(m(L))!)-кручения Ī —алгебра Шевалле над полем CM(I), char CM(I) = 0
или char CM(L) > max

{
7, d

(
m(L)

)}
, для подходящей конечномерной простой

комплексной алгебры Ли (см. [40, п. 3.1] с учётом того, что определитель фор-
мы Киллинга простой комплексной алгебры Ли типа Al в её базисе Шевалле
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равен (−1)l(l+1)/22(l+1)2−1(l+1)(l+1)2) Ī и I имеют невырожденные формы Кил-
линга, DerCM(I)(I) = ad(I) (см. [10, теорема 6, с. 87]), и значит, если у L нет
(max{4n(L) − 4, d(m(L))}!)-кручения, Ls = I (C(L, I) = {0}).

Доказательство теоремы 2.2 позволяет переформулировать её следующим
образом.

Теорема 2.3. Пусть (L, {Lλ}λ∈Λ)— такая однородно сильно первичная
PI-алгебра Ли без (7!)-кручения с конечной Λ-градуировкой над кольцом F , что
йорданова алгебра Lxα

примитивна для некоторых α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), 0 �= xα ∈
∈ Lα. Тогда L содержит простой как алгебра однородный идеал I ⊆ Ls,
dimCM(I) I � m(L), её идеал Ls вкладывается в алгебру Ли DerCM(I)(I),
dimCM(Ls) P (Ls) � m(L)2, если у L нет ((4n(L) − 4)!)-кручения, и равен I,
если у L нет (max{4n(L) − 4, d(m(L))}!)-кручения.
Однородная сильная первичность алгебры Ли L означает, что она невырож-

денна и любые два её ненулевых однородных идеала имеют ненулевое пере-
сечение. Применяя к теореме 2.2 замечание 4.25 из [7], мы сразу получаем
следующее утверждение.

Следствие 2.4. Пусть (L, {Lλ}λ∈Λ)— α-примитивная PI-алгебра Ли с ко-
нечной Λ-градуировкой над полем F, α ∈ ex({Lλ}λ∈Λ), и L = Ls. Тогда L—
простая алгебра Ли, dimCM(L) L � m(L), если char F = 0 или char F > q, L
сильно первична и специальна, dimCM(L) P (L) � m(L)2, если p < char F � q,
p = max{7, 4n(L) − 4}, q = max

{
p, d

(
m(L)

)}
.

Мы будем называть алгебру над кольцом F конечной, если она конечно
порождена как F -модуль, и локально конечной, если её конечно порождённые
подалгебры конечны. Если F —поле, будем называть такую алгебру конечно-
мерной и локально конечномерной соответственно.

Следствие 2.5. Если в теореме 2.2 F —алгебра над алгебраически замкну-
тым полем F, char F = 0, F

′—подполе F, алгебра Ли L порождается F
′-подал-

геброй с алгебраическим присоединённым представлением L′, то L и L′ просты,
специальны, локально конечны над F и F

′, dimCM(L) L = dimCM(L′) L
′ � m(L),

CM(L′)—алгебраическое расширение F
′.

Доказательство. Алгебра Ли L′ порождает алгебру Ли L как F -модуль,
L = FL′. Каждый элемент x ∈ L′— сильно алгебраический над полем F

′

элемент алгебры L, дифференцирование D = [adx |I , ] поля CM(I) из дока-
зательства теоремы 2.2 — целый элемент алгебры EndF′

(
CM(I)

)
(см. [6, дока-

зательство замечания 1.9]). Поскольку поле F алгебраически замкнуто, F IdI ⊆
⊆ CM(I), CM(I) раскладывается в конечную прямую сумму ненулевых весовых

подпространств D, CM(I) =
n⊕

i=1

CM(I)μi
, где μi ∈ F,

CM(I)μi
= {ϕ ∈ CM(I) | (D − μi IdI)kiϕ = 0},

n∏

i=1

(D − μi IdI)ki = 0,
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ki � 1. Если μi �= 0, то Dϕ = μiϕ для некоторого 0 �= ϕ ∈ CM(I)μi
, Dϕk =

= kμiϕ
k �= 0, CM(I)kμi

�= {0} при любом k > 1?! Поэтому CM(I) = CM(I)0,
Dm = 0 для некоторого m � 1, и значит, D = 0 (см. доказательство тео-
ремы 2.2). Так как C(L, I) = {0}, отсюда следует, что L ↪→ DerCM(I)(I) =
= ad(I), L = I, dimCM(L) L � m(L), алгебра L′ локально конечномерна над
полем F

′ (см. [14, лемма 7]) и ввиду локальной конечности конечных алгебр
(см. [11, лемма 7, с. 131]) алгебра L = FL′ локально конечна над алгеброй F .
Кроме того, L′—простая алгебра Ли, dimCM(L′) L

′ = dimCM(L) L, её центроид
CM(L′)—алгебраическое расширение поля F

′ (см. [35, предложение 5.3] с пере-
ходом к скалярному расширению L̄ алгебры L над алгебраическим замыканием
CM(L) поля CM(L) (данное предложение обобщается на все простые конеч-
номерные над центроидами алгебры, порождённые локально конечномерными
подалгебрами над подполями их центроидов) [23, предложение 4.1, с. 49]).

Следствие 2.6. Простая PI-алгебра Ли с нетривиальной конечной прегра-
дуировкой (L, {Lλ}λ∈Λ) над кольцом F с 1/max{7, 2n(L) − 2}! специальна,
dimCM(L) L � m(L).

Доказательство. Так как в этом случае {Lλ}λ∈Λ— градуировка алгебры
Ли L = Ls, {CM(L)Lλ}λ∈Λ— её градуировка как CM(L)-алгебры (см. [14, лем-
ма 10]; CM(L)Lλ—CM(L)-пространство, порождённое Lλ), Lλ = CM(L)Lλ,
λ ∈ Λ. Крайние йордановы пары L просты и примитивны (см. [33, теорема
11.3.5, с. 200] (для CM(L)-алгебры L)). Поэтому по теореме 2.2 L = I — специ-
альная алгебра Ли, dimCM(L) L � m(L).

На замкнутом относительно взятия идеалов и гомоморфных образов классе
алгебр M над кольцом F определён локально конечный (локально конечный
и разрешимый, локально разрешимый) радикал LF (LSF, LS), если класс ло-
кально конечных (локально конечных и разрешимых, локально разрешимых)
алгебр из M—радикальный подкласс M. При этом радикал LF (LSF, LS) —
нижний радикал на M, определяемый данным подклассом. В нашем случае
такими классами являются классы алгебраических алгебр Ли (Мальцева) над
кольцами (с 1/2), на которых радикалы LS и LSF совпадают (см. [3,12,19,20]).
Радикал в смысле Куроша—Амицура T на классе M называется специаль-

ным, если T -полупростые алгебры из M являются подпрямыми произведениями
своих первичных T -полупростых фактор-алгебр. Радикалы LF и LSF специаль-
ны на любом замкнутом относительно взятия идеалов, конечно порождённых
подалгебр и гомоморфных образов классе алгебр своего определения (см. [12,
теорема 7, 4, теорема 3.4]).

Теорема 2.7. Обобщённо специальная алгебра Ли L над полем F локально
конечномерна, если и только если L—алгебраическая алгебра.

Доказательство. Поскольку центральное замыкание первичной специаль-
ной алгебры Ли конечномерно над её центроидом Мартиндейла, она алгебра-
ична, если и только если имеет алгебраическое присоединённое представление
(см. [3, замечание 1.5]). Остаётся применить теорему 3.6 и лемму 3.4 из [5]
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и специальность локально конечного радикала LF на классах алгебраических
алгебр Ли над кольцами.

Радикал Маккриммона Mc(R) йордановой алгебры R—наименьший из
её идеалов, фактор-алгебры по которым невырожденны, радикал Джекобсона
J (R)—пересечение всех её идеалов, фактор-алгебры по которым примитивны.
Радикалы Маккриммона и Джекобсона Mc

(
(R±)

)
и J

(
(R±)

)
йордановой па-

ры (R±, U±) определяются аналогичным образом. Нам потребуется следующий
вариант леммы JP3 из [14], основанный на резольвентном приёме Амицура.

Лемма 2.8. Если (R±, U±)—йорданова пара над бесконечным полем F,
char F �= 2, такая что её ±-локальные алгебры R±

x∓ являются PI-алгебрами
и dimF R

±
x∓ < |F|, x± ∈ R±, то Mc

(
(R±)

)
= J

(
(R±)

)
.

Доказательство. В данном случае квадратичные йордановы алгебры R±
x∓ ,

x± ∈ R±, — квадратичные представления линейных йордановых алгебр, R±
x± —

PI-алгебры как линейные йордановы алгебры. Условия, наложенные на йордано-
ву пару (R±, U±), наследуют все её гомоморфные образы, поскольку для любых
(I±) � (R±, U±), x± ∈ R±,

R̄±(x̄∓) ∼= R±(x∓)
/I±, R̄±

x̄∓ ∼= R±(x∓)
/Kx∓(I∓) ∼= R±

x∓/(Kx∓(I∓)/Kx∓),

Kx∓(I∓) = {y± ∈ R± | U∓
x∓y

±, U∓
x∓U

±
y±x

∓ ∈ I∓},

где R̄± = R±/I±, x± = x± + I± (см. [37, п. 1.9]; при этом Kx∓(I∓) =
= U∓

x∓
−1

(I∓), так как char F �= 2). Если Mc
(
(R±)

)
= ({0}±), то Mc

(
R±

x∓
)

=
= J

(
R±

x∓
)

= {0} для всех x± ∈ R± (см. [13, теорема 4; 25, теорема 2.1; 38,
теорема 3.2.2, с. 391) и, следовательно,

J
(
(R±)

)
=

(
J± =

⋂

x∓∈R∓
Kx∓ =

⋂

x∓∈R∓
KerU∓

x∓

)
=

= Mc
(
(J±)

)
⊆ Mc

(
(R±)

)
= ({0}±)

(см. [37, п. 4.18, 4.19, 4.13] c учётом U±
z±J

∓ = {0}, z± ∈ J±). Поэтому в лю-
бом случае J

(
(R±)

)
⊆ Mc

(
(R±)

)
. Обратное включение выполняется во всех

йордановых парах (см. [37, п. 4.15]).

Теорема 2.9. Если сильно первичная алгебраическая PI-алгебра Ли L над
полем F, char F = 0, содержит ненулевой сильно алгебраический элемент x, то
LF(L) �= {0}.

Доказательство. Если элемент x энгелев, без ограничения общности мож-
но считать его йордановым (см. [18, лемма 2.1.1, с. 40]). Обозначим через L̄
фактор-алгебру скалярного расширения алгебры Ли L над алгебраическим за-
мыканием F̄ поля F по максимальному среди его идеалов, имеющих нулевое
пересечение с L, и отождествим L с её образом в L̄. Поскольку L порождает
L̄ = F̄L, ненулевые идеалы L̄ пересекаются с L по ненулевым идеалам, L̄—
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сильно первичная PI-алгебра (см. [14, предложение 2 и его следствие 1]; L и L̄
удовлетворяют одним тождествам над F (см. [11, теоремы 3, 6, с. 16, 24; 1, тео-
рема 4.2.3 на с. 142])). Йорданова алгебра L̄x— сильно первичная PI-алгебра,
элементы L̄x— F̄-линейные комбинации её целых над F элементов и, значит, их
суммы. Поэтому L̄x проста, центральна, локально конечномерна над F̄ и содер-
жит минимальные внутренние идеалы (см. [8, теорема 2.16; 15, теоремы 4, 5];
L̄x локально конечномерна над F (см. [8, лемма 3.4])). Отсюда следует, что
L̄ обладает простым как алгебра специальным идеалом I, dimCM(I) I � m(L),
{0} �= I ∩ L ⊆ LF(L), I = F̄(I ∩ L) локально конечномерен над F и F̄, CM(I) =
= F̄ (см. доказательство теоремы 2.2, теорему 2.7, [8, следствие 2.2]) и ввиду
первичности L̄ L̄ ↪→ Der(I) = ad(I), L̄ = I, L = LF(L).
Если элемент x не является энгелевым, то по аналогии с предыдущим алгеб-

ру L можно вложить в сильно первичную PI-алгебру L′ = F
′L над алгебраиче-

ски замкнутым полем F
′, |F′| > dimF L, ненулевые идеалы которой пересекаются

с L по ненулевым идеалам. Алгебра L′ раскладывается в конечную прямую сум-
му ненулевых весовых подпространств L′ =

⊕

λ∈F′
L′

λ дифференцирования adx,

формирующих её нетривиальную конечную F
′-градуировку. Крайние йордано-

вы пары (L′, {L′}λ∈F′) невырожденны и J -полупросты, так как их абсолютные
делителей нуля— оболочки сэндвичей L′ и |F′| > dimF L � dimF′ L′ (см. лем-
му 2.8). Зафиксируем α ∈ ex({L′

λ}λ∈F′), гомоморфизм групп ϕ : (F′,+) → (Z,+),
ϕ(α) > |ϕ(β)|, ±α �= β ∈ supp({L′

λ}λ∈F′), и положим I = (L′
α)L′ . Так как каж-

дый оператор ψ ∈ Ad(L′) представи́м в виде конечной суммы

ψ =
∑

i�1

ψ′
iψ

′′
i , ψ′

i ∈ AdL′
(〈L′

λ | ϕ(λ) < 0〉), ψ′′
i ∈ AdL′

(〈L′
λ | ϕ(λ) � 0〉)

(индукция по k � 1 для ψ = adxλ1
· · · adxλk

, xλi
∈ L′

λi
, с применением тождества

Якоби) и α+ λ /∈ supp({L′
λ}λ∈F′) для всех 0 �= λ ∈ F

′, ϕ(λ) � 0,

I = (L′
α)L′

s
= (L′

α)L′′ ⊆ L′′ = L′(α,ϕ) = 〈L′
α, L

′
λ, λ ∈ F

′, ϕ(λ) < 0〉 =
= L′′(α,ϕ) = 〈L′′

α = L′
α, L

′′
λ = L′

λ, λ ∈ F
′, ϕ(λ) < 0〉.

Ввиду [7, предложение 4.23] и того, что J
(
(L′

±α)
)

= ({0}±), Hα = {0},
H = I ∩ Ĵα,ϕ(L′′), Ĵα,ϕ(L′′) =

⋂

M∈ML′′ (α,ϕ)

M̂ , ML′′(α,ϕ)—множество всех

(xα, x−α)-модулярных (α,ϕ)-внутренних идеалов алгебры L′′, M̂ —наиболь-
ший из однородных идеалов L′′, входящих в M ∈ ML′′(α,ϕ) (см. опреде-
ления [7]). Следовательно,

[
[H,L′

α], L′
α

]
= {0}, [H,L′

α] = {0}, [H, I] = {0},
H = {0} (см. [14], следствия предложения 2 с учётом сильной первичности L′

и леммы 17), идеал I вкладывается в подпрямое произведение L′′/Ĵα,ϕ(L′′) про-
стых специальных α-примитивных алгебр L′′/M̂ , dimCM(L′′/M̂) L

′′/M̂ � m(L′),
M ∈ ML′′(α,ϕ) (см. следствие 2.4, [7, предложение 4.23]), и потому специа-
лен, {0} �= I ∩ L ⊆ LF(L) (см. теорему 2.7, [5, наблюдения перед замечани-
ем 3.3]).
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Отметим, что вторая часть доказательства теоремы 2.9 построена по анало-
гии с доказательством теоремы 1 из [14].
Специальность радикала LF на классах алгебраических алгебр Ли (Маль-

цева) над кольцами (c 1/2), невырожденность LF-полупростых алгебр Ли над
полями нулевой характеристики (см. [9]), лемма 2.2 из [6] и теорема 2.9 позво-
ляют сразу получить следующее утверждение.

Следствие 2.10. Если R—алгебраическая алгебра Мальцева над полем F,
char F = 0, ненулевые сильно первичные фактор-алгебры которой (при их на-
личии) — PI-алгебры с ненулевыми сильно алгебраическими элементами, то R
локально конечномерна. В частности, PI-алгебры Мальцева с алгебраическим
регулярным представлением над F локально конечномерны.

Элемент x антикоммутативной алгебры R называется локально сильно ал-
гебраическим (локально разрешимым), если для любых конечно порождённых
подалгебр A ⊆ R, x ∈ A, и B ⊆ (x)A, x ∈ B, x— сильно алгебраический
элемент B (xy—энгелев элемент B для всех y ∈ B). Из доказательства тео-
ремы 2.9, теоремы 1.1 и её следствия 3.8 из [8] можно вывести следующее
утверждение.

Следствие 2.11. Если R—алгебраическая локально PI-алгебра Мальцева
над полем F, char F = 0, то LF(R)—множество всех локально сильно алгебра-
ических элементов R, LS(R)—множество всех локально разрешимых элемен-
тов R.

Замечание 2.12. Если сильно первичная алгебраическая PI-алгебра Ли L
над кольцом F без (7!)-кручения с ненулевым йордановым элементом x яв-
ляется F ′-подалгеброй сильно первичной алгебры Ли L̄ над алгебраическим
замыканием F̄ поля частных F области целостности F ′ = F/AnnF L, AnnF L =
=

{
f ∈ F | fL = {0}

}
, и L̄ = F̄L, то алгебра L локально конечна, специальна,

dimCM(L) P (L) � m(L)2, её центроид Мартиндейла CM(L)—алгебраическое
расширение F. Если также L не имеет (d

(
m(L)

)
!)-кручения, P (L) ∼= F ⊗F ′ L—

простая алгебра Ли, dimCM(L) P (L) � m(L).

Доказательство. Поле F, char F �= 2, 3, 5, можно отождествить с полем част-
ных области F IdP (L) в поле CM(L), F IdP (L)

∼= F ′ ∼= F/AnnF P (L), F-по-
далгебру FL алгебры Ли L̄— с F-подалгеброй центрального замыкания P (L)
алгебры Ли L, порождённой L,

FL ∼= {(f IdP (L))−1x | x ∈ L, f ∈ F \ AnnF L} ∼= F ⊗F ′ L

(L— F ′-модуль без кручения). Алгебра FL является сильно первичной, P (FL) ∼=
∼= P (L), CM(FL) ∼= CM(L). По первой части доказательства теоремы 2.9 ал-
гебра L̄ содержит простой как алгебра, локально конечномерный над F иде-
ал I, dimF̄ I � m(L), CM(I) = F̄ (CM(I) = F̄ IdI), dimF̄ L̄ � m(L)2, и по-
тому CM(L̄) = F̄, P (L̄) = L̄ (см. [8, замечание 2.1]). Так как поле CM(FL)
вкладывается над F в поле CM(L̄), CM(FL)—алгебраическое расширение F

(см. [23, предложение 4.1, с. 49]). Следовательно, dimCM(L) P (L) � m(L)2,
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L имеет алгебраическое присоединённое представление и локально конечна,
CM(L)—алгебраическое расширение F (CM(L) ∼= CM(FL) над F) (см. [23,
теорема 4.1, с. 47; 3, замечание 1.9; [14], лемма 7 (лемма 7 обобщается на все
обобщённо специальные алгебры Ли над кольцами; [5], теорема 3.6]). Если L̄
проста, L̄ = I, то FL проста, FL = P (FL) (см. [35, предложение 5.3]). В част-
ности, последнее верно, если L не имеет (d(m(L))!)-кручения (char F = 0 или
char F > max

{
7, d

(
m(L)

)}
).

Если в замечании 2.12 F = F = F̄—алгебраически замкнутое поле,
char F = 0 или char F > max

{
7, d

(
m(L)

)}
, то L—простая алгебра Ли, CM(L) =

= F, dimF L � m(L) (L = P (L), CM(L) = F, dimF L < m(L)2, если 7 < char F <
< max

{
7, d

(
m(L)

)}
). Этот вывод в случае char F = 0 соответствует предложе-

нию 5.1 из [35].

Лемма 2.13. Если алгебра Ли L над алгебраически замкнутым полем F,
char F = 0 или char F > n � 1, содержит ненулевой сильно алгебраический эле-
мент x степени не выше n, то L обладает ненулевыми йордановыми элементами.

Доказательство. Ввиду [35, следствие 2.3] можно считать, что char F =
= p > n > 1. Алгебра Ли L раскладывается в конечную прямую сумму ненуле-
вых весовых подпространств L =

⊕

α∈S

Lα дифференцирования adx, 0 ∈ S ⊆ F,

|S| � n. Если S = {0}, adn
x = 0, то наличие в алгебре L ненулевых йордановых

элементов следует из [18, лемма 2.1.1, с. 40]. Если S �= {0}, то для любых
α, β ∈ S, α �= 0,

Sβ,α = {β + kα ∈ S | k ∈ Z} = {β + liα | l1 = 0 < l2 < . . . < lnβ,α
< p},

nβ,α = |Sβ,α| � n, и либо li+1 = li + 1 = i, i = 1, . . . , nβ,α − 1, nβ,α � p − 1,
β + nβ,αα /∈ S, либо li+1 > li + 1 для некоторого i, β + (li + 1)α /∈ S, в любом
случае adnβ,α

y (Lβ) = {0}, y ∈ Lα, β ∈ S. Поэтому элементы Lα— n-энгелевы
элементы L, 0 �= α ∈ S, L содержит ненулевые йордановы элементы (см. [18,
лемма 2.1.1, с. 40]).

Используя специальность радикала LF на классах алгебраических алгебр
Мальцева над кольцами с 1/2, замечание 2.12, лемму 2.13, [6, лемма 2.2,
предложение 2.9], можно получить следующий вариант теоремы 3.11 из [5]
(теоремы 2.4 из [6]).

Следствие 2.14. Любая алгебра Мальцева L с алгебраическим регулярным
представлением степени не выше n � 1 над алгебраически замкнутым полем F,
char F = 0 или char F > max{7, n + 2}, локально конечномерна, её ненулевые
первичные фактор-алгебры (при их наличии) центрально замкнуты и имеют
размерности не выше m(L)2 над F.

Центральная замкнутость ненулевой первичной алгебры над полем— совпа-
дение её со своим центральным замыканием и её центроида Мартиндейла с ос-
новным полем. В следствии 2.14 параметр m(L) определяется как для PI-алгебр
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Ли (см. [5, замечание 1.5, следствие 1.3] с учётом бинарной лиевости алгебр
Мальцева).

Исследование выполнено за счёт гранта МЦФПМ в МГУ им. М. В. Ло-
моносова «Структурная теория и комбинаторно-логические методы в теории
алгебраических систем».
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[30] Cabrera M., Fernández López A., Golubkov A. Yu., Moreno A. Algebras whose multi-
plication algebra is PI or GPI // J. Algebra. — 2016. —No. 459. — P. 213—237.
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