
Конгруэнц-алгебры Риса
в классах унаров и алгебр с операторами

В. Л. УСОЛЬЦЕВ
Волгоградский государственный

социально-педагогический университет
e-mail: usl2004@mail.ru

УДК 512.577

Ключевые слова: конгруэнция Риса, конгруэнц-алгебра Риса, рисовски простая
алгебра, унар, алгебра с операторами.

Аннотация

В работе рассматриваются некоторые виды алгебр, связанные с понятием кон-
груэнции Риса. Конгруэнция θ универсальной алгебры A называется конгруэнцией
Риса, если найдётся такая подалгебра B алгебры A, что θ есть объединение B2 и
отношения равенства на A. Конгруэнц-алгеброй Риса называется алгебра, в которой
любая конгруэнция является конгруэнцией Риса. Неодноэлементная алгебра назы-
вается рисовски простой, если любая её конгруэнция Риса является тривиальной.
Унаром называется алгебра с одной унарной операцией. Алгеброй с операторами на-
зывается универсальная алгебра с дополнительной системой операторов— унарных
операций, действующих как эндоморфизмы относительно основных операций. Полу-
чено описание конгруэнц-алгебр Риса и рисовски простых алгебр в классе унаров.
Найдено необходимое условие конгруэнц-рисовости для алгебр 〈A, Ω ∪ {f}〉 с опера-
тором f и произвольной основной сигнатурой Ω. Показано, что это условие в общем
случае не является достаточным. Получено описание конгруэнц-алгебр Риса в неко-
торых подклассах класса алгебр с одним оператором и одной тернарной основной
операцией.

Abstract

V. L. Usoltsev, Rees congruence algebras in classes of unars and algebras with op-
erators, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 25 (2024), no. 1, pp. 219—235.

In the paper, some kinds of algebras associated with the concept of a Rees congruence
is considered. A congruence θ of a universal algebra A is called a Rees congruence if
there exists a subalgebra B of the algebra A such that θ is the set-theoretical union
of B2 and the identity relation on A. An algebra A is called a Rees congruence algebra
if any congruence of the algebra A is a Rees congruence. A non-one-element algebra is
called a Rees simple algebra if all its Rees congruences are trivial. An algebra with one
unary operation is called a unar. An algebra with operators is a universal algebra with an
additional system of operators, i.e., of unary operations acting as endomorphisms relative
to operations from the basic signature. The description of Rees congruence algebras and
of Rees simple algebras in the class of unars is obtained. A necessary condition to be
a Rees congruence algebra for algebras 〈A, Ω∪ {f}〉 with operator f and arbitrary basic
signature Ω is found. It is shown that this necessary condition is not a sufficient condition
in the general case. The description of Rees congruence algebras in some subclasses of
the class of algebras with one operator and with a ternary basic operation is obtained.
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В работе рассматриваются некоторые виды алгебр, связанные с понятием
конгруэнции Риса [20], первоначально возникшим в теории полугрупп. В [23]
это понятие обобщается на произвольные универсальные алгебры. Возникаю-
щие при этом определения, приведённые ниже, даны в формулировках моногра-
фии [16]. Обозначим через �A нулевую конгруэнцию алгебры A. Конгруэнция θ
алгебры A называется конгруэнцией Риса, если θ = B2∪�A для некоторой по-
далгебры B алгебры A. Подалгебра B алгебры A называется подалгеброй Риса,
если B2∪�A есть конгруэнция алгебры A. Алгебра A называется алгеброй Ри-
са, если любая её подалгебра является подалгеброй Риса. Алгебры Риса были
охарактеризованы в [15,16,22].

Обозначим через SubA решётку подалгебр универсальной алгебры A, а че-
рез ConA—решётку её конгруэнций. Положим ∅ ∈ SubA. Известно [23],
что при этом условии совокупность всех подалгебр Риса алгебры A образу-
ет решётку SubRA относительно включения. Легко видеть, что при этом же
условии совокупность всех конгруэнций Риса алгебры A также образует ре-
шётку ConRA относительно включения, единицей и нулём которой являются
тривиальные конгруэнции �A = A2 ∪�A и �A = ∅

2 ∪�A.
Естественный интерес вызывают условия, при которых решётки ConA и

ConRA совпадают. В связи с этим в [10] было введено понятие конгруэнц-ал-
гебры Риса как алгебры, в которой любая конгруэнция является конгруэнцией
Риса. Сходное понятие возникает в теории полугрупп: конгруэнц-полугруппой
Риса [19] называется такая полугруппа, в которой любая ненулевая конгруэн-
ция является конгруэнцией Риса. Также в [10] было введено понятие, в некото-
ром смысле противоположное конгруэнц-рисовости: неодноэлементная алгебра
называется рисовски простой, если любая её конгруэнция Риса является три-
виальной. Другими словами, алгебра A рисовски проста, если решётка ConRA
является двухэлементной цепью.

В настоящей работе даётся описание конгруэнц-алгебр Риса и рисовски
простых алгебр в классе унаров, а также изучаются конгруэнц-алгебры Риса
в классе алгебр с операторами.

Унаром называется алгебра с одной унарной операцией. Изучению унаров
уделяется значительное внимание (см., например, [1,2,14,17,18,21,25]).

Алгеброй с операторами называется универсальная алгебра 〈A,Ω〉 сигна-
туры Ω = Ω′ ∪ Ω′′, состоящей из двух непересекающихся непустых частей:
произвольной Ω′, называемой основной, и дополнительной Ω′′, состоящей толь-
ко из унарных операций, причём для любой n-арной операции ϕ ∈ Ω′, где n > 0,
любой операции f ∈ Ω′′ и любых элементов x1, x2, . . . , xn ∈ A выполнено усло-
вие f

(
ϕ(x1, x2, . . . , xn)

)
= ϕ

(
f(x1), f(x2), . . . , f(xn)

)
. Кроме того, f(e) = e для

любой 0-арной операции e ∈ Ω′. При выполнении указанных выше условий го-
ворят, что операции из Ω′ и Ω′′ перестановочны. Операции из Ω′′ называются
операторами, а операции из Ω′ — основными операциями алгебры 〈A,Ω〉.

В работе получено необходимое условие конгруэнц-рисовости для алгебр
〈A,Ω〉 с оператором f ∈ Ω и произвольной основной сигнатурой. Найденное
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условие затем используется для описания конгруэнц-алгебр Риса в классах ал-
гебр 〈A, p, f〉 и 〈A, s, f〉 с оператором f и тернарными основными операциями
p(x, y, z) или s(x, y, z), определёнными ниже.

В [3] на произвольном унаре 〈A, f〉 задаётся тернарная операция p(x, y, z),
перестановочная с операцией f . Эта операция определяется следующим об-
разом. Через fn(z) обозначим результат n-кратного применения операции f
к элементу z; положим также f0(z) = z. Пусть x, y ∈ A. Положим

Mx,y = {n ∈ N ∪ {0} | fn(x) = fn(y)},
а также k(x, y) = minMx,y, если Mx,y �= ∅, и k(x, y) = ∞, если Mx,y = ∅.
Положим

p(x, y, z) def=

{
z, если k(x, y) � k(y, z),
x, если k(x, y) > k(y, z).

(1)

Из определения (1) следует, что операция p удовлетворяет тождествам Пикс-
ли p(y, y, x) = p(x, y, y) = p(x, y, x) = x и, следовательно, является мальцевской.
Основные результаты, полученные при изучении свойств конгруэнций алгебр
〈A, p, f〉, можно найти в [5,6,8,9,11,24].

На основе подхода, предложенного в [3], в [7] на произвольном унаре 〈A, f〉
определяется тернарная операция s(x, y, z), перестановочная с операцией f :

s(x, y, z) def=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

z, если k(x, y) < k(y, z),
y, если k(x, y) = k(y, z),
x, если k(x, y) > k(y, z).

(2)

Из (2) вытекает, что операция s удовлетворяет тождествам

s(y, y, x) = s(x, y, y) = s(y, x, y) = x.

Как следствие, она также является мальцевской операцией и, кроме того, опе-
рацией меньшинства. В [8] были описаны простые, абелевы и полиномиально
полные алгебры в классе алгебр 〈A, s, f〉; в [12] — подпрямо неразложимые ал-
гебры данного класса; в [11] — рисовски простые алгебры в классах 〈A, p, f〉,
〈A, s, f〉.

Отметим также, что в [10] были описаны алгебры Риса и конгруэнц-алгебры
Риса в классе алгебр с оператором и основной операцией почти единогласия,
заданной специальным образом. Операцией почти единогласия (см., например,
[13]) называется n-арная операция ϕ, удовлетворяющая тождествам

ϕ(x, . . . , x, y) = ϕ(x, . . . , x, y, x) = . . . = ϕ(y, x, . . . , x) = x (n � 3).

В тернарном случае ϕ называют операцией большинства.
Дадим теперь необходимые определения и приведём основные обозначения.
Через �A и �A обозначаются соответственно единичная и нулевая конгру-

энции алгебры A. Конгруэнции �A и �A называются тривиальными. Неодно-
элементная алгебра называется простой, если она имеет только тривиальные
конгруэнции.
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Класс конгруэнции θ, порождённый элементом x, обозначается через [x]θ.
Конгруэнция ᾱ произвольной алгебры 〈A,Ω〉 называется расширением конгру-
энции α подалгебры B ∈ Sub〈A,Ω〉, если условие x ᾱ y для x, y ∈ A выполняет-
ся тогда и только тогда, когда либо x α y, либо x = y. Назовём пару элементов
x, y алгебры 〈A,Ω〉 нетривиальной парой конгруэнции θ ∈ Con〈A,Ω〉, если
x θ y и x �= y.

Пусть 〈A, f〉—унар. Через Ct
n, где n > 0, t � 0, обозначается унар

〈a | f t(a) = f t+n(a)〉.
Унар C0

n называется циклом длины n. Элемент a унара называется цикличе-
ским, если подунар, порождённый элементом a, является циклом, и нецикличе-
ским в противном случае. Через C∞

n обозначается объединение возрастающей
последовательности унаров Ct1

n ⊆ Ct2
n ⊆ . . . , где n > 0 и 0 � t1 < t2 < . . . .

Через F1 обозначается свободный однопорождённый унар.
Элемент a унара 〈A, f〉 называется периодическим, если f t(a) = f t+n(a) для

некоторых t � 0 и n > 0, и непериодическим в противном случае. Через T (A)
и D(A) обозначаются соответственно множества периодических и непериоди-
ческих элементов унара A. Если a—периодический элемент, то наименьшее из
чисел t, для которых f t(a) = f t+n(a) при некотором n � 1, называется глубиной
элемента a и обозначается через t(a). Глубиной t(A) унара A называется наи-
большая из глубин его периодических элементов, если T (A) �= ∅ и множество
{t(a) | a ∈ T (A)} ограниченно. Если же множество {t(a) | a ∈ T (A)} не ограни-
ченно, то говорят, что унар A имеет бесконечную глубину. Унар 〈A, f〉 называ-
ется периодическим, если A = T (A), и унаром без кручения, если A = D(A).

Унар 〈A, f〉 называется связным, если для любых x, y ∈ A выполняется
условие fn(x) = fm(y) при некоторых n � 0, m � 0. Максимальный по вклю-
чению связный подунар унара A называется компонентой связности унара A.
Объединение непересекающихся унаров называется их суммой. Через 〈a〉 обо-
значается подунар данного унара, порождённый элементом a.

Элемент a унара 〈A, f〉 называется узловым, если найдутся такие элементы
b, c ∈ A, что f(b) = a = f(c) и |{a, b, c}| = 3. Назовём элемент a ∈ A обобщённо
узловым, если a—узловой или f(a) = a = f(b) для некоторого b ∈ A, где b �= a.
Элемент a унара 〈A, f〉 называется неподвижным, если f(a) = a.

Связный унар с неподвижным элементом, следуя [18], назовём корнем. Ко-
рень с неподвижным элементом a, не содержащий узловых элементов, кро-
ме, может быть, элемента a, назовём корнем без нетривиальных узлов. Если
〈A, f〉—корень, то через Dk обозначается его подунар, состоящий из всех эле-
ментов с глубиной, не превосходящей k � t(A).

Пусть k ∈ N. Через σk обозначается конгруэнция Ker fk унара 〈A, f〉 либо
конгруэнция алгебры 〈A,Ω ∪ {f}〉 с оператором f и произвольной основной
сигнатурой Ω, определённая аналогичным образом. Положим также σ0 = �A.

Пусть B—подунар произвольного унара 〈A, f〉. Через θB обозначается кон-
груэнция унара 〈A, f〉, определённая по следующему правилу [25]: x θB y для
x, y ∈ A выполняется тогда и только тогда, когда либо x = y, либо x, y ∈ B.
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Пусть v—узловой элемент унара 〈A, f〉. Через θv обозначается конгруэнция
на A, определённая по следующему правилу [5]: x θv y для x, y ∈ A выполняется
тогда и только тогда, когда либо x = y, либо x, y ∈ f−1(v).

Лемма 1. Пусть B—произвольный подунар унара 〈A, f〉. Тогда конгруэнция
θB ∈ Con〈A, f〉 является конгруэнцией Риса.

Утверждение следует из определения конгруэнции θB.

Следствие 1. Произвольный унар является алгеброй Риса.

Следующее замечание очевидно.

Замечание 1. Пусть 〈A,Ω〉—произвольная универсальная алгебра. Если
〈A,Ω〉 проста, то она является конгруэнц-алгеброй Риса.

Опишем теперь унары, которые являются конгруэнц-алгебрами Риса.

Лемма 2. Пусть унар 〈A, f〉 содержит узловой элемент v, не являющийся
неподвижным. Тогда 〈A, f〉 не является конгруэнц-алгеброй Риса.

Доказательство. По условию найдутся такие элементы a, b ∈ A, что
|{a, b, v}| = 3 и f(a) = v = f(b). Предположим, что конгруэнция θv ∈ Con〈A, f〉
является конгруэнцией Риса на 〈A, f〉. Тогда θv = B2 ∪ �A для некоторого по-
дунара B унара 〈A, f〉. Поскольку a �= b и a θv b, то a, b ∈ B, откуда следует, что
v = f(a) ∈ B. Так как a, v ∈ B и a �= v, то a θv v. Тогда по определению кон-
груэнции θv имеем f(a) = v = f(v), и следовательно, элемент v неподвижный,
что противоречит условию.

Следствие 2. Пусть унар 〈A, f〉 содержит подунар B, изоморфный C1
n, для

некоторого n > 1. Тогда 〈A, f〉 не является конгруэнц-алгеброй Риса.

Доказательство. По условию подунар B содержит такой нециклический
элемент b, что элемент d = f(b) является циклическим. Поскольку n > 1,
то найдётся такой отличный от d циклический элемент c ∈ B, что f(c) = d. Так
как b нециклический, то b �= c. Тогда d—узловой элемент унара 〈A, f〉, причём
f(d) �= d, поскольку n > 1. Отсюда по лемме 2 получаем, что 〈A, f〉 не является
конгруэнц-алгеброй Риса.

Лемма 3. Пусть унар 〈A, f〉 содержит подунар B, изоморфный F1. Тогда
〈A, f〉 не является конгруэнц-алгеброй Риса.

Доказательство. Пусть b—порождающий элемент подунара B. Тогда для
любых x, y ∈ B найдутся такие целые числа s � 0, t � 0, что x = fs(b) и
y = f t(b). Известно [1], что любая ненулевая конгруэнция θ на унаре F1 опре-
деляется парой целых чисел (k, d), где k � 0, d > 0. Она задаётся следующим
образом: для s � 0, t � 0 положим по определению

fs(b) θ f t(b) ⇐⇒ либо s = t, либо s � k, t � k и d | (s− t).

Обозначим такую конгруэнцию через θ(k, d) и зафиксируем натуральное число
n > 1. Тогда конгруэнция θ(0, n) унара B имеет n неодноэлементных классов.
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Обозначим ϕ = θ(0, n) ∪ �A. Очевидно, ϕ ∈ Con〈A, f〉, однако ϕ не является
конгруэнцией Риса, так как имеет более одного неодноэлементного класса.

Лемма 4. Пусть унар 〈A, f〉 является конгруэнц-алгеброй Риса. Тогда 〈A, f〉
содержит не более одной неодноэлементной компоненты связности.

Доказательство. Предположим, что унар 〈A, f〉 содержит две или более
неодноэлементных компоненты связности. Обозначим через ψ отношение экви-
валентности на A, классами которого являются в точности компоненты связ-
ности унара 〈A, f〉. Пусть x, y ∈ A и x ψ y. Тогда x, y ∈ B для некоторой
компоненты связности B унара 〈A, f〉. Отсюда, поскольку любая компонента
связности является подунаром, имеем f(x), f(y) ∈ B, а значит, f(x) ψ f(y).
Таким образом, отношение ψ есть конгруэнция унара 〈A, f〉, однако из предпо-
ложения следует, что ψ не является конгруэнцией Риса.

Лемма 5. Пусть унар 〈A, f〉 является конгруэнц-алгеброй Риса. Тогда 〈A, f〉
содержит не более трёх компонент связности.

Доказательство. Предположим, что унар 〈A, f〉 содержит четыре или бо-
лее компоненты связности. Пусть B, C, D, E—компоненты связности 〈A, f〉.
Определим на A бинарное отношение ρ по правилу

x ρ y ⇐⇒ либо x, y ∈ B ∪ C, либо x, y ∈ D ∪ E, либо x = y.

Поскольку объединение любых двух подунаров снова является подунаром, то
отношение ρ является конгруэнцией на 〈A, f〉, а множества B ∪C и D ∪E — её
классами. Поскольку |B ∪ C| > 1 и |D ∪ E| > 1, то ρ не является конгруэнцией
Риса на 〈A, f〉.
Лемма 6. Пусть унар 〈A, f〉 содержит компоненту связности, имеющую

неподвижный узловой элемент. Тогда 〈A, f〉 не является конгруэнц-алгеброй
Риса.

Доказательство. Пусть D—компонента связности унара 〈A, f〉, имеющая
неподвижный элемент a, который является узловым. По условию найдутся такие
элементы b, c ∈ D, что f(b) = a = f(c) и |{a, b, c}| = 3. Определим на A бинарное
отношение θ по правилу

x θ y ⇐⇒ либо x, y ∈ {b, c}, либо x = y.

Очевидно, что θ— эквивалентность, а поскольку f(x) = a для любого x ∈ {b, c},
то θ является и конгруэнцией унара 〈A, f〉.

Предположим, что θ—конгруэнция Риса. Тогда θ = B2∪�A для некоторого
подунара B унара 〈A, f〉. Так как b �= c и b θ c, то b, c ∈ B. Тогда a = f(b) ∈ B,
откуда следует, что a θ b, что противоречит определению конгруэнции θ.

Лемма 7. Пусть унар 〈A, f〉 является суммой подунаров B+C, где C ∼= C0
1 ,

а B ∼= C0
n для некоторого n ∈ N. Тогда любая неединичная конгруэнция унара

〈A, f〉 является расширением некоторой конгруэнции подунара B.
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Доказательство. Пусть θ ∈ Con〈A, f〉, θ �= �A, C = {c}. Из последнего
равенства имеем fk(c) = c для любого k ∈ N.

Рассмотрим случай, когда [c]θ = {c}. Тогда все классы конгруэнции θ, за ис-
ключением [c]θ, содержат элементы только из B. Поэтому данная совокупность
классов определяет эквивалентность ϕ на B. Пусть x, y ∈ B и x ϕ y. Тогда
x θ y и, следовательно, f(x) θ f(y). Последнее с учётом условия B ∈ Sub〈A, f〉
влечёт f(x) ϕ f(y), а значит, ϕ ∈ Con〈B, f〉. При этом θ = ϕ ∪�A.

Пусть теперь класс [c]θ содержит некоторый элемент b ∈ B. Тогда b θ c, от-
куда следует, что fk(b) θ fk(c) = c для любого k ∈ N. Следовательно, поскольку
B ∼= C0

n, то c θ x для любого x ∈ B. Поэтому θ = �A, что противоречит
условию.

Лемма 8. Пусть унар 〈A, f〉 является конгруэнц-алгеброй Риса. Тогда 〈A, f〉
изоморфен либо C0

p , где p—простое число, либо C0
p + C0

1 , либо Ct
1, где

t ∈ N ∪ {0,∞}, либо Ct
1 + C0

1 , либо C
0
1 + C0

1 + C0
1 .

Доказательство. Пусть унар 〈A, f〉 связный. Предположим, что он содер-
жит непериодический элемент a. Тогда либо 〈a〉 ∼= F1, что противоречит лем-
ме 3, либо 〈a〉 ∼= Cm

k для некоторых k > 0, m � 0, что противоречит пред-
положению. Таким образом, унар 〈A, f〉 является периодическим. Тогда 〈A, f〉
содержит подунар B ∼= C0

n для некоторого n ∈ N.
Если подунар B собственный, то в силу связности унара 〈A, f〉 найдётся

такой элемент u ∈ A, что f(u) ∈ B. Отсюда следует, что B ∪ {u}—подунар
в 〈A, f〉, изоморфный C1

n. Тогда по следствию 2 из леммы 2 имеем n = 1.
Другими словами, B = {b} для некоторого b ∈ A, причём f(b) = b. Также из
леммы 2 следует, что 〈A, f〉 не содержит узловых элементов, отличных от b. По
лемме 6 неподвижный элемент b тоже не является узловым. Отсюда следует,
что 〈A, f〉 изоморфен Ct

1 для некоторого t ∈ N ∪ {∞}.
Если A = B, то унар 〈A, f〉 изоморфен C0

n, то есть является циклом длины n.
Известно [14], что любая конгруэнция на таком цикле определяется некоторым
делителем d числа n как конгруэнция, порождённая парой

(
a, fd(a)

)
, где a—

порождающий элемент 〈A, f〉. Обозначим такую конгруэнцию через θ(d). Пред-
положим, что n— составное число. Тогда n имеет делитель d, удовлетворяющий
условию 1 < d < n. Отсюда следует, что конгруэнция θ(d) имеет n/d неодноэле-
ментных классов, что противоречит условию леммы. Таким образом, унар 〈A, f〉
изоморфен либо C0

1 , либо C
0
p для некоторого простого числа p.

Пусть теперь унар 〈A, f〉 несвязен. По лемме 4 〈A, f〉 имеет не более одной
неодноэлементной компоненты связности.

Рассмотрим случай, когда 〈A, f〉 имеет единственную неодноэлементную
компоненту связности D. Как и выше, по лемме 3 D является периодическим
унаром, то есть содержит подунар B ∼= C0

n для некоторого n ∈ N.
Если B �= D, то по аналогии со случаем, когда унар 〈A, f〉 связный, получа-

ем, что D ∼= Ct
1 для некоторого t ∈ N ∪ {∞}. По лемме 5 унар 〈A, f〉 содержит

не более трёх компонент связности. Отсюда следует, что 〈A, f〉 изоморфен либо
Ct

1 + C0
1 , либо C

t
1 + C0

1 + C0
1 . Последний случай противоречит условию леммы.
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Действительно, пусть A = D∪{a}∪{b}, где a, b /∈ D, a �= b и f(a) = a, f(b) = b.
Определим на A бинарное отношение ρ по правилу

x ρ y ⇐⇒ либо x, y ∈ D, либо x, y ∈ {a, b}.
Прямая проверка показывает, что ρ ∈ Con〈A, f〉. Однако ρ /∈ ConR〈A, f〉, так
как данная конгруэнция имеет два неодноэлементных класса.

Если B = D, то D ∼= C0
n. Как и выше, по лемме 5 возможны только два слу-

чая: либо 〈A, f〉 ∼= C0
n+C0

1 , либо 〈A, f〉 ∼= C0
n+C0

1 +C0
1 . В последнем случае если

n > 1, то, рассуждая аналогично случаю, когда 〈A, f〉 ∼= Ct
1 +C0

1 +C0
1 , получаем

противоречие. Если 〈A, f〉 ∼= C0
n + C0

1 , то по лемме 7 любая неединичная кон-
груэнция на 〈A, f〉 является расширением некоторой конгруэнции подунара D.
Отсюда следует, что либо 〈A, f〉 ∼= C0

p + C0
1 для некоторого простого числа p,

либо 〈A, f〉 ∼= C0
1 + C0

1 .
Наконец, пусть все компоненты связности унара 〈A, f〉 одноэлементны. Тогда

с учётом леммы 5 〈A, f〉 изоморфен либо C0
1 + C0

1 , либо C
0
1 + C0

1 + C0
1 .

Лемма 9. Пусть 〈A, f〉 ∼= Ct
1, t ∈ N ∪ {∞}, θ ∈ Con〈A, f〉, θ �= �A, b, c ∈ A,

b θ c, b �= c и t(c) < t(b). Тогда для любых x, y ∈ A если t(x) � t(b), t(y) � t(b),
то x θ y.

Доказательство. Обозначим неподвижный элемент унара 〈A, f〉 через v.
Поскольку t(c) < t(b) и t(x) � t(b), то c = fd(b) и x = fk(b) для некоторых
d > 0, k � 0. Так как b θ c, то

x = fk(b) θ fk(c) = fk
(
fd(b)

)
= fd

(
fk(b)

)
= fd(x).

Полученное утверждение x θ fd(x) влечёт x θ fdt(b)(x), а поскольку t(x) � t(b),
то fdt(b)(x) = v. Отсюда следует, что x θ v. Аналогично y θ v. Таким образом,
x θ y.

Лемма 10. Если 〈A, f〉 ∼= Ct
1, где t ∈ N ∪ {∞}, то унар 〈A, f〉 является

конгруэнц-алгеброй Риса.

Доказательство. Обозначим неподвижный элемент унара 〈A, f〉 через v. По
[24, леммы 3 и 4] любая нетривиальная конгруэнция унара 〈A, f〉 имеет вид σm

для некоторого m, удовлетворяющего условию 0 < m < t(A). Зафиксируем n,
для которого 0 < n < t(A), и рассмотрим подунар 〈b〉 унара 〈A, f〉, порождённый
элементом b ∈ A, имеющим глубину n. Докажем, что σn = θ〈b〉.

Пусть x, y ∈ A, x �= y и x θ〈b〉 y. Тогда x, y ∈ 〈b〉, откуда следует, что t(x) �
� t(b), t(y) � t(b). Заметим, что b σn v, так как fn(b) = v = fn(v). Отсюда по
лемме 9 получаем, что x σn y.

Пусть теперь x σn y. Тогда fn(x) = fn(y). Так как x �= y, то без огра-
ничения общности y = fk(x) для некоторого k ∈ N. Отсюда вытекает, что
fn(x) = fn

(
fk(x)

)
= fk

(
fn(x)

)
, и следовательно, fn(x)—циклический эле-

мент. Тогда t(x) � n, что влечёт x ∈ 〈b〉, а значит, и y ∈ 〈b〉. Следовательно,
x θ〈b〉 y.

Таким образом, σn = θ〈b〉, а значит, по лемме 1 любая нетривиальная кон-
груэнция на 〈A, f〉 является конгруэнцией Риса.
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Теорема 1. Унар 〈A, f〉 является конгруэнц-алгеброй Риса тогда и толь-
ко тогда, когда он изоморфен либо C0

p , где p—простое число, либо C0
p + C0

1 ,
либо Ct

1, где t ∈ N ∪ {0,∞}, либо Ct
1 + C0

1 , либо C
0
1 + C0

1 + C0
1 .

Доказательство. Необходимость утверждения следует из леммы 8. Дока-
жем его достаточность.

Для случая когда 〈A, f〉 ∼= C0
1 , утверждение теоремы очевидно. Если унар

〈A, f〉 изоморфен C0
1 + C0

1 или C0
p , где p—простое число, то он является про-

стым, и утверждение вытекает из замечания 1.
Если 〈A, f〉 ∼= B + C0

1 , где B ∼= C0
p для некоторого простого числа p, то по

лемме 7 любая его конгруэнция является расширением некоторой конгруэнции
подунара B. Но унар B является простым. Тогда 〈A, f〉 имеет единственную
нетривиальную конгруэнцию θB , которая по лемме 1 является конгруэнцией
Риса.

Если унар 〈A, f〉 изоморфен сумме C0
1 +C0

1 +C0
1 , то любая его нетривиальная

конгруэнция также имеет вид θB , где B— сумма каких-либо двух компонент
связности 〈A, f〉.

В случае когда 〈A, f〉 ∼= Ct
1, где t ∈ N ∪ {∞}, утверждение следует из лем-

мы 10.
Пусть теперь 〈A, f〉 ∼= Ct

1 + C0
1 для некоторого t ∈ N ∪ {∞} и θ—нену-

левая конгруэнция на 〈A, f〉. Обозначим через B компоненту связности унара
〈A, f〉, изоморфную Ct

1, а её неподвижный элемент— через v; элемент другой
компоненты связности, изоморфной C0

1 , обозначим через a.
СЛУЧАЙ 1. [a]θ = {a}.
Рассмотрим сначала случай, когда множество глубин элементов подунара B,

входящих в нетривиальные пары конгруэнции θ, имеет наибольший элемент n.
Поскольку [a]θ = {a}, то все нетривиальные пары конгруэнции θ содержат
элементы только из множества B. Отсюда вытекает, что найдётся такая пара
элементов b, c ∈ B, что (b, c) ∈ θ, t(b) = n и t(c) < n. Докажем, что θ = θ〈b〉.

Пусть x, y ∈ A, x �= y и x θ y. Поскольку [a]θ = {a}, то x, y ∈ B. По условию
t(x) � n, t(y) � n, откуда следует, что x = fk(b), y = fm(b) для некоторых
k � 0, m � 0. Следовательно, x, y ∈ 〈b〉 и, значит, x θ〈b〉 y. Обратно, пусть
x θ〈b〉 y. Отсюда следует, что x, y ∈ 〈b〉, а значит, t(x) � t(b), t(y) � t(b). Тогда
по лемме 9 x θ y. Окончательно получаем, что θ = θ〈b〉 и по лемме 1 отношение θ
является конгруэнцией Риса.

Пусть теперь множество глубин элементов подунара B, входящих в нетри-
виальные пары конгруэнции θ, не является ограниченным сверху. Докажем, что
θ = B2 ∪�A.

Предположим, что существует такая пара различных элементов x, y ∈ B,
что (x, y) /∈ θ. Положим без ограничения общности, что t(x) > t(y). Тогда по
условию найдутся такие различные элементы b, c ∈ B, что b θ c и t(b) > t(x).
Отсюда вытекает, что t(b) > t(y). Тогда по лемме 9 x θ y, что противоречит
предположению. Учитывая условие [a]θ = {a}, окончательно получаем равен-
ство θ = B2 ∪�A, а значит, θ ∈ ConR〈A, f〉.
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СЛУЧАЙ 2. a θ z для некоторого z ∈ B.
Снова рассмотрим сначала случай, когда множество глубин элементов по-

дунара B, входящих в нетривиальные пары конгруэнции θ, имеет наибольший
элемент n. Тогда найдётся такой элемент b ∈ B, что t(b) = n, (b, c) ∈ θ и c �= b
для некоторого c ∈ A. Докажем, что θ = θ〈a,b〉.

Пусть x, y ∈ A, x �= y и x θ y. Тогда либо один из элементов x или y
равен a, либо x, y ∈ B. В первом случае положим без ограничения общности
y = a. Тогда x ∈ B. Так как пара (x, a) нетривиальна, то t(x) � n. Значит,
x = fk(b) для некоторого k � 0, что влечёт x ∈ 〈a, b〉. Тогда (x, y) ∈ θ〈a,b〉. Пусть
теперь x, y ∈ B. Как и выше, имеем t(x) � n, t(y) � n, откуда следует, что
(x, y) ∈ θ〈a,b〉.

Обратно, пусть (x, y) ∈ θ〈a,b〉. Так как x �= y, то x, y ∈ 〈a, b〉. Тогда либо x = a
или y = a, либо x, y ∈ 〈b〉. В первом случае положим без ограничения общности
x = a. Тогда y ∈ 〈b〉, что влечёт y = fm(b) для некоторого m � 0. Так как b �= c,
то по условию t(c) < t(b), и значит, c = fd(b) для некоторого d ∈ N. Учитывая,
что b θ c, получаем, что y = fm(b) θ fm

(
fd(b)

)
= fd

(
fm(b)

)
= fd(y). Отсюда

следует, что y θ fdn(y) = v. С другой стороны, из a θ z и z ∈ B вытекает
t(z) � n, и следовательно, x = a = fn(a) θ fn(z) = v. Таким образом, x θ v θ y.
В случае когда x, y ∈ 〈b〉, как и выше имеем y θ v и аналогично получаем x θ v.

Окончательно имеем θ = θ〈a,b〉, и по лемме 1 отношение θ—конгруэнция
Риса.

Пусть теперь множество глубин элементов подунара B, входящих в нетри-
виальные пары конгруэнции θ, не является ограниченным сверху. Заметим, что
в этом случае t(A) = ∞. Докажем, что θ = �A.

Предположим, что (x, y) /∈ θ для некоторых различных x, y ∈ A. Тогда либо
x = a или y = a, либо x, y ∈ B. В первом случае положим без ограничения общ-
ности y = a. Тогда x ∈ B. По условию найдутся такие элементы b ∈ B и c ∈ A,
что b θ c, b �= c, t(b) > t(x). Из последнего неравенства следует, что x = fk(b)
для некоторого k ∈ N. Если c = a, то b θ a. Тогда x = fk(b) θ fk(a) = a = y,
что противоречит предположению. Если c �= a, то c ∈ B. Тогда, как и выше,
c = fd(b) для некоторого d ∈ N. Следовательно, x = fk(b) θ fk

(
fd(b)

)
= fd(x),

откуда получаем, что x θ fdt(b)(x) = v. С другой стороны, из условия a θ z выте-
кает, что a = f t(z)(a) θ f t(z)(z) = v. Тогда y = a θ v θ x, что снова противоречит
предположению.

В случае когда x, y ∈ B, обозначим s = max{t(x), t(y), t(z)}. Тогда найдутся
такие элементы b ∈ B и c ∈ A, что b θ c, b �= c, t(b) > t(c) и t(b) > s. Если
c = a, то b θ a, и аналогично рассуждениям выше получаем x θ a θ y, что ведёт
к противоречию с предположением. Если же c ∈ B, то, как и выше, c = fd(b)
для некоторого d ∈ N. Тогда x = fd(x), y = fd(y), что влечёт x θ v θ y, снова
ведущее к противоречию с предположением.

Теперь опишем рисовски простые унары.

Лемма 11. Пусть унар 〈A, f〉 связный. Тогда 〈A, f〉 является либо периоди-
ческим унаром, либо унаром без кручения.
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Доказательство. Предположим, что 〈A, f〉 содержит непериодический эле-
мент a и периодический элемент b. По условию имеем fn(b) = fm(a) для неко-
торых n � 0, m � 0. По предположению найдутся числа t � 0 и s > 0, для
которых f t(b) = f t+s(b). Отсюда следует, что fn

(
f t(b)

)
= fn

(
f t+s(b)

)
, а зна-

чит, f t
(
fn(b)

)
= f t+s

(
fn(b)

)
, а значит, элемент fn(b) периодический. Как след-

ствие, периодическим будет и элемент fm(a). Тогда fk
(
fm(a)

)
= fk+h

(
fm(a)

)

для некоторых k � 0, h > 0. Отсюда следует, что fk+m(a) = fk+h+m(a). Послед-
нее равенство означает, что элемент a также периодический, а это противоречит
выбору a.

Теорема 2. Унар 〈A, f〉 является рисовски простым тогда и только тогда,
когда 〈A, f〉 изоморфен либо C1

1 , либо C
0
1 + C0

1 , либо C
0
n для некоторого n > 1.

Доказательство. Покажем необходимость. Пусть унар 〈A, f〉 не изоморфен
ни одному из унаров, перечисленных в условии теоремы.

Рассмотрим сначала случай, когда 〈A, f〉 является связным. По лемме 11 он
будет либо периодическим унаром, либо унаром без кручения.

Если 〈A, f〉—унар без кручения, то он содержит подунар B ∼= F1. Обозна-
чим через b порождающий элемент подунара B. Тогда B \ {b}— собственный
подунар в 〈A, f〉. Отсюда по лемме 1 получаем, что θB\{b} —нетривиальная
рисовская конгруэнция на 〈A, f〉.

Если 〈A, f〉—периодический унар, то он имеет подунар B ∼= C0
n для неко-

торого n ∈ N. При n > 1 подунар B по условию является собственным. Тогда
θB —нетривиальная конгруэнция Риса. Если n = 1, то 〈A, f〉 является корнем.
Обозначим его неподвижный элемент через a. В данном случае если A = B,
то унар 〈A, f〉 не является рисовски простым по определению. Если же поду-
нар B является собственным, то по условию 〈A, f〉 не изоморфен C1

1 . Тогда либо
t(A) > 1, либо элемент a является узловым. В последнем случае существуют
такие элементы b, c ∈ A, что f(b) = a = f(c) и |{a, b, c}| = 3. Если же t(A) > 1,
то найдётся такой элемент c ∈ A, что t(c) = 2. Тогда положим b = f(c). В любом
из этих случаев подунар 〈b〉 изоморфен C1

1 и является собственным подунаром
унара 〈A, f〉. Таким образом, θ〈b〉 —нетривиальная конгруэнция Риса на 〈A, f〉.

Пусть теперь унар 〈A, f〉 несвязный. Если он имеет хотя бы одну неодно-
элементную компоненту связности B, то конгруэнция θB есть нетривиальная
конгруэнция Риса. Если же унар 〈A, f〉 является суммой одноэлементных ком-
понент связности, то по условию эта сумма содержит не менее трёх слагаемых.
Обозначим любые две из этих компонент связности через B и C. Так как
B ∪ C ∈ Sub〈A, f〉, то θB∪C —конгруэнция Риса, а поскольку A \ (B ∪ C) �= ∅,
то конгруэнция θB∪C нетривиальна.

Покажем достаточность. Унары, изоморфные C1
1 или C0

1 +C0
1 , являются про-

стыми, а следовательно, и рисовски простыми. Пусть 〈A, f〉 изоморфен унару C0
n

для некоторого n > 1. Обозначим порождающий элемент унара 〈A, f〉 через a.
Как отмечалось в доказательстве леммы 8, любая конгруэнция на C0

n опреде-
ляется делителем d числа n как конгруэнция, порождённая парой

(
a, fd(a)

)
.
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Тогда любая нетривиальная конгруэнция на 〈A, f〉 не является рисовской, так
как имеет более одного неодноэлементного класса.

Следующее очевидное замечание позволяет перенести утверждения теорем 1
и 2 на некоторые классы алгебр с операторами.
Замечание 2. Пусть 〈A,Ω ∪ {f}〉—алгебра с произвольной основной сиг-

натурой Ω. Если Ω содержит только 0-арные операции и унарные операции,
удовлетворяющие тождеству g(x) = x для любой унарной операции g ∈ Ω, то
Con〈A,Ω ∪ {f}〉 = Con〈A, f〉.
Следствие 3. Пусть 〈A,Ω∪{f}〉—алгебра с оператором f , удовлетворяющая

условиям замечания 2. Тогда 〈A,Ω ∪ {f}〉 является конгруэнц-алгеброй Риса
в том и только том случае, когда унар 〈A, f〉 удовлетворяет условиям теоремы 1.
Соответственно, 〈A,Ω∪{f}〉 является рисовски простой алгеброй тогда и только
тогда, когда унар 〈A, f〉 удовлетворяет условиям теоремы 2.

Рассмотрим теперь необходимые условия конгруэнц-рисовости для алгебр
с операторами, имеющих произвольные основные операции.

Лемма 12. Пусть 〈A,Ω ∪ {f}〉—алгебра с оператором f и произвольной
основной сигнатурой Ω. Если 〈A,Ω ∪ {f}〉 является конгруэнц-алгеброй Риса,
то унар 〈A, f〉 содержит не более одного обобщённо узлового элемента.

Доказательство. Пусть a и v—различные обобщённо узловые элементы
унара 〈A, f〉. Тогда найдутся элементы a1, a2 ∈ A, для которых f(a1) = a =
= f(a2) и |{a, a1, a2}| = 3 или выполнится равенство f(a) = a = f(c) для
некоторого c ∈ A, c �= a. Отсюда следует, что a1 σ1 a2 или a σ1 c для
σ1 ∈ Con〈A,Ω ∪ {f}〉. Аналогично b1 σ1 b2 для некоторых b1, b2 ∈ A, где
f(b1) = v = f(b2) и |{v, b1, b2}| = 3 или v σ1 d для некоторого d ∈ A, где
d �= v и f(v) = v = f(d). Таким образом, в любом из возникающих четырёх
случаев конгруэнция σ1 ∈ Con〈A,Ω∪ {f}〉 имеет два неодноэлементных класса
и, следовательно, не является конгруэнцией Риса.

Лемма 13. Пусть 〈A,Ω ∪ {f}〉—алгебра с оператором f и произвольной
основной сигнатурой Ω. Если 〈A, f〉— связный унар без кручения, имеющий
узловой элемент, то 〈A,Ω ∪ {f}〉 не является конгруэнц-алгеброй Риса.

Доказательство. Пусть a—узловой элемент унара 〈A, f〉. Тогда найдутся
такие элементы b, c ∈ A, что f(b) = a = f(c) и |{a, b, c}| = 3. Предположим,
что σ1 ∈ Con〈A,Ω ∪ {f}〉 является конгруэнцией Риса. Тогда σ1 = B2 ∪ �A

для некоторой подалгебры B ∈ Sub〈A,Ω ∪ {f}〉. Так как f(b) = f(c), то b σ1 c,
откуда следует, что b, c ∈ B. Тогда a = f(b) ∈ B. Так как a, b ∈ B, то (a, b) ∈
∈ B2 ∪ �A = σ1, а значит, f(a) = f(b) = a. Из равенства f(a) = a следует
периодичность элемента a, что противоречит условию.

Лемма 14. Пусть 〈A,Ω ∪ {f}〉—алгебра с оператором f и произвольной
основной сигнатурой Ω. Если 〈A, f〉— связный периодический унар, имеющий
собственный подунар B ∼= C0

n для некоторого n > 1, то 〈A,Ω∪{f}〉 не является
конгруэнц-алгеброй Риса.
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Доказательство. Так как подунар B собственный, а унар 〈A, f〉 связный,
то существует такой нециклический элемент a ∈ A, что элемент b = f(a)
является циклическим. Поскольку n > 1, то найдётся также такой отлич-
ный от b циклический элемент c ∈ B, что f(c) = b. Предположим, что
σ1 ∈ Con〈A,Ω∪{f}〉 есть конгруэнция Риса. Тогда σ1 = D2∪�A для некоторой
подалгебры D ∈ Sub〈A,Ω ∪ {f}〉. Так как f(c) = b = f(a), то c σ1 a. Поскольку
a �= c, отсюда вытекает, что a, c ∈ D. Тогда b = f(a) ∈ D. Так как b, a ∈ D, то
(b, a) ∈ D2 ∪ �A = σ1, а значит, f(b) = f(a). Тогда f(b) = b, что противоречит
условию n > 1.

Теорема 3. Пусть 〈A,Ω∪{f}〉—алгебра с оператором f и произвольной ос-
новной сигнатурой Ω. Если 〈A,Ω ∪ {f}〉 является конгруэнц-алгеброй Риса, то
либо операция f инъективна, либо унар 〈A, f〉 является неодноэлементным кор-
нем без нетривиальных узлов, либо 〈A, f〉 является суммой неодноэлементного
корня без нетривиальных узлов и подунара, на котором операция f инъективна.

Доказательство. Пусть операция f не инъективна и унар 〈A, f〉 не является
ни одним из унаров, перечисленных в условии. Так как f не инъективна, то
〈A, f〉 имеет хотя бы один обобщённо узловой элемент. Если таких элементов
более одного, то по лемме 12 〈A,Ω∪{f}〉 не является конгруэнц-алгеброй Риса.
Поэтому далее полагаем, что 〈A, f〉 имеет единственный обобщённо узловой
элемент a.

Пусть 〈A, f〉— связный унар. По лемме 11 〈A, f〉 либо периодический унар,
либо унар без кручения. В последнем случае по лемме 13 〈A,Ω∪{f}〉 не являет-
ся конгруэнц-алгеброй Риса. Если 〈A, f〉—периодический унар, то он содержит
подунар B ∼= C0

n для некоторого n ∈ N. Поскольку операция f не инъектив-
на, то подунар B собственный. При n > 1 по лемме 14 〈A,Ω ∪ {f}〉 снова
не является конгруэнц-алгеброй Риса. Если же n = 1, то 〈A, f〉—корень и
его неподвижный элемент является обобщённо узловым. По условию 〈A, f〉 не
является корнем без нетривиальных узлов. Тогда он имеет узловой элемент,
не совпадающий с неподвижным, что противоречит единственности обобщённо
узлового элемента в 〈A, f〉.

Пусть теперь унар 〈A, f〉 несвязный. Тогда 〈A, f〉 является суммой поду-
нара C, на котором операция f инъективна, и неодноэлементной компоненты
связности B, содержащей элемент a. Заметим, что в силу инъективности опера-
ции f на C конгруэнция σ1 унара 〈A, f〉 является расширением конгруэнции σ1

подунара B.

Пусть a �= f(a). Тогда a—узловой элемент. По лемме 11 компонента связно-
сти B будет либо периодическим унаром, либо унаром без кручения. Если B—
унар без кручения, то, рассуждая как при доказательстве леммы 13, получаем,
что 〈A,Ω ∪ {f}〉 не является конгруэнц-алгеброй Риса.

Пусть теперь B—периодический унар. Тогда B содержит собственный по-
дунар, изоморфный C0

n для некоторого n ∈ N. Если a—циклический элемент,



232 В. Л. Усольцев

то в силу условия a �= f(a) имеем n > 1. Тогда, рассуждая по аналогии с до-
казательством леммы 14, получаем, что 〈A,Ω ∪ {f}〉 не является конгруэнц-ал-
геброй Риса. Если же элемент a нециклический, то получаем противоречие
с единственностью обобщённо узлового элемента. Действительно, в этом слу-
чае элемент f t(a)(a) является циклическим, и если n = 1, то f t(a)(a) —обоб-
щённо узловой элемент. Если n > 1, то этот элемент также является обобщён-
но узловым, так как верны равенства |{f t(a)(a), f t(a)−1(a), f t(a)+n−1(a)}| = 3 и
f
(
f t(a)−1(a)

)
=f t(a)(a)=f

(
f t(a)+n−1(a)

)
. Таким образом, поскольку f t(a)(a) �=a,

то 〈A, f〉 содержит более одного обобщённо узлового элемента.
Пусть теперь a = f(a). Тогда подунар B является корнем. По условию он не

является корнем без нетривиальных узлов. Тогда B имеет узловой элемент, не
совпадающий с неподвижным, что вновь ведёт к противоречию.

Замечание 3. Необходимые условия конгруэнц-рисовости, приведённые
в теореме 3, в общем случае не являются достаточными.

Доказательство. Рассмотрим алгебру 〈A, f, g〉 с двумя унарными операци-
ями f и g, заданную следующим образом: A = {a, b, c, d}, f(a) = b, f(b) = c,
f(c) = d, f(d) = a и g(x) = x для любых x ∈ A. Из определений операций
f и g следует, что они инъективны и для всех x ∈ A выполняется условие
f
(
g(x)

)
= g

(
f(x)

)
. Таким образом, 〈A, f, g〉 можно рассматривать как алгебру

с инъективным оператором f и основной операцией g. По замечанию 2 решётка
Con〈A, f, g〉 совпадает с решёткой Con〈A, f〉. Заметим, что 〈A, f〉 ∼= C0

4 . Однако
конгруэнция на 〈A, f〉, порождённая парой

(
a, f2(a)

)
, не является конгруэнцией

Риса, так как имеет два неодноэлементных класса.
Рассмотрим теперь алгебру 〈B, f, g〉 с двумя унарными операциями f и g,

заданную следующим образом: B = {a, b, c}, f(x) = a и g(x) = x для любых
x ∈ B. Как и выше, 〈B, f, g〉 есть алгебра с оператором f и основной операци-
ей g, причём унар 〈B, f〉 является неодноэлементным корнем без нетривиальных
узлов. Непосредственная проверка показывает, что отношение {b, c}2 ∪ �B —
конгруэнция на 〈B, f, g〉, но оно не является конгруэнцией Риса, так как мно-
жество {b, c} не будет подалгеброй в 〈B, f, g〉.

Рассмотрим, наконец, алгебру 〈D, f, g〉 с двумя унарными операциями f и g,
заданную следующим образом: D = {a, b, c, d}, f(a) = a, f(b) = a, f(c) = a,
f(d) = d и g(x) = x для любых x ∈ D. Снова получаем, что 〈D, f, g〉 есть
алгебра с оператором f и основной операцией g. Обозначив B = D \ {d},
получаем, что унар 〈D, f〉 является суммой корня без нетривиальных узлов
〈B, f〉, описанного выше, и подунара 〈{d}, f〉 с инъективной операцией. Непо-
средственная проверка показывает, что отношение {b, c}2∪�D есть конгруэнция
на 〈D, f, g〉. При этом, как и выше, оно не является конгруэнцией Риса, посколь-
ку {b, c} /∈ Sub〈D, f, g〉.
Лемма 15. Пусть 〈A,Ω ∪ {f}〉—алгебра с оператором f и произвольной

основной сигнатурой Ω. Если унар 〈A, f〉 является корнем без нетривиальных
узлов, то отношение σn ∈ Con〈A,Ω ∪ {f}〉 есть конгруэнция Риса для всех
n � t(A).
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Доказательство. Обозначим через a неподвижный элемент унара 〈A, f〉 и
зафиксируем произвольное число n � t(A). По [9, предложение 1] подунар Dn

унара 〈A, f〉 является подалгеброй в 〈A,Ω∪{f}〉, причём Dn = [a]σn. Докажем,
что все классы конгруэнции σn ∈ Con〈A,Ω ∪ {f}〉, отличные от Dn, одноэле-
ментны.

Пусть b ∈ A\Dn. Тогда t(b) > n. Предположим, что найдётся элемент c ∈ A,
для которого b �= c и b σn c. Последнее условие влечёт равенство fn(b) = fn(c).
Тогда, поскольку b �= c, элемент fn(b) является обобщённо узловым. Но так
как унар 〈A, f〉 является корнем без нетривиальных узлов, то fn(b) = a, что
противоречит условию t(b) > n. Таким образом, [b]σn = {b} для всех b ∈ A\Dn.
Отсюда следует, что σn = D2

n ∪�A, следовательно, σn —конгруэнция Риса.

Предложение 1. Пусть 〈A,Ω ∪ {f}〉—алгебра с оператором f и произволь-
ной основной сигнатурой Ω. Если унар 〈A, f〉 изоморфен Ct

1, где t ∈ N∪ {0,∞},
то алгебра 〈A,Ω ∪ {f}〉 является конгруэнц-алгеброй Риса.

Доказательство. При t = 0 алгебра 〈A,Ω∪{f}〉 одноэлементна и утвержде-
ние тривиально. Если t = 1, то 〈A,Ω ∪ {f}〉 проста и утверждение следует из
замечания 1.

Пусть t � 2 и θ—произвольная нетривиальная конгруэнция на алгебре
〈A,Ω∪{f}〉. Тогда θ∈Con〈A, f〉. По [24, леммы 3 и 4] на унаре 〈A, f〉 выполняет-
ся равенство θ=σn для некоторого n > 0. Тогда, поскольку σn∈Con〈A,Ω∪{f}〉,
по лемме 15 σn —конгруэнция Риса алгебры 〈A,Ω∪{f}〉.
Замечание 4. Пусть конгруэнция ᾱ произвольной универсальной алгебры

〈A,Ω〉 является расширением конгруэнции α некоторой подалгебры B алгебры
〈A,Ω〉. Если α—конгруэнция Риса на подалгебре B, то ᾱ—конгруэнция Риса
алгебры 〈A,Ω〉.
Доказательство. Пусть α ∈ ConR〈B,Ω〉. Тогда α = S2 ∪�B для некоторой

подалгебры S алгебры 〈B,Ω〉. По определению ᾱ = α ∪ �A. Отсюда следует,
что ᾱ = S2 ∪ �A. Так как S ∈ Sub〈A,Ω〉, то ᾱ—конгруэнция Риса алгебры
〈A,Ω〉.

Следующая теорема показывает, как полученные выше общие необходимые
условия конгруэнц-рисовости могут быть использованы при изучении конкрет-
ных классов алгебр с операторами.

Теорема 4. Пусть 〈A, d, f〉—алгебра с оператором f и основной тернарной
операцией d, заданной по одному из правил (1), (2). Алгебра 〈A, d, f〉 является
конгруэнц-алгеброй Риса тогда и только тогда, когда либо операция f инъек-
тивна, либо унар 〈A, f〉 является неодноэлементным корнем без нетривиальных
узлов, либо 〈A, f〉 является суммой неодноэлементного корня без нетривиаль-
ных узлов и подунара с инъективной операцией.

Доказательство. Необходимость утверждения следует из теоремы 3. Дока-
жем его достаточность.
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Пусть операция f инъективна. Если алгебры 〈A, p, f〉, 〈A, s, f〉 одноэле-
ментны, то утверждение тривиально. В случае их неодноэлементности алгебра
〈A, p, f〉 проста по [24, теорема 2], а алгебра 〈A, s, f〉 проста по [8, теорема 9].
Тогда утверждение следует из замечания 1.

Пусть теперь унар 〈A, f〉 является неодноэлементным корнем без нетриви-
альных узлов. Из леммы 12 из [24] вытекает, что в этом случае любая нетри-
виальная конгруэнция алгебры 〈A, p, f〉 имеет вид σn для некоторого n > 0.
По [4, лемма 11] то же утверждение справедливо и для алгебры 〈A, s, f〉. Тогда
из леммы 15 следует, что обе эти алгебры являются конгруэнц-алгебрами Риса.

Наконец, пусть унар 〈A, f〉 является суммой неодноэлементного корня без
нетривиальных узлов и унара с инъективной операцией. Обозначим через B
компоненту связности унара 〈A, f〉, являющуюся корнем. В силу (1) и (2) по-
дунар B является подалгеброй алгебр 〈A, p, f〉 и 〈A, s, f〉. По [5, лемма 15]
в данном случае любая нетривиальная конгруэнция θ алгебры 〈A, p, f〉 явля-
ется расширением некоторой конгруэнции подалгебры B. По [4, лемма 11] то
же утверждение выполняется и для алгебры 〈A, s, f〉. Тогда с учётом леммы 15
и замечания 4 алгебры 〈A, p, f〉 и 〈A, s, f〉 являются конгруэнц-алгебрами Ри-
са.
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