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Аннотация

Для функции Белого β : CP
1 → CP

1, разветвлённой только над точками −1, 1,∞,
соответствующий «детский рисунок» Dβ определён как множество β−1([−1, 1]), рас-
сматриваемое как двукрашенный граф на римановой сфере, белые и чёрные вершины
которого— это точки множеств β−1{−1} и β−1{1} соответственно. Само множе-
ство β−1([−1, 1]), без структуры графа, называется носителем детского рисунка Dβ .
В настоящей заметке решена следующая проблема: при каких условиях различные
рисунки Dβ1 и Dβ2 имеют равные носители?

Abstract

F. B. Pakovich, On dessins d’enfants with equal supports, Fundamentalnaya i pri-
kladnaya matematika, vol. 25 (2024), no. 2, pp. 189—196.

For a Belyi function β : CP
1 → CP

1 ramified only over the points −1, 1, and ∞,
a corresponding «dessin d’enfant» Dβ is defined as the set β−1([−1, 1]) considered as
a bi-colored graph on the Riemann sphere whose white and black vertices are points of
the sets β−1{−1} and β−1{1}, correspondingly. Merely the set β−1([−1, 1]) without
a graph structure is called the support of Dβ . In this note, we solve the following problem:
under what conditions different dessins Dβ1 and Dβ2 have equal supports?

Г. Б. Шабату, по случаю его 70-летия

1. Введение

Одним из следствий теории «детских рисунков» (см., например, [9, 12, 13])
является тот факт, что любой двукрашенный граф Γ на римановой сфе-
ре имеет «истинную форму». Это означает, что существует функция Белого
β : CP

1 → CP
1, разветвлённая только над точками −1, 1, ∞, такая что мно-

жество Dβ = β−1([−1, 1]), рассматриваемое как двукрашенный граф, белые и
чёрные вершины которого— это точки множеств β−1{−1} и β−1{1} соответ-
ственно, представляет Γ в следующем смысле: существует такой сохраняющий
ориентацию гомеоморфизм ϕ сферы, что ϕ(Γ) = β−1([−1, 1]) и ϕ отображает
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белые и чёрные вершины Γ в белые и чёрные вершины β−1([−1, 1]) соответ-
ственно. Граф Dβ называется детским рисунком или просто рисунком, соот-
ветствующим функции Белого β. В этой заметке мы всегда будем предполагать,
что рассматриваемые функции Белого являются рациональными функциями на
сфере, разветвлёнными только над точками −1, 1, ∞. Соответственно, все рас-
сматриваемые рисунки являются сферическими.

Геометрия плоских деревьев (то есть графов без циклов), заданных в истин-
ной форме, изучалась в нескольких публикациях (см. [1,2,4,11]). В частности,
замечательный результат Бишопа [4] состоит в том, что для любого компакт-
ного связного множества K ⊂ C и любого ε > 0 существует полином Шабата
(то есть полиномиальная функция Белого) P , такая что множество P−1([−1, 1])
аппроксимирует K с точностью ε в хаусдорфовой метрике. Таким образом, мно-
жества P−1([−1, 1]) плотны в плоских континуумах.

В силу фундаментального соответствия между двукрашенными графами и
функциями Белого рисунок Dβ определяет соответствующую функцию Бело-
го β с точностью до эквивалентности. В этой заметке мы изучаем следующую
проблему, которая кажется особенно интересной ввиду теоремы Бишопа. Пусть
Dβ —рисунок. До какой степени само множество β−1([−1, 1]), без структуры
графа, определяет Dβ? Другими словами, при каких условиях на Dβ1 и Dβ2

множества β−1
1 ([−1, 1]) и β−1

2 ([−1, 1]) совпадают как подмножества CP
1? Для

функции Белого β мы будем называть множество β−1([−1, 1]) носителем Dβ и
обозначать его supp{Dβ}.

Чтобы описать пары рисунков Dβ1 и Dβ2 , такие что

supp{Dβ1} = supp{Dβ2}, (1)

достаточно ограничиться случаем, когда соответствующие функции Белого β1

и β2 удовлетворяют условию C(β1, β2) = C(z), то есть порождают всё поле
рациональных функций C(z). Действительно, из теоремы Люрота следует, что
для произвольных рациональных функций β1, β2 существуют рациональные
функции β̂1, β̂2 и W , такие что

β1 = β̂1 ◦ W, β2 = β̂2 ◦ W (2)

и C(β̂1, β̂2) = C(z). Более того, легко видеть, что равенства (2) и

β−1
1 ([−1, 1]) = β−1

2 ([−1, 1]) (3)

влекут равенство
β̂−1

1 ([−1, 1]) = β̂−1
2 ([−1, 1]), (4)

в то время как равенства (2) и (4) влекут равенство (3). Наконец, если β1, β2 —
функции Белого, то по цепному правилу β̂1, β̂2 также функции Белого.

Примеры различных рисунков с равными носителями дают «отрезки» и
«окружности». По определению отрезок— это рисунок, носитель которого го-
меоморфен отрезку, а окружность—это рисунок, носитель которого гомеомор-
фен окружности. Отметим, что отрезки и окружности могут быть охарактери-
зованы как рисунки, все вершины которых имеют валентность 1 или 2. Легко
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видеть, что полином Чебышёва ±Tn, n � 1, является функцией Белого, соот-
ветствующей отрезку с n рёбрами, а

±1
2

(
zn +

1
zn

)
, n � 1,

является функцией Белого, соответствующей окружности с 2n рёбрами. По-
скольку для любого n � 1 прообраз (±Tn)−1([−1, 1]) является отрезком [−1, 1],
для любых функций Белого β1 и β2, таких что Dβ1 и Dβ2 —отрезки, существует
преобразование Мёбиуса μ, такое что

supp{Dβ1} = supp{Dβ2◦μ}. (5)

Подобным образом равенство (5) выполняется для некоторого преобразования
Мёбиуса μ, если Dβ1 и Dβ2 —окружности, поскольку для любого n � 1 прооб-
раз (

±1
2

(
zn +

1
zn

))−1

([−1, 1])

является единичной окружностью. Дальнейшие примеры рисунков, удовлетво-
ряющих (1), можно получить по формулам (2), где β̂1 и β̂2 —функции Бело-
го, соответствующие отрезкам или окружностям, и W —рациональная функция
с подходящим ветвлением, обеспечивающим, что β1 и β2 также являются функ-
циями Белого. В частности, для любой функции Белого β выполнены равенства

supp{Dβ} = supp{D±Tn◦β}, n � 1.

В этой заметке доказывается следующий результат.

Теорема 1.1. Пусть Dβ1 и Dβ2 — такие рисунки, что

supp{Dβ1} = supp{Dβ2}, C(β1, β2) = C(z).

Тогда или Dβ1 и Dβ2 —отрезки, или Dβ1 и Dβ2 —окружности.

Наш подход к задаче основывается на наблюдении, что детские рисунки на
римановой сфере являются подмножествами рациональных лемнискат. Напом-
ним, что рациональная лемниската—это кривая в C, определённая равенством

Lβ = {z ∈ C : |β(z)| = 1}, (6)

где β—непостоянная рациональная функция. Геометрия лемнискат— класси-
ческий объект исследования. Например, Д. Гильберт доказал [10], что для
каждого топологического кольца A ⊂ C существует полином P , лемниската
которого— аналитическая жорданова кривая, разделяющая две граничные ком-
поненты A. Лемнискаты целых и мероморфных функций изучались Ж. Валиро-
ном [19] и М. Л. Картрайт [6]. Более поздние результаты могут быть найдены
в работах [3,5,7,8,14—16,18,20] и приведённой в них библиографии.

Поскольку вещественная ось может быть отображена в единичную окруж-
ность преобразованием Мёбиуса μ, для каждой рациональной функции β мно-
жество β−1([−1, 1]) является подмножеством лемнискаты Lμ◦β . Поэтому резуль-
таты о геометрии лемнискат могут быть использованы для изучения геометрии
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детских рисунков. В частности, наше доказательство теоремы 1.1 опирается на
результаты недавних статей [14,15].

2. Лемнискаты и детские рисунки

2.1. Пересечения лемнискат

Напомним, что конечное произведение Бляшке— это рациональная функ-
ция вида

B = c
m∏

i=1

z − ai

1 − āiz
,

где |c| = 1 и ai, 1 � i � m, принадлежат открытому единичному кругу D.
Соответственно, частное конечных произведений Бляшке—это рациональная
функция вида B = B1/B2, где B1 и B2 —конечные произведения Бляшке. За-
метим, что частные конечных произведений Бляшке можно охарактеризовать
как рациональные функции, отображающие единичную окружность T в себя.

Пусть P1 и P2 —непостоянные комплексные рациональные функции степе-
ней n1 и n2. В [15] было показано, что если система уравнений

|P1(z)| = |P2(z)| = 1 (7)

имеет более чем (n1 + n2)2 решений z ∈ C, то

P1 = B1 ◦ U, P2 = B2 ◦ U (8)

для некоторых рациональных функций B1, B2 и U , где B1 и B2 —частные
конечных произведений Бляшке. Геометрически решения системы (7) можно
рассматривать как точки пересечения лемнискат LP1 и LP2 , и в [14] была по-
лучена точная оценка числа таких точек. Именно, в [14] утверждается, что
если не выполняется условие (8), то лемнискаты LP1 и LP2 имеют не более чем
2n1n2 точек пересечения, и эта оценка является наилучшей из возможных.

Из результатов [14] и [15] вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть β1, β2 —непостоянные рациональные функции и K1,
K2 —подмножества R, такие что пересечение β−1

1 (K1) ∩ β−1
2 (K2) бесконечно.

Тогда существуют рациональная функция W и рациональные функции с ве-
щественными коэффициентами P1 и P2, такие что выполняются равенства
β1 = P1 ◦ W и β2 = P2 ◦ W .

Доказательство. Обозначим через R̂ проективно расширенную веществен-
ную прямую, R̂ = R ∪∞, и через C преобразование Кэли,

C(z) =
z + i

z − i
.

Поскольку C отображает R̂ в T, если пересечение β−1
1 (K1)∩β−1

2 (K2) бесконеч-
но, то пересечение LC◦β1 ∩ LC◦β2 также бесконечно. Следовательно, согласно
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результатам [14] и [15] существуют рациональные функции B1, B2 и U , где B1

и B2 —частные конечных произведений Бляшке, такие что

C ◦ β1 = B1 ◦ U, C ◦ β2 = B2 ◦ U. (9)

Ясно, что из равенств (9) следуют равенства

β1 = (C−1 ◦ B1 ◦ C) ◦ (C−1 ◦ U), β2 = (C−1 ◦ B2 ◦ C) ◦ (C−1 ◦ U). (10)

С другой стороны, поскольку C отображает R̂ в T, рациональная функция B
является частным конечных произведений Бляшке тогда и только тогда, когда
рациональная функция P = C−1 ◦ B ◦ C отображает R̂ в R̂. В свою очередь,
последнее условие эквивалентно условию, что P имеет действительные коэф-
фициенты (поскольку P (z) − P̄ (z) = 0 для бесконечного числа z ∈ R). Таким
образом, из (10) следует, что заключение теоремы выполняется для

P1 = C−1 ◦ B1 ◦ C, P2 = C−1 ◦ B2 ◦ C, W = C−1 ◦ U.

2.2. Доказательство теоремы 1.1

Мы выведем теорему 1.1 из теоремы 2.1 и следующего утверждения.

Теорема 2.2. Пусть P1 и P2 —непостоянные рациональные функции с дей-
ствительными коэффициентами, такие что R(P1, P2) = R(z). Тогда

P−1
1 (R̂) ∩ P−1

2 (R̂) = R̂ ∪ A,

где A—конечное подмножество CP
1.

Доказательство. Поскольку P1 и P2 имеют действительные коэффициенты,
P1(R̂) и P2(R̂) являются подмножествами R̂, что влечёт

R̂ ⊆ P−1
1 (R̂) ∩ P−1

2 (R̂).

С другой стороны, поскольку R(P1, P2) = R(z), существуют ненулевые много-
члены с вещественными коэффициентами R1(x, y) и R2(x, y), такие что

z =
R1

(
P1(z), P2(z)

)
R2

(
P1(z), P2(z)

) . (11)

Так как для каждой точки z0∈P−1
1 (R)∩P−1

2 (R) значения P1(z0) и P2(z0) принад-
лежат R, из равенства (11) следует, что если z0 принадлежит P−1

1 (R)∩P−1
2 (R),

то z0 принадлежит R, если только z0 не является нулём R2

(
P1(z), P2(z)

)
. От-

сюда следует, что множество
(
P−1

1 (R̂) ∩ P−1
2 (R̂)

) \ R̂ конечно.

Доказательство теоремы 1.1. Поскольку множество β−1
1 ([−1, 1]) беско-

нечно, из равенства (3) по теореме 2.1 с учётом условия C(β1, β2) = C(z)
следует, что существуют преобразование Мёбиуса μ и функции Белого с дей-
ствительными коэффициентами β̃1 и β̃2, такие что

β1 = β̃1 ◦ μ, β2 = β̃2 ◦ μ (12)

и R(β̃1, β̃2) = R(z).
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Для рациональной функции β и точки z ∈ CP
1 обозначим через multz β

кратность β в точке z. Заметим, что для любых z1 ∈ β̃−1
1 ({−1, 1}) и z2 ∈

∈ β̃−1
2 ({−1, 1}) выполнены неравенства multz1 β̃1 � 2 и multz2 β̃2 � 2. Дей-

ствительно, в окрестности любой точки z ∈ β̃−1
1 ({−1, 1}) с multz β̃1 = k � 3

множество
T = β̃−1

1 ([−1, 1]) = β̃−1
2 ([−1, 1]) (13)

гомеоморфно «звезде» с k � 3 ветвями. С другой стороны, поскольку

T ⊆ β̃−1
1 (R̂) ∩ β̃−1

2 (R̂), (14)

из теоремы 2.2 следует, что T ⊂ R̂ ∪ A, где A—конечное подмножество CP
1.

Полученное противоречие показывает, что multz1 β̃1 � 2 для любого z1 ∈
∈ β̃−1

1 ({−1, 1}). Аналогично multz2 β̃2 � 2 для любого z2 ∈ β̃−1
2 ({−1, 1}). Из

этих неравенств следует, что Dβ1 и Dβ2 являются либо отрезками, либо окруж-
ностями. Более того, из (3) следует, что оба рисунка Dβ1 и Dβ2 являются либо
отрезками, либо окружностями.

Замечание 2.3. Заметим, что по теореме Люрота условие

C(β1, β2) = C(z) (15)

всегда выполняется, если степени deg β1 и deg β2 взаимно просты. Поскольку

Tn1n2 = Tn2 ◦ Tn1 , n1, n2 � 1,

из этого следует, в частности, что функции

β1 = ±Tn1 , β2 = ±Tn2 (16)

удовлетворяют (15) тогда и только тогда, когда gcd(n1, n2) = 1. С другой сторо-
ны, формулы

±1
2

(
zn +

1
zn

)
= ±Tn ◦ 1

2

(
z +

1
z

)
, n � 1,

показывают, что функции

β1 = ±1
2

(
zn1 +

1
zn1

)
, β2 = ±1

2

(
zn2 +

1
zn2

)
, n1, n2 � 1, (17)

никогда не удовлетворяют (15), поскольку обе эти функции являются рацио-
нальными функциями от

1
2

(
z +

1
z

)
.

Тем не менее, заменяя β1 и β2 в (17) на функции β1 и β2 ◦ μ, где μ—под-
ходящее преобразование Мёбиуса, отображающее T в себя, можно получить
функции, удовлетворяющие (1) и (15) для произвольных n1 и n2 (аналогичное
замечание относится и к функциям, определяемым (16)). Действительно, если
равенства (2) выполняются для некоторой рациональной функции W степени не
ниже двух, то из цепного правила следует, что функции β1 и β2 имеют общие
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критические точки. Таким образом, достаточно доказать, что для любых рацио-
нальных функций β1 и β2 существует μ как выше, такое что β1 и β2◦μ не имеют
общих критических точек. Для доказательства заметим сначала, что, поскольку
преобразования Мёбиуса, отображающие T в себя, имеют вид (az + b)/(b̄z + ā),
где a, b являются комплексными числами, удовлетворяющими |a| 
= |b|, можно
найти такое μ, что ноль и бесконечность не являются критическими точками
β2◦μ. Если это условие выполнено, то, очевидно, можно найти вращение z → cz,
|c| = 1, такое что функции β1 и β2 ◦ μ ◦ cz не имеют общих критических точек.
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