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Аннотация

В работе представлен аналог старого результата автора и В. А. Воеводского, со-
гласно которому риманова поверхность допускает комплексную структуру, опреде-
лённую равносторонней триангуляцией, тогда и только тогда, когда соответствующая
алгебраическая кривая определяема над полем алгебраических чисел; установлен по-
хожий результат для поверхностей, разбитых на квадраты.

Abstract

G. B. Shabat, Square-tiled surfaces and curves over number fields, Fundamentalnaya
i prikladnaya matematika, vol. 25 (2024), no. 2, pp. 197—203.

The paper presents an analog of an old result by the author and V. Voevodsky, accord-
ing to which a Riemann surface admits a conformal structure defined by an equilateral
triangulation if and only if the corresponding algebraic curve can be defined over the field
of the algebraic numbers; a similar result is obtained for the square-tiled surfaces.

Введение

В работе представлен аналог старого результата [1], согласно которому ри-
манова поверхность допускает конформную структуру, определяемую равносто-
ронней триангуляцией, тогда и только тогда, когда соответствующая алгебраи-
ческая кривая может быть определена над полем алгебраических чисел. Здесь
мы устанавливаем похожий результат, заменяя равносторонние треугольники
на квадраты; одно из существенных различий между настоящей и предыдущей
работой заключается в том, что в 1980-е годы кусочно-евклидовы структуры на
поверхностях представляли собой нечто экзотическое, тогда как в наше время
поверхности «в клеточку», или оригами, интенсивно изучаются в течение уже
нескольких десятилетий (см., например, [8]).

Среди немедленных приложений мы получаем возможность явно выписы-
вать определяющие уравнения некоторых кривых, традиционно определяемых
трансцендентными средствами. Можно надеяться, что сильные статистические
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результаты, касающиеся поверхности «в клеточку» могут углубить наше пони-
мание типичных свойств многорёберных детских рисунков, например распреде-
ления размеров их орбит Галуа.

1. Предварительные понятия

Мы собираемся работать с кусочно-евклидовыми компактными ориентируе-
мыми замкнутыми поверхностями. Есть два способа определить эту структуру.
Один из них чисто метрический и использует вводимую на поверхности мет-
рику, являющуюся римановой вне конечного множества и плоской вне этого
множества; кратко такие поверхности сами называются плоскими (см. [8]).

Мы принимаем другой подход, рассматривая поверхности вместе с некото-
рыми комбинаторными структурами, детскими рисунками (см. [2]), а затем
снабжаем рисунки дополнительными метрическими структурами. Топологиче-
ски рисунок представляет собой тройку

D = (X2 ⊃ X1 ⊃ X0),

где X2 —ориентированная компактная связная поверхность, X0 —конечное
множество, а дополнения Xi \ Xi−1 гомеоморфны конечным несвязным объ-
единениям i-клеток при i ∈ {1, 2}.

Неформально поверхность просто разбита на метризованные многоугольни-
ки. Удобный картографический формализм был предложен в [2] (хотя он был
хорошо известен задолго до этой работы— не Гротендику. . . ). Комбинаторика
рисунка D задаётся множеством его направленных рёбер �E(D), на котором
действует ориентируемая картографическая группа

C+2 := 〈ρ0, ρ1, ρ2 | ρ2
1 = ρ2ρ1ρ0 = 1〉;

ρ0 поворачивает ребро против часовой стрелки, ρ1 обращает направленное реб-
ро, а ρ2 перемещает его вдоль границы клетки, оставляя клетку слева. Множе-
ства вершин, рёбер и клеток рисунка D восстанавливаются как

V (D) :=
�E(D)
〈ρ0〉 , E(D) :=

�E(D)
〈ρ1〉 , F (D) :=

�E(D)
〈ρ2〉

с отношениями инцидентности, определяемыми в терминах подгрупп группы C+2 .
Для направленного ребра ε ∈ �E(D) мы будем использовать обозначения

Концевича [3]

[ε]j ∈
�E(D)
〈ρj〉 для j ∈ {0, 1, 2};

так, [ε]0 —это начало направленного ребра, [ε]1 — соответствующее ненаправ-
ленное ребро, а [ε]2 —2-клетка «слева» от направленного ребра.

Дополнительная структура, превращающая поверхность X2 в метрическое
пространство, определяется по отдельности на каждой грани; мы фиксируем её,
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выбирая комплексную координату z : U ↪→ C для каждой связной компоненты U
дополнения X2\X1. Предполагается, что замыкание каждой z(U)—многоуголь-
ник и что метрика на U индуцирована стандартной евклидовой метрикой на C;
она фиксируется длинами

� : �E(D)→ R>0

и углами

φ : �E(D)→ (0, 2π).
φ(ε)

ρ0 · ε

ε

Координаты z′ определены с точностью до замен z ← az + b, где a, b ∈ C,
причём |a| = 1. Выберем канонических представителей zε этих координат, па-
раметризованных всеми ε ∈ �E(D) и нормализованных условиями zε([ε]0) = 0
и zε([ε]1) ⊂ R�0. Тогда эти координаты zε предполагаются продолженными
в некоторые окрестности клеток [ε]2 (не содержащие вершин), и в пересече-
ниях областей определения координат имеют место соотношения

zρ0·ε = eiφ(ε)zε, zρ1·ε = �(ε)− zε.

Числа �(ε) и φ(ε) должны удовлетворять некоторым соотношениям, гарантирую-
щим, что каждая 2-клетка метрически— замкнутый многоугольник. В простей-
ших случаях, которые мы собираемся рассматривать, эти соотношения очевид-
ны.

Для каждого рисунка D обозначим

Met(D) ⊂ R
�E(D) × (0, 2π)�E(D)

множество метрических структур на поверхности X2, на которую помещён рису-
нок D. Затем обозначим, как обычно, через DESS категорию рисунков, а через
DESS множество классов изоморфности рисунков, разложенное по родам:

DESS =
∞∐

g=0

DESSg.

Рассмотрим для каждого g ∈ N множество

PEg :=
⋃

[D]∈DESSg

Met(D)

кусочно-евклидовых структур на поверхности рода g. На нём есть структура
бесконечномерного вещественного многообразия с краем, но мы её использовать
не будем.
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2. Основная теорема

В предыдущем разделе мы поставили в соответствие каждой метрике
μ ∈ PEg множество локальных голоморфных координат {zε}, определив тем
самым отображение

complg : PEg →Mg(C),

преобразующее метрические структуры в комплексные. Оно сюръективно, по-
скольку на каждой римановой поверхности имеется штребелев дифференциал
(см. [7]) и потому она может быть разрезана на прямоугольники.

Нас, однако, интересуют complg-образы некоторых счётных подмножеств
множества PEg. Введём множество Δg ⊂ PEg равносторонних триангуляций
(определённых функциями � ≡ 1, φ ≡ π/3) и множество �g ⊂ PEg разбиений
на квадраты (здесь � ≡ 1, φ ≡ π/2). В [1] было доказано, что complg(Δg) =
= Mg(Q̄). Целью настоящей работы является установление аналогичного ре-
зультата для разбиений на квадраты.

Теорема. Имеет место равенство complg(�g) =Mg(Q̄). Иначе говоря, ком-
плексная кривая X может быть определена над полем алгебраических чисел
тогда и только тогда, когда её комплексная структура может быть задана ку-
сочно-евклидовой метрикой, в которой риманова поверхность X является объ-
единением квадратов.

Доказательство. Часть «тогда». Разделим каждый квадрат диагоналями на
четыре прямоугольных равносторонних треугольника и раскрасим их следую-
щим образом.

А именно, введём на поверхности X трёхцветную триангуляцию1 (см. [5]),
т. е. рисунок X = X2 ⊃ X1 ⊃ X0, снабжённый отображением раскраски

col3 : X1 → {blue, green, red},
постоянным на рёбрах. Требуется, чтобы

1) любая вершина была инцидентна рёбрам ровно двух цветов;
2) любое ребро имело две вершины в замыкании;
3) любая грань имела три ребра в замыкании, раскрашенных попарно раз-

лично.

1Цветные рисунки можно увидеть в [6], здесь цвета обозначены следующим образом: зелёное
ребро— сплошная линия, синее ребро— пунктирная линия, красное ребро— последовательность то-
чек, зеленая вершина— крест, синяя вершина— белая, красная вершина— чёрная.
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Для каждого квадрата с вершинами A,B,C,D ∈ X0 обозначим ε направ-
ленное ребро от A к B; в приведённых выше обозначениях это читается как
[ε]0 = A и [ρ1 · ε]0 = B. Имеют место соотношения [ρ2 · ε]0 = B, [ρ2

2 · ε]0 = C и
[ρ3

2 · ε]0 = D, а голоморфная координата zε удовлетворяет равенствам

zε(A) = 0, zε(B) = 1, zε(C) = 1 + i, zε(D) = i.

Обозначим O пересечение диагоналей квадрата ABCD, тогда zε(O) = (1+ i)/2.

A B

CD

0 1

1 + ii

zε

Теперь мы можем определить функцию Белого β : X → P1(C), потребовав,
чтобы её ограничение на внутренность треугольника AOD осуществляло кон-
формную эквивалентность с нижней полуплоскостью L := {w ∈ C | Im(w) < 0}:

β|AOD : AOD
�−→ L,

удовлетворяя граничным условиям

β(O) = −∞, β(A) = 0, β(D) = 1.

O

A

D 0 1
-∞ ∞

Такая функция β с помощью интеграла Кристоффеля—Шварца (см., напри-
мер, [4]) может быть выписана явно в терминах голоморфной координаты zε:
для точки P внутри рассматриваемого треугольника AOD

z(P ) = i

β(P )∫
0

dw
4
√

w3(1−w)3

1∫
0

dw
4
√

w3(1−w)3

.

Из общих принципов геометрической теории функций следует, что такие β,
определённые потреугольно, являются ограничениями глобально определённой
мероморфной функции на X, отображающей белые треугольники на верхнюю
полуплоскость, а чёрные— на нижнюю. Эта функция осуществляет конформное
отображение вне вершин и поэтому ветвится только над 0, 1,∞, являясь, следо-
вательно, функцией Белого. Утверждение следует поэтому из лёгкой половины
теоремы Белого.
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Часть «только тогда». Теперь предположим, что комплексная кривая X опре-
делена над Q̄. Тогда в соответствии с [1] она может быть реализована как
объединение равносторонних треугольников, так что на ней существует такой
рисунок D с ρ3

2 ≡ 1 и метрическими параметрами � ≡ 1, ϕ ≡ π/3, что определяе-
мая им комплексная структура изоморфна X. Обозначив β0 исходную функцию
Белого, соответствующую равносторонней триангуляции, введём

β :=
4
27

(β2
0 − β0 + 1)3

β2
0(1− β0)2

.

Это тоже функция Белого, и переход от β0 к β соответствует барицентрическому
подразделению исходной триангуляции.

В локальных координатах {zε | ε ∈ �E(D)}, построенных как выше, компози-
ционно обратная функция к функции Белого β задаётся интегралом Кристоф-
феля—Шварца

zε(P ) =

β(P )∫
0

dw
6
√

w5(1−w)3

1∫
0

dw
6
√

w5(1−w)3

.

«Квадратные» локальные координаты {Zε | ε ∈ �E(D)} определяются другим
интегралом Кристоффеля—Шварца:

Zε(P ) =

β(P )∫
0

dw
4
√

w3(1−w)2

1∫
0

dw
4
√

w3(1−w)2

.

Преобразование zε → Zε глобально определено на X и реализует переход от
равносторонних треугольников к квадратам.

0 1
-∞ ∞

β β
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