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Аннотация

В работе приводится ряд достаточных условий, при которых локально конечный
радикал алгебраической локально PI-алгебры Мальцева над полем характеристики
нуль совпадает с множеством всех её локально сильно алгебраических элементов.

Abstract

A. Yu. Golubkov, The locally finite radical of algebraic Mal’tsev algebras, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 25 (2025), no. 3, pp. 55—80.

This paper contains a number of sufficient conditions for which the locally finite radical
of an algebraic Mal’tsev locally PI-algebra over a field of characteristic zero coincides with
the set of all its locally strongly algebraic elements.

1. Введение

Работа посвящена доказательству следующего варианта теоремы 1 из [12] и
теоремы 2.3 из [7] на основе идей [36].

Теорема 1.1. Пусть R—алгебраическая локально PI-алгебра Мальцева над
полем F, char F = 0, и выполняется по меньшей мере одно из следующих усло-
вий :

1) F алгебраически замкнуто ;
2) F—поле с (k, s)-условием;
3) для любых элемента x ∈ R и конечномерного подпространства Y ⊆ R
найдётся n(x, Y ) � 1, такое что dimF M(x, yx) � n(x, Y ) для всех y ∈ Y ,
где M(x, yx)—подпространство R, порождённое всеми lkyxx, k � 0.

Тогда локально конечный радикал LF (R) алгебры R совпадает с множеством
всех её локально сильно алгебраических элементов.
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Всюду далее F —произвольное ассоциативное коммутативное кольцо с еди-
ницей, все алгебры над кольцом F являются левыми и правыми унитарными
F -модулями с идентичным левым и правым действием, все классы алгебр над F
содержат нулевую алгебру и изоморфные копии каждой из своих алгебр. Ал-
гебру умножений алгебры R над кольцом F мы будем обозначать через M(R).
Напомним, что M(R)—подалгебра алгебры эндоморфизмов EndF (R) F -моду-
ля R, порождённая всеми операторами левого и правого умножения lx и rx
на элементы x ∈ R, lx : y �→ xy и rx : y �→ yx, y ∈ R. При этом действие
эндоморфизмов ϕ ∈ EndF (R) на элементы x ∈ R мы будем записывать слева:
ϕx = ϕ(x). Операция умножения любой алгебры Ли R будет обозначаться через
[ , ], оператор lx, x ∈ R, — через adx.
Элемент с ассоциативными степенями x алгебры R над кольцом F называ-

ется целым (ниль-элементом), если существует многочлен

xf(t) = tn + xfn−1t
n−1 + . . .+ xf1t ∈ F [t], n � 1,

для которого xf(x) = 0 (xn = 0 при некотором n � 1). Эти понятия, теряющие
смысл в антикоммутативной ситуации, будут применяться только к элементам
альтернативных и линейных йордановых алгебр. Эндоморфизм ϕ модуля M над
кольцом F называется локально конечным (локально нильпотентным), если
для каждого a ∈M можно выбрать

ϕ,af(t) = tnϕ,a + ϕ,afnϕ,a−1t
nϕ,a−1 + . . .+ ϕ,af1t ∈ F [t], nϕ,a � 1,

такой что ϕ,af(ϕ)a = 0 (ϕnϕ,aa = 0 при некотором nϕ,a � 1). Элемент x
антикоммутативной алгебры R над кольцом F называется алгебраическим
(ниль-элементом), если rx—локально конечный (локально нильпотентный) эн-
доморфизм F -модуля R, сильно алгебраическим (энгелевым), если rx—целый
элемент (ниль-элемент) алгебры EndF (R), локально сильно алгебраическим
(локально энгелевым), если для любых конечно порождённых подалгебр A
алгебры R, x ∈ A, и B идеала A, порождённого x, x ∈ B, x— сильно ал-
гебраический (энгелев) элемент B, и локально разрешимым, если в тех же
обозначениях xy—энгелев элемент B для всех y ∈ B.
Алгебры Мальцева (альтернативные, линейные йордановы алгебры) над

кольцом F , состоящие из алгебраических (целых) элементов, называются алгеб-
раическими (целыми, в ряде источников алгебраическими). Алгебры из этих
классов, все элементы которых являются ниль-элементами в соответствующем
смысле, называются ниль-алгебрами.
Алгебра Ли над полем F, удовлетворяющая тождеству, определяемому нену-

левым элементом свободной алгебры Ли над F, называется PI-алгеброй. Мы
будем называть алгебру Мальцева над полем F PI-алгеброй, если она удовле-
творяет тождеству, которое определяет элемент свободной алгебры Мальцева
над F, имеющий ненулевой образ при действии канонического эпиморфизма
данной свободной алгебры на свободную алгебру Ли с тем же множеством сво-
бодных порождающих над F. Алгебры Ли и Мальцева над полями, конечно
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порождённые подалгебры которых являются PI-алгебрами, мы будем называть
локально PI-алгебрами.

Локальные X-алгебры и локальные системы подалгебр

Пусть M—класс алгебр над кольцом F замкнутый относительно взятия
идеалов, X— его подкласс, LX—класс локально X-алгебр, состоящий из тех
алгебр из M, конечно порождённые подалгебры которых из M входят в X, и
RadLX—отображение, которое ставит в соответствие каждой алгебре R ∈ M
сумму RadLX(R) всех её идеалов из LX (локально X-идеалов). Класс LX за-
мкнут относительно взятия подалгебр из класса M, класс X входит в LX, если
и только если X замкнут относительно взятия конечно порождённых подалгебр
из M. Следуя [24], мы будем говорить, что LX— подкласс Фиттинга клас-
са M, если LX содержит все алгебры из M, представимые в виде сумм двух
своих идеалов из LX, т. е. RadLX(R) ∈ LX для всех R ∈ M.
Система подалгебр Π алгебры R называется локальной системой, если R =

=
⋃

P∈Π

P и для любых P, P ′ ∈ Π найдётся P ′′ ∈ Π, P ∪ P ′ ⊆ P ′′. Приведём ряд

сведений о локальных системах, основываясь на идеях из [2; 24, теорема 3.6;
28].

Замечание 1.2. Пусть X—подкласс класса алгебр M, такой, что LX—под-
класс Фиттинга M, R—алгебра из M и Π—локальная система её подалгебр
из M. Тогда идеал RadLX(R) совпадает с множеством ELX(R,Π) всех таких
элементов x ∈ R, что x ∈ RadLX(P ) для любой алгебры P ∈ Π, x ∈ P .

Доказательство. Любые подалгебра A алгебры R, порождённая конечным
набором элементов множества ELX(R,Π), и элемент r ∈ R входят в некоторую
алгебру P ∈ Π, и потому A, rA,Ar ⊆ RadLX(P ). Более того, если a ∈ A ∪
∪ rA ∪ Ar и a ∈ P ′, P ′ ∈ Π, то P ∪ P ′ ⊆ P ′′ для подходящей P ′′ ∈ Π и a ∈
∈ P ′∩ RadLX(P ′′) ⊆ RadLX(P ′). Следовательно, ELX(R,Π)—локально X-идеал
алгебры R, ELX(R,Π) ⊆ RadLX(R). С другой стороны, RadLX(R) ⊆ ELX(R,Π),
поскольку B ∩ RadLX(R) ⊆ RadLX(B) для любой подалгебры B алгебры R,
B ∈ M. Поэтому RadLX(R) = ELX(R,Π).

Пусть R—алгебра из класса M, Π—локальная система её подалгебр из M
и X—подкласс M. Мы будем называть Π локальной X-системой, если для
любых алгебры P ∈ Π и её ненулевого идеала I ∈ X (при его наличии) можно
выбрать алгебру P ′ ∈ Π, P ⊂ P ′, такую что I 	= I ′ ∩ P для каждого её идеала
I ′ ∈ X.

Замечание 1.3. Пусть подкласс X класса алгебр M замкнут относительно
взятия подалгебр из M и содержит все алгебры из M с локальными системами
подалгебр из X. Тогда в алгебре R из класса M нет ненулевых идеалов из
класса X, если и только если любая локальная система её подалгебр из M
является локальной X-системой.
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Доказательство. Заметим, что любая алгебра из класса M имеет локаль-
ные системы подалгебр из M. В частности, такую систему формируют все её
идеалы. Если алгебра R обладает локальной Y-системой подалгебр Π для неко-
торого подкласса Y класса M, замкнутого относительно подалгебр из M, и I —
её идеал из Y, то для любых алгебр P, P ′ ∈ Π, P ⊆ P ′, I∩P и I∩P ′—идеалы P
и P ′, I∩P, I∩P ′ ∈ Y, I∩P = (I∩P ′)∩P и, как следствие, I∩P = I∩P ′ = {0},

I = I ∩R = I ∩
( ⋃

P∈Π

P

)

=
⋃

P∈Π

(I ∩ P ) = {0}.

Поэтому в алгебрах из класса M с локальными Y-системами подалгебр нет
ненулевых идеалов из класса Y.
Допустим, что алгебра R обладает локальной системой подалгебр Π из клас-

са M, которая не является локальной X-системой. Тогда существуют такие ал-
гебра T ∈ Π и её ненулевой идеал J ∈ X, что каждая алгебра T ′ ∈ Π, T ⊂ T ′,
содержит идеал J ′ ∈ X, J = J ′∩T . Выделим локальную систему подалгебр Π′ =
= {T ′ ∈ Π | T ⊆ T ′} и систему их идеалов Π′′ = {S(T ′) | T ′ ∈ Π′} из класса X,
где S(T ′)—пересечение всех идеалов J ′ ∈ X алгебры T ′, J = J ′ ∩ T . Любые
алгебры T1, T2 ∈ Π′ входят в некоторую алгебру T3 ∈ Π′, идеал S(T3) которой
пересекается с каждой из Ti по её идеалу Ji = S(T3) ∩ Ti ∈ X, J = Ji ∩ T ,
и потому S(Ti) ⊆ S(T3), i = 1, 2. Значит, S =

⋃

T ′∈Π′
S(T ′)—идеал алгебры R

с локальной системой подалгебр Π′′ из класса X, {0} 	= S ∈ X. Следовательно,
алгебры из класса M с локальными системами подалгебр из M, не являющи-
мися локальными X-системами, содержат ненулевые идеалы из класса X.

Следствие 1.4. Алгебра R из класса M не содержит ненулевых локально
X-идеалов для некоторого его подкласса X, если и только если любая локальная
система её подалгебр из M является локальной LX-системой.

Следствие 1.5. Пусть X—подкласс класса алгебр M из замечания 1.3, R—
алгебра из M, не содержащая ненулевых идеалов из X, Π—локальная система
её подалгебр из M и P —алгебра из Π, ненулевые идеалы которой из X состав-
ляют конечный набор {I1, . . . , In}, n � 1. Тогда найдётся такая алгебра P ′ ∈ Π,
P ⊂ P ′, что I ∩ P = {0} для любого её идеала I ∈ X.

Доказательство. Для каждого i = 1, . . . , n можно подобрать алгебру Pi ∈
∈ Π, P ⊂ Pi, такую что Ii 	= J ∩ P для любого её идеала J ∈ X (см. замеча-
ние 1.3), и алгебру P ′ ∈ Π, Pi ⊆ P ′, i = 1, . . . , n. Тогда каждый идеал I ∈ X
алгебры P ′ пересекается с алгеброй Pi, i = 1, . . . , n, по её идеалу I ∩ Pi ∈ X,
I ∩ P = (I ∩ Pi) ∩ P 	= Ii, и значит, I ∩ P = {0}.
В дальнейшем обсуждении будут участвовать четыре класса локально X-ал-

гебр, определённых в классе всех алгебр над кольцом F для классов X = R, S,
F, S∩F, где R, S и F—классы нильпотентных, разрешимых и конечных (конеч-
но порождённых как F -модули; конечномерных, если F —поле) алгебр над F .
В случае если подклассM∩LX замкнутого относительно взятия идеалов и гомо-
морфных образов класса алгебр M над кольцом F является радикальным, т. е.
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совпадает с классом радикальных алгебр относительно определяемого им ниж-
него радикала в смысле Куроша—Амицура TM∩LX на M, мы будем говорить,
что на M определён локально X-радикал (локально нильпотентный, локально
разрешимый, локально конечный, локально конечный и разрешимый радикал)
TM∩LX = LN,LS,LF,LSF , X = R,S,F,S ∩ F.
Отметим, что на классах алгебраических и, более того, PK-алгебраических

алгебр Ли и Мальцева над кольцами (с 1/2 в случае алгебр Мальцева) опреде-
лены радикал LF и равные на них радикалы LS и LSF , на классах ниль-алгебр
из этих классов LF , LS и LSF совпадают с определённым на них радикалом
LN , на классах альтернативных и линейных йордановых алгебр над кольца-
ми (с 1/2 в случае йордановых алгебр) также определены LF и равные на
них LS, LSF и LN , совпадающие на классах ниль-алгебр из данных классов
(см. [3,9,10,14,18]).

Поля с (k, s)-условием

Будем говорить, что F— поле с (k, s)-условием, если оно несчётно и для
каждого k � 1 найдутся k функций ϕi : F → F, i = 1, . . . , k, и несчётное под-
множество Mk ⊆ F, такие что для любых s � 1 и бесконечного подмножества
M ⊆ Mk найдутся a1, . . . , am(k,s) ∈ M , для которых det

(
ψp(aq)

)m(k,s)

p,q=1
	= 0,

где m(k, s) =
(
k+s−1

s

)
и {ψp}m(k,s)

p=1 — занумерованные произвольным образом
функции ϕ(n1,...,nk) = ϕn1

1 · · ·ϕnk

k , 0 � ni � s, n1 + . . .+ nk = s.

Замечание 1.6. Пусть n � 1, χ1, . . . , χn—комплексные функции, которые
определены и аналитичны в комплексной области D и линейно независимы
на D над полем комплексных чисел C, и {yi}∞i=1—бесконечная последователь-
ность точек D, сходящаяся к её внутренней точке y. Тогда gk(yi1 , . . . , yik

) =
= det

(
χp(yiq

)
)k

p,q=1
	= 0, k = 1, . . . , n, для некоторых yi1 , . . . , yin

.

Доказательство. Разложение определителя gk(z1, . . . , zk), zi ∈ D, k > 1, по
последнему столбцу имеет вид

gk(z1, . . . , zk) =
k∑

m=1

(−1)m+kgkm(z1, . . . , zk−1)χm(zk),

где

gkm(z1, . . . , zk−1) = det

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

χ1(z1) χ1(z2) . . . χ1(zk−1)
...

...
. . .

...
χm−1(z1) χm−1(z2) . . . χm−1(zk−1)
χm+1(z1) χm+1(z2) . . . χm+1(zk−1)

...
...

. . .
...

χk(z1) χk(z2) . . . χk(zk−1)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(m = 1, . . . , k).
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По теореме единственности аналитической функции любая не равная тожде-
ственно нулю аналитическая в области D функция отлична от нуля на всех эле-
ментах {yi}∞i=1, за исключением, может быть, конечного их числа. В частности,
это верно для функций {χi}. Если gkk(yi1 , . . . , yik−1) = gk−1(yi1 , . . . , yik−1) 	= 0
для некоторых yi1 , . . . , yik−1 , то ввиду линейной независимости {χi} функция
gk(yi1 , . . . , yik−1 , z) принимает ненулевые значения на бесконечном множестве
z ∈ {yi}∞i=1. Используя данное наблюдение, можно последовательно выбрать
yi1 , . . . , yin

, gk(yi1 , . . . , yik
) 	= 0, k = 1, . . . , n.

Замечание 1.7. Любое расширение поля действительных чисел R является
полем с (k, s)-условием.

Доказательство. Зафиксируем любые k � 1 чисел ri ∈ R, ri > 0, линей-
но независимых над полем рациональных чисел Q и действительные функции
ϕi(x) = |x|ri , i = 1, . . . , k. Функции ϕ(n1,...,nk)(x) = |x|r1n1+...+rknk , 0 � ni � s,
n1 + . . . + nk = s, линейно независимы над полем R при всех s � 1. Действи-
тельно, если

∑

0�n1,...,nk�s,
n1+...+nk=s

c(n1,...,nk)|x|r1n1+...+rknk = 0 (x ∈ R)

для некоторых
{
c(n1,...,nk)

}
⊂ R,

{
c(n1,...,nk)

}
	= {0}, то, выбрав

r1m1 + . . .+ rkmk = max
0�n1,...,nk�s,

n1+...+nk=s, c(n1,...,nk) �=0

r1n1 + . . .+ rknk,

мы получим, что ψ(x) = 0 при всех 0 	= x ∈ R, где

ψ(x) = c(m1,...,mk)+
∑

0�n1,...,nk�s,
n1+...+nk=s, (n1,...,nk) �=(m1,...,mk)

c(n1,...,nk)|x|r1(n1−m1)+...+rk(nk−mk),

lim
x→∞ψ(x) = c(m1,...,mk) = 0?! Сходным образом устанавливается линейная

независимость над полем C аналитических продолжений
{
ϕ̄(n1,...,nk)(z) =

= e(r1n1+...+rknk) ln(z)
}
функций

{
ϕ(n1,...,nk)

}
на область C \ R−, где R− =

= {r ∈ R | r � 0} и ln—арифметическая ветвь логарифма Ln, ϕ̄(n1,...,nk)(x) =
= ϕ(n1,...,nk)(x) при всех x ∈ R \ R−. Выберем любой отрезок Mk = [a, b] ⊂ R,
0 < a < b. Поскольку каждое бесконечное подмножество M компакта Mk со-
держит бесконечную последовательность точек {yi}∞i=1, сходящуюся к некото-

рой точке y ∈ Mk, det
(
ψ̄p(yiq

)
)m(k,s)

p,q=1
= det

(
ψp(yiq

)
)m(k,s)

p,q=1
	= 0 для подходящих

yi1 , . . . , yim(k,s) , где {ψp}m(k,s)
p=1 —функции

{
ϕ(n1,...,nk)

}
, занумерованные в лю-

бом порядке (см. замечание 1.6). Поэтому любое расширение F поля R—поле
с (k, s)-условием (функции {ϕi} можно доопределить нулём на F \ R).

Замечание 1.8. Пусть k � 1 и F—поле с (k, s)-условием, k-я степень кото-
рого F

k является объединением неубывающей цепи подмножеств {Km | m � 1},
K1 ⊆ K2 ⊆ . . . ⊆ Km ⊆ . . . ⊆ F

k =
⋃

m�1

Km.
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Тогда найдётся такое n = n(k) � 1, что при всех s � 1 любое векторное
пространство V над полем F, порождённое векторами v(n1,...,nk), 0 � ni � s,
n1 + . . .+ nk = s, совпадает с подпространством, порождённым векторами

v(b1, . . . , bk) =
∑

0�n1,...,nk�s,
n1+...+nk=s

bn1
1 · · · bnk

k v(n1,...,nk) ((b1, . . . , bk) ∈ Kn).

Доказательство. Выберем функции ϕ1, . . . , ϕk и несчётное подмноже-
ство Mk ⊆ F из определения (k, s)-условия. Множество Mk является объ-
единением неубывающей цепи подмножеств {Mkm | m � 1}, Mkm =
=

{
b ∈ Mk |

(
ϕ1(b), . . . , ϕk(b)

)
∈ Km

}
, m � 1. Поэтому, начиная с некоторого

n � 1, все Mkm, m � n, являются несчётными и для любого s � 1 можно
подобрать a1, . . . , am(k,s) ∈Mkn, такие что det

(
ψp(aq)

)m(k,s)

p,q=1
	= 0, где

{ψp}m(k,s)
p=1 =

{
ϕ(n1,...,nk) = ϕn1

1 · · ·ϕnk

k | 0 � ni � s, n1 + . . .+ nk = s
}
.

Следовательно, любое векторное пространство V над полем F, порождённое
векторами v(n1,...,nk), 0 � ni � s, n1 + . . . + nk = s, порождается также их
линейными комбинациями

v
(
ϕ1(aq), . . . , ϕk(aq)

)
=

∑

0�n1,...,nk�s,
n1+...+nk=s

ϕ(n1,...,nk)(aq)v(n1,...,nk) (q = 1, . . . ,m(k, s)).

2. Теорема Прочези для йордановых PI-алгебр

В этой части работы мы приведём вариант теоремы Прочези из [42] и теоре-
мы 7 из [11] для линейных йордановых PI-алгебр, применяемый в доказатель-
стве теоремы 1.1.
Алгебры, в которых произведение любых двух ненулевых идеалов не равно

нулю (нет ненулевых идеалов с нулевыми квадратами), называются первичны-
ми (полупервичными). Идеалы алгебр, фактор-алгебры по которым первичны,
называются первичными идеалами. Будем говорить, что алгебра имеет мак-
симальный первичный спектр, если все её ненулевые собственные первичные
идеалы являются максимальными идеалами. Радикал в смысле Куроша—Ами-
цура T называется специальным, если T -полупростые алгебры из класса его
определения являются подпрямыми произведениями первичных T -полупростых
алгебр. В частности, радикалы LN , LF и LSF являются специальными на всех
замкнутых относительно взятия конечно порождённых подалгебр классах, на
которых они определены (см. [4, теорема 3.4; 10, теорема 7]).
Конструкции центроида Мартиндейла (расширенного центроида) и цен-

трального замыкания полупервичной алгебры, используемые ниже, подробно
описаны в [19, 31, 33, 34, 46]. Напомним, что центроид Мартиндейла CM(R)
ненулевой первичной алгебры R над кольцом F является полем, её централь-
ное замыкание P (R)—первичной алгеброй над полем CM(R). Алгебра R яв-
ляется F -подалгеброй алгебры P (R), элементы которой порождают P (R) как
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CM(R)-пространство, P (R) = CM(R)R, и

CM(R) = EndM(R)′
(
P (R)

)
= EndM(P (R))′

(
P (R)

)
= Z

(
M

(
P (R)

)′)
,

где M(R)′ и M
(
P (R)

)′
—алгебры умножений R и P (R) с добавленными

к ним при необходимости тождественными изоморфизмами IdR и IdP (R) и

Z
(
M

(
P (R)

)′)
—центр M

(
P (R)

)′
. При этом F IdP (R) ⊆ CM(R), F IdP (R)

∼=
∼= F/AnnF R, где AnnF R—аннулятор F -модуля R, AnnF R =

{
f ∈ R |

fR = {0}
}
. Если R—простая алгебра, то P (R) = R и CM(R) = EndM(R)′(R).

Кроме того, если C — F -подалгебра с единицей поля CM(R), CR—C-подал-
гебра алгебры P (R), порождённая элементами алгебры R, то поля CM(CR)
и CM(R) изоморфны над C, алгебры P (CR) и P (R) изоморфны над CM(R)
(действие элементов CM(R) на P (CR) определяется как действие их обра-
зов в CM(CR) при действии C-изоморфизма CM(R) и CM(CR), изоморфизм
P (R) и P (CR) продолжает тождественный изоморфизм CR). В случае ес-
ли алгебра R имеет ненулевой центр Z(R), мы можем отождествить Z(R)
с F -подалгеброй {lz = rz | z ∈ Z(R)} поля CM(R), центральное кольцо частных
Q = RS−1— c Z(Q)-подалгеброй Z(Q)R алгебры P (R), где S = Z(R) \ {0},
Z(Q) = Z(R)S−1—поле частных Z(R) в CM(R), и, следовательно, CM(R) ∼=
∼= CM(Q), P (R) ∼= P (Q) и CM(R) ∼= Z

(
P (R)

)
. При этом если алгебра Q проста,

P (R) ∼= Q, CM(R) ∼= Z(Q).
Замечание 2.1. Пусть первичная алгебра R над полем F не является локаль-

но нильпотентной и её центральное замыкание P (R) локально конечномерно
над центроидом Мартиндейла CM(R). Тогда алгебра P (R) локально конечно-
мерна над полем F, если и только если поле CM(R) алгебраично над F.

Доказательство. Алгебра P (R) над полем CM(R) содержит конечномер-
ную ненильпотентную подалгебру A. Алгебра A имеет конечномерную нениль-
потентную алгебру умножений M(A), и, как следствие, найдётся ненильпо-
тентный оператор ϕ ∈ M(A) (см. [1, теорема 3; 44, следствие 1.6.26, тео-
рема 1.6.36]). Если алгебра P (R) локально конечномерна над полем F, то
в алгебре A имеется конечномерная ϕ-инвариантная F-подалгебра B, содер-
жащая CM(R)-базис A, ϕ аннулируется на A характеристическим многочленом
его ограничения на B и его собственные значения, среди которых есть ненуле-
вые, входят в алгебраическое замыкание F̄ поля F в алгебраическом замыкании
CM(R) поля CM(R). Так как последнее верно для всех операторов αϕ ∈M(A),
α ∈ CM(R), CM(R) ⊆ F̄. С другой стороны, если CM(R) ⊆ F̄, по лемме 3.4
из [6] алгебра P (R) локально конечномерна над полем F.

Ввиду [9, предложение 1] мы сразу получаем следствие.

Следствие 2.2. Пусть центральное замыкание P (R) первичной алгебры R
над полем F является простой локально конечномерной алгеброй над центрои-
дом CM(R). Тогда алгебра P (R) локально конечномерна над полем F, если и
только если поле CM(R) алгебраично над F.
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Пусть M— замкнутый относительно взятия идеалов и гомоморфных образов
класс алгебр над кольцом F , на котором определён и специален локально ко-
нечный радикал LF , M′— его подкласс, состоящий из всех алгебр R ∈ M,
таких что каждая фактор-алгебра R/P , R 	= P ∈ SpecLF (R), имеет нену-
левой центр и локально конечномерное над его полем частных центральное
кольцо частных QP , где SpecLF (R)—множество всех первичных идеалов R,
фактор-алгебры по которым LF -полупросты, и

N = {R ∈ M′ | dimZ(QP )QP = nP <∞, R 	= P ∈ SpecLF (R)},
N′ = {R ∈ N | 1/nP ∈ F/AnnF R/P, R 	= P ∈ SpecLF (R)},
N′′ = {R ∈ N′ | 1/nP ! ∈ F/AnnF R/P, R 	= P ∈ SpecLF (R)}.

Поскольку любую алгебру R над кольцом F можно рассматривать как алгебру
над его фактор-кольцом F/AnnF R, из леммы 3.4 из [6] сразу следует замеча-
ние 2.3.

Замечание 2.3. Целые алгебры из класса M′ над кольцом F с максималь-
ным первичным спектром локально конечны.

Замечание 2.4. Если z—элемент центра Z(R) алгебры R из класса N′ над
кольцом F , такой что оператор умножения lz = rz является суммой целых
элементов алгебры умножений M(R), то z является целым элементом.

Доказательство. Допустим, что элемент z не является целым и, значит,
0 не входит в подполугруппу

V (z) = {zn + fn−1z
n−1 + . . .+ f1z | fi ∈ F, n � 1}

мультипликативной полугруппы центра Z(R) алгебры R. Используя лемму Цор-
на, выберем максимальный идеал P среди всех идеалов алгебры R, не содер-
жащих элементов полугруппы V (z). Образ полугруппы V (z) в фактор-алгеб-
ре R/P совпадает с подполугруппой V (z + P ) мультипликативной полугруп-
пы её центра Z(R/P ). Ввиду того, что каждый ненулевой идеал алгебры
R/P имеет непустое пересечение с полугруппой V (z + P ), 0 /∈ V (z + P )
и V (z′ + P ) ⊆ V (z + P ), z′ ∈ V (z), R/P первична и LF -полупроста. Ал-
гебру умножений M(R/P ) алгебры R/P можно отождествить с изоморфной
ей F -подалгеброй алгебры умножений M(QP ) её центрального кольца част-
ных QP , состоящей из продолжений элементов M(R/P ) до элементов M(QP )
по Z(QP )-линейности. Так как канонический эпиморфизм алгебры R на ал-
гебру R/P индуцирует эпиморфизм их алгебр умножений M(R) → M(R/P ),
при котором tx �→ tx+P , x ∈ R, tx ∈ {lx, rx}, оператор lz+P является суммой
целых элементов M(R/P ), и потому его след tr lz+P = nP (z + P ) ∈ Z(QP ),
где nP = dimZ(QP )QP , и элемент z + P являются целыми над кольцом F ,
0 ∈ V (z + P )?!

Следствие 2.5. Если R— такая алгебра из класса N′ над кольцом F с мак-
симальным первичным спектром, что для любого x ∈ R оператор умножения lx
или (и) rx является суммой целых элементов алгебры умножений M(R), то R
локально конечна.
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Из теоремы Гамильтона—Кэли и формул Ньютона несложно вывести заме-
чание 2.6.

Замечание 2.6. Пусть V —векторное пространство над полем F, n =
= dimF V < ∞, char F > n, если char F > 0, A—линейный оператор на V ,
такой что его степени Ai, i = 1, . . . , n, являются суммами линейных операторов
на V , целых над некоторой подобластью F ⊆ F, 1/n! ∈ F . Тогда оператор A
является целым над областью F .

Используя замечание 2.6 в конце доказательства замечания 2.4, можно сде-
лать следующее замечание.

Замечание 2.7. Если x—элемент с ассоциативными степенями алгебры R
из класса N′′ над кольцом F , такой что все степени оператора умножения lx
или (и) rx являются суммами целых элементов алгебры умножений M(R), то
x—целый элемент.

Замечание 2.8. Если R— такая алгебра из класса N над кольцом F с мак-
симальным первичным спектром, что все элементы алгебры умножений M(R)
являются суммами её целых элементов, то R локально конечна.

Доказательство. Покажем, что в случае если ненулевая алгебра R пер-
вична, она не является LF -полупростой. Действительно, иначе можно вы-
брать нецелый элемент z ∈ Z(R) и перейти к первичной LF -полупростой
алгебре R/P , все ненулевые идеалы которой содержат элементы полугруп-
пы V (z + P ) (см. доказательство замечания 2.4). Поскольку кольцо частных
Q = (R/P )V (z + P )−1 простое, его центр Z(Q)—поле. Поэтому Z(Q)—поле
частных Z(QP ) кольца Z(R/P ), Q—центральное кольцо частных QP алгебры
R/P . По теореме плотности конечномерная центральная простая алгебра QP

над полем Z(QP ) имеет простую примитивную алгебру умножений M(QP ),
M(QP ) ∼= EndZ(QP )(QP ) (Z(QP ) ∼= CM(QP )). Так как алгебра M(QP ) порож-
дается как Z(QP )-пространство элементами её F -подалгебры M(R/P ), можно
выбрать оператор ψ ∈M(R/P ) с trψ 	= 0, и значит, tr lz+Pψ = (z + P ) trψ 	= 0.
Остаётся заметить, что все элементы алгебры M(R/P ) являются суммами её
целых элементов, их следы и вместе с ними элемент z + P являются целыми
над кольцом F ?!

Пусть теперь K— замкнутый относительно взятия идеалов и гомоморфных
образов класс алгебр над кольцом F , на котором определён и специален локаль-
но нильпотентный радикал LN , K′— его подкласс, состоящий из всех алгебр
R ∈ K, таких что каждая фактор-алгебра R/P , R 	= P ∈ SpecLN (R), имеет
ненулевой центр и локально конечномерное над его полем частных центральное
кольцо частных QP , где SpecLN (R)—множество всех первичных идеалов R,
фактор-алгебры по которым LN -полупросты, и

L = {R ∈ K′ | dimZ(QP )QP = nP <∞, R 	= P ∈ SpecLN (R)} ,
L′ = {R ∈ L | 1/nP ∈ Z(QP ), R 	= P ∈ SpecLN (R)} .
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В дальнейшем в этой части работы мы будем называть основное кольцо F
алгеброй, если F —алгебра над полем характеристики нуль.

Замечание 2.9. Если R—алгебра из класса L′ над кольцом F (K′ над алгеб-
рой F ), такая что для любого x ∈ R оператор умножения lx или (и) rx является
суммой локально нильпотентных (как эндоморфизмы F -модуля R) элементов
алгебры умножений M(R), то R локально нильпотентна.

Доказательство. Если R/P —ненулевая первичная LN -полупростая фак-
тор-алгебра алгебры R, то локально нильпотентные элементы алгебры умноже-
ний M(QP ) центрального кольца частных QP алгебры R/P являются ниль-эле-
ментами и для любого x ∈ QP оператор умножения lx или (и) rx имеет нулевой
след, но tr lz = tr rz = nP z 	= 0 при всех 0 	= z ∈ Z(QP )?! Поэтому SpecLN (R) =
= {R}, R = LN(R).
В случае алгебры R из класса K′ над алгеброй F в этом рассуждении следу-

ет взять любой элемент 0 	= z ∈ Z(QP ), выразить оператор lz = rz через сумму
lz = ψ1+. . .+ψk локально нильпотентных элементов ψi ∈M(QP ), подобрать ко-
нечномерную подалгебру A алгебры QP , инвариантную относительно действия
всех {ψi}, и вывести противоречие 0 	= tr lz|A = nz = 0, n = dimZ(QP )A, из
нильпотентности ограничений {ψi} на A.

Замечание 2.10. Если R—алгебра из класса L над кольцом F , такая что
все элементы алгебры умножений M(R) являются суммами её локально ниль-
потентных элементов, то R локально нильпотентна.

Доказательство. Если алгебра R первична, LN -полупроста и не равна ну-
лю, то мы можем выбрать элемент 0 	= z ∈ Z(R), заменить полугруппу V (z)
в доказательстве замечания 2.8 на полугруппу 〈z〉 = {zi | i � 1} и перей-
ти к первичной LN -полупростой фактор-алгебре R/P с простым центральным
кольцом частных QP = (R/P )〈z + P 〉−1. При этом по условию все элементы
алгебры умножений M(QP ) имеют нулевые следы, что невозможно, M(QP ) ∼=
∼= EndZ(QP )(QP ).

Замечание 2.11. Ассоциативная алгебра R над кольцом F , все элементы ко-
торой являются суммами её целых элементов (ниль-элементов), имеет алгебру
умножений M(R) c тем же свойством.

Доказательство. Алгебру умножений M(R) алгебры R составляют конеч-
ные суммы операторов tz и lxry, x, y, z ∈ R, tz ∈ {lz, rz}. Для любых элементов
x, y ∈ R операторы умножения lx, ry порождают коммутативную подалгебру
〈lx, ry〉 алгебрыM(R), которая является конечной (нильпотентной), если и толь-
ко если x, y являются целыми (ниль-элементами) (см. также [9, лемма 7; 10,
лемма 1]).

Замечание 2.12. Пусть R—моноассоциативная алгебра с единицей 1 и ин-
волюцией ∗ над полем F, char F 	= 2, такая что t(x) = x+ x∗, n(x) = xx∗ ∈ F · 1
для всех x ∈ R, F —подобласть F. Если элементы z, z2 ∈ R являются сумма-
ми целых над областью F элементов (ниль-элементов) R, то z является целым
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над F (ниль-элементом). Если элемент z ∈ F · 1 является суммой целых над F
элементов (ниль-элементов) R, то z является целым над F (z = 0).

Доказательство. Так как x2−t(x)x+n(x) = 0, t(x2) = t(x)2−2n(x) для всех
x ∈ R, элемент x ∈ R является целым над областью F (ниль-элементом), если и
только если элементы t(x), t(x2) ∈ F · 1 являются целыми над F (t(x) = t(x2) =
= x2 = 0). Если элемент y ∈ R является суммой y = y1 + . . .+ yn целых над F
элементов (ниль-элементов) yi ∈ R, n � 1, то элемент t(y) = t(y1) + . . . + t(yn)
является целым над F (t(y) = 0). При этом t(y) = 2y, если y ∈ F · 1.
Заметим, что в матричной алгебре Кэли—Диксона O(F ) над любым коль-

цом F , 2F = {0}, единица представима в виде суммы ниль-элементов,
(

1 (0, 0, 0)
(0, 0, 0) 1

)

=

=
(

1 (1, 0, 0)
(1, 1, 0) 1

)

+
(

0 (1, 1, 0)
(1, 1, 0) 0

)

+
(

0 (0, 1, 0)
(0, 0, 0) 0

)

.

Поэтому в замечании 2.12 условие char F 	= 2 является существенным.
Йорданову алгебру ассоциативной алгебры R над кольцом F с 1/2, получен-

ную из R заменой операции умножения на операцию ·, x · y = 1/2(xy + yx),
x, y ∈ R, мы будем обозначать через R(+). Йорданова алгебра J над коль-
цом F называется специальной, если она вкладывается в йорданову алгеб-
ру R(+) подходящей ассоциативной алгебры R над F . Если образ алгебры J
при этом вложении порождает алгебру R, R называется ассоциативной обёр-
тывающей J .
Элемент свободной ассоциативной алгебры без единицы над кольцом F на-

зывается собственным, если коэффициенты его несократимой записи порожда-
ют F как идеал. Элемент свободной альтернативной (йордановой) алгебры без
единицы над кольцом F (с 1/2) называется собственным, если его образ при
действии канонического эпиморфизма данной свободной алгебры на свободную
ассоциативную алгебру с тем же множеством свободных порождающих над F
(её йорданову подалгебру, порождённую свободными порождающими) является
собственным элементом (свободной ассоциативной алгебры). Ассоциативные,
альтернативные и линейные йордановы алгебры над кольцом F (с 1/2 в случае
йордановых алгебр), удовлетворяющие тождествам, определяемым собственным
элементам соответствующей свободной алгебры над F , называются PI-алгебра-
ми (см. [6, введение]).
Так как класс альтернативных PI-алгебр над кольцом F удовлетворяет усло-

виям, наложенным на классы N и L (см. [9, теорема 11; 16; 43]), замечания
2.8, 2.10—2.12 (для колец Кэли—Диксона) и следствие 2.2 позволяют записать
теорему 1 из [42] и следствие из [41] в следующем виде.

Следствие 2.13. Ассоциативные (альтернативные) PI-алгебры над кольца-
ми с максимальным первичным спектром (и 1/2), все элементы которых явля-
ются суммами их целых элементов, локально конечны. Ассоциативные (альтер-
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нативные) PI-алгебры над кольцами (с 1/2), все элементы которых являются
суммами их ниль-элементов, локально нильпотентны.

При помощи теоремы 1 из [20] данный вывод обобщается на правоальтер-
нативные алгебры над кольцами с 1/2 с заменой локальной конечности (ниль-
потентности) на локальную правую конечность (нильпотентность) (локальную
конечность (нильпотентность) правоальтернативных алгебр как линейных йор-
дановых алгебр).
Пусть R—альтернативная PI-алгебра над кольцом F , R 	= LF (R),

Spec′LF (R)—множество всех идеалов P ∈ SpecLF (R), таких что фактор-ал-
гебра R/P ассоциативна,

n′ =

⎧
⎨

⎩

0, если Spec′LF (R) = {R},
√ max

R �=P∈Spec′LF (R)
nP иначе,

n′′ =

{
0, если SpecLF (R) = Spec′LF (R),
2 иначе,

nLF (R) = max{n′, n′′}.

Сходным образом, если R 	= LN(R), определим параметр nLN (R).

Следствие 2.14. Если 1/n! ∈ F , n = nLF (R) (n = nLN (R)), x—элемент
алгебры R, такой что его степени xi, i = 1, . . . , n, являются суммами целых
элементов (ниль-элементов) R, то x является целым элементом (ниль-элемен-
том).

Доказательство. В противном случае 0 /∈ V (x) (0 /∈ 〈x〉) и существует пер-
вичная LF -полупростая (LN -полупростая) фактор-алгебра R/P , 0 /∈ V (x + P )
(0 /∈ 〈x + P 〉) (см. доказательства замечаний 2.4 и 2.10). Алгебра R/P либо
ассоциативна и вкладывается над кольцом F в алгебру MnP

(
Z(QP )

)
матриц

размера nP ×nP над алгебраическим замыканием Z(QP ) поля Z(QP ), либо яв-
ляется кольцом Кэли—Диксона. Поэтому по замечаниям 2.6 (2.7) и 2.12 элемент
z + P является целым (ниль-элементом)?!

Класс йордановых PI-алгебр над кольцом F с 1/2 удовлетворяет условиям,
наложенным на классы M′ и K′ (см. [11, теорема 3; 13, теорема 5]; локаль-
ная конечномерность йордановых алгебр симметрических билинейных форм на
векторных пространствах над полями следует из [9, следствие 1]), классы ко-
нечно порождённых йордановых PI-алгебр и специальных йордановых алгебр
с ассоциативными обёртывающими PI-алгебрами над алгеброй F удовлетворя-
ют условиям, наложенным на классы N′′ и L′ (см. [16; 19, теорема 4.1; 43]).
Отметим также, что операторы умножения на целые (ниль-элементы) линей-
ных йордановых алгебр являются целыми (ниль-элементами) (см. [7, замечание
2.11]).
Пусть O—алгебра Кэли—Диксона над полем F, char F 	= 2, с канонической

инволюцией x �→ x̄, x ∈ O, и H3(O)—йорданова алгебра эрмитовых матриц
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размера 3 × 3 с коэффициентами из O и операцией умножения X · Y =
= (1/2)(XY + Y X), X,Y ∈ H3(O), где XY —обычное произведение матриц
X и Y . Для удобства отождествим поле F с центром F · 1 алгебры O, где 1—
единица O. Каждый элемент X ∈ H3(O) представим в виде

X = (α, β, γ | a, b, c) =

⎛

⎝
α c b̄
c̄ β a
b ā γ

⎞

⎠ (α, β, γ ∈ F, a, b, c ∈ O)

и аннулируется многочленом χX(t) = t3 − tr(X)t2 + q(X)t− d(X) ∈ F[t], где

tr(X) = α+ β + γ, q(X) = αβ + αγ + βγ − n(a) − n(b) − n(c),

d(X) = αβγ − an(a) − bn(b) − cn(c) + t
(
(ab)c

)
,

t(x) = x + x̄, n(x) = xx̄ ∈ F, x ∈ O (см. [45]). Линейная йорданова алгебра J
над полем F называется алгеброй Алберта, если её скалярное расширение
F′J = F

′ ⊗F J изоморфно алгебре H3(O) для некоторых расширения F
′ поля F

и алгебры Кэли—Диксона O над F
′ (алгебру O можно считать расщепляемой,

т. е. изоморфной матричной алгебре O(F′)). Любая алгебра Алберта проста,
исключительна (неспециальна) и имеет размерность 27 над своим центром, и
наоборот, все простые исключительные йордановы алгебры над полями явля-
ются алгебрами Алберта (см. [13, теоремы 2, 4]). Большой объём сведений об
алгебрах Алберта и кубических йордановых алгебрах можно найти в [40].

Замечание 2.15. Если элемент X алгебры H3(O) является суммой её целых
элементов над некоторым подполем k поля F, то его след tr(X) алгебраичен
над k.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда элемент X =
= (α, β, γ | a, b, c) является целым над полем k. Минимальный многочлен
μX(t) ∈ F[t] элемента X имеет алгебраичные над полем k коэффициенты,
degμX � 3. Так как μX = χX при degμX = 3 и μX(t) = t − α, X =
= (α, α, α | 0, 0, 0) при degμX = 1, мы можем считать, что deg μX = 2,
μX(t) = t2 + θt+ δ. Тогда

(α+ β + θ)c+ b̄ā = (α+ γ + θ)b̄+ ca = (β + γ + θ)a+ c̄b̄ = 0,

α2 + θα+ n(b) + n(c) = β2 + θβ + n(a) + n(c) = γ2 + θγ + n(a) + n(b) = −δ
и, как следствие,

a
(
n(b) − (β + α+ θ)(β + γ + θ)

)
= a

(
n(c) − (γ + α+ θ)(γ + β + θ)

)
= 0,

b
(
n(a) − (α+ β + θ)(α+ γ + θ)

)
= b

(
n(c) − (γ + α+ θ)(γ + β + θ)

)
= 0,

c
(
n(a) − (α+ β + θ)(α+ γ + θ)

)
= c

(
n(b) − (β + α+ θ)(β + γ + θ)

)
= 0.

Если по меньшей мере два элемента набора {a, b, c} отличны от нуля,
n(a) = (α+ β + θ)(α+ γ + θ), n(b) = (α+ β + θ)(β + γ + θ),

n(c) = (α+ γ + θ)(β + γ + θ),

(t(X) + θ)2 + αθ = (t(X) + θ)2 + βθ = (t(X) + θ)2 + γθ = −δ.
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При θ = 0 это сразу гарантирует алгебраичность tr(X) над полем k, при θ 	= 0
отсюда следуют равенства α = β = γ, 9α2 + 7αθ + θ2 + δ = 0 и вместе с ними
алгебраичность α и tr(X) = 3α над k (при любом значении char F). Если в набор
{a, b, c} входит один ненулевой элемент, например a, то θ = − β − γ, α2 + θα+
+ δ = 0, α и tr(X) = α − θ алгебраичны над полем k. Если a = b = c = 0,
ξ2 + θξ + δ = 0, ξ = α, β, γ, и потому α, β, γ и tr(X) = α + β + γ алгебраичны
над k.

Отметим также, что элемент X ∈ H3(O) является ниль-элементом, если и
только если tr(X) = q(X) = d(X) = 0 (см. доказательство замечания 2.15 для
X 	= X2 = 0).

Теорема 2.16. Йордановы PI-алгебры над кольцами с максимальным пер-
вичным спектром и 1/2, все элементы которых являются суммами их целых
элементов, локально конечны. Йордановы PI-алгебры над кольцами с 1/2, все
элементы которых являются суммами их ниль-элементов, локально нильпотент-
ны.

Доказательство. Допустим, что существует ненулевая первичная LF -полу-
простая йорданова PI-алгебра J над кольцом F с максимальным первичным
спектром и 1/2, все элементы которой являются суммами её целых элементов.
Тогда она невырожденна, её центральное кольцо частных Q является централь-
ной простой алгеброй над полем Z(Q) и изоморфно одной из следующих алгебр:

(1) R(+), где R—простая ассоциативная PI-алгебра над Z(Q);
(2) Sym(R, ∗) = {r + r∗ | r ∈ R}—подалгебра ∗-симметрических элементов

алгебры R(+), где R—простая ассоциативная PI-алгебра над Z(Q) с ин-
волюцией ∗;

(3) алгебра Алберта;
(4) J(V, f)—йорданова алгебра невырожденной билинейной симметрической

формы f на векторном пространстве V над Z(Q), dimZ(Q) V > 1

(см. [13, теоремы 4, 5] с учётом [25, 26]). Указанная здесь алгебра R цен-
тральна, проста и конечномерна над своим центром Z(R), причём Z(Q) =
= Z(R(+)) = Z(R) в случае (1) и Z(Q) = Z

(
Sym(R, ∗)

)
= Z(R) ∩ Sym(R, ∗),

dimZ(Q) Z(R) � 2 в случае (2) (см. [31, теоремы 3.16, 3.19; 32, теоремы 3.5,
3.7]). Перейдём к скалярному расширению

Z(Q)
R алгебры R над алгебраи-

ческим замыканием Z(Q) поля Z(Q) с продолженной на него инволюцией ∗
в случае (2). Если n—наименьшая степень нетривиального тождества с ко-
эффициентами из поля Z(R), которому удовлетворяет алгебра R, то n = 2m,
m � 1, алгебра

Z(Q)
R над полем Z(Q) изоморфна в случаях (1) и (2) для

инволюции ∗ первого типа (Z(Q) = Z(R)) алгебре матриц Mm

(
Z(Q)

)
, где

X∗ = Y XtY −1, X ∈ Mm

(
Z(Q)

)
, X �→ Xt—матричное транспонирование,

Y —фиксированная обратимая матрица, Y ∈ GLm

(
Z(Q)

)
, в случае (2) для

инволюции ∗ второго типа (dimZ(Q) Z(R) = 2) — алгебре Mm

(
Z(Q) ⊕ Z(Q)

)
,
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где X∗ = (xij)t, X = (xij) ∈ Mm

(
Z(Q) ⊕ Z(Q)

)
, x̄ = (x2, x1), x = (x1, x2) ∈

∈ Z(Q)⊕Z(Q) (см. [9, c. 60; 38, с. 208, 209; 39, предложения 2.19, 2.20]). Алгеб-
ру J можно отождествить с F/AnnF J-подалгеброй алгебры Z(Q)

R(+) в случае

(1) и Sym
(
Z(Q)

R, ∗
)
в случае (2), которая порождает её как Z(Q)-пространство.

Поэтому найдётся элемент x ∈ J , след которого trx как матрицы из Mm

(
Z(Q)

)

или Mm

(
Z(Q) ⊕ Z(Q)

) ∼= Mm

(
Z(Q)

)
⊕ Mm

(
Z(Q)

)
не равен нулю. Поскольку

по условию следы всех элементов алгебры J алгебраичны над полем F/AnnF J
и tr zx = z trx 	= 0 для всех 0 	= z ∈ Z(J), область Z(J) алгебраична над
F/AnnF J , Z(J) = Z(Q), J = Q = LF (J) (см. [7, лемма 3.4])?!
В случае (3) можно выбрать поле F, Z(Q) ⊆ F, такое что FQ ∼= H3(O)

для некоторой алгебры Кэли—Диксона O над F, и отождествить алгебру J
с F/AnnF J-подалгеброй алгебры FQ, которая порождает её как F-простран-
ство. Последнее позволяет выбрать элемент J , который как матрица из H3(O)
имеет ненулевой след, вывести по аналогии с предыдущим рассуждением ал-
гебраичность над полем F/AnnF J области Z(J) (см. замечание 2.15) и вновь
прийти к противоречию J = Q = LF (J)?!
В случае (4) алгебру J можно вложить в алгебру J(V, f), которая является

прямой суммой пространств Z(Q) = Z(Q) · 1 с базисом 1 и V c операцией
умножения

(z · 1 + v) · (z′ · 1 + v′) =
(
zz′ + f(v, v′)

)
· 1 + (z′v+ zv′) (z, z′ ∈ Z(Q), v, v′ ∈ V ).

Алгебра J(V, f) обладает автоморфизмом второго порядка

x = z · 1 + v �→ x̄ = z · 1 − v, z ∈ Z(Q), v ∈ V,

причём
t(x) = x+ x̄ = 2z · 1, n(x) = xx̄ =

(
z2 − f(v, v)

)
· 1.

Поэтому по замечанию 2.12 алгебра J является целой над полем F/AnnF J ,
J = Q = LF (J)?!
Заменив в проделанном рассуждении J на ненулевую первичную LN -полу-

простую йорданову PI-алгебру над кольцом с 1/2, все элементы которой явля-
ются суммами её ниль-элементов, мы получим, что J не содержит элементов
с ненулевым следом в случаях (1)—(3) и является ниль-алгеброй в случае (4)
(более того, J нильпотентна в случаях (1)—(3) и локально нильпотентна в слу-
чае (4) (см. [22, теоремы 1, 2]))?!

Из доказательств замечаний 2.4 и 2.9 (вторая часть) можно также вывести
следствие.

Следствие 2.17. Если элемент z центра Z(J) йордановой PI-алгебры J над
алгеброй F является суммой целых элементов J , то z является целым элемен-
том.

Отметим, что первое утверждение теоремы 2.16 для йордановых PI-алгебр
над алгеброй F с максимальным первичным спектром напрямую следует из
следствия 2.17.
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3. Доказательство теоремы 1.1

Абсолютными делителями нуля алгебр Мальцева называются их элементы,
операторы умножения на которые имеют нулевые квадраты. Алгебры Мальце-
ва, не содержащие ненулевых абсолютных делителей нуля, называются невы-
рожденными. В алгебрах Ли используется другое условие невырожденности,
которое совпадает с данным для алгебр Ли без 2-кручения. Первичные невы-
рожденные алгебры Мальцева называются сильно первичными. Наименьший из
идеалов алгебры Мальцева, фактор-алгебры по которым невырожденны, назы-
вается её радикалом Кострикина.
Понятие йордановой алгебры алгебры Ли из [35] мы приведём в форме

из [7]. Пусть L—алгебра Ли без 6-кручения над кольцом F , a—йорданов
(3-энгелев) элемент L, т. е. ad3

a = 0, и L(a)—алгебра, полученная из L заме-
ной операции умножения на операцию ·a, x ·a y =

[
[a, x], y

]
, x, y ∈ L. Тогда

Ker ad2
a =

{
x ∈ L

∣
∣
[
a, [a, x]

]
= 0

}
—идеал алгебры L(a) и La = L(a)/Ker ad2

a—
йорданова алгебра, которая называется йордановой алгеброй алгебры Ли L по
элементу a (см. [7, замечание 1.1, теорема 1.2; 35, теорема 2.4]; под отсутстви-
ем в алгебре k-кручения, k � 1, понимается его отсутствие в её аддитивной
группе).
Доказательство теоремы 1.1 базируется на следующих вариантах предложе-

ния 5.1 (см. также его доказательство) и леммы 6.1 из [36].

Предложение 3.1. Ненулевая сильно первичная PI-алгебра Ли L над алгеб-
раически замкнутым полем F, char F = 0, проста и конечномерна, если и только
если L содержит ненулевые йордановы элементы и все её йордановы алгебры
по ним являются целыми.

Лемма 3.2. Пусть L—алгебра Ли над бесконечным полем F, char F 	= 2, 3,
F
′—бесконечное подполе F, L′—алгебраическая F

′-подалгебра L, которая по-
рождает L, и выполняется по меньшей мере одно из следующих условий :

1) F
′—поле с (k, s)-условием;

2) L′—PI-алгебра с условием 3) теоремы 1.1.

Тогда йорданова алгебра La алгебры L по любому её йорданову элементу a
является целой.

Доказательство. Целостность образа x̄ = x+ Ker ad2
a элемента x ∈ L в ал-

гебре La равносильна конечномерности пространства

M(x, [a, x]) = F

〈
adk

[a,x] x | k � 0
〉
,

поскольку

M(x, [a, x]) = F

〈
adk

[a,x] x = x̄k+1 | k � 0
〉
.

Зафиксировав выражение a = α1a1 + . . .+αkak, αi ∈ F, ai ∈ L′, k � 1, и x ∈ L′,
мы можем записать для всех s � 1, βi ∈ F
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ads
[β1a1+...+βkak,x] x =

∑

0�n1,...,nk�s,
n1+...+nk=s

βn1
1 · · ·βnk

k v(n1,...,nk),

v(n1,...,nk) =
∑

σ∈Ss

ad[aiσ(1) ,x] · · · ad[aiσ(s) ,x] x,

где 1 � i1 � i2 � . . . � is � k, ni = |{l | il = i}|, Ss— симметрическая группа
степени s. Для каждого s � 1 выберем множество Ts ⊂ F

′, |Ts| � s + 1, такое
что

v(n1,...,nk) ∈Ws = F′〈ads
[γ1a1+...+γkak,x] x | γi ∈ Ts〉 (0 � ni � s, n1+. . .+nk = s)

и, как следствие,

Ws = F′〈ads
[v,x] x | v ∈ V = F

′a1 + . . .+ F
′ak〉,

dimF′ Ws � l(s, k) = min{m(k, s), |Ts|k}.

ПоложимM(y, z)′ = F′〈adk
z y | k � 0〉, y, z ∈ L′. Заметим, что dimF′ M(y, z)′ <∞

ввиду алгебраичности алгебры L′ и dimF′ M(y, z)′ � m для некоторого m � 1,
если и только если M(y, z)′ = F

′y + F
′ adz y + . . .+ F

′ adm−1
z y. Поэтому

F
′k =

⋃

m�1

Am,

где

Am = {(θ1, . . . , θk) ∈ F
′k | dimF′ M(x, [θ1a1 + . . .+ θkak, x])′ � m} ,

и существует n � 1, такое, что Ws = F′〈ads
[θ1a1+...+θkak,x] x | (θ1, . . . , θk) ∈ An}

при любом s � 1. Для условия 1) последнее следует из замечания 1.8, для
условия 2) можно взять n = n(x, V )′ = max{dimF′ M(x, [v, x])′ | v ∈ V }. Таким
образом,

W = F
′x+

∑

s�1

Ws =
∑

v∈V

M(x, [v, x])′ =

=
∑

(θ1,...,θk)∈An

M(x, [θ1a1 + . . .+ θkak, x])′ = F
′x+W1 + . . .+Wn−1,

M(x, [a, x]) ⊆ FW ,

dimF M(x, [a, x]) � dimF FW � dimF′ W � 1 + l(1, k) + . . .+ l(n− 1, k).

При выполнении условия 2) алгебра L удовлетворяет всем однородным тож-
дествам PI-алгебры L′, и потому L и La являются PI-алгебрами (см. [6, замеча-
ние 2.2; 9, теорема 6; 36, предложение 4.2]). Так как по доказанному элементы
алгебры La являются суммами её целых элементов (F-линейными комбинация-
ми образов в La элементов алгебры L′), PI-алгебра La локально конечномерна
(см. теорему 2.16).
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Остаётся показать, что при выполнении условия 1) dimF M(x, [a, x]) < ∞
для всех x ∈ L. Зафиксируем выражение x = ψ1x1 + . . .+ψqxq, ψj ∈ F, xj ∈ L′,
q � 1, и запишем для любых t � 1, ϕj ∈ F

adt
[a,ϕ1x1+...+ϕqxq](ϕ1x1 + . . .+ ϕqxq) =

∑

0�m1,...,mq�t+1,
m1+...+mq=t+1

ϕm1
1 · · ·ϕmq

q w(m1,...,mq),

w(m1,...,mq) =
∑

σ∈St+1

ad[a,xjσ(1) ]
· · · ad[a,xjσ(t) ]

xjσ(t+1) ,

где 1 � j1 � j2 � . . . � jt+1 � l, mj = |{l | jl = j}|. Для любого t � 1
выберём множество Ht ⊂ F

′, |Ht| � t + 1, такое что при всех 0 � mj � t + 1,
m1 + . . .+mq = t+ 1

w(m1,...,mq) ∈ Vt = F′〈adt
[a,τ1+x1+...+τqxq ](τ1x1 + . . .+ τqxq) | τj ∈ Ht〉,

и следовательно,

Vt = F′〈adt
[a,v] v | v ∈ V0 = F

′x1 + . . .+ F
′xq〉,

dimF′ Vt � g(t, q) = min{m(q, t+ 1), |Ht|q}.
Поскольку по доказанному dimF M(y, [a, y]) <∞ для всех y ∈ L′,

F
′q =

⋃

p�1

Bp,

где

Bp = {(ν1, . . . , νq) ∈ F
′q | dimF M(ν1x1 + . . .+ νqxq, [a, ν1x1 + . . .+ νqxq]) � p},

и найдётся n̂ � 1, такое что

Vt = F′〈adt
[a,ν1x1+...+νqxq](ν1x1 + . . .+ νqxq) | (ν1, . . . , νq) ∈ Bn̂〉

при любом t � 1 (см. замечание 1.8). Поэтому

V̂ =
∑

t�0

FVt =
∑

v∈V0

M(v, [a, v]) =
∑

u∈FV0

M(u, [u, a]) =

=
∑

(ν1,...,νq)∈Bn̂

M(ν1x1 + . . .+ νqxq, [a, ν1x1 + . . .+ νqxq]) =
n̂−1∑

t=0

FVt,

и dimF M(x, [a, x]) � dimF V̂ � q + g(1, q) + . . .+ g(n̂− 1, q).

Условие 2) леммы 3.2 выполняется, в частности, если L′—алгебраическая
алгебра Ли ограниченной степени (см. [6, замечание 1.5]).
Нам также понадобится ряд сведений об инвариантности сумм локально

конечных идеалов алгебр относительно действия их дифференцирований, полу-
ченных на основе выводов [37] (см. также [24, гл. 6, п. 3]).
Пусть R—алгебра над алгеброй F над нётеровым кольцом K, F ((t)) и

R((t))—алгебры рядов Лорана от одной переменной t с коэффициентами из
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F и R (алгебры над F и F ((t))), F̂ ((t))—подалгебра F ((t)), состоящая из
рядов с коэффициентами из конечно порождённых подалгебр F (объедине-
ние подалгебр H((t)), где H —конечно порождённая подалгебра F ), R((t))′—
F̂ ((t))-подалгебра R((t)), состоящая из рядов с коэффициентами из конеч-
но порождённых подмодулей R над конечно порождёнными подалгебрами F
(F̂ ((t))-подалгебра, порождённая R). Поскольку конечно порождённые модули
над нётеровыми кольцами нётеровы и по теореме Гильберта о базисе конечно
порождённые подалгебры алгебры F , содержащие её единицу 1, являются нё-
теровыми кольцами, каждый элемент алгебры R((t))′ является F̂ ((t))-линейной
комбинацией некоторой конечной системы своих коэффициентов.
Если B—подмодуль (подалгебра, идеал) алгебры R, то B((t)) и B((t))′—

подмодули (подалгебры, идеалы) алгебр R((t)) и R((t))′, причём B((t))′ =
= R((t))′ ∩ B((t)). Если A—подмодуль (подалгебра, идеал) R((t))′ или R((t))
как F̂ ((t))-алгебры, A0—дополненное нулём множество всех первых ненулевых
коэффициентов рядов из A, то A0—подмодуль (подалгебра, идеал) R. В случае
если A0((t))′ ⊆ A, A ⊆ A0((t)), так как иначе, выбрав a =

∑

i�s

ait
i ∈ A \A0((t)),

s ∈ Z, и t > s, at /∈ A0, ai ∈ A0 при всех i < t, мы получим, что a−
∑

s�i<t

ait
i =

=
∑

i�t

ait
i ∈ A, at ∈ A0?!

Замечание 3.3. Если A—локально конечная подалгебра алгебры R((t))′, то
A0—локально конечная подалгебра алгебры R. Если B—локально конечная
подалгебра R, то B((t))′—локально конечная подалгебра R((t))′.

Доказательство. Любая конечно порождённая подалгебра A′ = 〈a1, . . . , an〉
алгебры A порождается как F̂ ((t))-модуль некоторым конечным набором эле-
ментов {b1, . . . , bm}. Зафиксируем выражения

ai =
m∑

p=1

hp
i bp, [bj , bk] =

m∑

p=1

gp
jkbp, bj =

qj∑

q=1

fq
j cjq (i = 1, . . . , n, j, k = 1, . . . ,m)

для подходящих hp
i , g

p
jk, f

q
j ∈ F̂ ((t)), qj � 1, cjl ∈ R и конечно порождённую

подалгебру H алгебры F , содержащую её единицу 1 и все коэффициенты ря-
дов {hp

i , g
p
jk, f

q
j }. Тогда A′′ ⊆ B =

∑

j,q

H((t))cjq и A′′
0 ⊆ B0 =

∑

j,q

Hcjq, где

A′′—H((t))-подалгебра алгебры A′, порождённая элементами a1, . . . , an. Из нё-
теровости кольца H и конечно порождённого H-модуля B0 следует конечность
H-алгебры A′′

0 и всех её подалгебр. Поэтому первые ненулевые коэффициенты
рядов a1, . . . , an порождают конечные подалгебры алгебры R над алгебрами H
и F .
Второе утверждение сразу следует из локальной конечности конечных ал-

гебр (см. [9, лемма 7; 10, лемма 1]).

Следствие 3.4. Если алгебры R и R((t))′ содержат наибольшие локально
конечные идеалы I и I ′, то I((t))′ = I ′ = R((t))′ ∩ I((t)).
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При этом I = RadLF(R) и I ′ = RadLFt
(R((t))′), где Ft—класс конечных

алгебр над алгеброй F̂ ((t)). Далее, K —поле, charK = 0, F —алгебра над K.
Замечание 3.5. Идеал I из следствия 3.4 инвариантен относительно дей-

ствия всех локально конечных (как эндоморфизмы F -модуля R) дифференци-
рований алгебры R.

Доказательство. Каждому дифференцированию D алгебры R отвечает ав-
томорфизм exp(tD) алгебры R((t)),

exp(tD)
∑

i�n

rit
i =

∑

k�n

( k∑

i=n

Dk−iri
(k − i)!

)

tk
( ∑

i�n

rit
i ∈ R((t))

)

.

Если D локально конечно, то для любого x ∈ R можно подобрать такой много-
член D,xf(t) = tnD,x + D,xfnD,x−1t

nD,x−1 + . . .D,xf1t ∈ F [t], что D,xf(D)x = 0,
и, следовательно, exp(tD)x ∈ G((t))x + G((t))Dx + . . . + G((t))DnD,x−1x, где
G—подалгебра алгебры F , порождённая коэффициентами D,xf . Поэтому в дан-
ном случае ограничение exp(tD) на алгебру R((t))′ является её автоморфизмом
(exp(tD)−1 = exp(−tD)). Кроме того, ввиду следствия 3.4 и инвариантности
идеала I ′ относительно действия всех автоморфизмов алгебры R′,

exp(tD)x− x =
∑

i�1

Dix

i!
∈ I ′ = I((t))′, Dx ∈ I ′0 = I (x ∈ I).

Аналогичным образом можно доказать инвариантность относительно дей-
ствия всех локально конечных дифференцирований алгебры R над алгеброй F
её наибольшего локально нильпотентного идеала или наибольшего локально ко-
нечного и разрешимого идеала при наличии последнего в алгебрах R и R((t))′.
Радикал в смысле Куроша—Амицура T называется идеально наследствен-

ным, если T (I) = I ∩ T (R) для любых алгебры R из класса его определения
и её идеала I. Идеально наследственные специальные радикалы называются
кручениями.

Следствие 3.6. На классе алгебраических алгебр Ли над алгеброй F ради-
калы LF и LS являются кручениями. Кроме того, RadLR(I) = I ∩ RadLR(L)
для любых алгебры L из этого класса и её идеала I.

В общем случае наибольшие локально нильпотентные, локально конечные и
локально конечные и разрешимые идеалы алгебры Ли не инвариантны относи-
тельно действия всех её дифференцирований (см. [17]).

Доказательство теоремы 1.1. Покажем, что любой элемент x алгебры
Мальцева R, который является сильно алгебраическим элементом всех содер-
жащих его конечно порождённых подалгебр R, входит в локально конечный
радикал LF (R). Для этого нам достаточно установить включение x в локально
конечный радикал каждой из таких подалгебр алгебры R (см. замечание 1.2
для класса алгебраических алгебр Мальцева над полем F в качестве основного
класса, подкласса конечномерных алгебр Мальцева над F и локальной системы
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всех конечно порождённых подалгебр R). Допустим, что x ∈ A \ LF (A) для
некоторой конечно порождённой подалгебры A алгебры R и значит, существу-
ет идеал P ∈ SpecLF (A), x /∈ P . Первичная LF -полупростая алгебраическая
PI-алгебра B = A/P является алгеброй Ли (см. [7, лемма 2.2]). Обозначим
через B̄ скалярное расширение алгебры B над алгебраическим замыканием F̄

поля F. Используя лемму Цорна, выберем максимальный идеал M среди всех
идеалов алгебры B̄, имеющих нулевое пересечение с её F-подалгеброй B, и
отождествим B с её образом в фактор-алгебре D = B̄/M . Алгебра B порожда-
ет алгебру D и имеет ненулевые пересечения со всеми ненулевыми идеалами D.
Ввиду сильной первичности алгебры B, совпадения радикалов Кострикина ал-
гебр Ли с их радикалами Кострикина как колец, наследственности на подалгеб-
ры и идеальной наследственности радикала Кострикина на классах алгебр Ли
над полями характеристики нуль и выполнения на алгебре D всех тождеств B,
D— сильно первичная PI-алгебра (см. [5, замечание 1.1; 8; 9, теоремы 3, 6; 12,
предложение 2 и его следствие 1]). Кроме того, D содержит ненулевой сильно
алгебраический элемент x + P и вместе с ним ненулевые йордановы элементы
(см. [36, следствие 2.3]). По замечанию 2.1 из [6] и лемме 3.2 все йордановы
алгебры D по её йордановым элементам являются целыми. Следовательно, со-
гласно предложения 3.1 и лемме 3.4 из [6] D проста, конечномерна над полем F̄

и локально конечномерна над полем F, B = LF (B) = {0}?!
Если теперь x ∈ A \ P для некоторых локально сильно алгебраическо-

го элемента x алгебры R, её конечно порождённой подалгебры A и идеала
P ∈ SpecLF (A), то по доказанному ранее и следствию 3.6 B = A/P —LF -полу-
простая алгебраическая PI-алгебра Ли и 0 	= x+P ∈ LF (I) = I ∩LF (B) = {0},
где I —идеал B, порождённый элементом x + P ?! Поэтому локально конечный
радикал LF (R) алгебры R содержит все её локально сильно алгебраические
элементы. Вместе с тем, по определению элементы LF (R) являются локально
сильно алгебраическими элементами R.

Мы будем называть алгебру идеально алгебраической, если конечно порож-
дённые идеалы её конечно порождённых подалгебр являются конечно порож-
дёнными алгебрами (см. [3]). Локально конечные алгебры являются идеально
алгебраическими, обратное в общем случае не верно (см. [10, леммы 1, 2; 23]).

Следствие 3.7. Если алгебра Мальцева R в условиях теоремы 1.1 являет-
ся идеально алгебраической, то локально конечный радикал LF (R) совпадает
с множеством всех элементов R, которые являются сильно алгебраическими
элементами всех содержащих их конечно порождённых подалгебр R.

Доказательство. Достаточно заметить, что каждый элемент x ∈ LF (R)
порождает конечномерный идеал I любой конечно порождённой подалгебры A
алгебры R, x ∈ A, и ограничение rx|I оператора rx на I аннулируется его
характеристическим многочленом χrx|I (t) ∈ F[t].

Если R—первичная нелиева алгебра Мальцева без 2-кручения над коль-
цом F , то на скалярном расширении P (R) её центрального замыкания P (R)
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над алгебраическим замыканием CM(R) центроида CM(R) определена невы-
рожденная симметрическая билинейная форма ( , ), такая что

(xy)y = (y, y)x− (x, y)y, (xy, xy) = (x, y)2 − (x, x)(y, y) (x, y ∈ P (R))

(см. [7, наблюдения перед следствием 1.6; 15, предложение 3.9, лемма 3.10; 21]).
Как следствие, r3x = (x, x)rx, энгелевость x равносильна (x, x) = 0. Поэтому xy
энгелев для всех y ∈ R, если и только если (x, y) = 0, y ∈ P (R), т. е. x = 0.

Следствие 3.8. Локально разрешимый радикал LS(R) алгебры Мальцева R
в условиях теоремы 1.1 совпадает с множеством всех её локально разрешимых
элементов.

Доказательство. По аналогии с доказательством теоремы 1.1 включение
в радикал LS(R) = LSF (R) локально разрешимых элементов алгебры Мальце-
ва R можно вывести из включения x ∈ LS(A) для любых её конечно порож-
дённой подалгебры A и элемента x ∈ A, такого что xy—энгелев элемент A для
всех y ∈ A. Предположим, что x /∈ LS(A) для некоторых таких подалгебры A
и элемента x. Тогда мы можем перейти к первичной LS-полупростой алгебра-
ической PI-алгебре Ли B = A/P , x /∈ P , и отождествить её с F-подалгеброй
конечномерной простой алгебры Ли D = B̄/M над алгебраическим замыкани-
ем F̄ поля F (см. доказательство теоремы 1.1 c учётом наличия в D ненулевых
энгелевых элементов [x+ P, b], 0 	= b ∈ B, и наблюдения перед следствием 3.8).
Алгебра B порождает алгебру D, adn

[x+P,b] = 0 для всех b ∈ B, n = dimF̄ D, и
потому

∑

σ∈Sn

ad[x+P,bσ(1)] · · · ad[x+P,bσ(n)] = 0 (bi ∈ B).

Значит, adn
[x+P,d] = 0 для всех d ∈ D, и по [27, теорема 3.7] x ∈ P ?! Оста-

ётся заметить, что по [15, следствие 2.8] радикал LS(R) входит в множество
локально разрешимых элементов алгебры R.

Следствие 3.9. Локально нильпотентный радикал LN(R) локально PI
ниль-алгебры Мальцева R над полем F, char F = 0, совпадает с множеством
всех её локально энгелевых элементов.

Доказательство. Достаточно заменить в доказательстве теоремы 1.1 ради-
кал LF на радикал LN и заметить, что первичные LN -полупростые ниль-PI-ал-
гебры Мальцева над полем F не содержат ненулевых энгелевых элементов (см.
[6, следствие 2.12; 7, доказательство следствия 1.15 и замечание 2.5; 8]).

С учётом выводов [21] и [8] мы получаем также следствие 3.10.

Следствие 3.10. Если ненулевые сильно первичные фактор-алгебры алгеб-
ры Мальцева R в условиях теоремы 1.1 содержат ненулевые локально сильно
алгебраические (локально разрешимые) элементы, то R локально конечномерна
(и локально разрешима).
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Следствие 3.11. Если ненулевые сильно первичные фактор-алгебры локаль-
но PI ниль-алгебры Мальцева R над полем F, char F = 0, содержат ненулевые
локально энгелевы элементы, то R локально нильпотентна.

В заключение отметим, что помимо предложения 3.1 из доказательства пред-
ложения 5.1 из [36] можно вывести следующее утверждение.

Предложение 3.12. Если сильно первичная алгебра Ли L над алгебраиче-
ски замкнутым полем F, char F = 0, имеет ненулевые йордановы элементы и все
её йордановы алгебры по ним являются целыми PI-алгебрами, то L содержит
ненулевые экстремальные элементы и её идеал I, порождённый всеми такими
элементами, является локально конечномерной простой алгеброй Ли.

Указанный здесь идеал I или конечномерен и совпадает с алгеброй Ли L
(последнее равносильно тому, что L—PI-алгебра), или является бесконечно-
мерной диагональной алгеброй Ли и, следовательно, имеет алгебраическое при-
соединённое представление (см. [30, теорема 1.1; 29, следствие 3.9]).

Следствие 3.13. PK-алгебраические алгебры Ли над алгебраически за-
мкнутым полем F, char F = 0, ненулевые сильно первичные фактор-алгебры
которых (при их наличии) удовлетворяют условию предложения 3.12, локально
конечномерны.

Следствие 3.13 переносится на алгебры Мальцева заменой йордановых
элементов в предложении3.12 на сильно йордановы дифференцирования (см.
[7, лемма 2.1]).

Исследование выполнено за счёт гранта МЦФПМ в МГУ им. М. В. Ло-
моносова «Структурная теория и комбинаторно-логические методы в теории
алгебраических систем».
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[36] Fernández López A., Golubkov A. Yu. Lie algebras with an algebraic adjoint represen-
tation revisited // Manuscripta Math. — 2013. —Vol. 140, no. 3-4. — P. 363—376.

[37] Hartley B. Locally nilpotent ideals of a Lie algebra // Proc. Cambridge Phil. Soc. —
1967. —Vol. 63, pt. 2. — P. 257—272.

[38] Jacobson N. Structure and representations of Jordan algebras. — Providence, 1968.

[39] Knus M.-A., Merkurjev A., Rost M., Tignol J.-P. The Book of Involutions. — Provi-
dence: Amer. Math. Soc., 1998. — (AMS Colloq. Publ.; Vol. 44).

[40] Petersson H. P. A survey on Albert algebras // Transformation Groups. — 2019. —
Vol. 24. — P. 219—278.

[41] Posner E. C. Prime rings satisfying a polynomial identity // Proc. Amer. Math. Soc. —
1960. —Vol. 11, no. 2. — P. 180—183.

[42] Procesi C. The Burnside problem // J. Algebra. — 1966. —Vol. 4. — P. 421—425.

[43] Rowen L. H. Some results on the center of ring with polynomial identity // Bull. Amer.
Math. Soc. — 1973. —No. 1. — P. 219—223.

[44] Rowen L. H. Polynomial Identities in Ring Theory. — London: Academic Press, 1980. —
(Pure Appl. Math.; Vol. 84).

[45] Wilson R. A. Albert algebras and construction of the finite simple groups F4(q), E6(q)
and 2E6(q) and their generic covers. — arXiv:1310.5886.

[46] Wisbauer R. Modules and Algebras: Bimodule Structure and Group Actions on Alge-
bras. — CRC Press, 1996. — (Pitman Monogr. Surv. Pure Appl. Math.; Vol. 81).



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 290
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 290
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 800
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [594.000 792.000]
>> setpagedevice


