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Аннотация

Данная статья посвящена исследованию структуры и гомоморфизмов микрорассло-
ений. Микрорасслоения являются обобщениями многообразий. Для многообразий из-
вестно, когда их семейства гомоморфизмов можно снабдить структурой многообразия,
но для микрорасслоений эта проблема ещё не была исследована. В статье изучаются
непрерывные гомоморфизмы микрорасслоений, исследуются топологии на семействах
гомоморфизмов микрорасслоений и связь между их структурой и микрорасслоениями.
Изучаются необходимые и достаточные условия, при которых семейства гомоморфиз-
мов микрорасслоений можно снабдить структурой микрорасслоений.

Abstract

S. V. Ludkovsky, Structure and homomorphisms of microbundles, Fundamentalnaya
i prikladnaya matematika, vol. 25 (2025), no. 3, pp. 113—134.

This paper is devoted to investigations of a structure and homomorphisms of mi-
crobundles. Microbundles are generalizations of manifolds. For manifolds, it was studied
when their families of homomorphism can be supplied with the manifold structure, but
for microbundles this problem was not yet investigated. Continuous homomorphisms of
microbundles are studied. Topologies on families of homomorphisms of microbundles
are investigated. Relations of their structure with microbundles are scrutinized. Nec-
essary and sufficient conditions are studied under which families of homomorphism of
microbundles can be supplied with a microbundle structure.

1. Введение

Топологические многообразия и геометрические пучки очень важны в ма-
тематике и её приложениях (см., например, [8, 11, 14—19, 23, 24, 26, 27]). Их
обобщениями являются микрорасслоения. Они широко используются в тополо-
гии и алгебраической топологии [4, 5, 12, 20, 22, 25]. Имеется несколько работ
о микрорасслоениях над R

n и банаховыми пространствами над R, но над
топологическими модулями над кольцами они были изучены мало. Изучение
микрорасслоений над топологическими кольцами мотивируется проблемами об-
щей топологии, алгебраической топологии, некоммутативной геометрии, теории
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представлений, пучков над топологическими группами и групповыми кольцами
[1, 2, 10, 11], математической физики. Микрорасслоения имеют более сложную
структуру, чем многообразия или топологические многообразия. Для многооб-
разий известно, когда семейства их гомоморфизмов можно снабдить структурой
многообразия, но для микрорасслоений эта проблема ещё не была исследована.

Для удобства читателей мы напоминаем некоторые определения и обозначе-
ния (их можно найти в [20]).

Замечание I1. Допустим, что F— топологическое кольцо, такое что его то-
пология τF не является ни дискретной, ни антидискретной. В этом случае
(F, τF) называется собственным топологическим кольцом. Топологический ле-
вый модуль над F обозначается XF или кратко X, если F оговорено. Кольцо F
предполагается ассоциативным и коммутативным относительно сложения, но
может быть некоммутативным или неассоциативным по умножению.

Далее будем писать «кольцо» или «модуль», имея в виду топологическое
кольцо или топологический модуль. Их гомоморфизмы предполагаются непре-
рывными. Окрестности в топологических пространствах, модулях, кольцах
предполагаются открытыми, если не будет оговорено что-либо иное. Тополо-
гическая терминология используется далее в смысле [9].

Определение I2. Допустим, что выполнены следующие условия:
(I2.1) заданы топологические пространства A и E;
(I2.2) имеются непрерывные отображения i : A → E и p : E → A, такие что

p ◦ i = id, где id = idA : A → A обозначает тождественное отображение,
p ◦ i—композиция отображений;

(I2.3) для любого b ∈ A существуют окрестности U для b и V для i(b), такие
что i(U) ⊂ V и p(V ) ⊂ U , и V гомеоморфна U ×X, где hV : V → U ×X —
гомеоморфизм;

(I2.4) имеются непрерывные отображения: проекция π̂1 : U×X → U , инъекция
ι0 : U → U ×X, также проекция π̂2 : U ×X → X, такие что π̂1(d, x) = d,
ι0(d) = (d, 0) и π̂2(d, x) = x для любых d ∈ U и x ∈ X; при этом предпо-
лагается, что они удовлетворяют тождеству π̂1 ◦ ι0|U = p|V ◦ i|U , где i|U
обозначает ограничение i на U .

Говорят, что условия (I2.1)—(I2.4) определяют микрорасслоение B =
= B(A,E,F,X, i, p) со слоем X = XF для B, где A называется базовым про-
странством, E называется тотальным пространством. Если некоторые данные
(например, F или X) уже введены, то в B(A,E,F,X, i, p) их можно опустить
для сокращения обозначений.

Ранее в [20] было начато изучение некоторых топологических свойств мик-
рорасслоений. Данная статья посвящена исследованию гомоморфизмов микро-
расслоений. Изучаются топологии на семействах гомоморфизмов микрорасслое-
ний, предварительные результаты о них приводятся в теореме 5, предложении 6,
следствиях 7—10. Существование канонических микрорасслоений утверждается
в предложении 15. Специфическая регулярность микрорасслоений и семейства
их гомоморфизмов над топологическими кольцами исследуется в теоремах 12,
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22, в теореме 23 сравниваются топологии на них. Примеры 24 иллюстриру-
ют различные типы топологий. Исследуются взаимосвязи структуры семейств
гомоморфизмов со структурой микрорасслоений (см. теорему 28). Вложения
микрорасслоений изучаются в теореме 30. В теоремах 32—34, 36 рассматрива-
ются индуцированные гомоморфизмы. Исследуются необходимые и достаточные
условия, при которых семейства гомоморфизмов микрорасслоений в свою оче-
редь могут быть снабжены структурой микрорасслоения.

Все главные результаты данной статьи получены впервые. Они могут быть
использованы для дальнейших исследований в топологии, алгебраической то-
пологии, некоммутативной геометрии, теории представлений, математическом
анализе, математической физике и их приложениях.

2. Структура и гомоморфизмы микрорасслоений

Определение 1. Пусть Bj = B(Aj , Ej , Fj ,Xj , ij , pj)—это микрорасслоение,
j ∈ N. Если A2 ⊂ A1, E2 ⊂ E1, F2 ⊂ F1, X2 ⊂ X1, i1|A2 = i2, p1|E2 = p2,
для любого b ∈ A2 существуют окрестности Uj точки b в Aj и Vj точки i2(b)
в Ej , такие что выполнены условия (I2.3), (I2.4), U2 = U1 ∩ A2, V2 = V1 ∩ E2,
hV1,1|V2 = hV2,2, ι0,1|U2 = ι0,2, π̂1,1|U2×X2 = π̂1,2, π̂2,1|U2×X2 = π̂2,2, то B2 на-
зывается подмикрорасслоением в микрорасслоении B1, где hVj ,j , ι0,j , π̂1,j , π̂2,j

соответствуют Bj .
Если B2 —это подмикрорасслоение в микрорасслоении B1, A2 открыто в A1,

то положим α1 = 1, а в противном случае α1 = 0; если E2 открыто в E1,
то положим α2 = 1, а в противном случае α2 = 0; если F2 открыто в F1, то
α3 = 1, в противном случае α3 = 0; если X2 открыто в X1, то α4 = 1, в про-
тивном случае α4 = 0. Тогда скажем, что B2 является β-открытым в B1, где
β = (α1, 2α2, 3α3, 4α4). Аналогично определяется β-замкнутое (β-компактное)
подмикрорасслоение B2 в B1. Для сокращения обозначений β можно опустить
нулевые координаты. Для β = (1, 2, 3, 4) кратко можно сказать «открытое (за-
мкнутое, компактное) подмикрорасслоение» вместо «β-открытое (β-замкнутое,
β-компактное)».

Допустим, что q = (b, e, f, x) с b ∈ Aj , e ∈ Ej , f ∈ Fj , x ∈ Xj для фик-
сированного j, такого что ij(b) = e1 ∈ Ej , pj(e1) = b, а условия (I2.3), (I2.4)
для окрестностей U точки b в Aj , V точки e1 в Ej выполнены, π̂1 ◦ hV (e) = b,
π̂2◦hV (e) = x. Тогда q называется элементом в Bj и обозначается q ∈ Bj . Пишут
Cj ⊂ Bj , если для каждого q из того, что q ∈ Cj , вытекает q ∈ Bj , тогда Cj

называется подмножеством в Bj . Положим Cj = (C1
j , C

2
j , C

3
j , C

4
j ), где C1

j ⊂ Aj ,
C2

j ⊂ Ej , C3
j ⊂ Fj , C4

j ⊂ Xj . Если дополнительно Cj — это подмикрорасслоение
в Bj , то обозначим это Cj ⊂ MBj , то есть существует вложение π из Cj в Bj ,
такое что π = idCj

. В частности, если Cj = {q}, где q = (b, ij(b), 0, 0), то это
также будет обозначаться q ∈ MBj .

Замечание 2. Если подкольцо F2 открыто в кольце F1 (или левый F2-мо-
дуль X2 открыт в левом F1-модуле X1), то F2 замкнуто в F1 (или X2 замкнуто
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в X1 соответственно) по [11, теорема 5.5], так как Fj (или Xj соответствен-
но) имеет структуру коммутативной топологической группы по сложению. Для
топологических пространств (топологических колец или левых модулей) A и B
посредством BA = C(A,B) (Hom(A,B) соответственно) обозначается семейство
всех непрерывных отображений (непрерывных гомоморфизмов соответственно)
f : A → B. Если A и B являются левыми F -модулями, то HomF (A,B) обозна-
чает семейство всех непрерывных лево-F -линейных гомоморфизмов g : A→ B.

Если кольцо F ассоциативно, то, как обычно, (ab)x = a(bx) для любых a, b
в F , x в левом F -модуле X = XF . Если кольцо F ассоциативно и коммутативно,
то также предполагается, что a(bx) = b(ax) для любых a, b в F , x в X.

Посредством Hom(Bn,Bk) обозначено семейство всех непрерывных гомомор-
физмов πn

k : Bn → Bk микрорасслоений, удовлетворяющих условиям (2.1)—(2.5):

(2.1) πn
k = (π1,n

1,k ;π2,n
2,k ;π3,n

3,k ;π4,n
4,k ) с

(2.2) π1,n
1,k : An → Ak и π2,n

2,k : En → Ek, π
3,n
3,k : Fn → Fk и π4,n

4,k : Xn → Xk, где

(2.3) π2,n
2,k ◦ in = ik ◦ π1,n

1,k и pk ◦ π2,n
2,k = π1,n

1,k ◦ pn,

(2.4) hk ◦ π2,n
2,k ◦ h−1

n (an, unxn + vnyn) =
= π3,n

3,k (un)hk ◦ π2,n
2,k ◦ h−1

n (an, xn) + π3,n
3,k (vn)hk ◦ π2,n

2,k ◦ h−1
n (an, yn),

(2.5) π̂2,k ◦ hk ◦ π2,n
2,k = π4,n

4,k ◦ π̂2,n ◦ hn и π4,n
4,k (unxn + vnyn) = π3,n

3,k (un)π4,n
4,k (xn) +

+ π3,n
3,k (vn)π4,n

4,k (yn) для всяких un и vn в Fn, xn и yn в Xn, an ∈ An,
где hn : Vn → Un ×Xn —это локальный гомеоморфизм для открытого под-
множества Vn в En, соответствующий открытой окрестности Un точки an

в An, где π
3,n
3,k —это гомоморфизм колец, то есть π3,n

3,k (un+vn) = π3,n
3,k (un)+

+ π3,n
3,k (vn) и π3,n

3,k (unvn) = π3,n
3,k (un)π3,n

3,k (vn) для всяких un и vn в Fn (см.
также введение или [20]).

Если Fn = Fk = F , то

HomF (Bn,Bk) := {πn
k ∈ Hom(Bn,Bk) : π4,n

4,k ∈ HomF (Xn,Xk)}.

Если B = B(A,E, F,X, i, p)—микрорасслоение, τA, τE , τF , τX — топологии
на базовом пространстве A, на тотальном пространстве E, на топологическом
кольце F , на топологическом левом F -модуле X соответственно, такие что вы-
полнены условия (I2.1)—(I2.4), то τB = (τA, τE , τF , τX) называется топологией
на B.

Если отображение π2
1 биективно, π2

1 : B2 → B1 и (π2
1)−1 : B1 → B2 являются

(непрерывными) гомоморфизмами микрорасслоений, то π2
1 называется изомор-

физмом микрорасслоений (в частности, для B1 = B2 —автоморфизмом).
Имея q ∈ Cl ⊂ Bj для любого l ∈ Λ, по определению 1, естественно получаем

C =
⋃

l∈Λ

Cl ⊂ Bj и P =
⋂

l∈Λ

Cl ⊂ Bj , где Λ обозначает множество.
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Определение 3. Для микрорасслоений Bj допустим, что Cj ⊂ Bj , то есть
C1

j ⊂ Aj , C2
j ⊂ Ej , C3

j ⊂ Fj , C4
j ⊂ Xj . Через H(Cj , Cl) = HBj ,Bl

(Cj , Cl) удоб-

но обозначить семейство всех πj
l ∈ Hom(Bj ,Bl), таких что πk,j

k,l (C
k
j ) ⊂ Ck

l для

любого k ∈ {1, 2, 3, 4}, Hk(Cj , Cl) := {πk,j
k,l : πj

l ∈ H(Cj , Cl)}. Аналогично ес-
ли Fj = Fl, то HFj

(Cj , Cl) = HFj ;Bj ,Bl
(Cj , Cl) := HomFj

(Bj ,Bl) ∩ H(Cj , Cl).
В этом случае собрание всех семейств H(Cj , Cl) (или HFj

(Cj , Cl) при Fj = Fl)
с компактным Cj в Bj и открытым Cl в Bl образует предбазу компактно-от-
крытой топологии τcoc = τco(Bj ,Bl) на Hom(Bj ,Bl) (или на HomFj

(Bj ,Bl) соот-
ветственно). Если заданы микрорасслоения Bj и Bl, то их можно опустить из
HBj ,Bl

(Cj , Cl) или HFj ;Bj ,Bl
(Cj , Cl) ради сокращения обозначений.

Определение 4. Микрорасслоение B = B(A,E, F,X, i, p) является Tk-мик-
рорасслоением тогда и только тогда, когда A, E, F , X являются Tk как тополо-
гические пространства, где k ∈

{
0, 1, 2, 3, 31

2 , 4, 5, 6
}
.

Теорема 5. Если B3 —подмикрорасслоение в T2-микрорасслоении B1, B4 —
замкнутое подмикрорасслоение в микрорасслоении B2, Fj и Xj — T0-простран-
ства, то HB1,B2(B3,B4) замкнуто в (Hom(B1,B2), τco). Более того, если F1 =
= F2 = F3 = F4, то HF1(B3,B4) замкнуто в (HomF1(B1,B2), τco).

Доказательство. Пусть C1 и C3 компактны в B1 и B3 соответственно, C2 и
C4 открыты в B2 и B4 соответственно. С другой стороны, если π3

4 ∈ H(B3,B4),
то согласно определениям 1 и 3 существует гомоморфизм π1

2 ∈ Hom(B1,B2),
такой что π1

2(B3) ⊂ B4 и π1
2 |B3 = π3

4 . В силу [11, теорема 4.8] и [9, 3.1.10],
условий (2.1), (2.2), (2.5) выше (или см. [20]) и определения 1 C3

1C
4
1 и C3

3C
4
3

компактны в X1 и X3 соответственно, π4,3
4,4(C4

3 ), π3,3
3,4(C3

3 )π4,3
4,4(C4

3 ) = π4,3
4,4(C3

3C
4
3 )

и π4,1
4,2(C4

1 ), π3,1
3,2(C3

1 )π4,1
4,2(C4

1 ) = π4,1
4,2(C3

1C
4
1 ) компактны в X4 и X2 соответствен-

но, где C3
1C

4
1 = {x ∈ X1 : найдутся u ∈ C3

1 , y ∈ C4
1 , такие что uy = x}. То-

гда отсюда вытекает, что π3,1
3,2(C3

1 ) ⊂ C3
2 , π

4,1
4,2(C4

1 ) ⊂ C4
2 , π

4,1
4,2(C3

1C
4
1 ) ⊂ C3

2C
4
2 ,

π3,3
3,4(C3

3 ) ⊂ C3
4 , π

4,3
4,4(C4

3 ) ⊂ C4
4 , π

4,3
4,4(C3

3C
4
3 ) ⊂ C3

4C
4
4 .

Отметим, что (Hom(B1,B2), τco)— замкнутое топологическое подпростран-
ство в произведении топологических пространств AA1

2 × EE1
2 × FF1

2 × XX1
2 ,

снабжённом топологией тихоновского произведения, где AA1
2 , EE1

2 , FF1
2 , XX1

2

снабжены соответствующими компактно-открытыми топологиями (см. замеча-
ние 2 и определение 3). В самом деле, условия (2.1)—(2.5) наложены для
непрерывных отображений, π1,1

1,2 , π
2,1
2,2 являются непрерывными гомоморфизма-

ми π3,1
3,2 , π

4,1
4,2 с непрерывными i1, i2, p1, p2, h1, h2, π̂2,1, π̂2,2. Тогда

AA1
2 \AA3

4 =
⋃

{H1({b}, A2 \A4) : b ∈ A3},

EE1
2 \ EE3

4 =
⋃

{H2({e}, E2 \ E4) : e ∈ E3},

FF1
2 \ H̃3(F3, F4) =

⋃
{H̃3({f}, F2 \ F4) : f ∈ F3},

XX1
2 \ H̃4(X3,X4) =

⋃
{H̃4({x},X2 \X4) : x ∈ X3},
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где H = HB1,B2 , Hk = Hk;B1,B2 для любого k, H̃3(B3, F4) = {ξ ∈ Hom(F1, F2) :
ξ(B3) ⊂ F4} для любого B3 ⊂ F3, H̃4(P3,X4) = {η ∈ Hom(X1,X2) : η(P3) ⊂ X4}
для любого P3 ⊂ X3, где F

F1
2 = Hom(F1, F2), XX1

2 = Hom(X1,X2), где, как
обычно, A \ B = {a ∈ A : a /∈ B} для подмножеств A, B множества Ω. Если
q ∈ B3, q = (b, e, f, x), b ∈ A3, e ∈ E3, f ∈ F3, x ∈ X3, то одноточечное мно-
жество {q} очевидно компактно (см. определение 1). Поэтому H1({b}, A2 \ A4)
открыто в AA1

2 , H2({e}, E2 \E4) открыто в EE1
2 , H̃3({f}, F2 \F4) открыто в FF1

2 ,
H̃4({x},X2 \ X4) открыто в XX1

2 . Следовательно, AA1
2 \ AA3

4 открыто в AA1
2 ,

EE1
2 \ EE3

4 открыто в EE1
2 , FF1

2 \ H̃3(F3, F4) открыто в FF1
2 , XX1

2 \ H̃4(X3,X4)
открыто в XX1

2 и, следовательно, AA3
4 ×EE3

4 × H̃3(F3, F4)× H̃4(X3,X4) замкнуто
в AA1

2 ×EE1
2 × FF1

2 ×XX1
2 . Поэтому H(B3,B4) замкнуто в Hom(B1,B2), так как

H(B3,B4) =
(
AA3

4 ×EE3
4 × H̃3(F3, F4)× H̃4(X3,X4)

)
∩ Hom(B1,B2) и Hom(B1,B2)

замкнуто в AA1
2 × EE1

2 × FF1
2 ×XX1

2 .

Предложение 6. Существует (забывающий ) ковариантный функтор F из
категории M микрорасслоений в категорию T топологических пространств.

Доказательство. Категория M имеет семейство объектов Ob(M), где вся-
кий объект есть микрорасслоение. Для двух микрорасслоений B1 и B2 в Ob(M)
существует семейство Mor(B2,B1) = Hom(B2,B1) всех гомоморфизмов из B2

в B1, удовлетворяющих условиям (2.1)—(2.5).
Существует отображение m : Mor(B3,B2) × Mor(B2,B1) → Mor(B3,B1) для

любого Bj ∈ Ob(M), j ∈ {1, 2, 3}, такое что m(π3
2 , π

2
1) = π2

1 ◦ π3
2 ∈ Mor(B3,B1)

для всяких π3
2 ∈ Mor(B3,B2) и π2

1 ∈ Mor(B2,B1). Для любого Bj ∈ Ob(M)
существует единичный морфизм 1Bj

, такой что 1Bj
∈ Mor(Bj ,Bj), 1B1 ◦ π2

1 =
= π2

1 ◦ 1B2 = π2
1 для любого π2

1 ∈ Mor(B2,B1). Таким образом, M является
категорией.

Для любого микрорасслоения B ∈ Ob(M), B = B(A,E, F,X, i, p), можно
задать топологическое пространство A × E × F × X =: PB, снабжённое топо-
логией тихоновского произведения. Пусть ι̂ : A → PB — такое отображение, что
ι̂(b) =

(
b, i(b), 0, π̂2

(
hV (i(b)

))
для всякого b ∈ A, где V —окрестность точки i(b)

в E, удовлетворяющая условию (I2.3). Пусть также p̂ : PB → A— такое отобра-
жение, что p ◦ θ2 = p̂, где θ2 : PB → E—проекция, θ2(b, e, f, x) = e для любых
b ∈ A, e ∈ E, f ∈ F , x ∈ X. Поэтому из (I2.2) следует, что p̂ ◦ ι̂ = id, где
id = idA : A → A— тождественное отображение. Таким образом, существует
отображение F : Ob(M) → Ob(T ), такое что F(Bj) = PBj

, j ∈ N, где T —
категория топологических пространств.

Рассмотрим произвольные π2
1 ∈ Mor(B2,B1), π3

2 ∈ Mor(B3,B2) для Bj ∈
∈ Ob(M), j ∈ N. Согласно (2.1)—(2.5) имеются непрерывные отображения

π1,j+1
1,j : Aj+1 → Aj , π2,j+1

2,j : Ej+1 → Ej ,

π3,j+1
3,j : Fj+1 → Fj , π4,j+1

4,j : Xj+1 → Xj , j ∈ N,

следовательно,



Структура и гомоморфизмы микрорасслоений 119

π1,j+1
1,j ◦ π1,j+2

1,j+1 : Aj+2 → Aj , π2,j+1
2,j ◦ π2,j+2

2,j+1 : Ej+2 → Ej ,

π3,j+1
3,j ◦ π3,j+2

3,j+1 : Fj+2 → Fj , π4,j+1
4,j ◦ π4,j+2

4,j+1 : Xj+2 → Xj .

Гомоморфизмы πn
k : Bn → Bk микрорасслоений индуцируют отображения

π̃n
k : PBn

→ PBk
по (2.1), (2.2), где π̃n

k =
4∏

l=1

πl,n
l,k обозначает произведение отоб-

ражений. Из (2.3) следует, что π̃j+1
j ◦ ι̂j+1 = ι̂j ◦π1,j+1

1,j и p̂j ◦ π̃j+1
j = π1,j+1

1,j ◦ p̂j+1.

Условие (2.5) означает, что π̂2,j ◦hj ◦π2,j+1
2,j ◦θ2,j+1 = π4,j+1

4,j ◦ π̂2,j+1◦hj+1◦θ2,j+1.
Поэтому существует ковариантный функтор F , такой что F(π2

1 ◦ π3
2) =

= F(π2
1) ◦ F(π3

2), F : M → T , F(πj+1
j ) ∈ Mor

(
F(Bj+1),F(Bj)

)
. В частности,

F(idB1) = idF(B1) : PB1 → PB1 , где idY (y) = y для любого y ∈ Y .

Следствие 7. Пусть B—микрорасслоение. Тогда B— Ti-микрорасслоение,
где 0 � i � 3 1

2 , тогда и только тогда, когда F(B)— Ti-пространство.

Следствие 8. Допустим, что B—микрорасслоение, такое что F(B)— Ti-про-
странство, где 0 � i � 6. Тогда B— Ti-микрорасслоение.

Доказательство. Утверждения следствий 7 и 8 вытекают из [9, теорема
2.3.11] и предложения 6 и определения 4 выше.

Следствие 9. Подмикрорасслоение B1 в микрорасслоении B2 открыто (за-
мкнуто или компактно) тогда и только тогда, когда F(B1) открыто (замкнуто
или компактно соответственно) в F(B2).

Доказательство. Это следует из [9, предложение 2.3.1, следствие 2.3.4, тео-
рема 3.2.4], определения 1 и предложения 6 выше.

Следствие 10. Если π2
1 : B2 → B1 —изоморфизм микрорасслоений B2 и B1,

то F(π2
1) : F(B2) → F(B1)— гомеоморфизм топологических пространств.

Замечание 11. Имеются гомеоморфизмы h3
f : F → F и h4

x : X → X топо-
логического кольца F и топологического левого F -модуля X, рассматриваемых
как топологические пространства, такие что h3

f (g) = f + g, h4
x(y) = x + y для

любых f , g в F , x, y в X. Отметим, что они могут не быть гомоморфизмами
в нетривиальных случаях. Поэтому

hf,x := (idA, idE , h
3
f , h

4
x) : A× E × F ×X → A× E × F ×X —

гомеоморфизм. С другой стороны, B({b}, {i(b)} ∪ {e}, 0, 0, i, p)— тривиальное
подмикрорасслоение в микрорасслоении B(A,E, F,X, i, p) для любых b ∈ A и
e ∈ E. Тогда с учётом следствия 10 мы положим

F1({q}) =

= hq3,q4

(
F

(
B({q1}, {i(q1)}∪{q2}, 0, 0, i, p)

))
\hq3,q4

(
F

(
B({q1}, {i(q1)}, 0, 0, i, p)

))

для любого q ∈ B = B(A,E, F,X, i, p), где q = (q1, q2, q3, q4), q1 ∈ A, q2 ∈ E,
q3 ∈ F , q4 ∈ X, и выполняются условия (I2.1)—(I2.4) (см. также определение 1).
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Используя это, мы положим, что

B({b}, {e1}, F, {0}, iy, py) =: LyB({b}, {e}, F, {0}, i, p)

тогда и только тогда, когда b ∈ A, e ∈ E, e1 ∈ E, p(e) = b, i(b) = e,
py(e1) = b, iy(b) = e1, π̂2

(
hV (e1)

)
= y ∈ X, π̂2

(
hV (e)

)
= 0 ∈ X, где

π̂2(hV ◦ iy) = h4
y ◦ π̂2(hV ◦ i), py ◦ iy = id, e ∈ V и выполнены усло-

вия (I2.1)—(I2.4), B({b}, {e}, F, {0}, i, p) ⊂ MB(A,E, F,X, i, p). Отсюда выте-
кает, что Ly ◦ L−y = L−y ◦ Ly = idB. Таким образом, существует вложение
L̂y : B({b}, {e1}, F, {0}, iy, py) ↪→ B(A,E, F,X, i, p), которое индуцировано опера-
тором сдвига L−y.

Теорема 12. Если микрорасслоение B1 является (T1∩T3)-микрорасслоением,
то (Hom(B2,B1), τco) является (T1 ∩ T3)-пространством.

Доказательство. Возьмём π2
1 ∈ H(C2, C1), где C2 компактно в B2 и C1

открыто в B1. В силу предложения 6 и следствия 9 существует открытое под-
множество V в B1, такое что π2

1 ∈ H(C2, V ) и clY [H(C2, V )] ⊂ H(C2, C1), где
clY [H] обозначает замыкание H в Y = (Hom(B2,B1), τco); clB1V ⊂ C1, так как
π2

1(C2) компактно по [9, теорема 3.1.10]. Мы имеем, что π2
1(C2) ⊂ C1 и B1 есть

(T1 ∩ T3)-микрорасслоение.
Всякому q ∈ B2 соответствует q = (q1, q2, q3, q4) с q1 ∈ A2, q2 ∈ E2,

q3 ∈ F2, q4 ∈ X2, следовательно, F({q}) ∈ F(B2) согласно предложению 6
и замечанию 11. Поэтому для любого q ∈ C2 существует открытое мно-
жество Wq в B1, такое что π2

1(q) ∈ Wq и clB1Wq ⊂ C1 по следствию 9.
Открытое покрытие {Wq : q ∈ C2} π2

1(C2) содержит конечное подпокрытие

{Wq1 , . . . ,Wqn
}, где n ∈ N. Мы положим W =

n⋃

k=1

Wqk
, следовательно,

π2
1(C2) ⊂ W и clB1W =

n⋃

k=1

clB1Wqk
⊂ C1. Отсюда вытекает, что π2

1 ∈ H(C2,W )

и H(C2, clB1W ) ⊂ H(C2, C1). В силу теоремы 5 H(C2, clB1W ) замкнуто, следо-
вательно, clHom(B2,B1)H(C2,W ) ⊂ clHom(B2,B1)H(C2, clB1W ) = H(C2, clB1W ) ⊂
⊂ H(C2, C1). Отсюда вытекает, что (Hom(B2,B1), τco)— (T1 ∩ T3)-простран-
ство.

Следствие 13. Пусть Bj —микрорасслоение для всякого j ∈ {1, 2, 3}, пусть
π2

1 ∈ Hom(B2,B1) и η(π3
2) := π2

1 ◦ π3
2 для любого π3

2 ∈ Hom(B3,B2). Тогда
η : Hom(B3,B2) → Hom(B3,B1) является непрерывным отображением относи-
тельно компактно-открытой топологии на Hom(B3,B2) и Hom(B3,B1).

Доказательство. Если Cj ⊂ Bj для любого j ∈ {1, 2, 3}, то включение
π2

1

(
π3

2(C3)
)
⊂ C1 эквивалентно π3

2(C3) ⊂ (π2
1)−1(C1), так как πk,2

k,1(πk,3
k,2(Ck

3 )) ⊂
⊂ Ck

1 эквивалентно πk,3
k,2(Ck

3 ) ⊂ (πk,2
k,1)−1(Ck

1 ) для любого k ∈ {1, 2, 3, 4}. Поэтому
η−1(HB3,B1(C3, C1)) = HB3,B1(C3, (π2

1)−1(C1)).

Определение 14. Допустим, что микрорасслоение B = B(A,E, F,X, i, p)
удовлетворяет следующему условию: для любого e ∈ E существует открытая



Структура и гомоморфизмы микрорасслоений 121

окрестность Ve для e в E и открытая окрестность Ub для b = p(e) в A, та-
кие что Ve гомеоморфна U ×X, где выполнены условия (I2.1)—(I2.4). Тогда B
называется каноническим микрорасслоением.

Предложение 15. Если B2 = B(A,E2, F,X, i2, p2)—микрорасслоение, то су-
ществует каноническое микрорасслоение B1 = B(A,E1, F,X, i1, p1) с базовой
окрестностью, изоморфной B2, причём B1 ⊂ MB2.

Доказательство. Мы положим
(15.1) E1 =

⋃
{e ∈ E2 : найдутся b ∈ A, U ∈ τA, b ∈ U, V ∈ τE2 , e ∈ V ,

найдётся гомеоморфизм hV : V → U ×X и выполнены (I2.3) и (I2.4)},
где τA и τE2 обозначают топологии на A и E2 соответственно. Поэтому E1 ⊂ E2

и i2(A) ⊂ E1. Положим i2 = i1. По определению микрорасслоения p2 ◦ i2 =
= idA, p2(E2) = A. Снабдим E1 топологией τE1 , наследуемой из E2, и положим
p1 = p2|E1 . Тогда p1 ◦ i1 = idA, idA : A → A, p1(E1) = A, p1|V ◦ i1|U = π̂1 ◦ ι0|U
для U и V , таких, как выше в (15.1). Таким образом, условия (I2.1)—(I2.4)
выполнены и B1 —микрорасслоение. Поскольку A2 = A1 = A, X2 = X1 = X,
F2 = F1 = F , E1 ⊂ E2, то B1 является подмикрорасслоением в B2, B1 ⊂ MB2.
Из V1 = E1 = V2, g = idV1 и s = idA вытекает, что B2 изоморфна базовой
окрестности для B1 по определению 4 в [20].

Определение 16. Пусть X1 и X2 — топологические левые F -модули, где F —
топологическое кольцо. Семейство всех непрерывных лево-F -линейных гомо-
морфизмов f : X2 → X1 обозначим HomF (X2,X1).

Пусть q : X2,F2 → X1,F1 является непрерывным гомоморфизмом, удовлетво-
ряющим (16.1)—(16.3):
(16.1) q(x+ y) = q(x) + q(y),
(16.2) q(ax) = g(a)q(x) для любых a ∈ F2, x и y из X2, где g = gq : F2 → F1 —

это непрерывный гомоморфизм,
(16.3) g(a + b) = g(a) + g(b), g(ab) = g(a)g(b) для любых a и b из F2, где

Xj = Xj,Fj
— топологический левый Fj-модуль, Fj — это топологическое

кольцо, j ∈ {1, 2}.
Семейство всех непрерывных гомоморфизмов, удовлетворяющих условиям
(16.1)—(16.3) обозначим Hom(X2,X1).

Напомним, что если X является топологическим пространством, δ—непу-
стое семейство непустых подмножеств в X, такое что для любой точки x ∈ X
и любой открытой окрестности U точки x существует B ∈ δ с x ∈ B ⊂ U , то δ
называется сетью на X. Сеть δ называется замкнутой (или компактной), если
всякий B ∈ δ замкнут (или компактен соответственно) в X.

Пусть δj — замкнутая (или компактная сеть) на Xj и αj — замкнутая сеть
(или компактная сеть соответственно) на Fj . Тогда Homα2,δ2(X2,F2 ,X1,F1)—
это Hom(X2,F2 ,X1,F1), снабжённое множественно-открытой (или компакт-
но-открытой соответственно) топологией, обозначаемой τ(F2, F1,X2,X1, α2, δ2).
Аналогично Homα2,δ2

F (X2,F ,X1,F )—это HomF (X2,F ,X1,F ), снабжённое мно-
жественно-открытой (или компактно-открытой соответственно) топологией
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τ(F,X2,X1, α2, δ2). Если некоторые данные уже заданы, то их можно опустить
из обозначений для краткости.

Пусть топологическое кольцо F задано. Далее рассматриваются кано-
нические микрорасслоения, если не будет оговорено что-либо иное. Пусть
B = B(A,E, F,XF , i, p)—микрорасслоение. Пусть α— семейство подмножеств
в B (в частности, они могут быть подмикрорасслоениями над тем же коль-
цом F ). Непустое семейство δ непустых подмножеств в B называется α-M -се-
тью на B, если для всякого C ∈ α и открытого подмножества U в B существует
Q ∈ δ, такое что C ⊂ Q ⊂ U .

M -сеть на B называется α0-M -сетью на B, если она удовлетворяет следую-
щему условию: C ∈ α0 тогда и только тогда, когда найдётся q ∈ B, C = {q} (см.
определение 1). α-M -сеть называется γ-замкнутой (или γ-компактной), если
всякий её член является γ-замкнутым (или γ-компактным соответственно).

Если Ck ⊂ B, Ak ⊂ MB, Dj ⊂ R, Bj ⊂ MR, где Ak, B, Bj , R—микрорассло-
ения над одним и тем же топологическим кольцом F , B = B(A,E, F,XF , i, p),
R = B(A′, E′, F,X ′

F , i
′, p′), Bj = B(A′

j , E
′
j , F,X

′
j,F , i

′
j , p

′
j), то для Ak =

= B(Ak, Ek, F, Yk, i, p) мы положим

(16.4) A1 �A2 = B(A1 ∪A2, E1 �E2, F, Y, i, p), where Ak ⊂ A, Ek ⊂ E, Yk ⊂ X
для любых k, Y = clX(Y1 + Y2), Yk = Yk,F , Y = YF ,

(16.5) E1 � E2 =
⋃{

h−1
V

(
(U1 ∪ U2) × Y

)
: b ∈ A1 ∪ A2, Uj ⊂ Aj , Uj ⊂ U,

i(b) ∈ V, j ∈ {1, 2}
}
, где выполнены условия (I2.1)—(I2.4). В част-

ности, H(LyB({b}, {e}, F, {0}, i, p),Bj) можно также кратко обозначить
H((b, y),Bj).

Лемма 17. Пусть Ak и Bj будут такими же, как в определении 16. Тогда

(17.1) H(Ak,B1 ∩ B2) = H(Ak,B1) ∩ H(Ak,B2);
(17.2) HF (Ak,B1 ∩ B2) = HF (Ak,B1) ∩ HF (Ak,B2).

Более того, если X ′ полно как топологическая коммутативная группа, то

(17.3) H(A1 � A2,Bj) = H(A1,Bj) ∩ H(A2,Bj) и
(17.4) HF (A1 � A2,Bj) = HF (A1,Bj) ∩ HF (A2,Bj).

Доказательство. Мы рассмотрим R = B(A′, E′, F,X ′, i′, p′) и Y ′
1,2 =

= X ′
1,F ∩ X ′

2,F , где X ′
j,F ⊂ X ′

F и Bj = B(A′
j , E

′
j , F,X

′
j , i

′
j , p

′
j) ⊂ MR для

любого j, следовательно, FY ′
1,2 ⊂ Y ′

1,2, и Y ′
1,2 является коммутативной груп-

пой, следовательно, Y ′
1,2 является топологическим левым F -модулем. Пусть

A′
1,2 = A′

1 ∩ A′
2 и E′

1,2 = E′
1 ∩ E′

2. Тогда p′j ◦ i′j |A′
1,2

= id|A′
1,2
, i′j |A′

j
= i′|A′

j
,

p′j |E′
j

= p′|E′
j
для любого j ∈ {1, 2}, следовательно, p′1|E′

1,2
= p′2|E′

1,2
, i′1|A′

1,2
=

= i′2|A′
1,2
. Если bj ∈ A′

j , i
′
j(b

′
j) = e′j ∈ E′

j , e
′
j ∈ V ′

j , hV ′
j
: V ′

j → U ′
j × X ′

j —это
гомеоморфизм, где U ′

j открыто в A′
j для любого j, то hV ′ |V ′

j
= hV ′

j
, V ′

j ⊂ V ′,
V ′

1,2 = V ′
1 ∩V ′

2 , hV ′ |V ′
1,2

: V ′
1,2 → U ′

1,2×Y ′
1,2 — гомеоморфизм и выполнены условия

(I2.1)—(I2.4), так как (U ′
1×X ′

1)∩ (U ′
2×X ′

2) = U ′
1,2×Y ′

1,2, где U
′
1,2 = U ′

1∩U ′
2. По-

этому B1∩B2 = B(A′
1,2, E

′
1,2, F, Y

′
1,2, i

′, p′) ⊂ MR = B(A′, E′, F,X ′, i′, p′). Отсюда
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вытекает, что H(Ak,B1 ∩ B2) = H(Ak,B1) ∩ H(Ak,B2) и HF (Ak,B1 ∩ B2) =
= HF (Ak,B1) ∩ HF (Ak,B2).

Выполняется включение A1 �A2 ⊂ MB. Из [20, определение 26, теорема 27]
следует, что f(Ak) ⊂ MBj . Если π ∈ Hom(Ak,Bj) для любого k ∈ {1, 2}, то
π1

1(A1 ∪ A2) = π1
1(A1) ∪ π1

1(A2) ⊂ A′
j , где Bj = B(A′

j , E
′
j , F,X

′
j , i

′
j , p

′
j) ⊂ MR.

С другой стороны, π3
3(F ) ⊂ F , π4

4(Y1) ⊂ X ′ и π4
4(Y2) ⊂ X ′, следовательно,

имеется непрерывное продолжение π4
4(Y ) ⊂ X ′ [9,11], так как π4

4 ∈ Hom(Yj ,X
′)

для любого j ∈ {1, 2}, и X ′ полна как топологическая коммутативная группа,
где Y = clX(X1+X2). Поэтому π2

2(E1�E2) ⊂ E′, следовательно, π(A1�A2) ⊂ R.
Таким образом, из π ∈ H(A1,Bj) ∩ H(A2,Bj) вытекает, что π ∈ H(A1 � A2,Bj).

Обратно, если π ∈ H(A1�A2,Bj), то π|Ak
∈ H(Ak,Bj) для любого k ∈ {1, 2},

так как Ak ⊂ MA1�A2. Таким образом, H(A1�A2,Bj) = H(A1,Bj)∩H(A2,Bj),
и аналогично HF (A1 � A2,Bj) = HF (A1,Bj) ∩ HF (A2,Bj).

Определение 18. Топология на Hom(B,R) называется M -множествен-
но-(β, γ)-открытой топологией, если существует β-замкнутаяM -сеть α на B, та-
кая что {H(Ck,Dj) : Ck ∈ α, Dj является γ-открытым подмножеством в R}—
предбаза топологии τα,β,γ . Тогда Hom(B,R), снабжённая топологией τα,β,γ , бу-
дет обозначаться Homα,β,γ(B,R). Если β = (1, 2, 3, 4) или γ = (1, 2, 3, 4), то они
могут быть опущены для сокращения обозначений.

Замечание 19. Если B = B(A,E, F,XF , i, p) и R = B(A′, E′, F ′,X ′
F ′ , i′, p′)

являются микрорасслоениями, B ⊂ B, C ⊂ B, D ⊂ R, G ⊂ R, то из определе-
ния 3 следует, что

(19.1) HB,R(C,D ∩G) = HB,R(C,D) ∩ HB,R(C,G),
(19.2) HB,R(B ∪ C,D) = HB,R(B,D) ∩ HB,R(C,D).

Более того, если для микрорасслоений B и R кольца одинаковы, F = F ′, то

(19.3) HF ;B,R(C,D ∩G) = HF ;B,R(C,D) ∩ HF ;B,R(C,G),
(19.4) HF ;B,R(B ∪ C,D) = HF ;B,R(B,D) ∩ HF ;B,R(C,D).

Следствие 20. Пусть B1 = B(A1, E1, F1,X1, i1, p1)—микрорасслоение, где
X1 = X1,F1 . Пусть F2 — топологическое кольцо, X2 = X2,F2 — топологический
левый F2-модуль и f = (π3,1

3,2 , π
4,1
4,2) : X1 → X2 —инъективный гомоморфизм, та-

кой что π3,1
3,2 : F1 → F2 — гомоморфизм колец, π4,1

4,2 : X1 → X2, π
4,1
4,2(u1x1+v1y1) =

= π3,1
3,2(u1)π

4,1
4,2(x1) + π3,1

3,2(v1)π
4,1
4,2(y1) для всяких u1, v1 в F1, x1, y1 в X1. Тогда

существуют микрорасслоение B2 = B(A2, E2, F2,X2, i2, p2) и инъективный го-
моморфизм π1

2 : B1 → B2, где A2 = A1.

Доказательство. В силу [20, теорема 32] существуют микрорасслоение
B2 = B(A2, E2, F2,X2, i2, p2) и гомоморфизм π1

2 : B1 → B2, удовлетворяющие
условиям (2.1)—(2.5), такие что π1,1

1,2 = idA1 , где A2 = A1. Очевидно, что ес-
ли f инъективен, то π1

2 инъективен, так как π1,1
1,2 = idA1 , и π2,1

2,2 инъективен
согласно [20, (32.2)—(32.5)] и (2.3), (2.4).
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Определение 21. Пусть X — топологическое пространство, пусть F — топо-
логическое кольцо, r ∈ F , r 	= 0. Если для любого q 	= s в X существует
непрерывное отображение μ : F → X, такое что μ(0) = s, μ(r) = q, то X
называется (F, r)-линейно связным.

Топологический левый F -модуль X = XF называется вполне (F, r)-регу-
лярным тогда и только тогда, когда для любого x 	= 0 в X существует
ψ ∈ HomF (X,X), такое что ψ(x) = r, X = (Fx) + Ker(ψ), (Fx)∩Ker(ψ) = {0},
где r 	= 0, r ∈ F , r фиксировано, F и X нетривиальны. Микрорасслоение B =
= B(A,E, F,X, i, p) называется вполне (F, r)-регулярным тогда и только тогда,
когда B есть T1 и для любого замкнутого подмножества G в B и для любого
q ∈ B, q /∈ G, существует ϕG,q = ϕ ∈ Hom(B,F), такое что ϕ(G) = {(0, 0, 0, 0)},
ϕ(q) = (0, r, q3, r), и X вполне (F, r)-регулярен, где F = B(0, F, F, F, iF , pF )
с iF (v) = v и pF (v) = v для любого v ∈ F , где r 	= 0, r ∈ F , 0 ∈ F , r фиксиро-
вано.

Микрорасслоение R называется (F , r)-линейно связным, если для любых
q 	= s с s3 = 0 и s4 = 0 в R существует μq,s = μ ∈ Hom(F ,R), такой
что μ(0, 0, 0, 0) = s и μ(0, r, q3, r) = q, где r 	= 0, r ∈ F , r фиксировано,
s = (s1, s2, s3, s4) (см. замечание 11). Если F унитально и r = 1, то крат-
ко также будем писать «F -линейно связное» и «вполне F -регулярное» вместо
«(F, r)-линейно связное» и «вполне (F, r)-регулярное» соответственно.

Теорема 22. Микрорасслоение B1 = B(A,E, F,X, i, p) вполне (F, r)-регу-
лярно тогда и только тогда, когда B2 = B(A,A, F, 0, i2, p2) и X вполне (F, r)-ре-
гулярны, где i2 = idA, p2 = idA, X = XF .

Доказательство. Из условий данной теоремы следует, что B2 изоморфно
подмикрорасслоению B3 = B(A, i(A), F, 0, i, p|i(A)) в B1, B3 ⊂ MB1, существует
изоморфизм π2

3 : B2 → B3, так как p ◦ i = idA : A → A. Для любого b ∈ A суще-
ствуют открытая окрестность Ub точки b в A и открытая окрестность Vb точки
i(b) в E и гомеоморфизм hVb

: Vb → Ub×X, где X = XF , согласно (I2.3). Поэто-
му Vb \ {i(b)} открыто в E, так как B1 — T1-микрорасслоение. Следовательно,
B3 замкнуто в B1, причём i3 = i, p3 = p|i(A), E3 = i(A).

Если B1 вполне (F, r)-регулярно, то из определения 21 вытекает, что B3

вполне (F, r)-регулярно, следовательно, B2 вполне (F, r)-регулярно.
Обратно, пусть B2 и X вполне (F, r)-регулярны, G = B(A4, E4, F, YF , i4, p4)

является замкнутым подмикрорасслоением в B1, q ∈ B1, q /∈ G, где i4 = i|A4 ,
p = p|E4 , A4 ↪→ A, E4 ↪→ E, YF ↪→ XF .

В силу [20, теорема 32] и следствия 20 существует непрерывный сюръек-
тивный гомоморфизм π1

3 : B1 → B3, индуцированный f = (idF , π
4,1
4,3), причём

π1,1
1,3 = idA, где π4,1

4,3(x) = 0 для любого x ∈ X. Если A4 	= A, q1 /∈ A4,
где q = (q1, q2, q3, q4), то из вполне (F, r)-регулярности B3, используя π1

3 , мы
выводим, что существует ϕ ∈ Hom(B1,F), такой что ϕ(G) = {(0, 0, 0, 0)} и
ϕ(q) = (0, r, q3, r). Если q1 ∈ A4, то существует гомеоморфизм hVq1

(q2) = q4,
такой что q4 отлично от нуля, q4 ∈ X \ Y согласно (I2.3), (I2.4), так как q /∈ G.
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По определению 21 существует ψ ∈ HomF (X,X), такой что ψ(q4) 	= 0, X =
= (Fq4)+ Ker(ψ) и (Fq4)∩Ker(ψ) = {0}. Отметим, что (q1, i(q1), q3, 0) ∈ B3. Из
f = (idF , ψ), [20, теорема 32], замечания 11 и следствия 20 вытекает, что суще-
ствует ϕ ∈ Hom(B1,F), такой что ϕ(G) = {(0, 0, 0, 0)} и ϕ(q) = (0, r, q3, r).

Теорема 23. Пусть B = B(A,E, F,XF , i, p) и R = B(A′, E′, F, YF , i
′, p′)—

вполне (F, r)-регулярные микрорасслоения, и пусть R также (F, r)-линейно
связно. Пусть α и δ— замкнутые M -сети на B. Тогда τα ⊂ τδ для M -мно-
жественно-открытых топологий на Hom(B,R) тогда и только тогда, когда для
любого C ∈ α существуют C1, . . . , Cn в δ, n ∈ N, такие что C ⊂ C1 ∪ . . . ∪ Cn.

Доказательство. Допустим, что для любого C ∈ α существуют C1, . . . , Cn,
n ∈ N, в δ, такие что C ⊂ C1 ∪ . . . ∪ Cn. Тогда из определений 1, 16, 18 и
замечаний 11, 19 следует, что τα ⊂ τδ. Обратно, допустим, что τα ⊂ τδ. Со-
гласно условиям данной теоремы микрорасслоение R является (F, r)-линейно
связным. Пусть q ∈ R, s ∈ R с s3 = 0, s4 = 0, q 	= s, (q1, q2) 	= (s1, s2). Тогда
существует μ = μq,s ∈ Hom(F ,R), такой что s = μ(0, 0, 0, 0) и q = μ(0, r, q3, r)
согласно определению 21. Возьмём C ∈ α и открытое подмикрорасслоение G =
= B(A0, E0, F,X0,F , i0, p0) в R такими, что s ∈ G и q′ = (q1, q2, q′3, q4) /∈ G для
любого q′3 ∈ F , где i0 = i′|A0 , p0 = p′|E0 . Поэтому H(C,G) является окрест-
ностью для ψ ∈ Homδ(B,R), такой что ψ(B) = (s1, s2, 0, 0) с ψ1

1(A) = {s1},
ψ2

2(E) = {s2}, ψ3
3(F ) = {0}, ψ4

4(XF ) = {0}, где s1 ∈ A, s2 ∈ E, i(s1) = s2.
Из условия τα ⊂ τδ следует, что существуют C1, . . . , Cn в δ, n ∈ N,

открытые подмножества D1, . . . , Dn в R, такие что P ⊂ H(C,G), ψ ∈ P ,
P := H(C1,D1) ∩ . . . ∩ H(Cn,Dn). Допустим, что существует g ∈ C, g /∈ J , где
J :=C1 ∪ . . .∪Cn. Микрорасслоение B вполне (F, r)-регулярно, следовательно,
существует ϕ ∈ Hom(B,F), такой что ϕ(J ) = {(0, 0, 0, 0)} и ϕ(g) = (0, r, g3, r).
Тогда μ ◦ ϕ ∈ P , μ ◦ ϕ /∈ H(C,G) приводит к противоречию. Таким образом,
C ⊂ J .

Примеры 24.

1. Пусть B— T1-микрорасслоение, и пусть p— замкнутая M -сеть, состоя-
щая из всех замкнутых подмножеств C в B вида C = C1 ∪ . . . ∪ Cn,
где Cj ∈ α0 для любого j, n ∈ N, с β = (1, 2, 3, 4) (см. определения
1, 18, замечания 2, 19). Тогда Homp,β,γ(B,R) снабжено топологией τp,β,γ ,
которая естественно называется M -точечно γ-открытой топологией и обо-
значается τp,γ . Для γ = {1, 2, 3, 4} будем говорить о M -точечно-открытой
топологии и использовать обозначения Homp(B,R) и τp.

2. Если c— β-замкнутая M -сеть, состоящая из всех β-компактных под-
множеств в B, то τco,β,γ —M -β-компактная γ-открытая топология на
Homco,β,γ(B,R) или, кратко, компактно-открытая топология для β = γ =
= {1, 2, 3, 4}.

3. Пусть Bτ = B(A,E, F,XF , i, p)—микрорасслоение с топологиями τA на A,
τE на E, τF на F , τX на X. Допустим, что ξA — топология на A, более
сильная, чем τA, τA ⊂ ξA. Тогда существует слабейшая топология ξE на
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множестве E, такая что τE ⊂ ξE , отображение i : (A, ξA) → (E, ξE) непре-
рывно, для любого b ∈ A существует открытая окрестность Ub,ξ ∈ ξA
точки b и открытая окрестность Vb,ξ ∈ ξE точки i(b) и гомеоморфизм
hVb,ξ

: Vb,ξ → Ub,ξ × X, где ξF = τF , ξX = τX . Тогда существует мик-
рорасслоение Bξ с базовым пространством (A, ξA), тотальным простран-
ством (E, ξE) для топологического кольца (F, τF ) и топологического левого
F -модуля (XF , τX), такое что id = π : Bξ → Bτ —непрерывный гомомор-
физм, где π1

1 = idA, π2
2 = idE , π3

3 = idF , π4
4 = idX .

4. Для микрорасслоений B = B(A,E, F,XF , i, p) и R = B(A′, E′, F,X ′
F , i

′, p′)
допустим, что ξA = dA — это дискретная топология на A. Тогда
Hom(Bd,R) содержится в ΩB,R := A′A × E′E × Hom(F, F ) × Hom(X,X ′)
и последнее пространство содержится в ΥB,R := A′A × E′E × FF ×X ′X ,
где, как обычно, SΛ =

∏

λ∈Λ

Sλ, Sλ = S для любого λ ∈ Λ, S— топологиче-

ское пространство, SΛ снабжено топологией тихоновского произведения.
Поэтому топология тихоновского произведения на ΥB,R индуцирует топо-
логию на Hom(Bd,R), которая обозначена ty = ty(B,R).

5. Сильнейшая (т. е. наиболее тонкая топология) M -множественно-(β, γ)-от-
крытая топология на Hom(B,R) обозначена τl,β,γ . Таким образом, τα,β,γ ⊂
⊂ τl,β,γ (см. также определение 18).

Следствие 25. Пусть B и R— T1-микрорасслоения. Тогда Homp(B,R) всюду
плотно в Homty

(Bd,R).

Доказательство. Утверждение следует из примеров 24 3 и 4 и определе-
ния 18, так как Cp(A,A′) плотно в A′A, где Cp(A,A′) обозначает пространство
всех непрерывных отображений из A в A′, снабжённое точечно-открытой топо-
логией.

Следствие 26. Допустим, что выполнены условия теоремы 23 и α является
замкнутой M -сетью на B. Тогда τp,γ ⊂ τα,γ .

Доказательство. Утверждение следует из теоремы 23 и примера 24 1.

Определение 27. Если α— β-замкнутая M -сеть на микрорасслоении B =
= B(A,E, F,XF , i, p), такая что для любых G ∈ α, H ⊂ MG и H, β-замкнутых
в B, выполняется H ∈ α, то α называется наследственно β-замкнутой M -сетью
(см. также определение 16, где B, G, H заданы над одним и тем же топологи-
ческом кольцом F ).

Для микрорасслоения R = B(A′, E′, F,X ′
F , i

′, p′) семейство η, состоящее
из γ-открытых подмножеств, называется γ-открытой M -базой, если для лю-
бого γ-открытого подмножества K в R, K ⊂ R, существует семейство
{Aλ ∈ η : λ ∈ Λ}, где Λ— такое множество, что K =

⋃

λ∈Λ

Aλ. Семейство ζ, со-

стоящее из γ-открытых подмножеств в R, называется γ-открытой M -предбазой,
если семейство {A1 ∩ . . . ∩ An 	= ∅ : n ∈ N, для каждого j ∈ {1, . . . , n} Aj ∈ ζ}
является γ-открытой M -базой для R.
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Теорема 28. Пусть B = B(A,E, F,X, i, p) и R = B(A′, E′, F,X ′, i′, p′)—
T2-микрорасслоения, топологическое кольцо F коммутативно и ассоциатив-
но, X и X ′ —это топологические левые F -модули. Тогда (HomF (B,R), τco)—
T2-микрорасслоение, (Hom(B,R), τco)— T2-топологическое пространство.

Доказательство. Отметим, что для T2-топологических пространств J и K
топологическое пространство C(J,K) всех непрерывных отображений из J в K,
снабжённое компактно-открытой топологией τco является T2-пространством (см.
[13, § 44.I, замечание 1]). Поэтому HomF (B,R) и Hom(B,R) относительно
топологии τco являются T2-топологическими пространствами.

Остаётся доказать, что HomF (B,R) можно снабдить структурой микрорас-
слоения. Мы напомним, что для любых f , g в HomF (X,X ′), x и y в X, a и b
в F тождества

f(ax+ by) = af(x) + bf(y), (f + g)(x) = f(x) + g(x), (bf)(x) = b
(
f(x)

)
,

(a+ b)f(x) = af(x) + bf(x), (ab)f(x) = a
(
bf(x)

)
,

b
(
f(x)

)
= bf(x), af(bx) = b

(
af(x)

)

влекут, что HomF (X,X ′)—левый F -модуль, так как X и X ′ —левые F -модули
и F —коммутативное ассоциативное кольцо.

В силу [21, теорема 1.1.7] (C(X,X ′), τco) имеет структуру аддитивной ком-
мутативной топологической группы. Из включения HomF (X,X ′) ⊂ C(X,X ′) и
доказательства выше следует, что (HomF (X,X ′), τco) также имеет структуру
аддитивной коммутативной топологической группы.

Для топологического левого F -модуля X ′ умножение F × X ′ → X ′ (сов-
местно) непрерывно, причём для любой открытой окрестности U ′ для 0 в X ′

существуют открытая окрестность V ′ для 0 в X ′ и открытая окрестность S
для 0 в F , такие что SV ′ ⊂ U ′. Для базы Bd(F ) открытых окрестностей для d
в F и e ∈ F Bd(F ) + e—база открытых окрестностей для d+ e в F . Для базы
By(X ′) открытых окрестностей элемента y в X ′ и z в X ′ By(X ′) + z—база
открытых окрестностей для y + z в X ′. Отметим, что для любого b0 ∈ F и
для любой открытой окрестности U ′

1 нуля в X ′ существует открытая окрест-
ность V ′

b0
нуля в X ′, такая что b0V

′
b0

⊂ U ′
1. С другой стороны, для любого

y0 ∈ X ′ и для любой открытой окрестности U ′
2 нуля в X ′ существует открытая

окрестность Sy0 нуля в F , такая что Sy0y0 ⊂ U ′
2. Тогда

(28.1) (b0 + S1)(y0 + V ′
1) = b0y0 + S1V

′
1 + b0V

′
1 + S1y0 ⊂ b0y0 + U ′ + U ′

1 + U ′
2

для S1 = S ∩ Sy0 , V1 = V ′
b0

∩ V ′. Пусть Q—открытая окрестность нуля в X ′ и
W —компактное подмножество в F . Для любого b ∈ W существует открытая
окрестность Jb элемента b в F и открытая окрестность Pb нуля в X ′, такие что
JbPb ⊂ Q согласно (28.1) с U ′, U ′

1, U
′
2, такими что U ′ +U ′

1 +U ′
2 ⊂ Q, так как X ′

является топологическим левым F -модулем. Открытое покрытие {Jb : b ∈ W}
имеет конечное подпокрытие {Jbj

: j = 1, . . . , n}, n ∈ N,
n⋃

j=1

Jbj
⊃ W . Тогда
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P =
n⋂

j=1

Pbj
—это открытая окрестность нуля в X ′. Поэтому

( n⋃

j=1

Jbj

)
P ⊂ Q,

следовательно, WP ⊂ Q.
Для любых f , g в HomF (X,X ′), таких что f − g ∈ H4(B,P ), существуют

открытые в (HomF (X,X ′), τco) подмножества Ωf , Ωg, такие что Ωf − Ωg ⊂
⊂ H4(B,P ), следовательно, W (Ωf − Ωg) ⊂ H4(B,WP ) ⊂ H4(B,Q), так как
(f−g)(WB) = W (f−g)(B) в силу левой F -линейности f и g. Отсюда вытекает,
что (HomF (X,X ′), τco) является топологическим левым F -модулем. Сходно до-
казывается, что если Y — топологический левый F -модуль, то (C(A, Y ), τco)—
топологический левый F -модуль, где (b1y1 + b2y2)(a) = b1y1(a) + b2y2(a) для
любых b1, b2 в F , y1, y2 в C(A, Y ), a ∈ A. В частности, можно взять Y =
= (HomF (X,X ′), τco).

Далее рассмотрим

HomF (E,E′) := {π2
2 : π = (π1

1 , π
2
2 , idF , π

4
4) ∈ HomF (B,R)}.

Для любого f ∈ C(A,A′) положим ı̃(f) = i′◦f◦p, следовательно, ı̃(f) ∈ C(E,E′).
Для любого g ∈ C(E,E′) зададим p̃(g) = p′ ◦ g ◦ i, тогда p̃(g) ∈ C(A,A′).

Если f ∈ C(A,A′) и g = ı̃(f), то g ∈ C(E,E′) как композиция g = i′ ◦ f ◦ p
непрерывных отображений. Пусть C2 компактно в E, V ′ открыто в E′ и
для них g ∈ M(C2, V ′) := {t ∈ C(E,E′) : t(C2) ⊂ V ′}. Тогда p(C2) = C1

компактно в A по [9, теорема 3.1.10]. Для U ′, открытого в A′, такого что
V ′ ⊃ i′(U ′), выполнено включение ı̃(M(C1, U ′)) ⊂ M(C2, V ′), где M(C1, U ′) =
= {s ∈ C(A,A′) : s(C1) ⊂ U ′}, f ∈ M(C1, U ′), ı̃(f) = g. В силу [9, пред-
ложение 1.4.1] отображение ı̃ непрерывно из (C(A,A′), τco) в (C(E,E′), τco).
Аналогично если g ∈ C(E,E′), f = p̃(g), C1 —компактное подмножество в A,
U ′ —открытое подмножество в A′, V ′ —открытое подмножество в E′, такие что
U ′ ⊃ p′(V ′), g ∈ M(C2, V ′), C2 = i(C1), то p̃

(
M(C2, V ′)

)
⊂ M(C1, U ′). Сно-

ва по [9, теорема 3.1.10, предложение 1.4.1] отображение p̃ непрерывное из
(C(E,E′), τco) в (C(A,A′), τco).

Заметим, что p̃ ◦ ı̃(f) = p′ ◦ i′ ◦ f ◦ p ◦ i = f для любого f ∈ C(A,A′). Если
f1 	= f2 в C(A,A′), то f1◦p 	= f2◦p в C(E,A′), и следовательно, i′◦f1◦p 	= i′◦f2◦p
в C(E,E′). Поэтому ı̃(f1) 	= ı̃(f2).

Из условия (2.3) следует, что

(28.2) π1
1 = p′ ◦ π2

2 ◦ i
для любого π ∈ HomF (B,R), так как p′ ◦ i′ = idA′ . Из условия (2.4) вытекает,
что

(28.3) h′ ◦ π2
2 ◦ h−1(a, ux+ vy) = uh′ ◦ π2

2 ◦ h−1(a, x) + vh′ ◦ π2
2 ◦ h−1(a, y)

для любых u и v в F , x и y в X, a ∈ A, так как π3
3 = idF в рассматриваемом

случае, где h′ = h′V ′ для R, h = hV для B. Из условия (2.5) вытекает, что
π̂′

2 ◦ h′ ◦ π2
2 = π4

4 ◦ π̂2 ◦ h, где π̂2 : U × X → X, π̂′
2 : U ′ × X ′ → X ′ по (2.4),

следовательно,

(28.4) π̂′
2 ◦ h′ ◦ π2

2 ◦ h−1 = π4
4 ◦ π̂2,



Структура и гомоморфизмы микрорасслоений 129

где π4
4(ux+ vy) = uπ4

4(x) + vπ4
4(y) для любых x и y в X, u и v в F , π̂2(d, x) = x

для всяких d ∈ U и x ∈ X.
Поскольку B и R являются T2, то X\{0} открыто в X, X ′\{0} открыто в X ′.

С помощью локальных гомеоморфизмов hV : V → U ×X и h′V ′ : V ′ → U ′ ×X ′

для B и R соответственно, из (I2.2), (I2.3) следует, что i(A) замкнуто в E,
i′(A′) замкнуто в E′.

Пусть B1 = B(A,E1, F,X
′, i1, p1)— T2-микрорасслоением. Из (28.2)—(28.4)

вытекает, что всякая g ∈ C(A,A′) индуцирует π ∈ HomF (B1,R), такой что
π1

1 = g, π3
3 = idF , π4

4 = idX′ , π = (π1
1 , π

2
2 , π

3
3 , π

4
4), где idX′(y) = y для всякого

y ∈ X ′, так как {V1,i1(b) : b ∈ A}—открытое покрытие для E1, {V ′
i′(b′) : b

′ ∈ A′}—
открытое покрытие для E′, где h1,V1,i1(b) : V1,i1(b) → Ub × X ′ — гомеоморфизм
для B1, Ub —открытая окрестность точки b в A, V1,i1(b) —открытая окрестность
точки i1(b) в E1 (см. условие (I2.3)). Отсюда и из доказательства выше вытека-
ет, что существует отображение ζ : C(A,A′) → HomF (B1,R), такое что ζ(g) =
= (g, π2

2 , idF , idX′). Условия (2.1)—(2.5) влекут, что если π = (π1
1 , π

2
2 , idF , π

4
4) ∈

∈ HomF (B,R), то π4
4 ∈ HomF (X,X ′). С использованием ζ, композиции гомо-

морфизмов, [20, теорема 32] и следствия 20 (с G = F и XG = X ′, XF = X) мы
выводим, что
(28.5) HomF (X,X ′) = {(idF , π

4
4) : π = (π1

1 , π
2
2 , idF , π

4
4) ∈ HomF (B,R)}.

Для любого q = (q1, q2, q3, q4) ∈ B и s = (s1, s2, s3, s4) ∈ R согласно условиям
(I2.2)—(I2.4)
(28.6) p ◦ i(q1) = q1, p′ ◦ i′(s1) = s1,
(28.7) ι0(q1) = (q1, 0), ι′0(s

1) = (s1, 0),
(28.8) π̂1(q1, x) = q1, π̂2(q1, x) = x для любого x ∈ X, π̂1 ◦ hVi(q1)

(q2) = q1,
π̂2 ◦ hVi(q1)

(q2) = q4, π̂′
1(s

1, y) = s1, π̂′
2(s

1, y) = y для любого y ∈ X ′,
π̂′

1 ◦ h′V ′
i′(s1)

(s2) = s1, π̂′
2 ◦ h′V ′

i′(s1)
(s2) = s4,

где π̂1, π̂2, ι0, hVi(q1)
соответствует B, π̂′

1, π̂
′
2, ι

′
0, h

′
V ′

i′(s1)
соответствует R, где

hVi(q1)
: Vi(q1) → Uq1 × X, h′V ′

i′(s1)
: V ′

i′(s1) → U ′
s1 × X ′ являются гомеоморфиз-

мами, Vi(q1) —открытая окрестность точки i(q1) в E, Uq1 —открытая окрест-
ность для q1 в A, аналогично V ′

i′(s1) —открытая окрестность точки i′(s1) в E′,
U ′

s1 —открытая окрестность точки s1 в A′. Поэтому для любых B ⊂ B, D ⊂ R,
g ∈ H(B,D) из (28.4) следует, что π̂′

2◦h′V ′◦g2
2(B2∩V ) = g4

4◦π̂2◦hV (B2∩V ) ⊂ D4,
так как π̂2 ◦ hV (B2 ∩ V ) ⊂ B4, π̂′

2 ◦ h′V ′(D2 ∩ V ′) ⊂ D4. Отметим также, что
π̂1 ◦hV (B2 ∩V ) = B1 ∩U , π̂′

1 ◦h′V ′(D2 ∩V ′) = D1 ∩U ′ по (28.6)—(28.8), так как
i(U) ⊂ V и i′(U ′) ⊂ V ′. В силу [9, теоремы 3.4.1, 3.4.7] и (28.3)—(28.5) выше
существует изоморфизм

ξU,U ′ : (HomF (U ×X,U ′ ×X ′), τco) → (ΥU,U ′ , τco)

с

ΥU,U ′ =
{
f = (f1, f2) ∈ C

(
U,U ′ × HomF (X,X ′)

)
:

f1 ∈ C(U,U ′), f2 ∈ C
(
U,HomF (X,X ′)

)}
,
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такой что ΥU,U ′ ⊂ C(U,U ′)×C
(
U,HomF (X,X ′)

)
для любых U , открытого в A, и

U ′, открытого в A′. Для B, компактного в B, и D, открытого в R, мы положим

Ṽ =
{
π2

2 : π2
2 = ∇b∈B1, b′∈D1

(
h′V ′

i′(b′)

)−1 ◦ g2
2 ◦ hVi(b)

∣
∣
Vi(b)∩((g2

2)−1(U ′
b′×X′)),

g2
2 ∈ ξ−1

A,A′
(
Ξ(B1,D1)

)}

с

Ξ(B1,D1) =
{
f = (f1, f2) ∈ ΥA,A′ : f1 ∈ M(B1,D1), f2 ∈ C

(
A,HomF (X,X ′)

)}
,

где ∇ обозначает комбинацию отображений (см. [9, предложение 2.1.1]), так
как

(h′V ′
i′(b′)

)−1 ◦ g2
2 ◦ hVi(b)

∣
∣
P

=
(
h′V ′

i′(b′1)

)−1 ◦ g2
2 ◦ hVi(b1)

∣
∣
P

с

P = Pb,b′,b1,b′1(g
2
2) = Vi(b) ∩

(
(g2

2)−1(U ′
b′ ×X ′)

)
∩ Vi(b1) ∩

(
(g2

2)−1(U ′
b′1

×X ′)
)

для любых b и b1 в A, b′ и b′1 в A′, таких что P 	= ∅. Поэтому для π ∈
∈ HF ;B,R(B,D) мы получаем, что π1

1 ∈ M(B1,D1) =: Ũ , ı̃(π1
1) = π2

2 ∈ Ṽ и
существует гомеоморфизм h̃Ṽ : Ṽ → Ũ × C

(
A,HomF (X,X ′)

)
. Тогда мы поло-

жим ˜̂π1(d̃, x̃) = d̃, ˜̂π2(d̃, x̃) = x̃, ι̃0(d̃) = (d̃, 0), ı̃(d̃) = h̃−1

Ṽ
(d̃, 0) для всяких

d̃ ∈ M(B1,D1) и x̃ ∈ C(A,HomF (X,X ′)). Поэтому ˜̂π1◦ ι̃0|Ũ = p̃|Ṽ ◦ ı̃|Ũ . Таким об-
разом, (HomF (B,R), τco) изоморфно микрорасслоению B = B(A1, E1, F,X1, ı̃, p̃),
где A1 = C(A,A′), E1 = HomF (E,E′), X1 = C

(
A,HomF (X,X ′)

)
в компакт-

но-открытой топологии на них.

Определение 29. Пусть B = B(A,E, F,X, i, p) и R = B(A′, E′, F ′, i′, p′)—
микрорасслоения и P ⊂ Hom(B,R), P = {πλ ∈ Hom(B,R) : λ ∈ Λ}, где Λ—
множество. Пусть μP ∈ Hom(B,B1) с B1 = B(A1, E1, F1,X1, i1, p1) будет задано
по формуле

μP

(
(b, e, f, x)

)
=

{(
π1

1,λ(b), π2
2,λ(e), π3

3,λ(f), π4
4,λ(x)

)
: λ ∈ Λ

}

для любого (b, e, f, x) ∈ B, где A1 = A′Λ, E1 = E′Λ, F1 = F ′Λ, X1 = X ′Λ, где Y Λ

снабжено топологией тихоновского произведения для пространства Y . Говорят,
что P отделяет элементы в B от замкнутых множеств (или подмикрорасслое-
ний), если для любого замкнутого подмножества C (или подмикрорасслоения)
в B и q ∈ B \ C существует πλ ∈ P , такое что πλ(q) /∈ clRπλ(C), где clRπλ(C)
обозначает замыкание для πλ(C) в R. Тогда P отделяет элементы в B, если для
любых q 	= s в B существует πλ ∈ P , такое что πλ(q) 	= πλ(s).

Теорема 30. Допустим, что P ⊂ Hom(B,R), B и R— T1-микрорасслоения,
P отделяет элементы в B от замкнутых множеств (см. определение 29). Тогда
μP : B → B1 —вложение.

Доказательство. В силу [20, теоремы 27, 29] RΛ изоморфно B1, где RΛ =
=

∏

λ∈λ

Rλ, Rλ = R для любого λ ∈ Λ. Возьмём открытое в B подмножество W
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и q ∈ W . Тогда существует πλ ∈ P , такое что πλ(q) /∈ clRπλ(B \W ) по усло-
виям данной теоремы. Пусть S = R \ clRπλ(R \W ), и пусть T = ρ−1

λ (S), где
ρλ ∈ Hom(R,B1) индуцировано изоморфизмом RΛ с B1 и гомоморфизмом про-
екции из RΛ на Rλ. Возьмём s ∈ B, такое что μP (s) ∈ T . Тогда s ∈ π−1

λ (S)
и π−1

λ (S) = B \ π−1
λ (clRπλ(B \W )) ⊂ W . Это влечёт, что T ∩ μP (B) является

открытой окрестностью для μP (q) и T ∩μP (B) ⊂ μP (W ), следовательно, μP (W )
открыто в μP (B).

Определение 31. Пусть B1, B2, B3 —микрорасслоения, для любо-
го j Bj = B(Aj , Ej , Fj ,Xj , ij , pj). Для любых π1

2 ∈ Hom(B1,B2), π2
3 ∈

∈ Hom(B2,B3) мы положим Φ(π1
2 , π

2
3) = π2

3 ◦ π1
2 . Тогда (π2

3)∗(π1
2) = π2

3 ◦ π1
2

и (π1
2)∗(π2

3) = π2
3 ◦ π1

2 называются индуцированными гомоморфизмами, где
(π2

3)∗ : Hom(B1,B2) → Hom(B1,B3) и (π1
2)∗ : Hom(B2,B3) → Hom(B1,B3).

Теорема 32. Пусть B1, B2, B3 — T2-микрорасслоения, α1 —компактная
M -сеть на B1 и α2 — замкнутая M -сеть, образующая базу окрестностей на B2.
Тогда отображение Φ: Homα1(B1,B2) × Homα2(B2,B3) → Homα1(B1,B3) непре-
рывно.

Доказательство. Выберем произвольное C ∈ α1 и D, открытое в B3, π1
2 ∈

∈ Hom(B1,B2), π2
3 ∈ Hom(B2,B3), такие что Φ(π1

2 , π
2
3) ∈ HB1,B3(C,D). Поэтому

π2
3(π1

2(C)) ⊂ D и π1
2(C) ⊂ (π2

3)−1(D). Отметим, что для любого q ∈ π1
2(C)

существует Bq ∈ α2, такое что q ∈ IntB2(Bq) и Bq ⊂ (π2
3)−1(D), где

IntB2(Bq) =
{
s ∈ B2 : s ∈

(
IntA2(B

1
q ), IntE2(B

2
q ), IntF2(B

3
q ), IntX2(B

4
q )

)}
,

Bq = (B1
q , B

2
q , B

3
q , B

4
q ), IntPS обозначает внутренность для S в топологическом

пространстве P при S ⊂ P (см. определения 1, 18 и замечание 2). В силу [9,
теорема 3.1.10] π1

2(C) компактно, следовательно, существуют q1, . . . , qn в π1
2(C),

n ∈ N, такие что π1
2(C) ⊂

n⋃

i=1

IntB2Bqi
=:W . Это влечёт, что (π1

2 , π
2
3) ∈ Υ, где

Υ := HB1,B2(C,W ) ×
( n⋂

i=1

HB2,B3(Bqi
,D)

)
и Φ(Υ) ⊂ HB1,B3(C,D).

Теорема 33. Пусть π2
3 ∈ Hom(B2,B3). Если α1 является замкнутой M -сетью

на B1, то (π2
3)∗ : Homα1(B1,B2) → Homα1(B1,B3) непрерывно.

Доказательство. Возьмём произвольное C∈α1 и D, открытое в B3, C⊂B1,
D⊂B3. Тогда π1

2 ∈(π2
3)−1

∗
(
HB1,B3(C,D)

)
тогда и только тогда, когда π2

3

(
π1

2(C)
)
⊂

⊂D. Последнее включение эквивалентно тому, что π1
2 ∈ HB1,B2

(
C, (π2

3)−1(D)
)
.

Таким образом, (π2
3)−1

∗
(
HB1,B3(C,D)

)
= HB1,B2

(
C, (π2

3)−1(D)
)
.

Теорема 34. Пусть π2
3 ∈ Hom(B2,B3)—вложение микрорасслоения B2

в микрорасслоение B3. Пусть α1 — замкнутая M -сеть на B1. Тогда
(π2

3)∗ : Homα1(B1,B2) → Homα1(B1,B3)—вложение.

Доказательство. Поскольку π2
3 является инъекцией, то (π2

3)∗ —инъекция,
то есть (π2

3)∗(ξ) 	= (π2
3)∗(η) для любого ξ 	= η в Hom(B1,B2), так как существу-

ет s ∈ B1, такое что ξ(s) 	= η(s). Возьмём произвольное C ∈ α1 и B, открытое
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в B2, C ⊂ B1, B ⊂ B2, такие что HB1,B2(C,B) принадлежит предбазе топо-
логии τα1 на Hom(B1,B2). Существует D, открытое в B3, D ⊂ B3, такое что
D∩π2

3(B2) = π2
3(B), так как π2

3 —вложение микрорасслоения B2 в микрорассло-
ение B3. Поэтому (π2

3)−1
∗

(
HB1,B3(C,D)

)
= HB1,B2

(
C, (π2

3)−1(D)
)

= HB1,B2(C,B),
следовательно, (π2

3)∗
(
HB1,B2(C,B)

)
= HB1,B3(C,D) ∩ (π2

3)∗
(
Homα1(B1,B2)

)
.

Определение 35. Гомоморфизм микрорасслоений π1
2 : B1 → B2 является по-

чти сюръективным (почти на), если π1
2(B1) плотно в B2, то есть π1,1

1,2(A1) плотно
в A2, π

2,1
2,2(E1) плотно в E2, π

3,1
3,2(F1) плотно в F2, π

4,1
4,2(X1) плотно в X2.

Теорема 36. Допустим, что π1
2 ∈ Hom(B1,B2), где B1 и B2 являются T2-мик-

рорасслоениями.

(i) Если π1
2 почти сюръективный, то (π1

2)∗ —инъекция.
(ii) Если α1 — замкнутая M -сеть на B1, Hom(B1,B3) разделяет элементы в B1

и (π1
2)∗ : Hom(B2,B3) → Homα1(B1,B3) почти сюръективный, то π1

2 —инъ-
екция.

Доказательство. Возьмём произвольные ξ и η в Hom(B2,B3) такими, что
(π1

2)∗(ξ) = (π1
2)∗(η). Для любого s ∈ π1

2(B1) существует q = qs ∈ B1, такое что
π1

2(q) = s, следовательно, ξ(s) = (π1
2)∗(ξ)(q) = (π1

2)∗(η)(q) = η(s). Тогда ξ = η,
так как π1

2(B1) плотно в B2 и так как B1, B2 и B3 являются T2-микрорасслое-
ниями.

Выберем произвольные s1 	= s2 в B1. Поскольку Hom(B1,B3) разделяет эле-
менты в B1, то существует ξ ∈ Hom(B1,B3), такое что ξ(s1) 	= ξ(s2). Выберем
дизъюнктные открытые окрестности W1 и W2 для ξ(s1) и ξ(s2) в B3 соот-
ветственно. Они существуют, так как B3 является T2-микрорасслоением. По-
этому HB1,B3({s1},W1) ∩ HB1,B3({s2},W2) =: Ψ—открытая окрестность для ξ
в Homα1(B1,B3). Существует η в Hom(B2,B3), такое что (π1

2)∗(η) ∈ Ψ, так как
(π1

2)∗ является почти сюръективным. Тогда η
(
π1

2(s1)
)
∈ W1 и η

(
π1

2(s2)
)
∈ W2,

следовательно, π1
2(s1) 	= π1

2(s2).

Заключение 37. Результаты данной статьи можно использовать для даль-
нейшего исследования топологической структуры микрорасслоений, семейств их
непрерывных гомоморфизмов, их приложений в геометрии, абстрактном гармо-
ническом анализе, математической физике, динамических системах, других вет-
вях математики, информатике и анализе потоков информации, моделировании
систем для определении несанкционированных доступов [3—5,7,10—12,22,26],
а также для изучения операторных пучков, пучков групп, пучков колец, слоений
многообразий или микрорасслоений [1,2,10,25].
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