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Аннотация

Известное описание периодических бассовых абелевых групп распространяется
на сингулярные бассовы модули над непримитивными дедекиндовыми первичными
кольцами.

Abstract

A. A. Tuganbaev, Singular Bassian modules over Dedekind prime rings, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 25 (2025), no. 3, pp. 161—174.

A familiar description of singular Bassian Abelian groups is expanded to Bassian
modules over non-primitive Dedekind prime rings.

1. Введение

Рассматриваются только ассоциативные кольца с ненулевой единицей и уни-
тарные модули. Выражения типа «A—нётерово кольцо» означают, что оба мо-
дуля AA и AA нётеровы. Под A-модулем обычно понимается правый A-модуль.
Все не определённые в статье, но используемые в ней понятия стандартны (см.,
например, [2,3,5—8].

Модуль M называется бассовым, если M не изоморфен подмодулю любого
своего собственного гомоморфного образа, т. е. если N = 0 для любого подмо-
дуля N в M , для которого существует мономорфизм M → M/N . В [4] было
введено понятие бассовой абелевой группы. В [4] описаны все бассовы абелевы
группы, т. е. бассовы Z-модули (см. [4, основная теорема].

Основным результатом данной статьи является теорема 1.3, которая опи-
сывает все сингулярные бассовы модули над непримитивными дедекиндовыми
первичными кольцами (такими кольцами являются, например, все кольца це-
лых алгебраических чисел и кольца матриц над ними). Кроме того, раздел 3
содержит некоторые результаты о бассовых модулях M �= Sing M . Кольцо A
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называется дедекиндовым первичным кольцом, если A—нётерово первичное
кольцо с классическим кольцом частных Q и каждый ненулевой идеал кольца A
обратим в Q. Каждое дедекиндово первичное кольцо является наследственным
нётеровым первичным кольцом. Кольцо A называется непримитивным, если A
не является примитивным справа или слева, т. е. A не имеет точных простых
правых или левых модулей. Другие необходимые определения и обозначения
приведены во введении и разделе 2.

1.1. Замечание. Так как кольцо Z является непримитивным дедекиндовым
первичным кольцом, то теорема 1.3 обобщает описание периодических бассовых
абелевых групп (см. [4], где описаны все бассовы абелевы группы).

1.2. Замечание. Заметим, что все дедекиндовы первичные кольца являются
наследственными нётеровыми первичными кольцами; последние кольца также
называются HNP-кольцами. В [9] доказано, что любое HNP-кольцо A при-
митивно (справа и слева) или ограниченно (справа и слева), причём если A
примитивно и ограниченно, то A—простое артиново кольцо, поэтому неприми-
тивные HNP-кольца совпадают с неартиновыми ограниченными HNP-кольцами.

1.3. Теорема. Если A—непримитивное дедекиндово первичное кольцо и
M — сингулярный правый A-модуль с примарными компонентами Mi = M(Pi),
i ∈ I, то равносильны следующие условия :

1) M —бассов модуль ;
2) каждая примарная компонента Mi модуля M является редуцированным

конечномерным модулем;
3) каждая примарная компонента Mi модуля M является нётеровым модулем.

Доказательство теоремы 1.3 даётся в разделе 2 в виде нескольких утвер-
ждений.

1.4. Замечание. Пусть ненулевой модуль M = M0 не является бассо-
вым. Из определения бассова модуля следует, что M имеет ненулевой под-
модуль N1, для которого существует изоморфизм f1 : M → M1/N1, где M1 —
подмодуль в M = M0 и M1 строго содержит N1 �= 0. Так как ненулевой мо-
дуль M1/N1 изоморфен M и не является бассовым, то существует изоморфизм
f2 : M1/N1 → M2/N2, где M2 —подмодуль в M1, M2 строго содержит N2 и
N2 строго содержит N1. Продолжая аналогично, получаем строго возрастаю-
щую цепь подмодулей N1 ⊂ N2 ⊂ . . . в M и невозрастающую цепь подмодулей
M ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ . . .. Следовательно, модуль M не является нётеровым.

1.5. Замечание. Из замечания 1.4 следует, что все нётеровы модули яв-
ляются бассовыми. Заметим, что любая бесконечная прямая сумма попарно
неизоморфных простых модулей является бассовым модулем, который не нё-
теров. В частности, если M —прямая сумма всех циклических p-групп, где все
p—различные простые числа, то M —бассов, но не нётеров Z-модуль.

1.6. Замечание. Все прямые слагаемые бассовых модулей являются бассо-
выми модулями.
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Доказательство. Допустим, что M —бассов модуль, M = X ⊕ Y и мо-
дуль X не является бассовым. Существует такой мономорфизм f : X → X/X1,
что X1 —ненулевой подмодуль в X. Тогда существует мономорфизм g =
= f ⊕ 1Y : M → M/X1 = (X/X1) ⊕ B, где X1 �= 0. Получено противоречие.

2. Сингулярные модули и близкие вопросы

2.1. Модуль MA называется инъективным, если для любого мономорфиз-
ма f из M в произвольный модуль XA модуль f(M)—прямое слагаемое в X.
Модуль M называется редуцированным, если M не имеет ненулевых инъек-
тивных подмодулей. Подмодуль X модуля M называется существенным, если
X ∩ Y �= 0 для каждого ненулевого подмодуля Y в M . В этом случае го-
ворят, что M — существенное расширение модуля X. Модуль M называется
равномерным (или однородным), если любые два его ненулевых подмодуля
имеют ненулевое пересечение, т. е. если любой ненулевой подмодуль в M
является существенным. Если модуль M является существенным расширени-
ем модуля

⊕

j∈J

Xj , где все Xj —ненулевые равномерные модули и τ —мощ-

ность множества J , то τ называется размерностью Голди или равномерной
размерностью модуля M и обозначается Gdim M ; хорошо известно, что кар-
динальное число Gdim M определено однозначно. Модуль M называется ко-
нечномерным, если M не имеет подмодулей, являющихся прямыми суммами
бесконечного числа ненулевых модулей; в этом случае его размерность Голди
конечна.

2.2. Если N —подмножество правого (левого) A-модуля M , то r(N) (соот-
ветственно �(N)) обозначает правый (соответственно левый) аннулятор мно-
жества N в A, т. е. r(N) = {a ∈ A | Na = 0} (соответственно �(N) =
= {a ∈ A | aN = 0}). Через Sing M обозначается множество всех таких
элементов m правого (левого) A-модуля M , что r(m) (соответственно �(m)) —
существенный правый (соответственно левый) идеал кольца A. Хорошо извест-
но, что Sing M —вполне инвариантный подмодуль модуля M ; он называется
сингулярным подмодулем модуля M . Если Sing M = M (Sing M = 0), то мо-
дуль M называется сингулярным (соответственно несингулярным). Элемент a
кольца A называется регулярным, если r(a) = �(a) = 0. Для правого A-мо-
дуля M через T (M) обозначается множество всех таких элементов m ∈ M ,
что r(m) содержит регулярный элемент кольца A; это множество называет-
ся периодической частью модуля M . Модуль M называется периодическим
(модулем без кручения), если T (M) = M (соответственно T (M) = 0). Подмо-
дуль X модуля M называется замкнутым в M , если X не имеет собственных
существенных расширений в M (соответственно, фактор-модуль M/X несингу-
лярен).

В следующем замечании 2.3 утверждение 1 хорошо известно и проверяется
с помощью леммы Цорна.
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2.3. Замечания. Пусть M —модуль и X —подмодуль в M .

1. Существуют такие замкнутые подмодули M1 и M2 в M , что M1 — суще-
ственное расширение X, M1 ∩ M2 = 0 и M — существенное расширение
модуля M1 ⊕ M2. В этом случае M1 и M2 называются замыканием и
аддитивным дополнением модуля X в M .

2. Если M3 —любой замкнутый существенный подмодуль в M и X ⊆ M3,
то M3/X — существенный подмодуль в M/M1 [5, утверждение 1.4].

3. Если M4 — замкнутый подмодуль в M и X ⊆ M4, то M4/M1 — замкнутый
подмодуль в M/X [5, с. 20, упражнение 16].

4. Если M1 — замкнутый подмодуль в M и M5 — существенный подмодуль
в M , то M1 ∩M5 — замкнутый подмодуль в M5 [5, с. 20, упражнение 17].

2.4. Замечания. Пусть M —модуль и M1 —подмодуль в M .

1. Для каждого модуля любой его гомоморфный образ с существенным яд-
ром сингулярен [5, утверждение 1.20]. Следовательно, если фактор-модуль
M/M1 несингулярен, то подмодуль M1 замкнут в M .

2. Если модуль M несингулярен, то модуль M/M1 является сингулярным
в точности тогда, когда M — существенное расширение модуля M1

[5, утверждение 1.21].

2.5. Кольцо A называется ограниченным справа (слева), если каждый его
существенный правый (соответственно левый) идеал содержит ненулевой идеал
кольца A. Кольцо называется первичным, если произведение любых двух его
ненулевых идеалов не равно нулю. Кольцо A называется полупервичным, если
A не имеет ненулевых нильпотентных идеалов. Конечномерное справа коль-
цо с условием максимальности для правых аннуляторов называется правым
кольцом Голди.

2.6. Предложение. Пусть A—полупервичное правое кольцо Голди.

1. Множество всех существенных правых идеалов кольца A совпадает со
множеством всех правых идеалов кольца A, содержащих регулярные эле-
менты. Следовательно, класс всех сингулярных (несингулярных) правых
A-модулей совпадает с классом всех периодических правых A-модулей
(соответственно A-модулей без кручения). Все существенные расшире-
ния сингулярных (несингулярных) правых A-модулей являются сингуляр-
ными (соответственно несингулярными) модулями. Для любого модуля
MA модуль M/Sing M несингулярен. Кольцо A имеет полупростое ар-
тиново правое классическое кольцо частных Q, причём (с точностью до
A-модульного изоморфизма) ненулевые инъективные несингулярные рав-
номерные правые A-модули совпадают с минимальными правыми идеа-
лами полупростого артинова кольца Q; если A первично, то кольцо Q
простое.

2. Каждый непериодический правый A-модуль содержит ненулевой несингу-
лярный подмодуль.
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Предложение 2.6 хорошо известно (см., например, [5, 6]). Утверждение 1
доказано, например, в [6, 5.9, 5.10, 6.14, 6.10 (a)]. Утверждение 2 следует из 1.
Утверждение 3 доказано, например, в [6, 6.12].
2.7. Классические кольца частных. Максимальные обратимые идеалы.

Примарные компоненты. Пусть кольцо A обладает классическим правым и
левым кольцом частных Q. (В силу утверждения 1 предложения 2.6 A име-
ет простое артиново классическое правое и левое кольцо частных Q, которое
изоморфно кольцу матриц над телом. В частности, каждое нётерово первичное
кольцо обладает простым артиновым классическим правым и левым кольцом
частных.) Идеал B кольца A называется обратимым, если существует такой
подбимодуль B−1 бимодуля AQA, что BB−1 = B−1B = A. Максимальные эле-
менты множества всех собственных обратимых идеалов кольца A называются
максимальными обратимыми идеалами. Множество всех максимальных об-
ратимых идеалов кольца A обозначается через P(A). Если M —A-модуль и
P ∈ P(A), то подмодуль {m ∈ M | mPn = 0, n = 1, 2, . . .} называется P -при-
марной компонентой модуля M и обозначается через M(P ). Если M = M(P )
для некоторого P ∈ P(A), то M называется примарным или P -примарным
модулем.
2.8. Замечание. Пусть A—непримитивное HNP-кольцо, M — сингулярный

A-модуль и {M(Pi)}i∈I —множество всех примарных компонент модуля M .
Многие свойства сингулярного модуля M и его примарных компонент хорошо
известны (см., например, [11—16]. Эти свойства аналогичны свойствам при-
марных компонент периодических абелевых групп. Например, M =

⊕

i∈I

M(Pi),

все примарные компоненты M(Pi) вполне инвариантны в M , для любого под-
модуля X модуля M имеем X =

⊕

i∈I

X ∩ M(Pi), где X ∩ M(Pi)—примарные

компоненты модуля X, M/X =
⊕

i∈I

M/X ∩ M(Pi) и т. п.

2.9. Модуль M называется цепным, если решётка всех его подмодулей яв-
ляется цепью, т. е. в M любые два подмодуля сравнимы по включению (эквива-
лентно, любые два циклических подмодуля сравнимы по включению). Каждый
цепной модуль равномерен, и каждый равномерный модуль неразложим.

2.10. Предложение [6, 4.19, 4.20]. Кольцо A является нётеровым справа
кольцом в точности тогда, когда каждый инъективный правый A-модуль явля-
ется прямой суммой равномерных инъективных модулей, а также в точности
тогда, когда все прямые суммы инъективных правых A-модулей инъективны.

2.11. Предложение. Пусть A—непримитивное HNP-кольцо, M — сингу-
лярный правый A-модуль, {M(Pi)}—множество всех примарных компонент
модуля M .

1. Все конечно порождённые подмодули модуля M являются конечными пря-
мыми суммами циклических цепных модулей конечной длины.

2. Каждый неинъективный подмодуль модуля M имеет ненулевое цикличе-
ское цепное прямое слагаемое конечной длины.
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3. M —инъективный модуль в точности тогда, когда каждая примарная ком-
понента M(Pi) является инъективным модулем, а также в точности тогда,
когда каждая примарная компонента M(Pi) является прямой суммой цеп-
ных инъективных модулей.

Доказательство. Утверждения 1 и 2 доказаны в [12, 13]. Утверждение 3
следует из утверждений 1 и 2 и предложения 2.10.

2.12. Предложение. Пусть A—непримитивное HNP-кольцо, M —инъек-
тивный неразложимый ненулевой сингулярный модуль, M(P )—примарная ком-
понента модуля M , где P —максимальный обратимый идеал кольца A.

1. M —цепной нециклический примарный модуль без максимальных подмо-
дулей, все собственные подмодули модуля M цикличны, имеют конечную
длину и образуют счётную цепь 0 = X0 ⊂ X1 ⊂ . . . ⊂ Xk ⊂ . . . , где
Xk/Xk−1 —простой модуль для любого k и существует такое натуральное
число n, что Xj/Xj−1

∼= Xk/Xk−1 тогда и только тогда, когда j−k делит-
ся на n. Кроме того, модуль M обладает сюръективным эндоморфизмом
с ненулевым ядром. Следовательно, M не является бассовым модулем.

2. Если M̄ —любой ненулевой гомоморфный образ модуля M , то для любого
циклического подмодуля X̄ модуля M̄ длины не меньше k + n существует
эпиморфизм X̄ → Xk с ненулевым ядром, где Xk —произвольный цикли-
ческий подмодуль из пункта 1.

3. Если Y —произвольный циклический цепной P -примарный модуль, то он
изоморфен подфактору модуля M и аннулируется некоторой степенью иде-
ала P .

4. Если
⊕

i∈I

Yi — P -примарный модуль, где все Yi —циклические цепные мо-

дули, композиционные длины которых ограничены в совокупности, то мо-
дуль аннулируется некоторой натуральной степенью идеала P .

5. Каждый конечномерный редуцированный сингулярный A-модуль является
конечной прямой суммой циклических цепных модулей конечной компо-
зиционной длины.

6. Каждый A-модуль с ненулевым аннулятором является прямой суммой цик-
лических цепных модулей с ограниченными в совокупности конечными
композиционными длинами.

Предложение 2.12 следует из предложения 2.6 и результатов [12,13].

2.13. Предложение. Пусть A—непримитивное дедекиндово первичное
кольцо, M —инъективный неразложимый ненулевой сингулярный модуль,
M(P )—примарная компонента модуля M , где P —максимальный идеал коль-
ца A.

1. M —цепной нециклический примарный модуль, все ненулевые фактор-мо-
дули которого изоморфны M , все собственные подмодули модуля M
цикличны, имеют конечную длину и образуют счётную цепь 0 = X0 ⊂
⊂ X1 ⊂ . . . ⊂ Xk ⊂ . . . , где для любого k � 1 все модули Xk/Xk−1

изоморфны и просты.
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2. Если Y —произвольный циклический цепной P -примарный модуль, то он
изоморфен подфактору модуля M и аннулируется некоторой степенью иде-
ала P .

3. Каждый P -примарный модуль NA размерности Голди τ является суще-
ственным расширением прямой суммы

⊕

j∈J

Sj изоморфных простых моду-

лей Sj , где |J | = τ и
( ⊕

j∈J

Sj

)
P = 0.

4. Если
⊕

i∈I

Yi — P -примарный модуль, где все Yi —циклические цепные мо-

дули, композиционные длины которых ограничены в совокупности, то мо-
дуль аннулируется некоторой натуральной степенью идеала P .

5. Пусть Q—инъективный P -примарный A-модуль размерности Голди τ и
X — P -примарный A-модуль размерности Голди σ � τ . Тогда существует
мономорфизм f : X → Q.

Доказательство. Утверждения 1—4 вытекают из предложения 2.12 и ре-
зультатов [12,13].

Докажем утверждение 5. Модуль X является существенным расширением
некоторого модуля Y =

⊕

j∈J

Yj , где все Yj являются изоморфными простыми

модулями и |J |σ � τ . Тогда существует мономорфизм g : Y → Q. Так как мо-
дуль Q инъективен, то g продолжается до гомоморфизма f : X → Q, причём
Y ∩ Ker f ⊆ Ker g = 0. Так как Y — существенный подмодуль в X, то f —
мономорфизм.

2.14. Замечание [15, с. 45, теоремы 2.7, 1.3]. Пусть A—непримитив-
ное HNP-кольцо и M — сингулярный правый A-модуль. Тогда M удовлетворяет
условиям I—III.

I. Каждый конечно порождённый подфактор X модуля M является конечной
прямой суммой циклических цепных модулей Xi конечной композицион-
ной длины d(Xi).

II. Если X —любой подфактор модуля M , содержащий циклические цепные
подмодули U и V , то для любого подмодуля W в U и каждого ненулевого
гомоморфизма с условием d(U/W ) < d

(
V/f(W )

)
верно, что f продолжа-

ется до гомоморфизма U → V .
III. Для любого конечно порождённого подмодуля N в M кольцо A/r(N)

артиново справа.

Далее, M имеет базисный подмодуль B; это означает, что B —чистый подмо-
дуль в M , B —прямая сумма циклических цепных модулей конечной длины и
M/B —прямая сумма равномерных модулей Mi/B бесконечной длины, причём
из предложений 2.12 (утверждение 1) и 2.10 следует, что все модули Mi/B
и M/B инъективны. Кроме того, любые два базисных подмодуля модуля M
изоморфны.
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2.15. Замечание [16, с. 139, теорема 3.8]. Пусть A—непримитивное
HNP-кольцо и M — сингулярный правый A-модуль. В силу замечания 2.14 M
имеет базисный подмодуль и любые его два базисных подмодуля изоморфны.

Элемент x ∈ M называется равномерным, если xA—цепной модуль. Для
любого равномерного элемента x ∈ M обозначим через HM (x) верхнюю грань
всех длин d(T/xA), где T —произвольный циклический цепной подмодуль в M ,
содержащий x. Обозначим через Hk(M) подмодуль в M , порождённый всеми
равномерными элементами с условием H(x) � k. Минимум размерностей Голди
всех подмодулей Hk(M) называется финальным рангом fin. rank M модуля M .
Базисный подмодуль B модуля M называется нижним базисным подмодулем,
если Gdim M = fin. rank M . В общем случае M не имеет нижнего базисного
подмодуля. Однако если цоколь модуля M имеет только конечное число одно-
родных компонент (это так, например, если модуль M примарен), то модуль M
имеет нижний базисный подмодуль [16, теорема 3.8].

2.16. Теорема [16, теоремы 3.8, 3.10]. Пусть A—непримитивное
HNP-кольцо и M — сингулярный правый A-модуль, цоколь которого имеет
только конечное число однородных компонент (это так, например, если мо-
дуль M примарен). Тогда модуль M имеет нижний базисный подмодуль B и
M = H1 ⊕ H2, где r(H1) �= 0 и Gdim H2 = fin. rankH2 = fin. rankM .

2.17. Лемма. Пусть A—непримитивное HNP-кольцо и M — сингулярный
правый A-модуль с примарными компонентами Mi = M(Pi), i ∈ I.

1. Каждая примарная компонента Mi модуля M является редуцированным
конечномерным модулем в точности тогда, когда каждая примарная ком-
понента Mi модуля M является нётеровым модулем.

2. При выполнении условий из пункта 1 модуль M является бассовым.
3. Если M —инъективный ненулевой модуль, то M —прямая сумма инъек-

тивных цепных модулей, не являющихся бассовыми.
4. Если M —бассов модуль, то M —редуцированный модуль.
5. Если M —бассов модуль и r(M) �= 0, то каждая примарная компонента

модуля M является нётеровым и артиновым модулем конечной длины.

Доказательство. По замечаниям 1.6 и 1.5 можно считать, что M = Mi —
примарный модуль.

Утверждение 1 непосредственно проверяется c помощью индукции и первого
утверждения предложения 2.12.

Докажем утверждение 2. Пусть X —подмодуль в M с примарными компо-
нентами Xi = X∩Mi и существует изоморфизм f : M → Y/X, где X ⊆ Y и Y —
модуль с примарными компонентами Yi = Y ∩Mi. В силу замечания 2.8 M/X =
=

⊕

i∈I

Mi/Xi. По замечанию 1.5 все нётеровы модули Mi являются бассовыми

модулями. Кроме того, изоморфизм f индуцирует изоморфизмы fi : Mi → Yi/Xi.
Поэтому Xi = 0 для всех i, откуда следует, что X = 0 и M —бассов модуль.
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Докажем утверждение 3. По предложению 2.10 M —прямая сумма инъек-
тивных сингулярных неразложимых ненулевых модулей Mi. По первому утвер-
ждению предложения 2.12 модули Mi не являются бассовыми.

Докажем утверждение 4. По замечанию 1.6 прямые слагаемые бассовых
модулей являются бассовыми. Поэтому утверждение следует из пункта 3.

Докажем утверждение 5. По шестому утверждению предложения 2.12 M =
=

⊕

j∈J

Mj , где все Mi —циклические цепные модули с конечными компози-

ционными длинами, ограниченными некоторым натуральным числом n. По
утверждению 4 M —редуцированный модуль. Теперь достаточно доказать, что
|J | < ∞.

Допустим, что |J | = ∞. С помощью предложения 2.12 можно проверить, что

бассов модуль M имеет прямое слагаемое X =
∞⊕

i=1

Xi, где все Xi —ненулевые

изоморфные циклические цепные модули. Тогда ясно, что модуль X не бассов,
что противоречит замечанию 1.6.

2.18. Окончание доказательства теоремы 1.3. По замечаниям 1.6 и 1.5
можно считать, что M = Mi —примарный модуль.

Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По утверждению 4 леммы 2.17 M —ре-
дуцированный модуль. Допустим, что M имеет бесконечный финальный ранг
fin. rank M (см. замечание 2.15 о финальном ранге). По теореме 2.16 M =
= H1 ⊕ H2, где r(H1) �= 0 и модуль H2 имеет бесконечный финальный ранг
fin. rank H2, который равен размерности Голди Gdim H2 = τ . По утвержде-
нию 5 леммы 2.17 модуль H1 нётеров. В частности, модуль H1 конечноме-
рен. По теореме 2.16 модуль H2 имеет нижний базисный подмодуль B2 �= 0
и Gdim(H2/B2) = τ . По утверждению 3 предложения 2.13 модуль H2 явля-
ется существенным расширением прямой суммы

⊕

j∈J

Sj изоморфных простых

модулей Sj , где |J | = τ . Так как Gdim(H2/B2) = τ , по утверждению 3 пред-
ложения 2.13 существует мономорфизм f из модуля

⊕

j∈J

Sj в модуль H2/B2.

Модуль H2 — существенное расширение модуля
⊕

j∈J

Sj , причём модуль H2/B2

инъективен (см. замечание 2.14). Поэтому мономорфизм f продолжается до
мономорфизма g : H2 → H2/B2, причём M = H1 ⊕ H2. Тогда существует мо-
номорфизм h : M = H1 ⊕ H2 → H1 ⊕ H2/B2) = M/B2, который действует
тождественно на H1 и совпадает с g на H2. Так как M —бассов модуль и
B2 �= 0, получено противоречие.

Доказано, что M имеет конечный финальный ранг fin. rank M = GdimH2 <
< ∞, причём M = H1 ⊕ H2, где Gdim Hi < ∞, i = 1, 2. Поэтому модуль M
конечномерен. По утверждению 5 предложения 2.12 редуцированный конечно-
мерный сингулярный модуль M является нётеровым модулем.

Эквивалентность 2) ⇐⇒ 3) и импликация 2) =⇒ 1) следуют из леммы
2.17.
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3. Дополнение о бассовых модулях M �= Sing M

Обозначим через Z2(M) радикал Голди модуля M , т. е. такой подмодуль
Z2(M) в M , что Z2(M) содержит Sing M и Z2(M)/Sing M = Sing(M/Sing M).
Модуль M называется радикальным по Голди, если M = Z2(M).
3.1. Замечания [5, с. 37, упражнения 20, 21, 19]. Пусть A—кольцо.
1. Sing

(
M/Z2(M)

)
= 0 для любого A-модуля M , Z2(AA)—идеал кольца A,

и фактор-кольцо A/Z2(AA) несингулярно справа.
2. Класс всех радикальных по Голди A-модулей M замкнут относительно

подмодулей, фактор-модулей, прямых сумм, модульных расширений и су-
щественных расширений.

3. Кольцо A несингулярно справа в точности тогда, когда для любого правого
A-модуля M его радикал Голди совпадает с его сингулярным подмодулем.

3.2. Лемма. Пусть E —инъективный правый A-модуль, не совпадающий со
своим радикалом Голди E1, и модуль E/E1 имеет конечную размерность Голди

n � 1. Тогда модуль E не содержит подмодуль
n+1⊕

k=1

Hk, где все Hk —ненулевые
равномерные несингулярные модули.

Доказательство. Допустим противное. Тогда существует прямое разложе-
ние E = E1 ⊕ F ⊕ G, где модуль F несингулярен (возможно, F = 0), G =

=
n+1⊕

k=1

Gk и Gk —инъективная оболочка модуля Hk, являющаяся ненулевым

несингулярным равномерным инъективным модулем, k = 1, . . . , n + 1. Тогда
Gdim(F ⊕ G) � Gdim G = n + 1. Так как Gdim(E/E1) = Gdim(F ⊕ G) = n, то
получено противоречие.

3.3. Замечание. Пусть A—наследственное справа кольцо. Тогда каждый го-
моморфный образ любого инъективного правого A-модуля инъективен (см., на-
пример, [3, теорема 5.4]). Кроме того, кольцо A несингулярно справа, поскольку
каждый его главный правый идеал aA проективен и изоморфен AA/r(a), откуда
вытекает, что r(a)—прямое слагаемое модуля AA.

3.4. Предложение (см., например, [2, теоремы 21.15, 21.6; 6, 4.19,
4.20]). Кольцо A является нётеровым справа в точности тогда, когда каждый
ненулевой инъективный правый A-модуль E является прямой суммой

⊕

i∈I

Ei

ненулевых равномерных инъективных модулей Ei с локальными кольцами эн-
доморфизмов, а также в точности тогда, когда все прямые суммы инъективных
правых A-модулей инъективны. Кроме того, если E =

⊕

i∈I

Ei =
⊕

j∈J

Fj —два

разложения модуля E в прямую сумму ненулевых равномерных инъективных
модулей, то существует такая биекция f : I → J , что Ei

∼= Ff(i).

3.5. Предложение. Пусть A—наследственное справа нётерово справа коль-
цо и M —правый A-модуль, причём Z2(M)—бассов модуль и модуль M/Z2(M)
конечномерен. Тогда M —бассов модуль.
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Доказательство. По утверждению 3 замечания 3.1 для любого правого
A-модуля его радикал Голди совпадает с его (наибольшим) сингулярным под-
модулем. Обозначим T = Z2(M) = Sing M . Без ограничения мощности можно
считать, что M �= T , т. е. M/T —ненулевой несингулярный модуль конечной по-
ложительной размерности Голди n + 1, n � 0. Пусть X —ненулевой подмодуль
в M . Допустим, что существует мономорфизм α : M → M/X. Надо получить
противоречие.

Возможны два случая:

1) X ⊆ T ;
2) X �⊆ T .

Случай 1): X ⊆ T . Так как T/X —радикальный по Голди модуль и
(M/X)/(T/X) изоморфен несингулярному модулю M/T , то Z2(M/X) = T/X.
Тогда α(T ) ⊆ T/X и существует мономорфизм из бассова модуля T в его
собственный фактор-модуль T/X. Получено противоречие.

Случай 2): X �⊆ T . Существует такой подмодуль T1 в T , что T1∩(T∩X) = 0 и
T — существенное расширение модуля T1⊕(T ∩X). Пусть E(M)—инъективная
оболочка модуля M и E(T + X), E(T ∩ X), E(T ), E(T1), E(X)—инъективные
оболочки модулей T +X, T ∩X, T , T1, X соответственно, лежащие в E(M). То-
гда E(T ) совпадает с инъективной оболочкой E

(
T1⊕(T∩X)

)
= E(T1)⊕E(T∩X)

модуля T1⊕(T ∩X). По замечанию 3.3 модули E(M)/X и E(X)/X инъективны.
По утверждению 1 замечания 2.4 модуль E(X)/X сингулярен. Так как X �⊆ T ,
то модули T + X и X не являются существенными расширениями модулей T
и T ∩ X соответственно. Поэтому существует такой ненулевой несингулярный
подмодуль Y в X, что X — существенное расширение модуля (T ∩X)⊕Y . Тогда
E(X) = E

(
(T∩X)⊕Y

)
= E(T∩X)⊕E(Y ), где E

(
(T∩X)⊕Y

)
, E(T∩X), E(Y )—

инъективные оболочки модулей (T ∩ X) ⊕ Y , T ∩ X, Y внутри E(X) ⊆ E(M)
и модуль E(Y ) несингулярен. Существует такой несингулярный подмодуль Z
в M , что (T + X)∩Z = 0, M — существенное расширение модуля (T + X)⊕Z,
E(M) = E(T + X) ⊕ E(Z)—инъективная оболочка модуля (T + X) ⊕ Z, где
E(Z)—инъективная оболочка модуля Z, E(Z)—несингулярный конечномер-
ный модуль размерности Голди n < n + 1 = GdimE = GdimM , и возможен
случай Z = 0. Тогда

E(M) = E(T ) ⊕ E(Y ) ⊕ E(Z) =
= E(T1) ⊕ E(T ∩ X) ⊕ E(Y ) ⊕ E(Z) = E(T1) ⊕ E(X) ⊕ E(Z).

Так как модуль E(M)/X инъективен, то мономорфизм α : M → M/X продол-
жается до гомоморфизма β : E(M) → E(M)/X, причём β —мономорфизм, по-
скольку M∩Kerβ = Ker α = 0 и M — существенный подмодуль в E(M). Поэто-
му модуль β

(
E(M)

)
инъективен и существует прямое разложение E(M)/X =

= β
(
E(M)

)⊕W . Так как кольцо A нётерово справа, то в силу предложения 3.4
существует прямое разложение β

(
E(M)

)
=

⊕

i∈I

Ei в прямую сумму ненулевых

равномерных инъективных модулей Ei. Так как модуль M/T содержит прямую
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сумму n + 1 ненулевых равномерных несингулярных модулей, то E(M) имеет

прямое слагаемое
n+1⊕

j=1

Wj , где все Wj —ненулевые равномерные несингулярные

модули. Поэтому верно следующее утверждение:

инъективный модуль E(M)/X имеет прямое слагаемое
n+1⊕

j=1

β(Wj),

где все β(Wj)—ненулевые равномерные несингулярные модули.
(∗)

При этом E(M)/X =
(
E(T1) ⊕ E(X) ⊕ E(Z)

)
/X ∼= E(T1) ⊕ (E(X)/X) ⊕ E(Z),

где модуль E(T1)⊕ (E(X)/X) сингулярен, а E(Z)—несингулярный модуль ко-
нечной размерности Голди n � 0. Это противоречит утверждению (∗).
3.6. Теорема. Пусть A—непримитивное HNP-кольцо, M —правый A-мо-

дуль, причём M �= Sing M , каждая примарная компонента сингулярного модуля
Sing M является нётеровым модулем и модуль M/Sing M конечномерен. Тогда
M —бассов модуль.

Теорема 3.6 вытекает из теоремы 1.3 и предложения 3.5.

3.7. Лемма [1, лемма 2.15]. Пусть A—кольцо и M —ненулевой правый
A-модуль, не являющийся существенным расширением своего сингулярного
подмодуля Sing X. Тогда M содержит подмодуль, который изоморфен ненулево-
му правому идеалу кольца A.

3.8. Лемма. Пусть A—первичное правое кольцо Голди.

1. Каждый ненулевой идеал B кольца A является существенным правым
идеалом и содержит регулярный элемент.

2. Существует такое натуральное число n, что для любых ненулевых эле-
ментов b1, . . . , bn кольца A модуль b1A ⊕ . . . ⊕ bnA содержит изоморфную
копию свободного циклического модуля AA.

3. Если X —непериодический правый A-модуль и X содержит несингуляр-
ный подмодуль Y бесконечной размерности Голди τ , то X содержит нену-
левой свободный подмодуль F бесконечного ранга τ | и, следовательно,
существует эпиморфизм из модуля F на любой τ -порождённый правый
A-модуль.

Доказательство. Докажем утверждение 1. В силу первого утверждения
предложения 2.6 достаточно доказать, что B — существенный правый идеал.
Пусть C — такой правый идеал кольца A, что B ∩ C = 0. Тогда (AC)B ⊆
⊆ B ∩ C = 0. Так как кольцо A первично, то C ⊆ AC = 0 и B — существенный
правый идеал.

Докажем утверждение 2. По первому утверждению предложения 2.6) пер-
вичное правое кольцо Голди A обладает классическим правым кольцом част-
ных Q, которое для некоторого натурального числа n изоморфно кольцу всех
матриц размера n×n над телом. Обозначим через B модуль b1A⊕ . . .⊕bn. Тогда
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Q-модуль b1Q ⊕ . . . ⊕ bnQ содержит изоморфную копию модуля QQ. Поэтому
модуль B содержит изоморфную копию модуля AA.

Докажем утверждение 3. По лемме 3.7 X содержит подмодуль, который
изоморфен ненулевому главному правому идеалу bA кольца A. В силу утвер-
ждения 2 существует такое натуральное число n, что прямая сумма n изоморф-
ных копий модуля bAA содержит изоморфную копию свободного циклического
модуля AA. Тогда X содержит ненулевой свободный подмодуль бесконечного
ранга |J |.
3.9. Лемма. Пусть A—первичное правое кольцо Голди бесконечной мощно-

сти |A| и M —ненулевой несингулярный правый A-модуль бесконечной размер-
ности Голди τ � |A|. Тогда модуль M не является бассовым.

Доказательство. Пусть E —инъективная оболочка модуля M . Хорошо из-
вестно, что E =

⊕

j∈J

Ej , |J | = τ , Ej —равномерный инъективный модуль и

для любого j существует изоморфизм Ej
∼= SA, где S —некоторый минималь-

ный правый идеал простого артинова правого классического кольца частных Q
кольца A. Так как ясно, что мощность |Q| правого классического кольца част-
ных Q бесконечного кольца A равна |A|, то |Ej | = |A| и |M | = τ . По утвер-
ждению 3 леммы 3.8 модуль M содержит свободный подмодуль F бесконечного
ранга τ |, причём |M | = τ . Поэтому существуют подмодуль X в F и эпимор-
физм f : M → F/X ⊆ MX . Если X = 0, то M = F —бесконечная прямая сумма
изоморфных копий модуля AA; в этом случае ясно, что модуль M не является
бассовым. Если X �= 0 и M изоморфен подмодулю F/X в MX , то модуль M
тоже не является бассовым.

3.10. Предложение. Пусть A—наследственное справа нётерово справа пер-
вичное счётное кольцо и M —ненулевой несингулярный правый A-модуль. Рав-
носильны условия:

1) M —бассов модуль;
2) M —конечномерный модуль.

Доказательство. Импликация 2) =⇒ 1) вытекает из теоремы 3.6.
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Допустим противное. Тогда Gdim M �

� ℵ0 = |A|. По лемме 3.9 модуль M не является бассовым. Получено противо-
речие.

Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда
№ 22-11-00052, https://rscf.ru/project/22-11-00052.
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