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Аннотация

Рассматриваются частично псевдоупорядоченные (K-упорядоченные) алгебры над
частично упорядоченными полями. Исследуются свойства множества всех выпуклых
направленных идеалов частично псевдоупорядоченных алгебр. Показано, что в тео-
рии частично псевдоупорядоченных алгебр выпуклые направленные идеалы играют
ту же роль, что выпуклые направленные подгруппы в теории частично упорядочен-
ных групп. Найдены необходимые и достаточные условия, при которых выпуклый
направленный идеал AO-псевдоупорядоченной алгебры над частично упорядоченным
полем является спрямляющим идеалом данной алгебры. Доказано, что в AO-псев-
доупорядоченной алгебре над частично упорядоченным полем спрямляющие направ-
ленные идеалы образуют корневую систему в решётке всех выпуклых направленных
идеалов данной алгебры. Изучаются свойства регулярных идеалов частично псевдо-
упорядоченных алгебр над частично упорядоченными полями. Получены некоторые
результаты, касающиеся свойств выпуклых направленных идеалов псевдорешёточно
псевдоупорядоченных алгебр над направленными полями.

Abstract

E. E. Shirshova, Convex ideals of partially pseudo-ordered algebras over partial-
ly ordered fields, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 25 (2025), no. 3,
pp. 189—207.

Characteristics of partially pseudo-ordered (K-ordered) algebras over partially ordered
fields are considered. Properties of the set of all convex directed ideals in partially pseu-
do-ordered algebras are described. It is shown that convex directed ideals play for the
theory of partially pseudo-ordered algebras the same role as convex directed subgroups
for the theory of partially ordered groups. Necessary and sufficient conditions for a con-
vex directed ideal of an AO-pseudo-ordered algebra over a partially ordered field to be
a rectifying ideal are obtained. We show that the set of all rectifying directed ideals of an
AO-pseudo-ordered algebra over a partially ordered field forms a root system for the lat-
tice of all convex directed ideals of that algebra. Properties of regular ideals for partially
pseudo-ordered algebras over partially ordered fields are investigated. Some results are
proved concerning convex directed ideals of pseudo-lattice pseudo-ordered algebras over
directed fields.
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1. Введение

Пусть R = 〈R,+, ·〉—произвольное кольцо (возможно, неассоциативное). Го-
ворят, что R— частично упорядоченное кольцо, если 〈R,+,�〉 является ча-
стично упорядоченной группой, удовлетворяющей условию:

из a � b и 0 < c следуют неравенства ac � bc и ca � cb для всех a, b, c ∈ R.

Частично упорядоченная группа G называется направленной, если для лю-
бых элементов a и b из G существует элемент u ∈ G, для которого верны
неравенства a, b � u.

Пусть F —частично упорядоченное тело. Если группа 〈F,+,�〉 является
направленной (решёточно упорядоченной, линейно упорядоченной), то F на-
зывают направленным (решёточно упорядоченным, линейно упорядоченным)
телом.

Замечание. До конца статьи будем считать, что F —частично упорядочен-
ное тело нулевой характеристики с положительной единицей (иначе порядок
окажется тривиальным).

Линейно упорядоченное поле F , очевидно, удовлетворяет условию

если 0 < ab и 0 < a, то 0 < b для всех a, b ∈ F (∗)
(см. [13, с. 167]).

Замечание. Иногда будет удобно допустить выполнение условия (∗) в дру-
гих классах частично упорядоченных полей.

Определение 1 [9]. Левое линейное пространство F V =〈V,+, {α | α∈F},�〉
над частично упорядоченным телом F называется частично упорядоченным ли-
нейным пространством, если 〈V,+,�〉—частично упорядоченная группа, удо-
влетворяющая условию

из 0 � v следует 0 � αv для всех v ∈ V и α > 0 из тела F .

Частично упорядоченное линейное пространство F V над частично упоря-
доченным телом F называют направленно (линейно или решёточно) упорядо-
ченным пространством, если группа 〈V,+,�〉 является направленной (линейно
или решёточно упорядоченной) группой.

Свойства частично упорядоченных линейных пространств над частично упо-
рядоченными телами изучались в [9,10].

Определение 2 [1]. Кольцо R называется частично псевдоупорядоченным
кольцом, если аддитивная группа 〈R,+,�〉 кольца R является частично упоря-
доченной группой, удовлетворяющей условию

из неравенства 0 � a следует верность неравенств

ab � a и ba � a для всех элементов b ∈ R. (1)

Свойства частично псевдоупорядоченных (K-упорядоченных) колец изуча-
лись в [1,7,12,16,18].
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Определение 3 [8]. Алгебра A = 〈A,+, {α | α ∈ F}, ·,�〉 над частично упо-
рядоченным полем F называется частично псевдоупорядоченной алгеброй, если
выполняются условия:

1) 〈A,+, {α | α ∈ F},�〉 является частично упорядоченным линейным про-
странством над полем F ;

2) 〈A,+, ·,�〉 является частично псевдоупорядоченным кольцом.

Если группа 〈A,+,�〉 является направленной (решёточно упорядоченной,
линейно упорядоченной), то алгебру A называют направленно (решёточно, ли-
нейно) псевдоупорядоченной алгеброй.

Понятие частично псевдоупорядоченной алгебры над частично упорядочен-
ным полем было введено Ю. В. Кочетовой и Е. Е. Ширшовой [5]. Первоначально
эти алгебры были названы частично K-упорядоченными алгебрами. Свойства
таких алгебр исследовались в [5, 6, 8, 11, 17]. Мотивацией для рассмотрения
K-упорядоченной алгебры послужило понятие частично упорядоченной алгеб-
ры Ли, введённое В. М. Копытовым (см. [3,4]).

Напомним, что алгебра Ли L = 〈L,+, {α | α ∈ F}, ·〉 над частично упо-
рядоченным полем F называется частично упорядоченной алгеброй Ли, если
структура 〈L,+, {α | α ∈ F},�〉 является частично упорядоченным линейным
пространством над полем F , удовлетворяющим условию

если a � b, то a + ac � b + bc для всех элементов a, b, c ∈ L. (2)

Если алгебра Ли L является частично упорядоченным линейным простран-
ством над частично упорядоченным полем F , то условия (1) и (2) равносильны.

Действительно, если a � b в L, то 0 � b − a, откуда по условию (1) следует,
что (b − a)(−c) � b − a для любого элемента c ∈ L. Значит, −bc + ac � b − a,
т. е. a + ac � b + bc.

С другой стороны, если 0 � a, то по условию (2) 0 � a + a(−b) для лю-
бого элемента b ∈ L, т. е. ab � a. Из свойства антикоммутативности следует
справедливость условия (1).

Таким образом, частично упорядоченные алгебры Ли образуют подкласс ча-
стично псевдоупорядоченных алгебр.

Отметим, что частично псевдоупорядоченная алгебра A не содержит единицу
(если 1 ∈ A, из 0 < a ∈ A по условию (1) следует верность неравенства (1+1)a �
� a, т. е. a � 0).

Целью данной работы является исследование свойств выпуклых направлен-
ных идеалов в различных классах псевдоупорядоченных алгебр над частично
упорядоченными полями.

Большинство результатов данной статьи указывает на сходство свойств вы-
пуклых направленных идеалов частично псевдоупорядоченных алгебр со свой-
ствами выпуклых направленных подгрупп частично упорядоченных групп.

В статье используются терминология и обозначения, общепринятые в теории
частично упорядоченных алгебраических систем (см. [2,4,13]).
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Пусть A—частично псевдоупорядоченная алгебра над частично упорядочен-
ным полем F , положим A+ = {a ∈ A | 0 � a}.

Напомним, что подгруппа M частично упорядоченной группы G называется
выпуклой, если для a, b ∈ M и g ∈ G из неравенств a � g � b всегда следу-
ет g ∈ M . Линейное подпространство M частично упорядоченного линейного
пространства F V над частично упорядоченным телом F называется выпуклым,
если группа 〈M,+,�〉 является выпуклой подгруппой частично упорядоченной
абелевой группы 〈V,+,�〉.

Определение 4 [11]. Идеал I частично псевдоупорядоченной алгебры A
над частично упорядоченным полем F называется выпуклым идеалом, если I —
выпуклое подпространство линейного пространства F A.

Элементы a и b из G+ называются ортогональными в частично упорядочен-
ной группе G = 〈G,+,�〉, если L(a, b) ⊆ L(0) [19]. (Здесь L(x)—множество
нижних граней элемента x.)

Элементы a и b из G+ называются почти ортогональными или AO-эле-
ментами (almost orthogonal elements) в частично упорядоченной группе G =
= 〈G,+,�〉, если из неравенств x � a, b следуют неравенства nx � a, b для всех
x ∈ G и целых положительных чисел n [20]. Ортогональные элементы обладают
указанным свойством, но не только они.

Рассмотрим группу G = Z × Z, в которой (a, b) ∈ G+ \ {(0, 0)}, если a > 0 и
b > 0. Тогда элементы u = (2, 1) и v = (1, 3) почти ортогональны в группе G, но
не ортогональны, так как, например, (−1, 0) � u, v, но (−1, 0) ‖ (0, 0).

Частично упорядоченную группу G = 〈G,+,�〉 называют AO-группой, если
любой элемент g ∈ G представим в виде g = a − b, где элементы a и b почти
ортогональны в группе G. Класс AO-групп является подклассом направленных
групп и включает в себя класс псевдорешёточно упорядоченных групп и, сле-
довательно, классы линейно упорядоченных и решёточно упорядоченных групп
(подробнее см., например, [20]).

Определение 5. Частично псевдоупорядоченное кольцо R = 〈R,+, ·,�〉 на-
зывается AO-псевдоупорядоченным кольцом, если группа 〈R,+,�〉 является
AO-группой.

Частично псевдоупорядоченную алгебру A = 〈A,+, {α | α ∈ F}, ·,�〉 над
частично упорядоченным полем F будем называть AO-псевдоупорядоченной ал-
геброй, если кольцо 〈A,+, ·,�〉 является AO-псевдоупорядоченным кольцом.

Вариация понятия первичного радикала алгебры в классе AO-псевдоупоря-
доченных алгебр исследовалась в [8].

Обозначим через L(A) множество всех выпуклых направленных идеалов ча-
стично псевдоупорядоченной алгебры A над частично упорядоченным полем F .

Множество L(A) можно упорядочить по включению.

Для AO-псевдоупорядоченных алгебр над частично упорядоченными полями
справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над частично упо-
рядоченным полем F . Тогда L(A)—решётка с единицей и нулём. Кроме того,
L(A)—полная подрешётка снизу в решётке всех идеалов алгебры A.

Далее нам понадобится следующее определение.

Определение 6. Выпуклый идеал I частично псевдоупорядоченной алгеб-
ры A над частично упорядоченным полем F называется спрямляющим, если
фактор-алгебра A/I является линейно упорядоченной алгеброй.

Некоторые свойства спрямляющих идеалов частично псевдоупорядоченных
алгебр над частично упорядоченными полями рассматриваются в третьем разде-
ле работы. В случае AO-псевдоупорядоченных алгебр справедливы следующие
утверждения.

Теорема 2. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над частично упо-
рядоченным полем F , I —выпуклый идеал алгебры A. Тогда эквивалентны сле-
дующие условия:

1) I — спрямляющий направленный идеал алгебры A;
2) если a и b почти ортогональны в алгебре A, то a ∈ I или b ∈ I.

Теорема 3. Пусть A = 〈A,+, {α | α ∈ F}, ·,�〉—AO-псевдоупорядоченная
алгебра над частично упорядоченным полем F . Спрямляющие направленные
идеалы алгебры образуют корневую систему в решётке всех выпуклых направ-
ленных идеалов алгебры A.

Подмножество M решётки L называется корневой системой, если для каж-
дого элемента a ∈ M множество Ua = {x ∈ L | a � x} линейно упорядоченно и
лежит в M .

Пусть A = 〈A,+, {α | α ∈ F}, ·,�〉—частично псевдоупорядоченная алгебра
над частично упорядоченным полем F .

Определение 7. Выпуклый направленный идеал I частично псевдоупорядо-
ченной алгебры A называется регулярным идеалом, если существует элемент
x ∈ A, такой что I —максимальный идеал из всех выпуклых направленных
идеалов алгебры, не содержащих x. В этом случае I называется значением
элемента x.

Пример 1. Рассмотрим алгебру A верхнетреугольных матриц над линейно
упорядоченным полем R. Пусть

(a, b, c) =

⎛
⎝

0 a c
0 0 b
0 0 0

⎞
⎠ .

Положим (a, b, c) ∈ A+, если a > 0 и b > 0 или если a = b = 0 и c � 0. Тогда
A—частично псевдоупорядоченная алгебра.

Выпуклый направленный идеал J = {(0, 0, c)} алгебры A является значением
элемента (1, 1, 0), например.
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Теорема 4. Пусть A—частично псевдоупорядоченная алгебра над частич-
но упорядоченным полем F . Каждый элемент 0 �= x ∈ A имеет в A хотя бы
одно значение. Если x /∈ J , где J —выпуклый направленный идеал в A, то
существует K — значение элемента x, для которого J ⊆ K.

В решёточно псевдоупорядоченных алгебрах над некоторыми направленны-
ми полями каждый регулярный идеал алгебры является спрямляющим идеалом
(см. лемму 27).

В более широких классах псевдоупорядоченных алгебр это не так.
В четвёртом разделе приводится пример регулярного идеала AO-псевдоупо-

рядоченной алгебры над линейно упорядоченным полем, который не является
спрямляющим идеалом (см. пример 2).

В четвёртом разделе работы исследуются регулярные идеалы AO-псевдоупо-
рядоченных алгебр над частично упорядоченными полями. Справедливы следу-
ющие утверждения.

Теорема 5. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над частично упо-
рядоченным полем F . Каждый выпуклый направленный идеал I алгебры A
является пересечением регулярных идеалов.

Определение 8. Скажем, что идеал I ∈ L(A) неразложим в пересечение,
если из равенства I =

⋂
s∈S

Js (Js ∈ L(A) для всех s ∈ S) следует существование

индекса n ∈ S, для которого I = Jn.
Используя определение 8, несложно доказать следующую теорему.

Теорема 6. Пусть A = 〈A,+, {α | α ∈ F}, ·,�〉—AO-псевдоупорядоченная
алгебра над частично упорядоченным полем F и I ∈ L(A). Тогда равносильны
следующие условия :

1) I —регулярный идеал;
2) идеал I неразложим в пересечение.

Напомним, что частично упорядоченная группа G называется интерполя-
ционной группой, если для любых элементов a1, a2, b1, b2 ∈ G из неравенств
a1, a2 � b1, b2 следует существование элемента c ∈ G, для которого верны нера-
венства a1, a2 � c � b1, b2 (см. [15]). Класс интерполяционных групп включает
классы решёточно упорядоченных групп, линейно упорядоченных групп и групп
Рисса.

Определение 9 [11]. Частично псевдоупорядоченную алгебру A = 〈A,+,
{α | α ∈ F}, ·,�〉 над частично упорядоченным полем F будем называть интер-
поляционной псевдоупорядоченной алгеброй, если аддитивная группа 〈A,+,�〉
является интерполяционной группой.

Свойства интерполяционных псевдоупорядоченных алгебр над частично упо-
рядоченными полями рассматривались в [11].

Определение 10. AO-псевдоупорядоченную алгебру A над частично упоря-
доченным полем F , которая является интерполяционной псевдоупорядоченной
алгеброй, будем называть псевдорешёточно псевдоупорядоченной алгеброй.
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Важную роль играет следующее утверждение.

Теорема 7. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
направленным полем F . Тогда в A существует выпуклый направленный идеал
I =

∨
a,b

Ia,b для всех пар почти ортогональных элементов a и b алгебры A.

Свойства выпуклых направленных идеалов псевдорешёточно псевдоупорядо-
ченных алгебр над направленными полями исследуются в пятом разделе работы.
Основными результатами этого раздела являются следующие утверждения.

Теорема 8. В каждой псевдорешёточно псевдоупорядоченной алгебре A над
направленным полем F , удовлетворяющим условию (∗), существует выпуклый
направленный идеал, фактор-алгебра по которому является решёточно псевдо-
упорядоченной алгеброй.

Теорема 9. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
направленным полем F , удовлетворяющим условию (∗). Идеал I совпадает
с пересечением всех спрямляющих направленных идеалов алгебры A.

2. Некоторые свойства
псевдоупорядоченных алгебр

Напомним свойство частично упорядоченных групп.

Лемма 10. Для частично упорядоченной группы G = 〈G,+,�〉 равносильны
следующие условия :

1) G является направленной группой ;
2) для нуля и каждого элемента a ∈ G существует верхняя грань ;
3) каждый элемент g ∈ G представим в виде g = a − b, где a, b ∈ G+.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [13,
ч. I, гл. II, § 1, предложение 1].

Следствием леммы 10 является следующее утверждение.

Лемма 11. Направленная псевдоупорядоченная алгебра A над частично упо-
рядоченным полем F порождается множеством A+.

Доказательство. Из пункта 3) леммы 10 следует, что любой элемент x ∈ A
представим в виде x = a − b, где a, b ∈ A+.

Напомним свойства частично псевдоупорядоченных алгебр над частично
упорядоченными полями.

Определение 11 [8]. Пусть A = 〈A,+, {α | α ∈ F}, ·,�1〉 и B = 〈B,+,
{α | α ∈ F}, ·,�2〉—частично псевдоупорядоченные алгебры над частично упо-
рядоченным полем F . Отображение f алгебры A в алгебру B называется o-го-
моморфизмом алгебр, если выполняются следующие условия:
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1) f — гомоморфизм кольца 〈A,+, ·〉 в кольцо 〈B,+, ·〉;
2) f — гомоморфизм линейного пространства 〈A,+, {α | α ∈ F}〉 в линейное

пространство 〈B,+, {α | α ∈ F}〉;
3) f(A+) ⊆ B+.

При этом f называется строгим o-гомоморфизмом алгебр, если выполняется
условие

4) f(A+) = B+ ∩ f(A).
Если для o-гомоморфизма алгебр f существует o-гомоморфизм алгебр f−1,

то f называется o-изоморфизмом алгебр.

Лемма 12. Пусть A является частично псевдоупорядоченной алгеброй над
частично упорядоченным полем F . Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если I —выпуклый идеал алгебры A, то фактор-алгебра A/I является
частично псевдоупорядоченной алгеброй.

2. Канонический гомоморфизм алгебр π : A → A/I является строгим o-гомо-
морфизмом алгебр.

3. Если I —выпуклый направленный идеал алгебры A, K —выпуклый на-
правленный идеал алгебры A/I, то в алгебре A существует выпуклый
направленный идеал J , для которого π(J) = K.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [8, тео-
рема 1].

Лемма 13. Пусть A—частично псевдоупорядоченная алгебра над направ-
ленным полем F , a ∈ A и a > 0. Тогда в алгебре A существует выпуклый
направленный идеал алгебры Ia, для которого

Ia
+ = {x ∈ A+ | x � αa для некоторых α > 0 из поля F}.

Если J —выпуклый направленный идеал алгебры A и a ∈ J , то Ia ⊆ J .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [17,
теорема 1].

Лемма 14. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над частично упо-
рядоченным полем F , I —выпуклый направленный идеал алгебры A. Если x ∈ I
и x = a − b, где элементы a и b почти ортогональны в алгебре A, то a ∈ I и
b ∈ I.

Доказательство. Из условия леммы следует, что a = x + b. Так как I —
направленный идеал, то по второму условию леммы 10 существует элемент
u ∈ I+, для которого x � u. Поэтому a � u + b. Отсюда следует, что a− u � b и
a−u � a. Из почти ортогональности элементов a и b вытекает, что 2(a−u) � a,
т. е. a � 2u. Так как I —выпуклый идеал, то a ∈ I. Следовательно, b ∈ I.

Лемма 15. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над частично упо-
рядоченным полем F , {Is | s ∈ S}— семейство выпуклых направленных идеалов
алгебры A, I =

⋂
s∈S

Is. Тогда I —выпуклый направленный идеал алгебры A.
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Доказательство. Так как пересечение выпуклых подгрупп является выпук-
лой подгруппой, то I —выпуклый идеал алгебры A.

Пусть x ∈ I. Тогда x ∈ Is для любого индекса s ∈ S. По условию леммы
x = a − b, где элементы a и b являются почти ортогональными в алгебре A.
В силу леммы 14 a ∈ Is для любого индекса s ∈ S. Следовательно, a ∈ I. Кроме
того, x, 0 � a. Из второго условия леммы 10 следует, что I —направленный
идеал алгебры A.

Следствие 16. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над направлен-
ным полем F , 0 < a и 0 < b в алгебре A. Тогда в алгебре A существует
выпуклый направленный идеал Ia,b = Ia ∧ Ib.

Доказательство теоремы 1. Пусть {Is | s ∈ S}— семейство выпуклых на-
правленных идеалов алгебры A. Пересечением

∧
s∈S

Is идеалов будем считать

их теоретико-множественное пересечение
⋂

s∈S

Is. Из леммы 15 следует, что

пересечение выпуклых направленных идеалов алгебры A является выпуклым
направленным идеалом этой алгебры.

Пусть I и J —выпуклые направленные идеалы алгебры A. Рассмотрим в ал-
гебре A множество {Ks | s ∈ S}, где Ks ∈ L(A) и I, J ⊆ Ks для всех s ∈ S.

Пусть K =
⋂

s∈S

Ks. В силу леммы 15 K —выпуклый направленный идеал

алгебры A. Так как I, J ⊆ K, то I, J � K. Пусть H ∈ L(A) и I, J � H. Тогда
H = Ks для некоторого s ∈ S. Значит, K � H. Таким образом, K = I ∨ J .

Следующие утверждения будут использованы позднее.

Теорема 17. Пусть A—частично псевдоупорядоченная алгебра над частич-
но упорядоченным полем F . Тогда следующие условия равносильны:

1) A является решёточно псевдоупорядоченной алгеброй ;
2) каждый элемент x ∈ A представим в виде x = a − b, где a и b—ортого-

нальные элементы алгебры A.

Доказательство. Пусть выполняется первое условие. Тогда группа 〈A,+,�〉
является решёточно упорядоченной группой. Каждый элемент группы удовле-
творяет второму условию (см. [4, гл. II, § 2, предложение 5]).

Пусть имеет место второе условие. Рассмотрим группу G = 〈A,+,�〉. Если
g ∈ G, то по условию леммы g = a − b, где a, b ∈ G+. Тогда верны неравенства
0, g � a. По второму условию леммы 10 G—направленная группа.

Пусть далее x, y ∈ G+. По условию леммы x − y = a − b, где элементы a
и b ортогональны в алгебре A. Для элемента c = x − a = y − b справедливы
неравенства c � x, y. Из неравенств u � x, y для элемента u ∈ G следуют
неравенства

u − c = (u − x) + a = (u − y) + b � a, b.

Значит, u − c ∈ L(a, b) ⊆ L(0), т. е. u � c. Таким образом, c— точная нижняя
грань элементов x и y. Кроме того, −c = a− x = b− y � a, b, значит, −c ∈ L(0),
т. е. c ∈ G+.
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Рассмотрим элемент v = a + b + c ∈ G+. Справедливы неравенства
v = x + b = y + a � x, y. Пусть x, y � t. Тогда

v − t = (x − t) + b = (y − t) + a � a, b.

Значит, v − t ∈ L(0), т. е. v � t. Таким образом, v — точная верхняя грань
элементов x и y в G+. Следовательно, множество G+ —решётка.

Группа G—решёточно упорядоченная группа [4, гл. 2, § 1, предложение 1].
Следовательно, A—решёточно псевдоупорядоченная алгебра.

Лемма 18. Пусть A—решёточно псевдоупорядоченная алгебра над частич-
но упорядоченным полем F , a, b ∈ A+. Тогда равносильны следующие условия:

1) a и b ортогональны в алгебре A;
2) a и b почти ортогональны в алгебре A.

Доказательство. Очевидно, что условие 1 влечёт условие 2.
Пусть a и b почти ортогональны в алгебре A и c = a ∧ b. Тогда 0 � c. Из

верных неравенств c � a, b по условию 2 следует справедливость неравенств
2c � a, b. По определению пересечения 2c � c, т. е. c � 0. Следовательно,
a ∧ b = 0. Таким образом, условие 2 влечёт условие 1.

3. Спрямляющие идеалы
частично псевдоупорядоченных алгебр

Лемма 19. Пусть A является частично псевдоупорядоченной алгеброй над
частично упорядоченным полем F , I — спрямляющий идеал алгебры A, J , K —
выпуклые направленные идеалы алгебры A, I ⊂ J и I ⊂ K. Тогда J ⊆ K или
K ⊆ J .

Доказательство. Пусть, от противного, J ‖ K. Тогда найдутся элементы
x ∈ J \ K и y ∈ K \ J . Так как идеал J является направленным, то по третьему
условию леммы 10 заключаем, что x = u−v для некоторых элементов u, v ∈ J+.
Либо u /∈ K, либо v /∈ K (иначе x ∈ K). Без потери общности можно считать,
что 0 � x. По условию леммы x + I � y + I или y + I � x + I.

В первом случае x � y+c для некоторого элемента c ∈ I. Значит, x ∈ K, так
как K является выпуклым идеалом, но это противоречит выбору элемента x.

Во втором случае приходим к противоречию с выбором элемента y.

Лемма 20. Пусть A является частично псевдоупорядоченной алгеброй над
частично упорядоченным полем F , I — спрямляющий направленный идеал ал-
гебры A, a и b почти ортогональны в алгебре A. Тогда a ∈ I или b ∈ I.

Доказательство. Если a = 0 или b = 0, то утверждение очевидно.
Пусть a �= 0 и b �= 0. Рассмотрим смежные классы a + I и b + I в фактор-ал-

гебре A/I. По условию леммы a + I � b + I или b + I � a + I.
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В первом случае a � b + c для некоторого элемента c ∈ I. Так как I —
направленный идеал, то по второму условию леммы 10 можно считать, что
0 � c. Тогда a − c � a, b в алгебре A. Из почти ортогональности элементов a и
b следует, что 2(a − c) � a, b. Таким образом, 2a − 2c � a, откуда следует, что
a � 2c, где 2c ∈ I. Так как I —выпуклый идеал, то a ∈ I.

Во втором случае, рассуждая аналогично, получаем b ∈ I.

Лемма 21. Пусть A—частично псевдоупорядоченная алгебра над направ-
ленным полем F , I — спрямляющий направленный идеал алгебры A, a �= 0 и
b �= 0 почти ортогональны в алгебре A. Тогда Ia ⊆ I или Ib ⊆ I.

Доказательство. Из леммы 20 следует, что a ∈ I или b ∈ I. Если a ∈ I, то
по лемме 13 Ia ⊆ I. Во втором случае рассуждения аналогичны.

Напомним свойства AO-псевдоупорядоченных алгебр над частично упорядо-
ченными полями.

Лемма 22. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над частично упо-
рядоченным полем F .

1. Если I —выпуклый направленный идеал алгебры A, то фактор-алгебра
A/I является AO-псевдоупорядоченной алгеброй над полем F .

2. Канонический гомоморфизм алгебр π : A → A/I является AO-гомомор-
физмом алгебр.

3. Если J —выпуклый направленный идеал алгебры A, то π(J)—выпуклый
направленный идеал алгебры A/I.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [8, тео-
рема 2].

o-гомоморфизм f (см. определение 11) AO-псевдоупорядоченной алгебры A
в AO-псевдоупорядоченную алгебру B называется AO-гомоморфизмом алгебр,
если из почти ортогональности элементов a и b в алгебре A следует почти
ортогональность их образов f(a) и f(b) в алгебре B.

Лемма 23. Пусть G—AO-группа, M —выпуклая направленная нормальная
подгруппа группы G, H —выпуклая направленная подгруппа группы G. Если
имеет место неравенство M � K в фактор-группе G/M для класса K ∈ π(H),
то существует элемент a ∈ H+, для которого K = a + M .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [8, лем-
ма 14].

Следствие 24. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над частично
упорядоченным полем F , I, J —выпуклые направленные идеалы алгебры A. Ес-
ли имеет место неравенство I � K в фактор-алгебре A/I для класса K ∈ π(J),
то существует элемент a ∈ J+, для которого K = a + I.
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Доказательство. В AO-группе G = 〈A,+,�〉 рассмотрим выпуклые направ-
ленные подгруппы M = 〈I,+,�〉 и H = 〈J,+,�〉. По условию следствия смеж-
ный класс K в фактор-группе G/M удовлетворяет условию M � K. Остаётся
применить лемму 23.

Лемма 25. Пусть A—AO-псевдоупорядоченная алгебра над частично упо-
рядоченным полем F , I —выпуклый идеал алгебры A. Если из почти ортого-
нальности элементов a и b в алгебре A всегда следует a ∈ I или b ∈ I, то I —
спрямляющий идеал алгебры.

Доказательство. Рассмотрим смежный класс x + I в фактор-алгебре A/I.
По условию леммы x = a − b для некоторых почти ортогональных элементов
a и b в алгебре A. По условию леммы a ∈ I или b ∈ I. Если a ∈ I, то x + I =
= (a − b) + I = − b + I < I. Если b ∈ I, то x + I = (a − b) + I = a + I > I.

Доказательство теоремы 2. Следует применить леммы 20 и 25.

Доказательство теоремы 3. Рассмотрим множество L(A) всех выпуклых
направленных идеалов алгебры A. Обозначим через M множество всех спрям-
ляющих направленных идеалов алгебры A. Тогда M ⊂ L(A).

Пусть I ∈ M и UI = {J ∈ L(A) | I ⊆ J}. В силу леммы 19 множество UI

линейно упорядоченно по включению. Если K ∈ UI , то K ∈ L(A), где I ⊆ K.
Если a и b почти ортогональны в алгебре A, то по теореме 2 a ∈ I или b ∈ I.
Отсюда следует, что a ∈ K или b ∈ K. Из теоремы 2 следует, что K ∈ M , т. е.
UI ⊂ M .

Лемма 26. Пусть A—частично псевдоупорядоченная алгебра над направ-
ленным полем F , a и b—почти ортогональные элементы алгебры A, x = a + c
и y = b + c для элемента c ∈ A. Если элементы x и y почти ортогональны
в алгебре A, то c ∈ Ia,b.

Доказательство. По условию леммы x−y = (a+c)− (b+c) = a− b. Значит,
c = x− a = y− b � x, y. Из почти ортогональности элементов x и y следует, что
2c � x, y, т. е. 2x− 2a � x и 2y − 2b � y. Отсюда вытекает, что x � 2a и y � 2b,
т. е. по лемме 13 x ∈ Ia и y ∈ Ib. Следовательно, c ∈ Ia и c ∈ Ib. Таким образом,
по следствию 16 c ∈ Ia,b.

4. Регулярные идеалы
частично псевдоупорядоченных алгебр

Начнём с доказательства существования регулярных идеалов.

Доказательство теоремы 4. Рассмотрим множество M = {Js | s ∈ S} всех
выпуклых направленных идеалов алгебры A, для которых x /∈ Js для всех s ∈ S.
Так как {0} ∈ M , то M �= ∅.

Множество M можно упорядочить по включению. Если множество T =
= {Jq | q ∈ Q}—некоторая цепь в M , то легко проверить, что множество
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J =
⋃

q∈Q

Jq является выпуклым направленным идеалом алгебры A. Если x ∈ J ,

то существует индекс q ∈ Q, для которого x ∈ Jq, чего быть не может. Следова-
тельно, x /∈ J . Значит, J является точной верхней гранью в T . Следовательно,
по лемме Цорна в M существуют максимальные элементы, каждый элемент
из M содержится в некотором максимальном элементе.

Лемма 27. Пусть A—решёточно псевдоупорядоченная алгебра над направ-
ленным полем F , которое удовлетворяет условию (∗), J —выпуклый направлен-
ный идеал алгебры A. Если J —регулярный идеал алгебры A, то J — спрямля-
ющий идеал алгебры.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [6, тео-
рема 2.5.1].

В более широких классах псевдоупорядоченных алгебр это не так. Рас-
смотрим пример регулярного идеала, не являющегося спрямляющим идеалом,
в AO-псевдоупорядоченной алгебре над линейно упорядоченным полем.

Пример 2. Пусть R—аддитивная группа действительных чисел с естествен-
ной упорядоченностью, B = R × R—прямое произведение линейно упорядочен-
ных групп. Тогда B —решёточно упорядоченная группа (см. [13, часть I, гл. II,
§ 6]).

Рассмотрим лексикографическое произведение D =
−−−−→
B × B решёточно упо-

рядоченных групп. В этом случае D не является решёточно упорядоченной
группой (см. [13, часть I, гл. II, § 7]). С другой стороны, D —псевдорешёточная
группа (см. [14]), поэтому D —AO-группа (см. [20, лемма (B)]). В этом случае
элемент g =

(
(a, b), (c, d)

)
считается положительным, если выполняется одно из

следующих условий: 0 < a и 0 � b; или 0 � a и 0 < b; или a = b = 0, а 0 � c и
0 � d.

Если обозначить F = R и для α ∈ F положить αg =
(
(αa, αb), (αc, αd)

)
, то

D станет частично упорядоченным линейным пространством над полем F .
Определим на группе D операцию умножения ◦: если g1 =

(
(a, b), (c, d)

)
и

g2 =
(
(u, v), (s, t)

)
, то положим g1 ◦ g2 =

(
(0, 0), (0, av − ub)

)
. Тогда K = 〈D,+,

{α | α ∈ F}, ◦〉—алгебра Ли над полем F .
Если 0 < g1, то g1 ◦ g2 � g1 и g2 ◦ g1 � g1 для всех g2 ∈ K. Поэтому K —

AO-псевдоупорядоченная алгебра Ли, не являющаяся решёточно упорядочен-
ной.

Выпуклый направленный идеал C =
{(

(0, 0), (c, 0)
)}

является регулярным,
но не является спрямляющим. Действительно, пусть u =

(
(0, 1), (0, 0)

)
и v =

=
(
(1, 0), (0, 0)

)
. Тогда u + C ‖ v + C.

Доказательство теоремы 5. Из теоремы 4 для элемента a ∈ A \ I следу-
ет существование значения Ja, для которого I ⊆ Ja. Рассмотрим множество
{Jx | x ∈ A \ I} всех регулярных идеалов, для которых I ⊆ Jx. По лемме 15
существует выпуклый направленный идеал K =

∧
x∈A\I

Jx. Очевидно, I ⊆ K.
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Допустим, что существует элемент u ∈ K \ I. Тогда u ∈ A \ I и найдётся
регулярный идеал Ju — значение элемента u, для которого I ⊆ Ju. Так как
u /∈ Ju, то u /∈ K, что противоречит выбору элемента u. Значит, I = K.

Доказательство теоремы 6. Пусть I —регулярный идеал и I =
⋂

s∈S

Js, где

Js ∈ L(A) для всех s ∈ S. По предположению существует элемент x ∈ A, для
которого идеал I является значением в алгебре A. Если I ⊂ Js для всех s ∈ S,
то x ∈ Js для всех s ∈ S. Значит, x ∈ I, что противоречит выбору элемента x.
Таким образом, существует индекс n ∈ S, для которого I = Jn. Следовательно,
идеал I неразложим в пересечение.

Пусть I удовлетворяет условию 2. По теореме 5

I =
∧
s∈S

Js =
⋂
s∈S

Js,

где идеалы Js являются регулярными для всех s ∈ S. По условию 2 существует
индекс n ∈ S, для которого I = Jn. Значит, I —регулярный идеал.

5. Псевдорешёточно псевдоупорядоченные алгебры

Лемма 28. Каждой паре почти ортогональных элементов a и b псевдорешё-
точно псевдоупорядоченной алгебры A над направленным полем F соответству-
ет выпуклый направленный идеал Ia,b алгебры A.

Доказательство. Если a �= 0 и b �= 0, то по следствию 16 в алгебре A
существует выпуклый направленный идеал Ia,b. Если a = 0 или b = 0, положим
Ia,b = {0}.

Лемма 29. Пусть A—интерполяционная псевдоупорядоченная алгебра над
частично упорядоченным полем F . Если I —выпуклый направленный идеал
алгебры A, то фактор-алгебра A/I —интерполяционная псевдоупорядоченная
алгебра над полем F .

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [11,
лемма 9].

Теорема 30. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
направленным полем F , J —выпуклый направленный идеал алгебры A, элемен-
ты a �= 0 и b �= 0 почти ортогональны в алгебре A. Тогда Ia+J,b+J = π(Ia,b)
в фактор-алгебре A/J .

Доказательство. Так как по определению 10 A является интерполяционной
псевдоупорядоченной алгеброй, то по лемме 29 фактор-алгебра A/I является
интерполяционной псевдоупорядоченной алгеброй. Так как по определению 10
A является AO-псевдоупорядоченной алгеброй, то из леммы 22 следует, что
смежные классы a + J и b + J почти ортогональны в алгебре A/J . Так как по
лемме 22 A/J является AO-псевдоупорядоченной алгеброй, то по следствию 16
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в фактор-алгебре A/J существует выпуклый направленный идеал Ia+J,b+J . По
лемме 12 найдётся выпуклый направленный идеал K алгебры A, для которого
Ia+J,b+J = π(K), где

K = {x ∈ A | x + J ∈ Ia+J,b+J}.
По лемме 22 существует выпуклый направленный идеал π(Ia,b) в фактор-алгеб-
ре A/J , где

π(Ia,b) = {X ∈ A/J | X = x + J для некоторого элемента x ∈ Ia,b}.
Рассмотрим смежный класс X ∈ π(Ia,b), для которого J � X в алгебре A/J .

По следствию 24 найдётся элемент x ∈ Ia,b
+, для которого X = x + J . По

следствию 16 x ∈ Ia и x ∈ Ib, т. е. x � αa и x � βb для некоторых α > 0 и
β > 0 из поля F . Значит, x+J � αa+J = α(a+J) и x+J � βb+J = β(b+J).
В алгебре A/J по лемме 13 x + J ∈ Ia+J и x + J ∈ Ib+J . По следствию 16
x + J ∈ Ia+J,b+J . Значит, π(Ia,b)

+ ⊂ Ia+J,b+J . По лемме 11 π(Ia,b) ⊆ Ia+J,b+J .
Рассмотрим смежный класс Y ∈ Ia+J,b+J , где J � Y . По следствию 16

Y ∈ Ia+J и Y ∈ Ib+J . Значит, Y � α(a + J) и Y � β(b + J) для некоторых
α > 0 и β > 0 из поля F . По следствию 24 найдётся элемент y ∈ A+, для
которого Y = y + J . Таким образом, y + J � αa + J и y + J � βb + J . Для
элемента y найдутся элементы u, v ∈ J , для которых y+u � αa и y+v � βb. Так
как J —направленный идеал, то найдётся w ∈ J , для которого w � u, v. Тогда
y + w � αa, βb. Так как A является интерполяционной псевдоупорядоченной
алгеброй, то существует элемент c ∈ A, для которого y + w, 0 � c � αa, βb.
В силу леммы 13 c ∈ Ia и c ∈ Ib. По следствию 16 c ∈ Ia,b. Значит, смежный
класс c + J ∈ π(Ia,b). Так как π(Ia,b)—выпуклый идеал и J � y + J � c + J ,
то Y = y + J ∈ π(Ia,b). Таким образом, Ia+J,b+J

+ ⊂ π(Ia,b). По лемме 11
Ia+J,b+J ⊆ π(Ia,b).

Следовательно, Ia+J,b+J = π(Ia,b).

Лемма 31. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
направленным полем F , элементы a и b почти ортогональны в алгебре A и
Ia,b = {0}. Тогда элементы a и b ортогональны.

Доказательство. Если a = 0 или b = 0, то утверждение очевидно. Пусть
a �= 0 и b �= 0.

Пусть x ∈ L(a, b). Тогда 0, x � a, b. Так как по определению 10 A—интер-
поляционная псевдоупорядоченная алгебра, то существует элемент c ∈ A, для
которого 0, x � c � a, b. Так как идеалы Ia и Ib являются выпуклыми, то c ∈ Ia

и c ∈ Ib. По следствию 16 c ∈ Ia,b, т. е. c = 0. Значит, x � 0. Следовательно,
L(a, b) ⊆ L(0).

Лемма 32. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
направленным полем F , удовлетворяющим условию (∗). Если элементы a и b
ортогональны в алгебре A, то элементы a и b почти ортогональны и Ia,b = {0}.
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Доказательство. Если a = 0 или b = 0, то утверждение очевидно. Пусть
a �= 0 и b �= 0.

Допустим, что 0 � x ∈ Ia,b. По следствию 16 x ∈ Ia и x ∈ Ib, т. е. x � αa
и x � βb для некоторых α > 0 и β > 0 из поля F . Так как F —направленное
поле, то существует γ ∈ F+, для которого α, β � γ.

Если γ−α > 0, то 0 � (γ−α)a, откуда следует, что αa � γa. Значит, x � γa.
Аналогично x � γb. Так как γ > 0 и 0 < 1 = γ · γ−1, то по условию (∗) 0 < γ−1.
Поэтому 0 � γ−1(γa − x) и 0 � γ−1(γb − x). Отсюда вытекает, что γ−1x � a, b.
Таким образом, γ−1x ∈ L(a, b) ⊆ L(0). Значит, γ−1x � 0, откуда 0 � −γ−1x.
Это означает, что 0 � −x, т. е. x � 0. Следовательно, x = 0 и Ia,b = {0}.

Лемма 33. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
направленным полем F , удовлетворяющим условию (∗), J —выпуклый направ-
ленный идеал алгебры A. Тогда равносильны следующие условия:

1) A/J —решёточно псевдоупорядоченная алгебра над полем F ;
2) если элементы a и b почти ортогональны в алгебре A, то Ia,b ⊆ J .

Доказательство. Пусть имеет место условие 1 и элементы a и b почти
ортогональны в алгебре A. Если a = 0 или b = 0, то утверждение очевидно.
Пусть a �= 0 и b �= 0.

Так как по определению 10 A является AO-псевдоупорядоченной алгеброй,
то из леммы 22 следует, что смежные классы a + J и b + J почти ортогональны
в фактор-алгебре A/J . Из леммы 18 по условию 1 следует, что смежные классы
a + J и b + J ортогональны в алгебре A/J . Так как по определению 10 A явля-
ется интерполяционной псевдоупорядоченной алгеброй, по лемме 29 получаем,
что фактор-алгебра A/J является интерполяционной псевдоупорядоченной ал-
геброй. Таким образом, A/J является псевдорешёточно псевдоупорядоченной
алгеброй над полем F . В силу леммы 32 Ia+J,b+J = {J}. По теореме 30
Ia+J,b+J = π(Ia,b), поэтому π(Ia,b) = {J}. Таким образом, если x ∈ Ia,b, то
x ∈ J .

Пусть имеет место условие 2. Так как по определению 10 A является ин-
терполяционной псевдоупорядоченной алгеброй, то по лемме 29 фактор-алгеб-
ра A/J является интерполяционной псевдоупорядоченной алгеброй. Так как
по определению 10 A является AO-псевдоупорядоченной алгеброй, то по лем-
ме 22 фактор-алгебра A/J является AO-псевдоупорядоченной алгеброй. Значит,
A/J —псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над полем F .

Пусть смежные классы X и Y почти ортогональны в алгебре A/J . Так
как J � X,Y , то существуют элементы x, y ∈ A+, для которых X = x + J и
Y = y+J . Тогда x−y = a−b, где элементы a и b почти ортогональны в алгебре A.
Пусть c = x−a = y− b. Тогда x = a+ c и y = b+ c. Значит, X = (a+J)+(c+J)
и Y = (b + J) + (c + J). Из леммы 22 следует, что смежные классы a + J и
b + J почти ортогональны в алгебре A/J . В силу леммы 26 c + J ∈ Ia+J,b+J . По
теореме 30 Ia+J,b+J = π(Ia,b). По условию леммы c + J = J . Значит, X = a + J
и Y = b + J . Поэтому IX,Y = π(Ia,b) = {J} в алгебре A/J . Из леммы 31



Выпуклые идеалы частично псевдоупорядоченных алгебр 205

следует, что классы X и Y ортогональны в алгебре A/J . В силу теоремы 17,
фактор-алгебра A/J является решёточно псевдоупорядоченной алгеброй.

Лемма 34. Если A—интерполяционная псевдоупорядоченная алгебра над
частично упорядоченным полем F , то множество L(A) всех выпуклых на-
правленных идеалов алгебры A образует подрешётку в решётке всех идеалов
алгебры A. Кроме того, L(A)—полная подрешётка сверху.

Доказательство. Обоснование данного утверждения можно найти в [11,
теорема 2].

Доказательство теоремы 7. По лемме 28 для каждой пары почти орто-
гональных элементов a и b в алгебре A существует выпуклый направленный
идеал Ia,b. Утверждение теоремы является прямым следствием леммы 34.

Лемма 35. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
направленным полем F , удовлетворяющим условию (∗), J —выпуклый направ-
ленный идеал алгебры A. Тогда равносильны следующие условия:

1) A/J —решёточно псевдоупорядоченная алгебра над полем F ;
2) идеал I ⊆ J .

Доказательство. Справедливость утверждения следует из леммы 33 и опре-
деления идеала I (см. теорему 7).

Лемма 36. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
направленным полем F , удовлетворяющим условию (∗). Тогда равносильны сле-
дующие условия:

1) A—решёточно псевдоупорядоченная алгебра над полем F ;
2) I = {0}.

Доказательство. Пусть A—решёточно псевдоупорядоченная алгебра, где
элементы a и b почти ортогональны в алгебре A. По лемме 18 элементы a и b
ортогональны в кольце A. В силу леммы 32 Ia,b = {0}. Из теоремы 7 следует
верность условия 2.

Пусть выполняется условие 2. Так как по определению 10 A является
AO-псевдоупорядоченной алгеброй, то каждый элемент x алгебры A предста-
вим в виде x = a − b, где элементы a и b почти ортогональны. По лемме 31
элементы a и b ортогональны. Остаётся применить теорему 17.

Доказательство теоремы 8. Если A—решёточно псевдоупорядоченная ал-
гебра, то утверждение очевидно.

Пусть A не является решёточно псевдоупорядоченной алгеброй. Тогда в си-
лу леммы 36 выпуклый направленный идеал I отличен от {0}. Из леммы 35
следует, что фактор-алгебра A/I является решёточно псевдоупорядоченной ал-
геброй.
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Пример 3. Рассмотрим псевдорешёточно псевдоупорядоченную алгебру K
из примера 2. Перечислим её нетривиальные выпуклые направленные идеалы:

C =
{(

(0, 0), (c, 0)
)}

, D =
{(

(0, 0), (0, d)
)}

, J =
{(

(0, 0), (c, d)
)}

,

A =
{(

(a, 0), (c, d)
)}

, B =
{(

(0, b), (c, d)
)}

.

В этом случае I = J .

Лемма 37. Пусть A—псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра над
частично упорядоченным полем F , I —выпуклый направленный идеал алгеб-
ры A. Если K — спрямляющий направленный идеал фактор-алгебры A/I, то
существует спрямляющий направленный идеал J в алгебре A, для которого
π(J) = K.

Доказательство. Так как по определению 10 A—AO-псевдоупорядоченная
алгебра, то в силу леммы 22 фактор-алгебра A/I является AO-псевдоупоря-
доченной алгеброй. По лемме 12 существует выпуклый направленный идеал J
алгебры A, для которого π(J) = K.

Пусть a и b почти ортогональны в алгебре A. По лемме 22 смежные классы
a + I и b + I почти ортогональны в фактор-алгебре A/I. Так как K — спрямля-
ющий направленный идеал, то по теореме 2 a + I ∈ K или b + I ∈ K. Значит,
a ∈ J или b ∈ J . В силу теоремы 2 J — спрямляющий направленный идеал
алгебры A.

Доказательство теоремы 9. Рассмотрим множество {Js | s ∈ S} всех
спрямляющих направленных идеалов в алгебре A. Так как по определению 10
A—AO-псевдоупорядоченная алгебра, то по теореме 1 существует выпуклый
направленный идеал J =

∧
s∈S

Js.

Если элементы a и b почти ортогональны в алгебре A, то по теореме 2 a ∈ Js

или b ∈ Js для всех s ∈ S. По лемме 13 имеем Ia ⊆ Js или Ib ⊆ Js для всех
s ∈ S. По следствию 16 идеал Ia,b ⊆ Js для всех s ∈ S. В силу теоремы 7 I ⊆ Js

для всех s ∈ S. Поэтому I ⊆ J .
Допустим, что I �= J . Существует элемент x ∈ J \ I. По теореме 7 идеал I

является выпуклым и направленным в алгебре A. Так как по определению 10
A является интерполяционной псевдоупорядоченной алгеброй, то по лемме 29
фактор-алгебра A/I является интерполяционной псевдоупорядоченной алгеб-
рой. Так как по определению 10 A является AO-псевдоупорядоченной алгеброй,
то по лемме 22 фактор-алгебра A/I является AO-псевдоупорядоченной алгеб-
рой. Значит, A/I —псевдорешёточно псевдоупорядоченная алгебра.

Смежный класс x + I отличен от I в алгебре A/I. По теореме 4 в алгеб-
ре A/I существует регулярный идеал K, являющийся значением класса x + I.
По лемме 35 алгебра A/I является решёточно псевдоупорядоченной алгеброй.
По лемме 27 идеал K — спрямляющий направленный идеал алгебры A/I. По
лемме 37 существует спрямляющий направленный идеал H в алгебре A, для
которого π(H) = K, поэтому J ⊆ H. Если x ∈ H, то x + I ∈ K, что проти-
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воречит выбору идеала K. Если x /∈ H, то x /∈ J , что противоречит выбору
элемента x. Следовательно, I = J .
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