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Аннотация

Правильные семейства функций являются удобным средством для задания боль-
ших параметрических множеств квазигрупп и n-квазигрупп. В работе описывается
обобщение двух известных классов правильных семейств: семейств на основе пере-
множения перестановочных многочленов и треугольных семейств.

Abstract
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classes of proper families, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 25 (2025),
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Proper families of functions are a convenient framework for specifying large paramet-
ric sets of quasigroups and n-quasigroups. The paper describes a generalization of two
known classes of proper families: families based on a product of permutation polynomials
and triangular families.
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Памяти Евгения Васильевича Панкратьева

1. Введение

Тематика данной работы относится к сфере компьютерной алгебры, которая
являлась основным предметом исследований Евгения Васильевича Панкратье-
ва [1, 9, 20]. В круг его интересов входили различные алгебраические вопросы,
в том числе имеющие непосредственное приложение к проблемам защиты ин-
формации.

Конечные квазигруппы становятся популярной платформой для реализации
различных криптографических функций. В работе К. Шеннона [27] было по-
казано, что табличное гаммирование на основе таблицы Кэли квазигруппы
является совершенным шифром. Квазигрупповые алгоритмы NaSHA [21] и
EDON-R′ [19] участвовали в конкурсе NIST по выбору стандарта хэширова-
ния SHA-3; алгоритмы GAGE и InGAGE [18] были выставлены на конкурс по
выбору стандарта низкоресурсной криптографии. Подробный обзор состояния
предметной области представлен в [15].

Квазигруппы небольшого порядка могут быть эффективно заданы таблицей
Кэли, однако если порядок велик (например, в алгоритме NaSHA использу-
ются квазигруппы порядка 264), табличное задание становится неприемлемым
с практической точки зрения. В качестве альтернативы выступают рекурсив-
ные обобщённые сети Фейстеля [23], ортоморфизмы абелевых групп [14] и
правильные семейства функций [17].

Правильные семейства булевых функций были введены В. А. Носовым в [4],
в [5] было показано, как с помощью правильных семейств булевых функций
можно задавать большие классы квазигрупп. Затем В. А. Носов и А. Е. Панкра-
тьев обобщили конструкцию на семейства функций логик произвольной знач-
ности [7]. К настоящему моменту известен ряд примеров правильных семейств
функций, однако эти примеры покрывают лишь малую долю правильных се-
мейств. Как следствие, актуальна задача расширения спектра примеров. При
этом желательно, чтобы выполнялся ряд дополнительных свойств, таких как
возможность задания короткими формулами (для обеспечения эффективности
по памяти) и большая мощность образа (для обеспечения большой мощности
класса порождаемых квазигрупп, см. [2]).

В данной работе обсуждается обобщение двух известных классов правиль-
ных семейств: семейств на основе перестановочных многочленов из [6] и тре-
угольных семейств. Дальнейшее изложение имеет следующую структуру. В раз-
деле 2 вводятся необходимые определения. В разделе 3 описывается обобщение
семейств из работы [6], доказывается правильность нового класса, а также вы-
числяется мощность образа. В разделе 4 изучаются рекурсивно треугольные и
локально треугольные семейства. Раздел 5 является заключением.
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2. Основные определения и обозначения

Пусть k, n ∈ N, k � 2. Обозначим множество {0, 1, . . . , k − 1} через Ek.
Пусть Pm

k —множество всех функций из Em
k в Ek (в частности, P 0

k —множе-
ство всех констант). Будем считать, что на множестве Ek введена структура
абелевой группы (Ek,+) (например, с помощью сложения по модулю k). Группу
подстановок на множестве {1, . . . , n} обозначим через Sn.

Определение 1. Пусть f1, . . . , fn ∈ Pn
k . Семейство Fn = (f1, . . . , fn) называ-

ется правильным, если для любых наборов α, β ∈ En
k , α �= β, α = (a1, . . . , an),

β = (b1, . . . , bn), найдётся индекс i, 1 � i � n, такой что ai �= bi, но fi(α) = fi(β).
Приведём два примера правильных семейств.

Пример 1 [6]. Пусть k простое, n � 3, g ∈ P 1
k —произвольная биекция,

f1 = g(x2 + 1) · g(x2 + 2) · . . . · g(x2 + k − 1) · g(x3) mod k,

f2 = g(x3 + 1) · g(x3 + 2) · . . . · g(x3 + k − 1) · g(x4) mod k,

...

fn = g(x1 + 1) · g(x1 + 2) · . . . · g(x1 + k − 1) · g(x2) mod k.

Семейство является правильным тогда и только тогда, когда n нечётно [6, тео-
рема 5].

Для изложения второго примера потребуется сперва дать следующее опре-
деление.

Определение 2. Для пары подстановок σ, τ ∈ Sn и семейства Fn : En
k → En

k

размера n рассмотрим семейство (σ, τ)(Fn), которое получено из Fn с помо-
щью перестановки индексов переменных и перестановки индексов входящих
в семейство функций:

(σ, τ)(Fn) =

⎡
⎢⎣

fσ−1(1)

(
xτ−1(1), . . . , xτ−1(n)

)
...

fσ−1(n)

(
xτ−1(1), . . . , xτ−1(n)

)

⎤
⎥⎦ ,

т. е. функция с номером i переходит на место функции с номером σ(i), а пере-
менная с номером i переходит на место переменной с номером τ(i).

Введём также преобразование σ(Fn) следующим образом:

σ(Fn) = (σ, σ)(Fn).

Другими словами, σ(Fn)— семейство, полученное применением подстановки σ
как к индексам функций, так и к индексам координат. Введённое таким образом
преобразование будем называть согласованной перестановкой или согласован-
ной перенумерацией семейства.
Пример 2. Пусть с точностью до согласованной перенумерации переменных

и функций fj = fj(x1, . . . , xj−1), т. е. функция может существенно зависеть
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только от переменных с меньшими номерами. Семейства такого вида называ-
ются треугольными. Для того чтобы показать, что треугольное семейство пра-
вильное, достаточно рассмотреть произвольную пару различных наборов α и β,
в качестве i выбрать первый индекс, на котором эти наборы различаются, и
заметить, что fi(α) = fi(β).
Определение 3. Пусть Fn = (f1, . . . , fn), fi ∈ Pn

k , является семейством
размера n. Под проекцией семейства Πa

i (Fn), где a ∈ Ek, будем понимать се-
мейство Gn−1, полученное из Fn подстановкой вместо xi константы a и вычёр-
киванием функции fi:

Gn−1(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = Πa
i (Fn) =

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f1(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn)
...

fi−1(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn)
fi+1(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn)

...
fn(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

В [8] было введено следующее определение.
Определение 4. Графом существенной зависимости семейства функций Fn

будем называть ориентированный граф GF = (V,E), множество вершин кото-
рого равно V = {1, . . . , n} и ребро (i, j) принадлежит E в том и только в том
случае, когда функция fj существенно зависит от xi.
Определение 5. Введём частную производную ∂iF(x) ∈ {0, 1} отображения

F : En
k → En

k в точке x = (x1, . . . , xn), 1 � i � n:

∂iF(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, если существует q ∈ Ek, такое что

F(x1, . . . , xi−1, q, xi+1, . . . , xn) �=
�= F(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn),

0 в противном случае.

3. Обобщение конструкции
с перестановочным многочленом

Определение 6. Пусть c, d ∈ Ek, h ∈ P k
k . Функция h обладает (c, d)-свой-

ством, если на любом входном наборе, содержащем значение c, она принимает
значение d.

Например, функции min и умножение по модулю k обладают (0, 0)-свой-
ством, а функция max— (k − 1, k − 1)-свойством.

Пусть n � 3, индексы 1, 2, . . . , n «скручены в кольцо»: за n следует 1, пе-
ред единицей идёт n. Пусть g ∈ P 1

k , функции hi ∈ P k
k , i = 1, . . . , n, обладают
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(c, d)-свойством, c ∈ Im(g), I1 = (c1, . . . , ct), I2 = (ct+1, . . . , ck)—два непу-
стых упорядоченных набора элементов Ek, все компоненты которых попарно
различны и в объединении дают всё Ek. Рассмотрим семейство (f1, . . . , fn),
определённое следующим соотношением:

fi = hi

(
g(xi+1 + c1), . . . , g(xi+1 + ct), g(xi+2 + ct+1), . . . , g(xi+2 + ck)

)
. (1)

Несложно заметить, что в случае n = 1 соотношения (1) вырождаются в кон-
станту d, в случае n = 2 возникает семейство

f1 = h1

(
g(x2 + c1), . . . , g(x2 + ct), g(x1 + ct+1), . . . , g(x1 + ck)

)
,

f2 = h2

(
g(x1 + c1), . . . , g(x1 + ct), g(x2 + ct+1), . . . , g(x2 + ck)

)
.

Замечание 1. Построенное семейство является обобщением семейства из
работы [6]. В этой работе предполагалось, что k простое, функции hi яв-
ляются умножением по модулю k, функция g —произвольная биекция, I1 =
= (1, . . . , k − 1), I2 = (0).
Замечание 2. Результаты раздела остаются верными при замене операции

сложения в определении семейства (1) на любую другую операцию, задающую
структуру квазигруппы на множестве Ek.

Теорема 1. Семейство (1) является правильным при нечётном n.

Доказательство. Случай n = 1 является тривиальным, так как по условию
функция f1 тождественно равна d. В дальнейшем будем считать, что n � 3.

Заметим, что если на каком-то наборе α ∈ En
k функция fi принимает значе-

ние, отличное от d, то по построению fi−1(α) = fi+1(α) = d. В силу нечётно-
сти n отсюда следует, что на любом входном наборе по крайней мере (n + 1)/2
функций fi примут значение d и для любой пары входных наборов α, β найдётся
индекс i0, такой что fi0(α) = fi0(β) = d.

Предположим, что семейство (1) не является правильным, то есть суще-
ствует пара наборов α = (a1, . . . , an), β = (b1, . . . , bn), α �= β, таких что для
любого i, для которого ai �= bi, выполнено fi(α) �= fi(β). Рассмотрим индекс i0,
такой что fi0(α) = fi0(β) = d. По предположению ai0 = bi0 . Если среди эле-
ментов g(ai0 + ct+1), . . . , g(ai0 + ck) найдётся значение c, то по определению
семейства f выполнено равенство fi0−2(α) = fi0−2(β) = d. Значит, по пред-
положению ai0−2 = bi0−2. В противном случае значение c встречается среди
g(ai0 + c1), . . . , g(ai0 + ct), откуда следует, что fi0−1(α) = fi0−1(β) = d, что вле-
чёт равенства ai0−1 = bi0−1. Таким образом, fi0−2(α) = fi0−2(β), так как все
аргументы, подставляемые в функцию fi0−2, покомпонентно совпадают; следова-
тельно, ai0−2 = bi0−2. Продолжая рассуждения, в силу нечётности n получаем,
что наборы α и β совпадают. Противоречие.

Теорема 2. Пусть функции hi, i = 1, . . . , n, и g таковы, что

hi

(
g(x + c1), . . . , g(x + ct), g(y + ct+1), . . . , g(y + ck)

)



84 А. В. Галатенко, В. А. Носов, А. Е. Панкратьев, К. Д. Царегородцев

принимает все значения из некоторого множества M ⊆ Ek, |M | = m. Тогда
мощность образа семейства (1) равна

(
1 +

√
4m − 3

)n
+

(
1 −√

4m − 3
)n

2n
.

Доказательство. Сперва докажем верхнюю оценку. Заметим, что из опреде-
ления семейства (1) следует, что если на наборе α ∈ En

k функция fi принимает
значение, отличное от d, то с учётом закольцованности индексов fi−1(α) =
= fi+1(α) = d. Значит, в образе семейства не содержится закольцованных набо-
ров, содержащих два последовательных элемента, отличных от d, и мощность
образа не превосходит мощности множества Cm(n) наборов длины n с эле-
ментами из M , таких что ни один циклический сдвиг набора не содержит два
подряд элемента, отличных от d. Рассмотрим величину cm(n), определённую
следующим соотношением:

cm(n) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

1 при n = 1;
2m − 1 при n = 2;
|Cm(n)| в оставшихся случаях.

Легко увидеть, что мощность образа семейства (1) не превосходит cm(n).
Выведем рекуррентное соотношение на cm(n) при n � 3. Обозначим через

Dm(n) множество всех наборов длины n с элементами из M , таких что в любых
двух идущих подряд компонентах присутствует значение d, dm(n) = |Dm(n)|.
Пусть β = (b1, . . . , bn) ∈ Cm(n). Если b1 = d, то в качестве (b2, . . . , bn) можно
выбрать любой набор из Dm(n − 1). Если b1 �= d (m − 1 вариантов), то b2 =
= bn = d, а в качестве (b3, . . . , bn−1) можно выбрать любой набор из Dm(n− 3).
Заметим, что dm(1) = m, dm(2) = 2m − 1. Дополнительно положим dm(0) = 1.
Мы показали, что при n � 3 выполнено следующее равенство:

cm(n) = dm(n − 1) + (m − 1)dm(n − 3). (2)

Выпишем аналогичное соотношение на dm(n) при n � 3. Если набор начинается
с d, то его можно продолжить любым набором из Dm(n − 1). Если же первый
элемент отличен от d (m − 1 вариант), то следующий элемент непременно ра-
вен d, а потом следует произвольный набор из Dm(n − 2). Таким образом, при
n � 3 выполнено следующее равенство:

dm(n) = dm(n − 1) + (m − 1)dm(n − 2). (3)

Из соотношения (3) и начальных условий на dm(n) следует, что dm(n) явля-
ется сдвинутой последовательностью Люка U

(
1,−(m − 1)

)
, то есть dm(n) =

= Un+2

(
1,−(m − 1)

)
(см., например, [29]). Таким образом, соотношение (2)

принимает вид

cm(n) = Un+1

(
1,−(m − 1)

)
+ (m − 1)Un−1

(
1,−(m − 1)

)

(причём при n = 1, 2 оно тоже выполнено), откуда следует, что cm(n) сов-
падает с последовательностью Люка Vn

(
1,−(m − 1)

)
, то есть удовлетворяет
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соотношению

cm(n) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

1 при n = 1;
2m − 1 при n = 2;
cm(n − 1) + (m − 1)cm(n − 2) в остальных случаях.

Следовательно,

cm(n) = 2−n ·
((√

4m − 3 + 1
)n

+
(
1 −√

4m − 3
)n

)

(это равенство несложно доказать по индукции).
Теперь установим, что оценка достигается. Для n = 1 мощность образа

всегда равна 1. Покажем, что при всех других значениях n ∈ N образ се-
мейства содержит все элементы множества Cm(n). Пусть (b1, . . . , bn) ∈ Cm(n).
Если bi �= d, по условию можно подобрать значения ai+1 и ai+2 в наборе α =
= (a1, . . . , an) ∈ En

k так, что fi(α) = bi. При этом fi−1(α) = fi+1(α) = d.
Продолжая процесс, зафиксируем компоненты α так, что равенство fj(α) = bj

выполнено для всех bj �= d, при этом fj−1(α) = fj+1(α) = d. Заметим, что
к этому моменту зафиксированы значения αj+1 и αj+2, а все существенные
переменные функций fl, таких что равенство fl(α) = bl = d пока не обеспече-
но, остаются свободными. Обеспечим равенство fl(α) = bl = d, зафиксировав
значение al+1 (это всегда можно сделать в силу условия на функции g и hl).
Легко увидеть, что набор (d, . . . , d) также лежит в образе. В результате обеспе-
чивается нужное значение семейства на наборе α, то есть все элементы Cm(n)
принадлежат образу.

Следствие 1. Пусть функции hi, i = 1, . . . , n, и g таковы, что функции

hi

(
g(x + c1), . . . , g(x + ct), g(y + ct+1), . . . , g(y + ck)

)

принимают все k значений. Тогда мощность образа семейства (1) равна
(√

4k − 3 + 1
)n

+
(
1 −√

4k − 3
)n

2n
.

Рассмотрим несколько примеров семейств, на которых достигается максимум
мощности образа. Легко увидеть, что таким свойством обладают исходные се-
мейства из работы [6]. Ещё один пример, работающий для произвольного k � 2,
получается, если в качестве g рассмотреть произвольную биекцию, взять t = 1 и
hi, равную нулю, если хотя бы один из аргументов равен нулю, и совпадающую
с первым аргументом в противном случае.

В общем случае функция hi с требуемыми свойствами может быть построе-
на следующим образом. После выбора значений c и d значения на всех наборах,
имеющих компоненту c, полагаются равными d. Затем выделяются наборы вида
(a+ c1, . . . , a+ ct, b+ ct+1, . . . , b+ ck), все компоненты которых отличны от c. Из
построения следует, что значение a может быть выбрано k− t способами, значе-
ние b может быть выбрано t способами, что даёт общее число (k − t) · t � k − 1
вариантов. На этих наборах функция определяется так, чтобы область значений
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имела мощность k−1 (исключая значение d; это можно сделать (k−1)!·{(k−t)·t
k−1

}

способами, где
{

(k−t)·t
k−1

}
—число Стирлинга второго рода) или k (эта возмож-

ность реализуется при t �= 1, k − 1; здесь число вариантов равно k! · {(k−t)·t
k

}
).

На остальных наборах hi доопределяется произвольным образом.

Замечание 3. Оценка мощности класса правильных семейств, введённых
в данном разделе, является направлением дальнейших исследований.

4. Рекурсивно и локально треугольные семейства

Определение треугольного семейства допускает следующие обобщения.

Определение 7. Назовём семейство Fn, заданное на En
k , рекурсивно тре-

угольным, если существует координата i, такая что fi = q ∈ Ek (константа), и
каждое из семейств вида Πa

i (Fn) также является рекурсивно треугольным.

Замечание 4. Треугольные семейства являются частным случаем рекурсив-
но треугольных: треугольные семейства являются такими рекурсивно треуголь-
ными, что каждая из проекций Πa

i (Fn) постоянна вдоль одного и того же на-
правления j.

Замечание 5. Класс рекурсивно треугольных семейств вкладывается в класс
локально треугольных семейств (см. определение 9). Как будет показано далее,
локально треугольные семейства являются правильными, а следовательно, и
рекурсивно треугольные семейства также являются правильными.

Обозначим через Δrec
k (n) число рекурсивно треугольных семейств k-значной

логики размера n.

Лемма 1. Для числа рекурсивно треугольных семейств Fn : En
k → En

k спра-
ведлива формула

Δrec
k (n) =

n∑
j=1

(−1)j+1 · kj ·
(

n

j

)
(Δrec

k (n − j))kj

,

где Δrec
k (0) = 1.

Доказательство. Утверждение следует напрямую из формулы включе-
ний-исключений (см., например, [11, ч. II, § 3]). Существует

(
n
j

)
способов

выбрать j «фиктивных направлений», для которых f� = const, и kj способов
зафиксировать значения j фиктивных функций. Каждая из проекций должна
образовывать рекурсивно треугольное семейство размера n − j, и различные
рекурсивно треугольные семейства в проекциях могут выбираться независимо

друг от друга, что даёт итоговый вклад
(
Δrec

k (n − j)
)kj

.

Замечание 6. Для k = 2 число рекурсивно треугольных семейств размера n
совпадает с числом рекурсивных ориентаций куба G(En

2 ) [24, A141770].



О некоторых новых классах правильных семейств 87

Теорема 3. Доля булевых рекурсивно треугольных семейств размера n
в классе всех булевых правильных семейств размера n стремится к 0 при
n → ∞.

Доказательство. Для числа рекурсивно треугольных семейств справедливо
неравенство

Δrec
k (n) � n · k · (Δrec

k (n − 1)
)k

.

Применяя неравенство рекурсивно и используя равенство Δrec
k (0) = 1, можно

получить оценку

Δrec
k (n) �

(
nk0 · (n − 1)k1 · (n − 2)k2 × . . . × (

n − (n − 1)
)kn−1)

· k(kn−1)/(k−1).

Обозначим через S(n, k) число вида

S(n, k) =
n−1∏
i=0

(n − i)ki

,

тогда согласно полученному неравенству имеем

Δrec
k (n) � S(n, k) · k(kn−1)/(k−1).

Для S(n, 2) верна следующая асимптотика при n → ∞ [16, раздел 6.10]:

S(n, 2) ∼ s2n

n
, s =

√
1 ·

√
2 ·

√
3 · . . . ≈ 1,661688.

Таким образом, для величины Δrec
2 (n) справедливо асимптотическое неравен-

ство

Δrec
2 (n) � (2s)2

n

2n
,

а для доли рекурсивно треугольных с учётом неравенства на число правильных
булевых семейств размера n (см. [10]) выполняется

Δrec
2 (n)
T (n)

� 1
2n

·
(

2s

n

)2n

.

Полученная величина стремится к 0 при n → ∞.

Замечание 7. В общем случае для чисел S(n, k) верна асимптотика [30]

S(n, k) ∼ (Ak)kn

n1/(1−k)
,

где Ak —некоторая константа, зависящая только от k.
В [28] было введено понятие локального графа взаимодействия для семей-

ства F в точке x. По сути, это понятие определяет «локализованный» в точке x
граф существенной зависимости семейства F , а именно, он показывает, как
локальные изменения аргумента в точке x влияют на поведение функции.
Определение 8. Определим локальный граф взаимодействий GF (x) семей-

ства F в точке x как ориентированный граф на множестве вершин V =
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= {1, 2, . . . , n} со множеством рёбер E, имеющим следующий вид: (i, j) ∈ E
тогда и только тогда, когда ∂ifj(x) �= 0.

Замечание 8. Граф существенной зависимости семейства F представляет
собой объединение локальных графов взаимодействий GF (x) по всем точкам
x∈En

k .

В [25] было показано, что если граф существенной зависимости (в работе
он назывался глобальным графом взаимодействия) GF булева семейства F яв-
ляется ациклическим, то семейство F задаёт HUPF-сеть. По сути, было показа-
но, что треугольные семейства являются правильными. Обобщение указанного
результата приведено в [28], где было показано, что если локальный граф вза-
имодействия булева семейства F для каждой точки x является ациклическим,
то семейство задаёт HUPF-сеть. Мы можем обобщить указанное наблюдение на
любые (не только булевы) семейства F (см. лемму 5). Дадим предварительные
определения.

Определение 9. Назовём семейство F , заданное на En
k , локально треуголь-

ным в точке x, если существует такая согласованная перестановка σ семей-
ства F , что после её применения мы получим семейство G, для которого
∂igj(x) = 0 для всех 1 � j � i � n.

Лемма 2. Семейство F локально треугольно в точке x тогда и только тогда,
когда GF (x) является ориентированным ациклическим графом.

Доказательство. Перейдём к семейству G. Для переставленного семейства
G первая функция g1 локально постоянна по любому из направлений, функ-
ция g2 локально постоянна по направлениям x2, . . . , xn и так далее. Это
значит, что из вершины с номером i в графе GG(x) могут выходить рёбра
только к вершинам с номерами j < i. Если в графе GG(x) существует цикл
i1 → i2 → ik → i1, то указанное свойство нарушается: достаточно рассмот-
реть вершину с наибольшим номером в цикле. По указанному выше свойству
рёбра к этой вершине могут идти только от вершин с бо́льшими номерами,
но все оставшиеся номера в цикле меньше, чем у рассматриваемой вершины.
Мы пришли к противоречию, которое доказывает, что в графе GG(x) не может
быть ориентированных циклов. Поскольку согласованная перестановка семей-
ства только меняет метки у вершин графа GF (x), то и в исходном графе не
может быть циклов.

Докажем в обратную сторону: пусть в GF (x) нет циклов. Тогда существует
топологическая сортировка графа GF (x) (см., например, [3, раздел 22.4]), т. е.
такая перенумерация вершин σ, что после неё в графе остаются только такие
рёбра (i, j) ∈ E, для которых i < j. Если применить σ к семейству F как
согласованную перенумерацию, то функция fn не будет зависеть существенно
в точке x ни от какой из переменных, функция fn−1 может зависеть только
от xn и так далее. Поскольку это верно для каждой точки x, то по определению
F является локально треугольным семейством.
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Лемма 3. Пусть F —локально треугольное семейство, G —некоторая его
проекция. Тогда G также является локально треугольным семейством.

Доказательство. Без ограничения общности рассмотрим проекцию вида

G = Πa
i (F).

Тогда граф GG(x) для точки x = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ En−1
k совпадает

с графом GF
(
(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn)

)
с удалённой i-й вершиной (и всеми

инцидентными ей рёбрами). При удалении вершины новых циклов появиться не
может, а значит, графы GG(x) остаются ациклическими для каждой точки x.
Следовательно, G локально треугольно.

Лемма 4. Пусть v, y ∈ En
k , v = (v1, . . . , vn), y = (y1, . . . , yn), v1 �= y1, . . . ,

vn �= yn, Fn локально треугольное. Тогда найдётся такой индекс i, что fi(v) =
= fi(y).

Доказательство. Проведём доказательство индукцией по n—размеру се-
мейства.

БАЗА ИНДУКЦИИ: при n = 1 локально треугольными семействами размера 1
будут только константы: F1 =

[
a
]
.

ИНДУКТИВНЫЙ ПЕРЕХОД: рассмотрим n � 2. Так как Fn локально треугольно
в точке v, то найдётся такая координата (без ограничения общности можем
предполагать, что её номер равен n), что при варьировании соответствующей
переменной при остальных фиксированных координатах никакая из функций не
поменяется.

Рассмотрим проекцию вида G = Πyn
n (Fn). В таком случае мы переходим

к локально треугольному (см. лемму 3) семейству G размера n − 1, по предпо-
ложению индукции найдётся индекс j < n, такой что

fj(v1, . . . , vn−1, yn) = gj(v1, . . . , vn−1) = gj(y1, . . . , yn−1) = fj(y1, . . . , yn−1, yn).

Но поскольку исходное семейство Fn локально постоянно вдоль направления xn

в точке v, то

fj(v1, . . . , vn−1, vn) = fj(v1, . . . , vn−1, yn) = fj(y1, . . . , yn−1, yn),

что и требовалось доказать.

Лемма 5. Пусть F — заданное на En
k локально треугольное семейство. Тогда

F является правильным.

Доказательство. Для любых двух неравных наборов x, y ∈ En
k , x �= y, рас-

смотрим проекцию G исходного семейства F на совпадающие координаты (лег-
ко увидеть, что результат не зависит от порядка проецирования). Проекция G
будет локально треугольным семейством по лемме 3. К семейству G можно
применить лемму 4 и получить индекс i, для которого значения функций gi

совпадают. Тогда индекс i является тем индексом, существование которого тре-
буется в определении правильности.
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Замечание 9. Множество булевых локально треугольных семейств шире
множества треугольных семейств. Так, например, булевы семейства

⎡
⎣

0
x1 ⊕ x3

x1 ⊕ x2 ⊕ x1x2

⎤
⎦ ,

⎡
⎢⎢⎣

x2x3x4

x1 ⊕ x1x3

x2 ⊕ x1x2 ⊕ x2x4 ⊕ x1x2x4

x1 ⊕ x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x1x2x3

⎤
⎥⎥⎦ (4)

являются локально треугольными, но не треугольными.
Покажем, что рекурсивно треугольные семейства (см. определение 7) явля-

ются локально треугольными (а следовательно, правильными).

Утверждение 1. Пусть Fn —рекурсивно треугольное семейство на En
k . То-

гда Fn является локально треугольным семейством.

Доказательство. Покажем, что для каждой точки v граф GF (v) является
ациклическим. Для рекурсивно треугольных семейств размера n = 1 и n = 2
утверждение проверяется напрямую.

Пусть Fn —рекурсивно треугольное семейство размера n. По свойству ре-
курсивной треугольности найдётся такой индекс i, что fi ≡ const, а следова-
тельно, вершина i в графе GF (v) является истоком (в неё не входит рёбер,
так как fi не зависит ни от одного xj существенным образом). Следовательно,
вершина i не может входить ни в какой из циклов.

Рассмотрим какую-либо проекцию G = Πa
i (F) и её локальный граф взаимо-

действий в точке ṽ = (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn). Граф GG(ṽ) является подграфом
графа GF (v). При этом если в графе GF (v) был цикл, то он останется хотя бы
в одном из GG(ṽ). Но каждое из семейств G также является рекурсивно тре-
угольным (меньшего размера), а значит, по предположению индукции, в графах
GG(ṽ) нет циклов.

Замечание 10. Свойство рекурсивной треугольности, вообще говоря, сла-
бее свойства локальной треугольности (см., например, семейство размера 4 из
замечания 9: в нём нет константы).

Фактически из рекурсивной треугольности следует, что для всех графов
GF (v) найдётся одна и та же вершина i, являющаяся истоком. Для n = 1, 2, 3
множества локально треугольных и рекурсивно треугольных семейств совпада-
ют. Для n = 4 количество локально треугольных семейств Δloc(4) = 3 349 488
превышает число рекурсивно треугольных семейств Δrec(4) = 3 209 712 (см.
табл. 1).

Множество локально треугольных семейств шире, чем множество треуголь-
ных семейств.
Замечание 11. Треугольные семейства являются и рекурсивно треуголь-

ными, и локально треугольными. Известно, что в классе треугольных се-
мейств принимаются всевозможные значения мощности образа правильных се-
мейств [2]. Значит, аналогичным свойством обладают рекурсивно треугольные
и локально треугольные семейства.
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4.1. Число различных семейств

Введём обозначения:
• Δ(n)—количество булевых треугольных семейств размера n;
• Δloc(n)—количество булевых локально треугольных семейств размера n;
• Δrec(n)—количество булевых рекурсивно треугольных семейств разме-
ра n;

• T (n)—количество булевых правильных семейств размера n.

Таблица 1. Число треугольных, рекурсивно, локально треугольных и правильных булевых
семейств размера n

n Δ(n) Δrec(n) Δloc(n) T (n)
n = 1 2 2 2 2

n = 2 12 12 12 12

n = 3 488 680 680 744

n = 4 481 776 3 209 712 3 349 488 5 541 744

n = 5 157 549 032 992 94 504 354 122 272 ... 638 560 878 292 512

Число треугольных семейства размера n = 5 получено в [12] (число CP-сетей
размера n = 5). Число правильных семейств размера n = 5 получено в [22] (для
числа классов эквивалентности замощений пространства), а также в [13, 26]
(для числа одностоковых ориентаций). Заполнение ячейки, помеченной много-
точием, является одним из направлений дальнейших исследований.

5. Заключение

В работе описаны новые классы правильных семейств: обобщение кон-
струкции на основе перестановочных многочленов и обобщение треугольных
семейств. Изучена мощность образа семейств из новых классов, являющаяся
важной характеристикой с точки зрения мощности множества порождаемых
квазигрупп. Направлениями дальнейших исследований являются оценка мощ-
ности первого из обобщений, а также изучение возможности переноса свойств
рекурсивной и локальной треугольности на случай треугольных расширений
правильных семейств (см., например, [6]).
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