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Аннотация

Исследуются полунётеровы модули над непримитивными наследственными нёте-
ровыми первичными кольцами.

Abstract

A. A. Tuganbaev, Semi-Noetherian modules over non-primitive HNP rings, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 25 (2025), no. 4, pp. 195—205.

We study semi-Noetherian modules over non-primitive hereditary Noetherian rings.

1. Введение

Рассматриваются только ассоциативные кольца с ненулевой единицей и уни-
тарные модули. Выражения типа «A —нётерово кольцо» означают, что оба мо-
дуля AA и AA нётеровы. Под A-модулем обычно понимается правый A-модуль.
Все не определённые в статье, но используемые в ней понятия стандартны (см.,
например, [1,4,7,9,10,18,21]).

Модуль называется полунётеровым (max-модулем), если каждый его нену-
левой подфактор (соответственно подмодуль) имеет максимальный подмодуль
(см. [18, гл. 1; 1.35, 1.36]). Иными словами, полунётеровы модули— это модули,
у которых все фактор-модули—max-модули (т. е. все подфакторы—max-моду-
ли); max-модули рассматривались, например, в [2, 3, 6, 12, 19]. Каждый нётеров
модуль является полунётеровым. Все полупростые модули полунётеровы, но яв-
ляются нётеровыми, только если они конечно порождены.

1.1. Замечание. Наследственные нётеровы первичные кольца также назы-
ваются HNP-кольцами. В [11] доказано, что любое HNP-кольцо A примитивное
(справа и слева) или ограниченное (справа и слева), причём если A примитив-
ное и ограниченное, то A —простое артиново кольцо. Поэтому непримитивные
HNP-кольца совпадают с неартиновыми ограниченными HNP-кольцами.
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Основным результатом данной статьи является теорема 1.2; соответствую-
щие определения и обозначения приведены после этой теоремы.

1.2. Теорема. Пусть A —непримитивное наследственное нётерово первич-
ное кольцо.

1. Каждая прямая сумма циклических сингулярных A-модулей является
max-модулем, причём каждый сингулярный A-модуль является гомоморф-
ным образом прямой суммы циклических сингулярных модулей.

2. Если M — сингулярный A-модуль, то модуль M является полунётеровым
в точности тогда, когда каждая примарная компонента модуля M имеет
ненулевой аннулятор, а также в точности тогда, когда каждая примар-
ная компонента модуля M является прямой суммой циклических цепных
модулей, композиционные длины которых ограничены в совокупности.

3. Каждый max-A-модуль не имеет ненулевых инъективных подмодулей.
4. Если M —проективный A-модуль, то M —max-модуль, который являет-

ся полунётеровым в точности тогда, когда M —нётеров модуль. Поэтому
существуют проективные max-A-модули, не являющиеся полунётеровыми.

Доказательство теоремы 1.2 разбито на несколько утверждений (см. 2.12 и
3.10).

1.3. Подмодуль X модуля M называется максимальным, если фактор-мо-
дуль M/X прост, т. е. M/X — единственный ненулевой подмодуль в M/X.
Подмодуль X модуля M называется существенным, если X ∩ Y �= 0 для каж-
дого ненулевого подмодуля Y в M . Модуль M называется равномерным (или
однородным), если любые два его ненулевых подмодуля имеют ненулевое пе-
ресечение, т. е. если любой ненулевой подмодуль в M является существенным.
Модуль M называется цепным, если решётка всех его подмодулей является
цепью, т. е. в M любые два подмодуля сравнимы по включению (эквивалентно,
любые два циклических подмодуля сравнимы по включению). Каждый цепной
модуль равномерен, и каждый равномерный модуль неразложим. Модуль M на-
зывается бесконечномерным, если M содержит подмодуль, являющийся прямой
суммой бесконечного числа ненулевых модулей. Модуль M называется конеч-
номерным, если M не имеет подмодулей, являющихся прямыми суммами бес-
конечного числа ненулевых модулей. Модуль называется нётеровым, если все
его подмодули конечно порождены. Модуль называется проективным, если он
является прямым слагаемым свободного модуля. Модуль называется наслед-
ственным, если все его подмодули проективны. Модуль называется инъектив-
ным, если он является прямым слагаемым в любом содержащем его модуле.
Модуль называется вполне инъективным, если все его гомоморфные образы
инъективны.

1.4. Если N —подмножество правого (левого) A-модуля M , то через r(N)
(соответственно �(N)) обозначается правый (соответственно левый) аннулятор
множества N в A, т. е. r(N) = {a ∈ A | Na = 0} (�(N) = {a ∈ A | aN = 0}).
Правый (левый) модуль M называется точным, если r(M) = 0 (соответственно
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�(M) = 0). Кольцо A называется примитивным справа (примитивным сле-
ва), если существует точный простой правый (соответственно левый) A-модуль.
Кольцо называется непримитивным, если оно не является примитивным справа
или слева. Кольцо называется первичным (областью), если произведение лю-
бых двух его ненулевых идеалов (соответственно элементов) не равно нулю.
Кольцо A называется полупервичным, если A не имеет ненулевых нильпо-
тентных идеалов. Конечномерное справа кольцо с условием максимальности
для правых аннуляторов называется правым кольцом Голди. Кольцо A назы-
вается ограниченным справа (слева), если каждый его существенный правый
(соответственно левый) идеал содержит ненулевой идеал кольца A.

1.5. Через Sing M обозначается множество всех таких элементов m правого
(левого) A-модуля M , что r(m) (соответственно �(m)) — существенный правый
(соответственно левый) идеал кольца A. Хорошо известно, что Sing M —вполне
инвариантный подмодуль модуля M ; он называется сингулярным подмодулем
модуля M . Если Sing M = M (Sing M = 0), то модуль M называется син-
гулярным (соответственно несингулярным). Элемент a кольца A называется
регулярным, если r(a) = �(a) = 0. Через T (M) обозначается множество всех
таких элементов m модуля MA, что r(m) содержит регулярный элемент коль-
ца A; это множество называется периодической частью модуля M . Модуль M
называется периодическим (модулем без кручения), если T (M) = M (соот-
ветственно T (M) = 0). Модуль M называется делимым, если M = Ma для
каждого регулярного элемента a ∈ A.

1.6. Максимальные обратимые идеалы. Примарные компоненты. Пусть
кольцо A обладает классическим кольцом частных Q. Идеал B кольца A на-
зывается обратимым, если существует такой подбимодуль B−1 бимодуля AQA,
что BB−1 = B−1B = A. Максимальные элементы множества всех собствен-
ных обратимых идеалов кольца A называются максимальными обратимыми
идеалами. Множество всех максимальных обратимых идеалов кольца A обозна-
чается через P(A). Если M — A-модуль и P ∈ P(A), то подмодуль

{m ∈ M | mPn = 0, n = 1, 2, . . .}
называется P -примарной компонентой модуля M и обозначается через M(P ).
Если M = M(P ) для некоторого P ∈ P(A), то M называется примарным или
P -примарным модулем.

1.7. Замечание. Пусть A —непримитивное HNP-кольцо, M — сингулярный
A-модуль и {M(Pi)}i∈I —множество всех примарных компонент модуля M .
Хорошо известны свойства примарных компонент модуля M (см., например,
[13—15]. Эти свойства аналогичны свойствам примарных компонент периоди-
ческих абелевых групп. Например, M =

⊕

i∈I

M(Pi), все примарные компоненты

M(Pi) вполне инвариантны в M , для любого подмодуля X модуля M имеем
X =

⊕

i∈I

X ∩ M(Pi), где X ∩ M(Pi) —примарные компоненты модуля X, и т. п.
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2. Сингулярные модули

2.1. Предложение [7, 4.19, 4.20]. Кольцо A является нётеровым справа
кольцом в точности тогда, когда каждый инъективный правый A-модуль явля-
ется прямой суммой равномерных инъективных модулей, а также в точности
тогда, когда все прямые суммы инъективных правых A-модулей инъективны.

2.2. Предложение.

1. Каждый инъективный модуль является делимым [10, следствие 3.17′].
2. Если A —полупервичное правое кольцо Голди, то каждый несингулярный

делимый правый A-модуль инъективен [7, 6.12].

2.3. Предложение. Пусть A —наследственное справа кольцо и Q —инъек-
тивная оболочка модуля AA.

1. Любой инъективный правый A-модуль M вполне инъективен и делим.
2. Любой неразложимый инъективный правый A-модуль является гомоморф-

ным образом инъективной оболочки модуля AA.
3. Пусть Q �= AA. Тогда Q/AA —ненулевой сингулярный инъективный мо-

дуль. Кроме того, если кольцо A нётерово справа, то существуют ненуле-
вые равномерные сингулярные инъективные модули, каждый из которых
является гомоморфным образом модуля Q.

Доказательство. 1. Модуль M вполне инъективен в силу [4, теорема 5.4]
и делим в силу утверждения 1 предложения 2.2.

2. См., например, [5, следствие 8].
3. Так как по утверждению 1 модуль Q вполне инъективен, модуль Q/AA

инъективен. Кроме того, модуль Q/AA сингулярен. Ненулевой сингулярный
инъективный модуль Q/AA является прямой суммой ненулевых равномерных
модулей Xi, i ∈ I, в силу предложения 2.1. В силу утверждения 2 все модули
Xi — гомоморфные образы модуля Q.

2.4. Предложение. Пусть A —непримитивное HNP-кольцо, M — сингуляр-
ный правый A-модуль, {M(Pi)}—множество всех примарных компонент моду-
ля M .

1. Все конечно порождённые подмодули модуля M являются конечными пря-
мыми суммами циклических цепных модулей конечной длины.

2. Каждый неинъективный подмодуль модуля M имеет ненулевое цикличе-
ское цепное прямое слагаемое конечной длины.

3. M —инъективный модуль в точности тогда, когда каждая примарная ком-
понента M(Pi) является инъективным модулем, а также в точности тогда,
когда каждая примарная компонента M(Pi) является прямой суммой цеп-
ных инъективных модулей.

Доказательство. 1, 2. Утверждения доказаны в [14] и [15].
3. Утверждение следует из утверждений 1 и 2 и предложения 2.1.
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2.5. Замечание. Кольцо A называется полупримарным, если его радикал
Джекобсона нильпотентен, а фактор-кольцо A/J(A) артиново. Непосредствен-
но проверяется, что каждый модуль над полупримарным кольцом является по-
лунётеровым.

2.6. Замечание. Пусть A —кольцо и M —правый A-модуль. Непосредствен-
но проверяется, что модуль MA полунётеров в точности тогда, когда естествен-
ный модуль MA/B полунётеров. Следовательно, если фактор-кольцо A/r(M)
полупримарно, то из замечания 2.5 вытекает, что модуль M полунётеров.

2.7. Лемма. Пусть A —непримитивное HNP-кольцо, M — сингулярный пра-
вый A-модуль и {M(Pi)}—множество всех примарных компонент модуля M .

1. Если каждая примарная компонента M(Pi) модуля M полунётерова, то
модуль M полунётеров.

2. Если каждая примарная компонента M(Pi) модуля M имеет ненулевой
аннулятор, то модуль M полунётеров.

Доказательство. 1. С учётом замечания 1.7 утверждение проверяется непо-
средственно.

2. Утверждение вытекает из утверждения 1 и замечания 2.6.

2.8. Предложение. Пусть A —непримитивное HNP-кольцо, M —инъектив-
ный неразложимый ненулевой сингулярный модуль, M(P ) —примарная компо-
нента модуля M , где P —максимальный обратимый идеал кольца A.

1. M —цепной нециклический примарный модуль без максимальных подмо-
дулей, все собственные подмодули модуля M цикличны, имеют конечную
длину и образуют счётную цепь 0 = X0 ⊂ X1 ⊂ . . . ⊂ Xk ⊂ . . ., где
Xk/Xk−1 —простой модуль для любого k и существует такое натураль-
ное число n, что Xj/Xj−1

∼= Xk/Xk−1 тогда и только тогда, когда j − k
делится на n.

2. Если M̄ —любой ненулевой гомоморфный образ модуля M , то для любого
циклического подмодуля X̄ модуля M̄ длины не меньше k + n существует
эпиморфизм X̄ → Xk с ненулевым ядром, где Xk —произвольный цикли-
ческий подмодуль из утверждения 1.

3. Если Y —произвольный циклический цепной P -примарный модуль, то он
изоморфен подфактору модуля M и аннулируется некоторой степенью иде-
ала P .

4. Если
⊕

i∈I

Yi — P -примарный модуль, где все Yi —циклические цепные мо-

дули, композиционные длины которых ограничены в совокупности, то мо-
дуль аннулируется некоторой натуральной степенью идеала P .

5. Если
⊕

i∈I

Yi — P -примарный модуль, где все Yi —циклические цепные моду-

ли, композиционные длины которых не ограничены в совокупности, то для
некоторых подфакторов Ȳi модулей Yi существует эпиморфизм

⊕

i∈I

Ȳi → M
и модули

⊕

i∈I

Yi,
⊕

i∈I

Ȳi не являются полунётеровыми.
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Доказательство. 1, 2, 3, 4. Утверждения следуют из предложения 2.4 и
результатов [14,15].

5. Хорошо известно, что если Zn = Z/nZ, n = 1, 2, . . . , то существует эпи-

морфизм абелевой группы
∞⊕

n=1
Zn на квазициклическую p-группу Z(p∞) (см.

[8, упражнение 16, с. 19]). Нетрудно использовать утверждение 1, чтобы ана-
логично доказать существование некоторого эпиморфизма

⊕

i∈I

Ȳi → M . Модуль
⊕

i∈I

Ȳi не полунётеров, поскольку модуль M не имеет максимальных подмодулей

в силу утверждения 1. Поэтому модуль
⊕

i∈I

Yi тоже не полунётеров.

2.9. Предложение. Пусть A —непримитивное наследственное нётерово пер-
вичное кольцо и M —ненулевой сингулярный A-модуль.

1. Если M —прямая сумма циклических сингулярных модулей, то каждый
подмодуль модуля M —прямая сумма циклических сингулярных модулей.

2. Модуль M содержит такой подмодуль X, что X —прямая сумма цепных
сингулярных модулей и модуль M/X инъективен.

3. Если M —max-модуль, то M не содержит ненулевых инъективных подмо-
дулей.

4. Если M —max-модуль, то M содержит такой подмодуль X, что X —пря-
мая сумма циклических цепных сингулярных модулей и модуль M/X инъ-
ективен.

5. Если модуль M полунётеров, то M —прямая сумма циклических цепных
сингулярных модулей.

Доказательство. 1, 2. Утверждения являются частными случаями теоре-
мы 4 из [14] и теоремы 1 из [16] соответственно.

3. Допустим противное. Тогда M содержит ненулевое инъективное прямое
слагаемое, являющееся max-модулем. В силу утверждения 3 предложения 2.4
M имеет ненулевое цепное инъективное сингулярное прямое слагаемое N , яв-
ляющееся max-модулем. Это противоречит утверждению 1 предложения 2.8.

4. Из утверждений 2 и 3 вытекает, что M содержит такой подмодуль X =
=

⊕

i∈I

Xi, что все Xi —цепные сингулярные неинъективные модули и модуль

M/X инъективен. По утверждению 1 предложения 2.8 все модули Xi цикличны.
5. По утверждению 4 M содержит такой подмодуль X, что X —прямая

сумма циклических цепных сингулярных модулей и M/X —инъективный син-
гулярный полунётеров модуль. Применяя утверждение 3 к инъективному син-
гулярному max-модулю M/X, получаем M = X.

2.10. Предложение. Пусть A —непримитивное наследственное нётерово
первичное кольцо и M —ненулевой сингулярный A-модуль. Равносильны усло-
вия :

1) M —полунётеров модуль ;
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2) каждая примарная компонента модуля M —полунётеров модуль ;
3) каждая примарная компонента модуля M является прямой суммой цик-

лических цепных модулей, композиционные длины которых ограничены
в совокупности ;

4) каждая примарная компонента модуля M имеет ненулевой аннулятор.

Доказательство. С учётом замечания 1.7 эквивалентность первого и вто-
рого условий проверяется непосредственно. Без ограничения общности можно
считать, что M совпадает с одной из своих примарных компонент. Достаточно
доказать эквивалентность условий 2, 3 и 4.

Из утверждения 5 предложения 2.8 следует импликация 2) ⇒ 3).
Из утверждения 4 предложения 2.8 следует импликация 3) ⇒ 4).
Из утверждения 2 леммы 2.7 следует импликация 4) ⇒ 2).

2.11. Замечание. Пусть A —кольцо, M — сингулярный правый A-модуль,
τ = |M |—мощность множества M , {Xi}i∈I —множество представителей клас-
сов изоморфных циклических сингулярных правых A-модулей, X —прямая сум-
ма всех модулей Xi и Xτ —прямая сумма τ экземпляров изоморфных копий мо-
дуля X. Непосредственно проверяется, что существует эпиморфизм Xτ → M .

2.12. Окончание доказательства утверждений 1 и 2 теоремы 1.2.
1. По утверждению 3 предложения 2.9 никакой сингулярный max-A-модуль

не имеет ненулевых инъективных подмодулей. Так как каждая ненулевая пря-
мая сумма циклических модулей обладает максимальным подмодулем, то из
утверждения 1 предложения 2.9 вытекает, что каждая прямая сумма цикли-
ческих сингулярных A-модулей является max-модулем. В силу замечания 2.11
каждый сингулярный A-модуль является гомоморфным образом прямой суммы
циклических сингулярных модулей.

2. Утверждение следует из предложения 2.10.

3. Проективные полунётеровы модули

3.1. Известно, что каждый ненулевой проективный модуль имеет макси-
мальный подмодуль (см., например, [9, теорема 9.6.3]). Поэтому каждый на-
следственный модуль является max-модулем.

3.2. Пусть A —наследственное справа кольцо. Известно, что каждый про-
ективный правый A-модуль является наследственным (см., например, [4, теоре-
ма 5.4]). Поэтому из 3.1 следует, что каждый ненулевой проективный правый
A-модуль P является max-модулем. Кроме того, из [21, 39.7] следует, что P
изоморфен прямой сумме ненулевых наследственных правых идеалов кольца A.

3.3. Предложение. Пусть A —полупервичное правое кольцо Голди.

1. Множество всех существенных правых идеалов кольца A совпадает со
множеством всех правых идеалов кольца A, содержащих регулярные эле-
менты. Следовательно, класс всех сингулярных (несингулярных) правых
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A-модулей совпадает с классом всех периодических правых A-модулей
(соответственно A-модулей без кручения). Все существенные расшире-
ния сингулярных (несингулярных) правых A-модулей являются сингуляр-
ными (соответственно несингулярными) модулями. Для любого модуля
MA модуль M/Sing(M) несингулярен. Кольцо A имеет полупростое ар-
тиново правое классическое кольцо частных Q, причём (с точностью до
A-модульного изоморфизма) ненулевые инъективные несингулярные рав-
номерные правые A-модули совпадают с минимальными правыми идеа-
лами полупростого артинова кольца Q; если A первично, то кольцо Q
простое.

2. Каждый непериодический правый A-модуль содержит ненулевой несингу-
лярный подмодуль.

Предложение 3.3 хорошо известно. Утверждение 1 доказано, например,
в [7, 5.9, 5.10, 6.14, 6.10 (a)]. Утверждение 2 следует из утверждения 1.

3.4 [20, лемма 2.15]. Пусть A —кольцо и M —ненулевой правый A-мо-
дуль, не являющийся существенным расширением своего сингулярного подмо-
дуля Sing X. Тогда M содержит подмодуль, который изоморфен ненулевому
правому идеалу кольца A.

3.5. Лемма. Пусть A —первичное правое кольцо Голди.
1. Каждый ненулевой идеал B кольца A является существенным правым

идеалом и содержит регулярный элемент.
2. Существует такое натуральное число n, что для любых ненулевых эле-

ментов b1, . . . , bn кольца A модуль b1A ⊕ . . . ⊕ bnA содержит изоморфную
копию свободного циклического модуля AA.

3. Если X —непериодический правый A-модуль и Y —прямая сумма бес-
конечного множества J изоморфных копий модуля X, то Y содержит
ненулевой свободный подмодуль бесконечного ранга |J |.

4. Если кольцо A ограничено справа и существует простой сингулярный
правый A-модуль X, то модуль X не является делимым; в частности,
модуль X не инъективен в силу утверждения 1 предложения 3.3.

5. Если кольцо A ограничено справа и существует простой инъективный
правый A-модуль X, то A —простое артиново кольцо.

Доказательство. 1. В силу утверждения 1 предложения 3.3 достаточно до-
казать, что B — существенный правый идеал. Пусть C — такой правый идеал
кольца A, что B ∩ C = 0. Тогда (AC)B ⊆ B ∩ C = 0. Так как кольцо A
первично, то C ⊆ AC = 0 и B — существенный правый идеал.

2. По утверждению 1 предложения 3.3 первичное правое кольцо Голди A
обладает классическим правым кольцом частных Q, которое для некоторого на-
турального числа n изоморфно кольцу всех (n×n)-матриц над телом. Обозначим
через B модуль b1A ⊕ . . . ⊕ bn. Тогда Q-модуль b1Q ⊕ . . . ⊕ bnQ содержит изо-
морфную копию модуля QQ. Поэтому модуль B содержит изоморфную копию
модуля AA.
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3. По 3.4 X содержит подмодуль, который изоморфен ненулевому главному
правому идеалу bA кольца A. По утверждению 2 существует такое натуральное
число n, что прямая сумма n изоморфных копий модуля bAA содержит изоморф-
ную копию свободного циклического модуля AA. Тогда Y содержит ненулевой
свободный подмодуль бесконечного ранга |J |.

4. Пусть X = xA. Тогда xD = 0 для некоторого существенного правого
идеала D кольца A. Так как кольцо A ограничено, то D содержит ненуле-
вой идеал B кольца A. По утверждению 1 B содержит некоторый регулярный
элемент b. Тогда Xb ⊆ xAbA = 0. Тогда X �= Xb и модуль X не является
делимым.

5. Пусть X = xA, M = r(x) ⊆ A, XA
∼= A/M . Если M — существенный

правый идеал, то A/M — сингулярный инъективный простой модуль, что про-
тиворечит утверждению 4. Поэтому имеется такой ненулевой правый идеал Y
кольца A, что M ∩Y = 0. Так как модуль A/M прост, то Y ∼= X —инъективный
простой модуль, AA = M ⊕ Y и первичное правое кольцо Голди A имеет нену-
левой правый цоколь S, являющийся конечной прямой суммой инъективных
простых правых идеалов, изоморфных Y . Применяя стандартные рассуждения,
получаем, что A —простое артиново кольцо.

3.6. Лемма. Пусть A —наследственное справа кольцо, над которым суще-
ствуют такие ненулевые правые модули P и Q, что P — свободный полунётеров
модуль счётного ранга и Q —ненулевой счётно порождённый инъективный син-
гулярный модуль. Тогда существует простой сингулярный инъективный правый
A-модуль S.

Доказательство. Из условия следует, что существует эпиморфизм P → Q.
Так как модуль P полунётеров, то Q —ненулевой полунётеров модуль. Поэто-
му сингулярный модуль Q имеет простой сингулярный фактор-модуль S. По
лемме 3.5 модуль S инъективен.

3.7. Лемма. Если A —непримитивное HNP-кольцо, то никакой инъектив-
ный правый A-модуль не имеет простых гомоморфных образов. В частности, A
не имеет ненулевых инъективных правых max-модулей.

Доказательство. Допустим, что существует ненулевой инъективный пра-
вый A-модуль Q с простым гомоморфным образом X. По утверждению 1 пред-
ложения 2.3 X —простой инъективный модуль. В силу утверждения 5 лем-
мы 3.5 A —простое артиново кольцо. Получено противоречие.

3.8. Предложение. Никакое непримитивное HNP-кольцо A не имеет беско-
нечномерных несингулярных полунётеровых правых модулей.

Доказательство. По утверждению 3 предложения 2.3 существует ненулевой
равномерный сингулярный инъективный модуль X. По утверждению 1 предло-
жения 2.4 модуль X счётно порождён. По лемме 3.7 модуль X не полунётеров.

Допустим, что существует несингулярный полунётеров правый A-модуль Y ,

содержащий подмодуль M =
+∞⊕

i=1

Mi, где все Mi —ненулевые несингулярные
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модули. В силу утверждения 3 леммы 3.5 M содержит ненулевой свободный
подмодуль F бесконечного ранга. Так как модуль Y полунётеров, то модуль F
полунётеров. Счётно порождённый модуль X является гомоморфным образом
полунётерова модуля F . Поэтому модуль X полунётеров; получено противоре-
чие.

3.9. Предложение. Пусть A —непримитивное HNP-кольцо и P —ненуле-
вой проективный правый A-модуль. Тогда P —max-модуль, причём P является
полунётеровым модулем в точности тогда, когда P —нётеров правый A-модуль.
В частности, существуют свободные max-A-модули, не являющиеся полунёте-
ровыми.

Доказательство. В силу 3.2 проективный модуль M является max-модулем.
По 3.2 P ∼= ⊕

i∈I

Pi, где все Pi —ненулевые нётеровы правые идеалы кольца A.

Если модуль P конечномерен, то множество I конечно и модуль P нётеров.
Если модуль P нётеров, то P полунётеров. Если модуль P бесконечномерен, то
P не может быть полунётеровым по предложению 3.8.

3.10. Окончание доказательства утверждений 3 и 4 теоремы 1.2.
3. Утверждение вытекает из леммы 3.7.
4. Утверждение вытекает из предложения 3.9.
Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда

№ 22-11-00052, https://rscf.ru/project/22-11-00052.
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