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Постановка задачи

Дифференциальные уравнения управляемого движения центра масс КА в декартовой
эклиптической системе координат:

ẋ = vx, ẏ = vy, ż = vz, ṁ = −T/c,

v̇x = −
µx

r3
+

Tx

m
= Fx, v̇y = −

µy

r3
+

Ty

m
= Fy, v̇z = −

µz

r3
+

Tz

m
= Fz,

T ≡

√

T 2
x + T 2

y + T 2
z 6 Tmax = 0.15 N.

c = Pуд · gE, Pуд = 3000 с, gE = 9.80665 м/с.

Краевые условия:

— старт с Земли:

m(tsE) = 2000 кг, x(tsE) − xE(tsE) = 0, y(tsE) − yE(tsE) = 0, z(tsE) − zE(tsE) = 0,

(vx(tsE) − vE
x (tsE))2 + (vy(tsE) − vE

y (tsE))2 + (vz(tsE) − vE
z (tsE))2 ≤ (0.5 км/с)2,

57388.0 MJD < tsE < 61041.0 MJD;



— прилет на астероид i = 1, 2, 3 и отлет с него:

x(tfi) − xAi(tfi) = 0, y(tfi) − yAi(tfi) = 0, z(tfi) − zAi(tfi) = 0,

vx(tfi) − vAi
x (tfi) = 0, vy(tfi) − vAi

y (tfi) = 0, vz(tfi) − vAi
z (tfi) = 0,

x(tsi) − xAi(tsi) = 0, y(tsi) − yAi(tsi) = 0, z(tsi) − zAi(tsi) = 0,

vx(tsi) − vAi
x (tsi) = 0, vy(tsi) − vAi

y (tsi) = 0, vz(tsi) − vAi
z (tsi) = 0,

m(tsi) − m(tfi) = 0, tsi − tfi ≥ ∆tmin ≥ 60 дней;

— окончание перелета — прилет к Земле:

x(tfE) − xE(tfE) = 0, y(tfE) − yE(tfE) = 0, z(tfE) − zE(tfE) = 0,

vx(tfE) − vE
x (tfE) = 0, vy(tfE) − vE

y (tfE) = 0, vz(tfE) − vE
z (tfE) = 0;

— общая продолжительность перелета ограничена:

tfE − tsE < tmax = 3652.5 ED;

— функционал:

J =
m(tfE)

2000 кг
+

∆tmin

50 лет
→ max .



Допустимы пертурбационные маневры у Земли:

tp− = tp+, m(tp−) = m(tp+),

x(tp−) = xE(tp−), y(tp−) = yE(tp−), z(tp−) = zE(tp−),

x(tp+) = xE(tp+), y(tp+) = yE(tp+), z(tp+) = zE(tp+),

∆vx− := vx(tp−) − vE
x (tp−), ∆vy− := vy(tp−) − vE

y (tp−), ∆vz− := vz(tp−) − vE
z (tp−),

∆vx+ := vx(tp+) − vE
x (tp+), ∆vy+ := vy(tp+) − vE

y (tp+), ∆vz+ := vz(tp+) − vE
z (tp+),

∆v− :=
√

∆v2
x− + ∆v2

y− + ∆v2
z−, ∆v+ :=

√

∆v2
x+ + ∆v2

y+ + ∆v2
z+,

∆v− = ∆v+,

Радиус пролета ограничен:

cos δ :=
∆vx− · ∆vx+ + ∆vy− · ∆vy+ + ∆vz− · ∆vz+

∆v− · ∆v+

,

sin(δ/2) =
√

(1 − cos δ)/2, Rp :=
µE(1 − sin(δ/2))

∆v− · ∆v+ · sin(δ/2)
≥ 6871 км,

где µE — гравитационный параметр Земли.



Краевая задача принципа максимума

ṗj = −∂H/∂j, j = x, y, z, vx, vy, vz, m;

H ≡ pxvx + pyvy + pzvz − pmT/c + pvxFx + pvyFy + pvzFz.

Tx = Topt

pvx

ρ
, Ty = Topt

pvy

ρ
, Tz = Topt

pvz

ρ
, Topt ≡











Tmax, χ > 0,

0, χ < 0,

∀T ∈ [0, Tmax], χ = 0,

ρ ≡

√

p2
vx + p2

vy + p2
vz, χ ≡

ρ

m
−

pm

c
.

λs1
V ((vx(ts1) − vE

x (ts1))
2 + (vy(ts1) − vE

y (ts1))
2 + (vz(ts1) − vE

z (ts1))
2
− (0.5 км/с)2) = 0,

λi
t(∆tmin − tsi + tfi) = 0, i = 1, 2, 3,

λsE
V ≥ 0, λ1

t ≥ 0, λ2

t ≥ 0, λ3

t ≥ 0, λ0 ≥ 0. λ1

t + λ2

t + λ3

t = λ0.



pj(tsE) = λsE
j j = x, y, z, m;

pvx(tsE) = 2λsE
V vx(tsE), pvy(tsE) = 2λsE

V vy(tsE), pvz(tsE) = 2λsE
V vz(tsE),

pj(tf1) = −λf1

j , pj(tf2) = −λf2

j , pj(tf3) = −λf3

j , pj(tfE) = −λfE
j ,

pj(ts1) = λs1
j , pj(ts2) = λs1

j , pj(ts3) = λs1
j , j = x, y, z, vx, vy, vz;

pm(tf1) = λ1

m = pm(ts1), pm(tf2) = λ2

m = pm(ts2), pm(tf3) = λ3

m = pm(ts3),

pm(tfE) = −λ0/m(tsE);

px(tsE)(u(tsE) − uE(tsE)) + py(tsE)(v(tsE) − vE(tsE)) + pz(tsE)(w(tsE) − wE(tsE))+

+ Popt(tsE)

(

ρ(tsE)

m(tsE)
−

pm(tsE)

c

)

= 0.

Popt(tsi)

(

ρ(tsi)

m(tsi)
−

pm(tsi)

c

)

= λi
t = Popt(tfi)

(

ρ(tfi)

m(tfi)
−

pm(tfi)

c

)

, i = 1, 2, 3;

Popt(tfE)

(

ρ(tfE)

m(tfE)
−

pm(tfE)

c

)

= 0.



Условия оптимальности пертурбационного маневра(-ов) у Земли

pm(tp−) = pm(tp+), pj(tp−) = −λp−
j , pj(tp+) = λp+

j ,

pvj(tp−) = 2λp
V ∆vj− − λp

R

∂Rp

∂∆vj−

, pvj(tp+) = 2λp
V ∆vj+ + λp

R

∂Rp

∂∆vj+

, j = x, y, z;

H(tp−) =
∑

j=x,y,z

(

−λp−
j · vE

j (tp−)
)

+
∑

j=x,y,z

(

2λp
V ∆vj− − λp

R

∂Rp

∂∆vj−

)(

−
µjE

(rE)3

)

+ λp
t ,

H(tp+) =
∑

j=x,y,z

(

λp+

j · vE
j (tp+)

)

+
∑

j=x,y,z

(

2λp
V ∆vj+ + λp

R

∂Rp

∂∆vj+

) (

−
µjE

(rE)3

)

+ λp
t ;

λp
R ≤ 0, λp

R(Rp − 6871 км) = 0.

Следствие условий стационарности с учетом условий трансверсальности:

px(tp−)∆vx− + py(tp−)∆vy− + pz(tp−)∆vz− + Topt(tp−)χ(tp−) =

= px(tp+)∆vx+ + py(tp+)∆vy+ + pz(tp+)∆vz+ + Topt(tp+)χ(tp+).



Метод решения.

Задача решается в два этапа. Первый этап — выбор астероидов для перелета.
Выбор астероидов, примерный момента старта, и необходимого для решения зада-

чи начального приближения осуществлялся на основе решения задач двухимпульсного
перехода между орбитами и задач Ламберта.

Схема перелета:

Earth -> 96 -> Earth flyby -> 88 -> 49 -> Earth

Второй этап — решение задачи оптимального управления.

Краевая задача решалась численно методом стрельбы.
Использовались решения вспомогательных задач оптимизации наискорейших переле-

тов.
При оптимизации пертурбационного маневра — задачи оптимизации перелетов между

астероидом и Землей с заданной относительной скоростью КА у Земли.

Решение исходной задачи получалось из решений вспомогательных задач с использо-
ванием метода продолжения решения по параметру. Основная трудность была связана

с перестройками структуры траекторий (изменением числа включений двигателя).



Earth → 96

Start in Earth: 58478.103 MJD.
Passive arc 46.574 Day,

thrust arc 38.513 Day,
passive arc 14.880 Day,

thrust arc 212.446 Day.
Finish in Asteroid 96: 58790.517 MJD.
Mass SC: 1889.448 kg.

ts1 − tf1 = 222.553 Day.



96 → Earth flyby → 88

Start in Asteroid 96: 59013.069 MJD.
Thrust arc 98.649 Day,

passive arc 40.778 Day.
Earth flyby: 59152.497 MJD.

Rp = 6871.000 km.
Passive arc 117.524 Day,
thrust arc 51.617 Day,

passive arc 130.726 Day,
thrust arc 176.911 Day.

Finish in Asteroid 88: 59629.273 MJD.
Mass SC: 1745.321 kg.

ts2 − tf2 = 165.170 Day.



88 → 49

Start in Asteroid 88: 59794.443 MJD.
Thrust arc 63.146 Day,

passive arc 82.524 Day,
thrust arc 58.564 Day,

passive arc 141.733 Day,
thrust arc 28.810 Day.
Finish in Asteroid 49: 60169.221 MJD.

Mass SC: 1679.014 kg.
ts3 − tf3 = 1616.428 Day.



49 → Earth

Start in Asteroid 49: 61785.650 MJD.
Thrust arc 26.478 Day,

passive arc 108.492 Day,
thrust arc 77.253 Day.

Mass SC: 1633.319 kg.

Total flight time 3519.769 Day.

Objective function J = 0.82570369 .


