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[t0;T ]

�
> E¼?�G � An<7> � ¬�G � ;@? ´�� ¡7¡7³�A*>/;#:�E � ;BAnE �   � �/; �0� G ��¸�� � E¼E�GH¡7E�?�¡/;��nG ´ E ;¼¡7E�G ��¶ <7E�G � >7E � ¡7F��

E�< � F7 '; ´�¶ ¡7³�A¼ 9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�³�A � >/; � D � E�>7F7«�GH?@��®²;@¡/;1F7  � ¡7¡7E]G ?�E@®¯ 9E ;¼¡7E�G ��¶ ( ?�D ´�( � � ¡7F��
Fr?�³�D ´�( � � ¡7F��d¬�?�F7»µ; ���µ´ � � £+®0° ®²; �0� E�»HEv> �A@r� ¡7F � ®²;B¬	;²�7FrE�D�;�®H³�?�; �0� G �=E�� � ¡ ¶ ��C�?�G � ?�F ���0´�¶ °
¡7³� �D*F�®¯  � ¡ � ¡7F ( D7>/; � ?�³�A*C�G ´ E�?�F7«�¸�;¼F7  � ¡7¡7E(�/;@G � ¡7³ � <7>7E�F�®¯?�E¯¬�¡7³ � ? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F7F
¡ � ?@��®¯E�Dn<7E$¡/;²�/; ´�¶ ¡7³�  ®¯¡/;²� � ¡7F��7  GHE�<7>��,; � ¡7¡7³�A�< � > �   � ¡7¡7³�A ��� >7<�� � >/;�®¯>7³�?�³º<7>7Fn<7E�°
�/? ´�� ¡7F7F=F ´ F=F7GH� � ®¯¡7E�? � ¡7F7F�;@D � F7?�¡7³�ArC��/;@G � D�E�?7¸@F=<7E�G � >7E � ¡7F � ¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�»HEv<7>7F,: ´ F<; � ¡7F��
G � ;@¡7E�?�F � G �tE�GH¡7E�?�E�«(¬ ´ �(C�GH< �A@ ¡7E�»HE¼> �A@r� ¡7F��n®²;B¬	;²�7F �
> ¬	;@¡7¡7E@«r>/;#:�E ��� >/;@GHGH '; � >7F7?�; �0� G �=<7E¯¬7A�E¯¬$GH?@��®²;@¡7¡7³�«rG��7F7G ´�� ¡7¡7³�  > �A@r� ¡7F �   ®²;²¬	;B�7F

E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�»HE�C�<7>/;@? ´�� ¡7F��n¡/;$E�GH¡7E�? � <7>7F7¡7¹7F7</;� ';@D�GHF7 "C� '; �
mn_%��$��,��_�`�.V� �����(��l�k�Q�¢d?�F<; � ¡7F � ¹ � ¡ � >/;  ';@GHGtE¯¬�¡7E�G � C�< � ¡7�/; � E�»HE 4 ¨ < � > �   � ¡7¡7E�«

 �;�GHGH³ G�> � ;@D � F7?�¡7³� �¬�?�F7»µ; ���µ´��  LE�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7E�« � �7»HF=?+¹ � ¡ � >/; ´�¶ ¡7E� L¡ ¶ ( � E�¡7E�? � D�E� �»H>/;B°
?�F � ;@¹7F7E�¡7¡7E� t<7E ´�� E¯¬�¡7E�»HE <7>7F � �7»HF7?�; ( a � »HE ¹ � ¡ � >/; ? ?�;@D�C�C�  � <7>7F1C�<7>/;@? ´�� ¡7F7Fd? � D � E�>7E� 
� �7»HF�E�<7F7GH³�?�; �0� G ��? F7¡ � >7¹7F/; ´�¶ ¡7E�«�GHF7G ���   � D�E�E�>�¬�F7¡/; � ¸�GH?@��®²;@¡7¡7E�«�G*<7>7F � �7»HF7?�; ( arF7 
¹ � ¡ � >7E� �¸/¬�F7­v­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³� 9FtC�>/;@?�¡ � ¡7F��7 9F  ��¿ " ·

ṁ = −PC , ~̇r = ~v, ~̇v = P~e
m − µ~r

r3 .
� � �

O <7>/;@? ´�� ¡7F � E�G0C�a � G � ? ´ � �0� G �L<7E�GH> � ¬�G � ?�E� 4? � D � E�>/; � �7»HF
P~e
¸�» ¬ �

P
� ? �µ´ F7�7F7¡/; � �7»HF�¸

~e
� ? � D � E�>�®²;B¬	; ( arF7«t¡/;@<7>/;@? ´�� ¡7F �v� �7»HF

(|~e| = 1)
�

8 >7F*> �A@r� ¡7F7F*®²;B¬	;²�7F*>/;@G0GH '; � >7F7?�; �0� G �� '; ���  '; � F7� � GHD�;��� 9E¯¬ �µ´�¶ E�<7F7G¯;@¡7F��nC�<7>/;@? ´ ��°
�  9E�»HE$¬�?�F<; � ¡7F��t¹ � ¡ � >/;� ';@GHG 4 ¨d¸�?�D�E � E�>7E�«t­];�®¯E�?�³ � < � > �   � ¡7¡7³ �

m(t)
¸
~r(t)
¸
~v(t)

�
¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F � ­vC�¡7D7¹7F7F�¸-C¯¬�E�? ´��0� ?�E�>�� ( arF � ¡/;�C��/;@G � D�;BAL¡ � <7> � >7³�?�¡7E�°
G � FrC�<7>/;@? ´ � ( arF�Ar­vC�¡7D7¹7F7« � C�<7>/;@? ´�� ¡7F7«��

P (t), ~e(t)
GHF7G ���   � � � �µ¸�; ­vC�¡7D7¹7F7F

P (t), ~e(t)� D�C�GHE��7¡7E�°±¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � E�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7³ �@·

0 ≤ P (t) ≤ Pmax <∞, |~e(t)| = 1 ∀ t ∈ [0, T ].
� � �

> C�G ´ E�?�F���A � � ��� F$¬	; ´��H� ?r;@¡/; ´ E�»HF7�7¡7³�A�C�G ´ E�?�F���A�¸�<7>7F�<7E�G � ;@¡7E�?�D � ®²;B¬	;B�7F��
T
� D�E�¡ � ��°

¡7³�«t 9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F �
Pmax ≡ g3n0, n0

� ®¯¡/;²� � ¡7F � ¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�« � �7»HE�?�E�E�>�C�; � ¡7¡7E�G � F �
> ¡/;²�/; ´�¶ ¡7³�«n 9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F

t = 0
4 ¨x¡/;BA�E¯¬�F � G �t¡/;$¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�«nE�>,:�F ��� £]¤ W�·

m(0) = 1, ~f0(~r(0), ~v(0)) = ~0.
� 6 �

> D�E�¡ � �7¡7³�« ®²;@>/;@¡ �0� ¡ � ­1F7D�GHF7>7E�?�;@¡7¡7³�«  9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F
t = T

4 ¨�¬�E ´ ; � ¡�¬�?�F�°
»0; ��¶ G �n<7E�D�E�¡ � �7¡7E�«nE�>,:�F ��� £]¤ W�·

~fT (~r(T ), ~v(T )) = ~0.
� B �

8 >7F �0� E�  E�:#a �H� ?�> �  "��< � > �µ´��0� ;�E�»H>/;@¡7F7� � ¡7E ·

T ≤ T ∗.
� Q �

¾nF7¡7F7 9F�®¯F7>�C ( � G � ®²; � >/; � ³  ';@GHGH³ ¡/;�< � > �µ´��0� �
1 − m(T )

�]F ´ F � D7?�F7?�; ´�� ¡ � ¡7³ « F7 
­vC�¡7D7¹7F7E�¡/; ´5·

I = −m(T ) → inf.
� = �

¿



I �#"�_�`�k�� )�e�k���+�k�)�� *F�,. ��k�* K *F��Q W ;B¬	;²�/; � � � ° � = � <7> � ¬�G � ;@? ´ � �0� GHE�:�E�«�®²;B¬	;²��C
E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�»HExC�<7>/;@? ´�� ¡7F���F > �A@ ; �0� G � ¡/; E�GH¡7E�? � <7>7F7¡7¹7F7</;x ';@D�GHF7 "C� '; 8 E�¡ � >��7»HF�°
¡/;  6 ¸ � Q ¸ =�� " ��� C�¡7D7¹7F�� 8 E�¡ � >��7»HF7¡/; H F ��� >7 9F7¡/;@¡ �

l
®²;B¬	;²�7FnF7  �#( � ?�F�¬ ·

H(m,~r,~v, P,~e, pm, ~pr, ~pv) ≡ −pmPC + (~pr, ~v) + (~pv, (
P~e
m − µ~r

r3 )),

l ≡ −λ0m(T ) + λm0(m(0) − 1) + (~λf0, ~f0) + (~λfT , ~fT ) + λT (T − T ∗),

� ¿ �

» ¬ � ¡ � <7> � >7³�?�¡/;�� D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D�;�� ­vC�¡7D7¹7F��
pm(t)

¸¼¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F �
? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F7F

~pr(t)
¸
~pv(t)

� GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � �µ¸��7F7G ´ ;
λ0

¸
λT
F]? � D � E�>7³ ~λf0

¸
~λfT

�  9¡7E7;¼F ���µ´ F��d;�»H>/;@¡<;�; �
O G ´ E�?�F��d<7>7F7¡7¹7F7</;  ';@D�GHF7 "C� '; ¬ ´ �d>/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9E�«d®²;B¬	;²�7FdF7  �#( � G ´�� ¬/C ( arF7«=?�F�¬ �

• O >/;@?�¡ � ¡7F�� � « ´�� >/;B°��d;@»H>/;@¡<;$; � GHE�<7>��<; � ¡7¡/;��nGHF7G ���  ';�� ·

ṗi = −∂H∂i , i = m,~r,~v.
� b �

• O G ´ E�?�F��nE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � Ft<7E$C�<7>/;@? ´�� ¡7F��7  ·

{P,~e}opt = a r g a b s m a x
P∈[0,Pmax], |~e|=1)

H (· · · , P,~e, · · ·); � � �

G ´�� ¬�G � ?�F��nC�G ´ E�?�F7«nE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F � � � ·

~eopt =




~pv
ρ , ρ 6= 0

F
χ ≥ 0,

∀~e, |~e| = 1, ρ = 0
F ´ F

χ < 0;

Popt =





Pmax, χ > 0,
0, χ < 0,
∀P ∈ [0, Pmax], χ = 0;

� �²� �

χ ≡ ρ−mpm/C
� ­vC�¡7D7¹7F��n< � > � D ´�( � � ¡7F7�nC�<7>/;@? ´�� ¡7F��

P
¸
ρ ≡ |~pv|.

• O G ´ E�?�F�� � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � Ft<7E�­];�®¯E�?@³�  < � > �   � ¡7¡7³�  ·

pi(0) = ∂l
∂i(0)

, pi(T ) = − ∂l
∂i(T )

, i = m,~r,~v.
� ��� �

• O G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E@G � Ft<7E T (H(T ) = ∂l
∂T )

·

H(T ) = λT .
� �B� �

• O G ´ E�?�F � ¬�E�<7E ´ ¡�� ( a � «t¡ � ; � G � D�E�G � F ·

λT (T − T ∗) = 0.
� �76 �

• O G ´ E�?�F��n¡ � E � >7F7¹/; ���µ´	¶ ¡7E�G � F ·

λ0 ≥ 0, λT ≥ 0.
� �2B �

b



• O G ´ E�?�F � :1¥'¦";@? � ¡7G � ?�; C ¬�¡7E�?�> �   � ¡7¡7E1:+C ´�( ?�G � Ar 9¡7E7;¼F ���µ´�� « �d;@»H>/;@¡<;$; � C�G ´ E�?�F �:1¥'¦ C :�� ·

||pm||C + ||~pr||C + ||~pv||C + |λ0| + |λT | + |~λf0| + |~λfT | 6= 0.
� � Q �

• O G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F  9¡7E7;¼F ���µ´�� « �d;@»H>/;@¡<;$; � > ¬	;@¡7¡7E�« >/;#:�E ��� F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�; ´ E�G ¶G ´�� ¬/C ( a �H�@·
|~pr(0)|2 + |~pv(0)|2 = 1.

� �7= �
Kne��7c�`��<� �����(��l!��Q�¤�E�E � ¡7E @r� ¡7F��
� � � ° � Q �µ¸ � ¿ � ° � �7= �	<7> � ¬�G � ;�? ´ � ( � GHE�:�E@«]D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;B°

��C=¬ ´ �¼GHF7G ���  9³�E�:�³�D7¡7E�? � ¡7¡7³�A$¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A�C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;²��C�<7>7F7¡�°
¹7F7</;  ';@D�GHF7 "C� ';�� � : � F�®¯? � G � ¡7³� 9Fr? ¡ � «]�7? ´ � ( � G �]<7E�G � EB�7¡7¡7³ � F7¡ ��� »H>7F/>7E�?�;@¡7F�� �YT GHF7G ��� °
 '³b¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A$C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � � �µ¸ � b �µ¸�?�> �  "�$< � > �µ´��0� ;

T
F� 9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;$;

λ0

¸
λT
¸ ~λf0

¸ ~λfT � ¢ ´ � F�A E�<7> � ¬ �µ´�� ¡7F�� F7  �#( � G � D7>/; � ?�³ � C�G ´ E�?�F�� · � 6 �µ¸ � B � � C�G ´ E�?�F��� >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F � ��� � � C�G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � F � �B� � � C�G ´ E�?�F � ¬�E�<7E ´ ¡�� ( a � «�¡ � ; � G � °
D�E�G � F � �76 ��F=C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F � �7= �µ¸@GH?@��®²;@¡7¡7E � G�E²¬�¡7E�>7E¯¬�¡7E�G ��¶ ( ­vC�¡7D7¹7F7F �d;@»H>/;@¡<;$;
<7E  9¡7E ;¼F ���µ´ �7  �d;@»H>/;@¡<;$;�¸²<7E@®¯?�E ´ � ( a � «r?�³�:�F7>/; ��¶  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;$; G � E��7¡7E�G ��¶ (
¬�En<7E ´ E7;¼F ���µ´�¶ ¡7E�»HEnGHE� 9¡7E7;¼F ���µ´ � � ¥9G ´ F  9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F�� ~f0, ~fT

¡ � F7  �#( � E�GHE�:�³�A � E�� � D
 = � ¸-» ´5�W� � = " ¸ � En 9E ;�¡7E�<7E�D�;�®²; ��¶ ¸-� � En�7F7G ´ En¡ � F�®¯? � G � ¡7³�A D7>/; � ?�E�« ®²;B¬	;²�7FLGHE�?�</;B¬	; �0� G
�7F7G ´ E�  C�G ´ E�?�F7«  ���#" �
£+®=C�G ´ E�?�F7«LG � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � F � �B� � F*¬�E�<7E ´ ¡�� ( a � «L¡ � ; � G � D�E�G � F � �76 �  9E7;¼¡7E(F7GHD ´�( °

�7F ��¶  9¡7E ;¼F ���µ´�¶ �d;@»H>/;@¡<;$;
λT
�,C ¬�¡/;@D�E7¸�� � E�:�³�F�®2: � ;�; ��¶ ¸�?�E@®¯¡7F7D�; ( arF�A(<7>7F �0� E�  ?�³�°

�7F7G ´ F ���0´�¶ ¡7³�At<7>7E�: ´��  �¸/?@  � G � E �0� E�»HE�>/;@GHGH '; � >7F7?�; ( � G ��¬�? � ?�GH<7E� 9E�»µ; ���µ´�¶ ¡7³ � D7>/; � ?�³ �
®²;B¬	;B�7F  �@� ¸/G � > � Q#= ° =��#" ·
��� W ;B¬	;B�/;nG�¡ � ;@D � F7?�¡7³� %E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F �  x?�> �   � ¡7Fb< � > �µ´��0� ; � F7GH<7E ´�¶ ®HC �0� G � D7>/; � ?�E �
C�G ´ E�?�F �

H(T ) = 0
¸7C�G ´ E�?�F �

T ≤ T ∗ �7? ´ � �0� G �n<7>7E�? � >7E��7¡7³�  �
��� W ;B¬	;B�/;�G ;@D � F7?�¡7³�  E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F �  �?@> �   � ¡7F%< � > �µ´��0� ; � F7GH<7E ´�¶ ®HC �0� G � D7>/; � ?�E �
C�G ´ E�?�F �

T − T ∗ = 0
¸7C�G ´ E�?�F �

H(T ) ≥ 0
�7? ´ � �0� G �n<7>7E�? � >7E��7¡7³�  �

8 E ´ C�� � ¡7¡/;�� D7>/; � ?�;�� ®²;B¬	;²�/; F7  �H�0� G � >7F ( >/;�® ´ F7�7¡7³�A G �   � «7G � ? > �A@r� ¡7F7« � > ¬	; ´�¶ °
¡ � « @r�   F7GH<7E ´�¶ ®HC �0� G �(D ´ ;@GHGHF7­1F7D�;@¹7F��(G �   � «7G � ?=> �A@r� ¡7F7«(<7Ed�7F7G ´ C¼;@D � F7?�¡7³�A¼C��/;@G � D�E�?7¸
GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a=F�AbD�;N;$¬�E� "CLF�®�F7 9<�C ´�¶ GHE�?*?*F7 9<�C ´�¶ GH¡7E� x> �A@r� ¡7F7F ®²;B¬	;²�7F � :v;@<7>7F7  � >�¸
D ´ ;@GHGHF7­1F7D�;@¹7F�� � D�G � > �  '; ´�� «�¸�GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a=F�A$¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«¼G A �   � < � > �µ´��0� ;�¸�E�<7> � °
¬ �µ´ � �0� G � </;@>7E�« �7F7G �µ´������ ¸�» ¬ ����� �7F7G ´ E ;@D � F7?�¡7³�A C��/;@G � D�E�?7¸"> � ; ´ F�®HC ( arF�A < � >7?�³�«
F7 '<�C ´�¶ G@¸ �(� ? � E�>7E�« ��8 E¯¬�>7E�:�¡7E$D ´ ;@GHGHF7­1F7D�;@¹7F��tG � >�C�D � C�> � D�G � > �  '; ´�� «t>/;@GHGH 9E � > � ¡/;�?
G ´�� ¬/C ( a=F�At» ´ ;@?�;BA �
8 E�G � >7E � ¡7F �  9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�³�An> �A@r� ¡7F7«n®²;B¬	;²�7Fn<7>7E�F7G A�E¯¬�F � <7E$G ´�� ¬/C ( a � «t  �0� E²¬�F7D �@·
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:�E ´��H� G ´ E ;¼¡7³�A�¸�®²;²¬	;B�/;BA$ 9E ;¼¡7E1?�E�GH<7E ´�¶ °
®¯E�?�; ��¶ G � �0� F7  X > � ® � >7?�E�  X F ¬ ´ � <7E�G � >7E � ¡7F��b¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�»HEt<7>7F,: ´ F<; � ¡7F�� G0E�<7>��<; � ¡7¡7³�A
< � > �   � ¡7¡7³�At> �A@ F ��¶ D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;B��C¼¬ ´ �n<7E�G � >7E � ¡7F�� ∑n

i=1 ai
°�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»HE¼> �A@r� ¡7F�� �

¤'A �  �; � F/�7¡7E¼<7E�G � >7E � ¡7F � ¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�»HE$<7>7F,: ´ F<; � ¡7F��n<7E�D�;�®²;@¡7E$¡/;$>7F7G ��B7·

¦9F7G ��B7· ¤'A �  ';�<7E�G � >7E � ¡7F��t¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�»HE�<7>7F,: ´ F<; � ¡7F�� �

����� �D �����
	�# ������
	�>	������

8 >7F=E@< � F7 'F�®¯;@¹7F7F$< � > �µ´��0� E�? 4 ¨ G�¦/¢ C §b?�E@®¯ 9E7;¼¡7E <7E²�7? ´�� ¡7F � C��/;@G � D�E�?vE�GHE�:�E�»HE C�<7>/;@?�°
´�� ¡7F���¸ � E � G ��¶ C��/;@G � D�E�?7¸²¡/;�D�E � E�>7³�A1C�<7>/;@? ´�� ¡7F � ¡ � E�<7> � ¬ �µ´ � �0� G �dE¯¬�¡7E@®¯¡/;²�7¡7E F�®�¡ � E�:¯A�E�°
¬�F7 '³�A�C�G ´ E�?�F7«¼E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F �,8 E�G � >7E � ¡7F � � >/; � D � E�>7F7«(G C��/;@G � D�;@ 9F(E�GHE�:�E�»HE1C�<7>/;@? ´�� °
¡7F��dFdF7GHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F � F�AdE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � Fr<7> � ¬�G � ;@? ´ � �0� GHE�:�E�«]E � ¬ �µ´�¶ ¡�C ( G ´ E7;¼¡�C ( ®²;B¬	;²��C �
> >/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9³�A ?¼¬	;@¡7¡7E�«L>/;#:�E ��� ®²;B¬	;²�/;BA E�< � F7 9F�®²;@¹7F7F   � ;=E�>,:�F � ; ´�¶ ¡7³�A < � > �µ´�� °
� E�?1 9E7;¼¡7E+<7E�D�;�®²; ��¶ E � G0C � G � ?�F � C��/;@G � D�E�?1E�GHE�:�E�»HE+C�<7>/;@? ´�� ¡7F��$<7Ev¡/;@<7>/;@? ´�� ¡7F ( ? � D � E�>/;
� �7»HF ��C � G0C � G � ?�F � C��/;@G � D�E�?�E�GHE�:�E�»HE�C�<7>/;@? ´�� ¡7F�� <7E�? �µ´ F7�7F7¡ �=� �7»HF

P (t)
C¯¬	; �0� G � <7E�D�;B°

®²; ��¶ ?r®²;B¬	;²� � :�³�G � >7E²¬ � «7G � ?�F��nF(?d®²;B¬	;B� � ¡/;r 9F7¡7F7 "C�  >/;@G A�E¯¬	;= ';@G0GH³]: � ®1E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F7«
¡/; ?�> �  "�r< � > �µ´��0� ;  �7= ¸ �B¿ " �#> E�:#a �  �G ´ C��/; � ¬�E�D�;�®²; ��¶ E � G0C � G � ?�F � E�< � F7 '; ´�¶ ¡7³�A � >/; � D � E�°
>7F7«�G�C��/;@G � D�;@ 9F�E�GHE�:�E�»HE+C�<7>/;@? ´�� ¡7F���<7E1? �µ´ F7�7F7¡ ��� �7»HF�¡ � C¯¬	; �0� G � � £vGHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F � E�< � F�°
 �; ´�¶ ¡7E�G � F � >/; � D � E�>7F7«$G�C��/;@G � D�;@ 9F=E�GHE�:�E�»HE C�<7>/;@? ´�� ¡7F�� � > � :@C �0� >/;@GHGH 9E � > � ¡7F��rC�G ´ E�?�F7«
?�³�G @ F�An<7E�>���¬�D�E�?7¸7¡/;@<7>7F7  � >�¸�C�G ´ E�?�F�� 4v�µ´7´ F�F ´ F 4 E�<7</;B° ¾nE�« � >/;�¸7; � ;@D<; � ?�E@®¯ 9E7;¼¡7³�A
GH<7E�GHE�:�E�?�G � ³�D�E�?�D7FtE�GHE�:�³�A�Fn¡ � E�GHE�:�³�A(C��/;@G � D�E�?  �2B " �
W ;@  �0� F7 �¸7� � E$<7>7F�F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡7F7F�<7> � ¬ ´ E7; � ¡7¡7E�«n 9E¯¬�F7­1F7¹7F7>7E�?�;@¡7¡7E�«(?�³��7F7G ´ F ���0´�¶ °

¡7E�«�G A �  9³º¡ �µ´�¶ ®H��<7E�G � >7E�F ��¶$� >/; � D � E�>7F7FnG C��/;@G � D�;@ 9Fn¡ � ¡�C ´�� ?�E�»HE�E�GHE�:�E�»HEdC�<7>/;@? ´�� ¡7F�� �
> <7>7E�� �  �¸BF7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡7F � D ´ ;@GHGHF7� � GHD�E�«r?@³��7F7G ´ F ���µ´�¶ ¡7E�«dG A �  9³   �0� E¯¬	; G � > �µ´�¶ :�³bDvC�GH< � °
A�C � ;@D<; � ¡ � <7>7F7? � ¬ �0�  �@� ¸ ¿#6 " �

�#6
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> D�;²� � G � ? � < � >7?�E�»HE <7>7F7  � >/; <7>7F ´ E7; � ¡7F���<7> � ¬ ´ E ; � ¡7¡7E�«�  �0� E¯¬�F7D7F�>/;@GHGH '; � >7F7?�; �0� G �
®²;B¬	;B�/;]E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�»HEdC�<7>/;@? ´�� ¡7F��( 9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�³� 9F(< � > �µ´��0� ;@ 9F 4 ¨4  � ;$¬/C�D7>�C�»HE�?�³� 9F
D�E� 9< ´ ;@¡/;@>7¡7³� 9F�E�>,:�F � ;@ 9F¼£]¤ W��#O <7>/;@? ´�� ¡7F � E�G0C�a � G � ? ´ � �0� G �¼<7E�GH> � ¬�G � ?�E�  ? � D � E@>/; � ��°
»HF > � ;@D � F7?�¡7E�»HEt¬�?�F7»µ; ���µ´ �bE�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7E�« � �7»HF � ¾nF7¡7F7 9F�®¯F7>�C ( � G � ®²; � >/; � ³  �;�GHGH³ <7>7F
E�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7E� �?�> �   � ¡7Ft< � > �µ´��0� ; �
8 ´ E�GHD�E � ¬�?�F<; � ¡7F � ¹ � ¡ � >/;L ';@GHG�E¯¬�¡7E�G � C�< � ¡7�/; � E�»HE 4 ¨ < � > �   � ¡7¡7E�«  ';@GHGH³ G�> � ;@D�°

� F7?�¡7³�  ¬�?�F7»µ; ���µ´��  bE�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7E�« � �7»HF¼?]¹ � ¡ � >/; ´�¶ ¡7E�  ¡ ¶ ( � E�¡7E�? � D�E�  »H>/;@?�F � ;@¹7F7E�¡7¡7E� 
<7E ´�� E¯¬�¡7E�»HE]<7>7F � �7»HF7?�; ( a � »HEr¹ � ¡ � >/;d?1?�;@D�C�C�  � <7>7F�C�<7>/;@? ´�� ¡7F7F¼? � D � E�>7E�  � �7»HF¼E�<7F7GH³�°
?�; �0� G � ?tGH?@��®²;@¡7¡7E�« G�<7>7F � �7»HF7?�; ( arF7 x¹ � ¡ � >7E�  <7E ´ �7>7¡7E�« GHF7G ���   � D�E�E�>�¬�F7¡/; � ¬�F7­1­ � °
> � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³� 9FtC�>/;@?�¡ � ¡7F��7 9F  ��¿&" ·

ṁ = −P/C, ṙ = u, ϕ̇ = v/r,
u̇ = (P cos θ)/m+ v2/r − µ/r2, v̇ = (P sin θ)/m− uv/r.

� �B¿ �

8 >7F*> �A@r� ¡7F7F*®²;B¬	;²�7F*>/;@G0GH '; � >7F7?�; �0� G �� '; ���  '; � F7� � GHD�;��� 9E¯¬ �µ´�¶ E�<7F7G¯;@¡7F��nC�<7>/;@? ´ ��°
�  9E�»HEt¬�?�F<; � ¡7F�� ¹ � ¡ � >/;* ';@GHG 4 ¨d¸�?*D�E � E�>7E�«b­];�®¯E�?�³ � < � > �   � ¡7¡7³ �

m(t)
¸
r(t)
¸
ϕ(t)

¸
u(t)
¸
v(t)

� ¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F � ­vC�¡7D7¹7F7F�¸�C²¬�E�? ´��0� ?�E�>�� ( arF � ¡/;�C��/;@G � D�;BA
¡ � <7> � >7³�?�¡7E�G � F�C�<7>/;@? ´ � ( arF�A�­vC�¡7D7¹7F7« � C�<7>/;@? ´�� ¡7F7«��

P (t), θ(t)
GHF7G ���   � � �B¿ �µ¸�;+­vC�¡7D�°

¹7F7F
P (t), θ(t)

� D�C�G0E��7¡7E�°±¡ � <7> � >7³ ?�¡7³ � E�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7³ �@·

0 ≤ P (t) ≤ Pmax <∞, 0 ≤ θ(t) < 2π ∀ t ∈ [0, T ].
� �7b �

> ¡/;²�/; ´�¶ ¡7³�«  9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F
t = 0

4 ¨�¬�?�F<; �0� G � <7Et¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�« D7>�C�»HE�?�E�« E�>,:�F�°
��� £]¤ W >/;B¬�F�C�G¯;

R0
G�E�>,:�F � ; ´�¶ ¡7E�« GHD�E�>7E�G ��¶ (

V0 ≡
√
µ/R0

� C��7F � ³�?�;���¸�� � E�E�>,:�F � ³
D7>�C�»HE�?�³ � ¸ � E��7D�C(G � ;@> � ;�: � ®]E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F��tE�:#ar¡7E�G � Ft 9E7;¼¡7E=­1F7D�GHF7>7E�?�; ��¶ � ·

m(0) = 1, r(0) = R0, ϕ(0) = 0, u(0) = 0, v(0) = V0.
� � � �

> D�E�¡ � �7¡7³�« ®²;@>/;@¡ �0� ¡ � ­1F7D�GHF7>7E�?�;@¡7¡7³�«  9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F
t = T

4 ¨�¬�E ´ ; � ¡�¬�?�F�°
»0; ��¶ G ��<7EºD�E�¡ � �7¡7E�«�D7>�C�»HE�?�E�«�E@>,:�F ��� £]¤ W >/;B¬�F�C�G¯;

RT

G E�>,:�F � ; ´�¶ ¡7E�«�GHD�E�>7E�G ��¶ (
VT ≡

√
µ/RT

� C�» ´ E�?�E � <7E ´ E ; � ¡7F �
ϕ(T )

4 ¨ <7>7F �0� E� �¡ � ­1F7D�GHF7>7E�?�;@¡7E � ·

r(T ) = RT , u(T ) = 0, v(T ) = VT .
� �@� �

C :#a �H� ?�> �  "��< � > �µ´��0� ;�E�»H>/;@¡7F7� � ¡7E ·

T ≤ T ∗.
� ��� �

¾nF7¡7F7 9F�®¯F7>�C ( � G ��®²; � >/; � ³º ';@GHGH³
(1−m(T ))

F ´ F � D7?�F7?�; ´�� ¡ � ¡7³ «nF7  ­vC�¡7D7¹7F7E�¡/; ´5·

I = −m(T ) → inf.
� ��� �

�NB



�!��� �  ����
���� ���������������������' "���$#!���

W ;B¬	;B�/; � �²¿ � ° � �@� ��<7> � ¬�G � ;@? ´ � �µ� GHE�:@E�«n®²;B¬	;²��C�E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�»HE�C�<7>/;@? ´�� ¡7F��*Fn> �A@ ; �0� G �*¡/;
E�GH¡7E�? � <7>7F7¡7¹7F7</;n ';@D�GHF7 "C� '; 8 E�¡ � >��7»HF7¡/;  6 ¸ � Q ¸ = � " � � C�¡7D7¹7F�� 8 E�¡ � >��7»HF7¡/; H F ��� >�°
 'F7¡/;�¡ �

l
®²;B¬	;²�7FnF7  �#( � ?�F�¬ ·

H(m, r, ϕ, u, v, P, θ, pm, pr, pϕ, pu, pv) ≡ −pmP/C + pru+ pϕv/r+
+pu((P cos θ)/m+ v2/r − µ/r2) + pv((P sin θ)/m− uv/r),

l ≡ λ0(−m(T )) + λm0(m(0) − 1)+
+λr0(r(0) −R0) + λϕ0ϕ(0) + λu0u(0) + λv0(v(0) − V0)+
+λrT (r(T ) −RT ) + λuTu(T ) + λvT (v(T ) − VT ) + λT (T − T ∗),

� �#6 �

» ¬ � ¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F � ­vC�¡7D7¹7F7F � GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � �
pi(t)

�
i = m

¸
r
¸
ϕ
¸
u
¸
v
��F]�7F7G ´ ;

λ0
¸
λT
¸
λi0

�
i = m

¸
r
¸
ϕ
¸
u
¸
v
�µ¸
λiT

�
i = r

¸
u
¸
v
� �  9¡7E7;¼F ���µ´ F

�d;@»H>/;@¡<;�; �
O G ´ E�?�F��n<7>7F7¡7¹7F7</;$ ';@D�GHF7 "C� ';r¬ ´ �n>/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9E�«n®²;B¬	;B�7F �

• O >/;@?�¡ � ¡7F�� � « ´�� >/;B°��d;@»H>/;@¡<;$; � GHE�<7>��<; � ¡7¡/;�� GHF7G ���  '; ·
ṗi = −∂H∂i

¸
i = m, r, ϕ, u, v

� ·

ṗm = P (pu cos θ + pv sin θ)/m2,
ṗr = pϕv/r

2 + pu(v
2/r2 − 2µ/r3) − pvuv/r

2,
ṗϕ = 0,
ṗu = −pr + pvv/r,
ṗv = −pϕ/r − pu2v/r + pvu/r.

� �NB �

• O G ´ E�?�F�� � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F <7E ­];�®¯E�?�³�  < � > �   � ¡7¡7³� 
�
pi(0) = ∂l

∂i(0)
, pi(T ) = − ∂l

∂i(T )
, i = m, r, ϕ, u, v

� ·

pm(0) = λm0, pr(0) = λr0, pϕ(0) = λϕ0,
pu(0) = λu0, pv(0) = λv0;

� ��Q �

pm(T ) = λ0, pr(T ) = −λrT , pϕ(T ) = 0,
pu(T ) = −λuT , pv(T ) = −λvT .

� �#= �

• O G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E@G � Ft<7E T (H(T ) = ∂l
∂T )

·

H(T ) = λT .
� ��¿ �

• O G ´ E�?�F��nE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � Ft<7E$C�<7>/;@? ´�� ¡7F��7  ·

{P, θ}opt = a r g a b s m a x
P∈[0,Pmax], θ∈[0,2π)

H (· · · , P, θ, · · ·); � �#b �

G ´�� ¬�G � ?�F��nC�G ´ E�?�F7«nE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F � �#b � ·

(cos θ, sin θ)opt =

{
(pu/ρ, pv/ρ), ρ 6= 0

F
χ ≥ 0,

(cos θ, sin θ) ∀ θ ∈ [0, 2π), ρ = 0
F ´ F

χ < 0;

Popt =





Pmax, χ > 0,
0, χ < 0,
∀P ∈ [0, Pmax], χ = 0;

� ��� �

χ ≡ ρ−mpm/C
� ­vC�¡7D7¹7F��n< � > � D ´�( � � ¡7F7�nC�<7>/;@? ´�� ¡7F��

P
¸
ρ ≡

√
p2
u + p2

v.

��Q



• O G ´ E�?�F � ¬�E�<7E ´ ¡�� ( a � «t¡ � ; � G � D�E�G � F ·

λT (T − T ∗) = 0.
� 6�� �

• O G ´ E�?�F��n¡ � E � >7F7¹/; ���µ´	¶ ¡7E�G � F ·

λ0 ≥ 0, λT ≥ 0.
� 6�� �

• O G ´ E�?�F � :1¥'¦";@? � ¡7G � ?�; C ¬�¡7E�?�> �   � ¡7¡7E1:+C ´�( ?�G � Ar 9¡7E7;¼F ���µ´�� « �d;@»H>/;@¡<;$; � C�G ´ E�?�F �:1¥'¦ C :�� ·

∑

i=r,ϕ,u,v,m

(||pi||C + |λi0|) +
∑

i=r,u,v

|λiT | + λ0 + λT 6= 0.
� 6�� �

• O G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7Fn 9¡7E ;¼F ���µ´�� «��d;@»H>/;@¡<;$; ·

p2
r(0) + p2

u(0) + p2
v(0) = 1.

� 6#6 �

�!��� ������	�
��	� �����������

¤�E�E � ¡7E @r� ¡7F���� �B¿ � ° � �@� �µ¸ � �#6 � ° � 6�6 �$<7> � ¬�G � ;@? ´ � ( � GHE�:�E�«�D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;²��C ¬ ´ ��GHF7G ���  9³
E�:�³�D7¡7E�? � ¡7¡7³�A�¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A�C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;²��C�<7>7F7¡7¹7F7</;  ';@D�GHF7 "C�°
 �; � � : � F�®¯? � G � ¡/³� 9F ?�¡ � « �7? ´ � ( � G � �²� <7E�G � E²�7¡7¡7³�ALF7¡ ��� »H>7F7>/E�?�;@¡7F�� �YT GHF7G ���  9³ ¬�F7­+°
­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�ALC�>/;@?�¡ � ¡7F7« � �B¿ �µ¸ � �NB �µ¸�?�> �  "� < � > �µ´��0� ;

T
FL�7F7G ´ E�?�³ �  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;B°

»H>/;@¡<;�;
λ0

¸
λT
¸
λi0 (i = m, r, ϕ, u, v)

¸
λiT (i = r, u, v)

� ?�G � »HE ��� ¡ � F�®¯? � G � ¡7E ��� ¢ ´ �$F�A
E�<7> � ¬ �µ´�� ¡7F���F7  �H�0� G � ��� C�G ´ E�?�F � � b D7>/; � ?�³�A¼C�G ´ E�?�F7« � � � �µ¸ � �@� � ���²� C�G ´ E�?�F7« � >/;@¡7GH? � >�°
G¯; ´�¶ ¡7E�G � F � ��Q �µ¸ � �#= � � C�G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � F � ��¿ � � C�G ´ E@?�F � ¬�E�<7E ´ ¡�� ( a � « ¡ � ; � G � D�E�°
G � F 6�� F(C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F � 6�6 �0¸�GH?@��®²;@¡7¡7E � G+E¯¬�¡7E�>7E¯¬�¡7E�G ��¶ ( ­vC�¡7D7¹7F7F �d;@»H>/;@¡<;$;d<7E
 '¡7E7;¼F ���µ´ �7  �d;@»H>/;@¡<;$;�¸"<7E@®¯?�E ´ � ( a � « ?�³�:�F7>/; ��¶  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;$;*G � E��7¡7E�G ��¶ (
¬�E�<7E ´ E7;¼F ���µ´�¶ ¡7E�»HE�GHE� 9¡7E7;¼F ���µ´ � �

�!��� � ���	������������	�
���� ������� � �

I $7`�c�e�^J�"c���k�c�X�Q O�%'& �MI ? 5,I ?F=>)J?"IOHMC6) H@HM)0NM1
p2
r(0) + p2

u(0) + p2
v(0) = 1

CFI ?G?"1BC6/21B5 �
J _�.V�<���,$7c�"�j%��$7`�_�Q C :�>/;Na � ¡7F � ? ¡7E ´�¶ G0C� 9 9³

p2
r(0) + p2

u(0) + p2
v(0)

? ´�� � �0� ®²; GHE�:�E�«
>/;@? � ¡7G � ?�E�¡�C ´�( ®¯¡/;²� � ¡7F7«

pr(0)
¸
pu(0)

¸
pv(0)

� §";@DºD�;@D
pϕ(T ) = 0

F
ṗϕ = 0

¸ � E
F
pϕ(0) = 0

��8 E�G ´�� ¬�¡7F � � �0� ³�> � C�>/;@?�¡ � ¡7F��ºF�®LGHF7G ���  9³ � �NB ��E � ¬ �µ´ � ( � G � F�E�:�>/;�®HC�°
( � GHF7G ���  "C ´ F7¡ � «7¡7³�A C ¢ O Gr< � > �   � ¡7¡7³� 9F D�E � ­1­1F7¹7F � ¡ � ;@ 9F � ¦ �A@r� ¡7F � ®²;B¬	;²�7F 4 E @ F
¬ ´ � ¬	;@¡7¡7E�« GHF7G ���  9³v¸�G$¡�C ´�� ?�³� 9F ¡/;²�/; ´�¶ ¡7³� 9FL®¯¡/;²� � ¡7F��7 9F < � > � G � D�; �0� ? � E��7D �

t = 0¡�C ´�� ?�E � > �A@r� ¡7F � F�<7E ��� E�> �   � EbG0C�a � G � ?�E�?�;@¡7F7FºF � ¬�F7¡7G � ? � ¡7¡7E�G � Fº> �A@r� ¡7F��4®²;²¬	;B�7F
4 E @ F ¬ ´ ��G0F7G ���  9³ E�:�³�D7¡7E�? � ¡7¡7³�A�C�>/;@?�¡ � ¡7F7«� =�Q&" GHE�?�</;B¬	; �0� Gt¡7F7  � §";@D7F7 �E�:�>/;�®¯E@ 
pr(t) ≡ pϕ(t) ≡ pu(t) ≡ pv(t) ≡ 0

¸
t ∈ [0;T ]

� � � E � ;@D<; � ? ´�� � �0� ®²;*GHE�:�E�« � E7;$¬ � G � ?�E
pm(t) ≡ const

��8 >7F7� �   ?nGHF ´ C�C�G ´ E�?�F7« ¡ � E � >7F7¹/; ���µ´�¶ ¡7E�G � F�� 6�� � F � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F
� �N= �

pm(t) ≡ const ≥ 0
� £+®]C�G ´ E�?�F7«*E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F � ��� ��G ´�� ¬/C �0� ¸�� � E�?�D ´�( � � ¡7F �d� �/»0F

� ;�¸9G ´�� ¬�E�?�; ���µ´�¶ ¡7E7¸'F < � > �µ´�T0� �=?�E@®¯ 9E ;¼¡7E � E ´�¶ D�E � G ´ F
pm(t) ≡ 0

� £+®(C�G ´ E�?�F7« � >/;@¡7Gµ°
? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F � ��Q � ° � �#= ��G ´�� ¬/C �0� ¸�� � Ed?�G �  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;�;vE�:�>/;Na=; ( � G ��?]¡7E ´�¶ ¸�� � E
<7>7E � F7?�E�> � �7F � C�G ´ E�?�F ( :1¥'¦ C :�� 6�� �� ��� " � §";@D7F7 bE�:�>/;�®¯E� �¸�?@³�:�E�>�C�D�;�®²;@¡7¡7E�«�¡7E�>7 9F7>7E�?�°
D7Fn<7>/;@?�E�  � > � ¡ �
£+®�>/;�GHGH 9E � > � ¡7F7�d 'E7;¼¡7E F7GHD ´�( �7F ��¶ ?�G � GHD�; ´ �7>7¡7³ �  9¡7E ;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;$;�F]D7>/; � ?�;��

®²;B¬	;B�/;H:@C²¬ �0� F7  �0��¶ G ´�� ¬/C ( a=F7«*?�F�¬ ·

�#=



• GHF7G ���  '; C ¢ O � � �B¿ �µ¸ � �NB � �

• ¡ � F�®¯? � G � ¡7³ ��·

r(0), ϕ(0), u(0), v(0),m(0), pr(0), pϕ(0), pu(0), pv(0), pm(0), T ;

• C�G ´ E�?�F�� ·

m(0) = 1, r(0) = R0, ϕ(0) = 0, u(0) = 0, v(0) = V0,
r(T ) = RT , u(T ) = 0, v(T ) = VT ,
pϕ(T ) = 0, p2

r(0) + p2
u(0) + p2

v(0) = 1,
H(T ) = 0,

� G ´ FnE�»H>/;@¡7F7� � ¡7F � <7E$?�> �   � ¡7Fn¡ � ;@D � F7?�¡7E
,F ´ F

T − T ∗ = 0,
� G ´ FnE�»H>/;@¡7F7� � ¡7F � <7E$?�> �   � ¡7F*;@D � F7?�¡7E

;

� 6#B �

• C�<7>/;@? ´�� ¡7F�� P
¸
θ
? D�;N;$¬�³�«  9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F�E�<7> � ¬ �µ´ � ( � G ��F�®tC�G ´ E�?�F7«�E�< � F�°

 '; ´�¶ ¡7E�G � F � ��� � �
> > � ®HC ´�¶²� ; ��� > �A@r� ¡7F���D7>/; � ?�E�« ®²;B¬	;²�7F�E�<7> � ¬ �µ´ � � G ��C¯¬�E�? ´��0� ?�E�>�� ( arF � ¡ � E�:¯A�E¯¬�F7 9³� 
C�G ´ E�?�F��7  ´ E�D�; ´�¶ ¡7E�«�E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F � C�G ´ E�?�F��7  <7>7F7¡7¹7F7</;� ';@D�GHF7 "C� ';�� � D�G � > �  '; ´�¶ ¡7³ �
� >/; � D � E@>7F/Ft< � > �µ´��0� ; 4 ¨�� � D�G � > �  '; ´ F 8 E�¡ � >��7»HF7¡/;�� �

�!��� � � ���� ������	 ��
����	�  � 	���� ��	�� 	������ ������	�
���� �����������

> ®²;B¬	;²�/;BArE�< � F7 9F�®²;@¹7F7F=F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«=<7E�G � ;@¡7E�?�D7F=<7>7Fr< � > �µ´��0� ;BAr  � ;$¬/C]D7>�C�»HE�?�³� 9F$D�E� �°
< ´ ;@¡/;@>7¡7³� 9FtE�>,:�F � ;@ 9F�¸/GHE�E � ¡7E @r� ¡7F � >/;B¬�F�C�GHE�?

(RT/R0)
D�E � E�>7³�An  � ¡ ¶#@r�$����� �#B ¸7E�< � F�°

 �; ´�¶ ¡7³� ��7? ´ � �0� G �*¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ G¯¡7³�« »HE� ';@¡7E�?�GHD7F7« < � > �µ´�T0�B��> ¬	;@¡7¡7E�« >/;N:�E ��� >/;@G0GH '; � °
>7F7?�; ( � G � E�>,:�F � ³�G�E � ¡7E @r� ¡7F �  x>/;B¬�F�C�GHE�?*  � ¡ �H�t����� �#B � ¡/;@<7>7F7  � >L¬ ´ � ½ ¤ C��0� E*GHE�E � °
¡7E @r� ¡7F � E�D�E ´ E =�� ¿ �µ¸�<7E �0� E� "Cb<7E ´ C��/; �  9³ ��� D�G � > �  '; ´ F <7>7F,: ´ F<;$; ( � ¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡/³�«
< � > �µ´�T0� � < � >7?�³�«*F7 9<�C ´�¶ GdGHE�E�:#a=; �0� G � 4 ¨%?�< � >7F7¹ � ¡ � > � F7G A�E¯¬�¡7E�«*E�>,:�F � ³v¸�? � E�>7E�« � ?
;@<7E�¹ � ¡ � > � < � > � A�E¯¬�¡7E�« E�>,:�F � ³�� ��8 E¯¬�>7E�:�¡ �H� <7>7EnE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G ��¶ ¬�?@C�A�°+F � > � A�F7 9<�C ´�¶ Gµ°
¡7³�An< � > �µ´��0� E�?¼GH  �  =�6 " �
o	)�e�c��"c�"�c���k�c�Q	¤ � >�C�D � C�>7E�«¼ 9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�E�« � >/; � D � E�>7F7F�?v>/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9E�  G ´ C��/; �

¡/;�®¯³�?�; �0� G ��</;@>/;��7F7G �µ´
a − b

¸�» ¬ �
a
� D�E ´ F7� � G � ?�En;@D � F7?@¡7³�A*C��/;@G � D�E�?(?¼E�D7> � G � ¡7E�G � F

< � >7F7¹ � ¡ � >/;�¸
b
� ? E�D7> � G � ¡7E�G � F=;@<7E�¹ � ¡ � >/; �#8 >7F �0� E� *GH¡/;²�/; ´ ; ?�G � ?�D ´�( � � ¡7F��]¬�?�F7»µ; ���µ´ �

<7>7E�F7G A�E¯¬/� � ?$E�D7> � G � ¡7E�G � F*< � >7F7¹ � ¡ � >/;�¸	;=<7E � E� �;@<7E�¹ � ¡ � >/; �
:1;(< � >7?�E�  �0� ;@< � <7E�G � >7E � ¡7F�� > �A@r� ¡7F7« D7>/; � ?�E�«�®²;B¬	;²�7FLE�G0C�a � G � ? ´ � �H� G � < � > � A�E¯¬bE �

F7 '<�C ´�¶ GH¡7E�»HE�> �A@r� ¡7F��LD�> �A@r� ¡7F ( D7>/; � ?�E�«*®²;B¬	;²�7F ?(G ´ C��/; � ¡ � ;@D � F7?�¡7E�»HE�E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F��
?�> �   � ¡7F < � > �µ´��0� ; �

T < T ∗ � � ¤ ´�� ¬/C@� <7> � ¬ ´ E7; � ¡7¡7E�« ?�³��7F7G ´ F ���µ´	¶ ¡7E�« G A �   � ¸5?�? � D � E�></;@>/;@  �0� >7E�?L<7>7F7G � > �µ´ D/F ?�D ´�( �/; ( � G � ?�G � ­];�®¯E�?�³ � F GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ? ¡/;B°
�/; ´�� ?�G � A ;@D � F7?�¡7³�ALF </;@GHGHF7?�¡7³�A�C��/;@G � D�E�?7¸5; � ;@D<; � <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G � F ;@D � F7?�¡7³�A F
</;@GHGHF7?�¡7³�AnC��/;@G � D�E�? ·

rj, ϕj, uj, vj,mj, prj, pϕj, puj, pvj, pmj, Tj, j = 0, 2(a+ b− 1).
� 6�Q �

> ? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F ( ¡ � ?@��®¯E�D$?�D ´�( �/; ( � G ��D7>/; � ?�³ � C�G ´ E�?�F���¸@C�G ´ E�?�F��$G � ³�D�E�?�D7F$C��/;@G � D�E�?
� >/; � D � E@>7F/FtF�®²;B¬	;@?�; �  9³ � >/;@? � ¡7G � ?�;@ 9F

χj(Tj) = 0
C�G ´ E�?�F��n< � > � D ´�( � � ¡7F�� � �7»HF ·

r0(0) −R0 = 0, ϕ0(0) = 0, u0(0) = 0, v0(0) − V0 = 0, m0(0) − 1 = 0,
� 6�= �

p2
r0(0) + p2

u0(0) + p2
v0(0) − 1 = 0;

� 6�¿ �

��¿



αj(Tj) − αj+1(0) = 0 (α = r, ϕ, u, v,m, pr, pϕ, pu, pv, pm, ),

χj(Tj) ≡
√
p2
uj(Tj) + p2

vj(Tj) −mj(Tj)pmj(Tj)/C = 0, j = 0, 2(a+ b− 1) − 1;

� 6�b �

rj(Tj) −RT = 0, uj(Tj) = 0, vj(Tj) − VT = 0,
pϕj(Tj) = 0, Hj(Tj) = 0, j = 2(a+ b− 1).

� 6 � �

O G ´ E�?�F�� � 6�= �µ¸ � 6�¿ � � C�G ´ E�?�F���?1¡/;²�/; ´���� >/; � D � E�>7F7F�¸ � 6�¿ � � C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F � � 6�b �
� C�G ´ E�?�F�� G � ³�D�E�?�D7FbC��/;@G � D�E�? � >/; � D � E�>7F7F F C�G ´ E�?�F�� < � > � D ´�( � � ¡7F�� � �7»HF

(χ = 0)
?

 'E@  � ¡ � ³ G � ³�D�E�?�D7F�C��/;@G � D�E�?�� � ;@D�D�;@D�;@D � F7?�¡7³ � F�</;@G0GHF7?�¡7³ � C��/;@G � D7F�� � > � ¬/C ( � G ��� �
� 6�� � � C�G ´ E�?�F�� ?LD�E�¡7¹ ��� >/; � D � E�>7F7F � > > �  "� ¡/;�D�;N;$¬�E� xC��/;@G � D � E � GH�7F � ³ ?�; �0� G � ®²;@¡7E�°
?�E

(tj ∈ [0;Tj])
�VC :#a �H� ?�> �  "�*< � > �µ´��0� ;(?�³��7F7G ´ � �0� G � D�;@D�G0C� 9 ';¼<7>7E²¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G ��� «

?�G � A(C��/;@G � D�E�?
T =

∑2(a+b−1)−1
j=0 Tj

�,8 > � ¬�<7E ´ ;@»0; �0� G ��¸/� � E$¡/;=� �0� ¡7³�A � </;@GHGHF7?�¡7³�A ��C��/;@G � °
D�;BA � �7»µ;]?@³�D ´�( � � ¡/;�¸�¡/;1¡ � � �0� ¡7³�A � ;@D � F7?�¡7³�A �"C��/;@G � D�;BA � �7»0;1?�D ´�( � � ¡/;1F� ';@D�GHF7 '; ´�¶ ¡/;
(P = Pmax)

¸ �YT ¡/;@<7>/;@? ´�� ¡7F � <7>7F �0� E@ xE�<7> � ¬ �µ´ � �0� G �bF�®�C�G ´ E�?�F�� E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E@G � F � ��� � �
:1;�?�G � A�<7E ´ C�� � ¡7¡7³�A G=<7E� 9E#a ¶ ( � ;@D�E@« ?�³��7F7G ´ F ���0´�¶ ¡7E�«LG A �  9³ � >/; � D � E�>7F���A <7>7E�? � >���°
�0� G ��C�G ´ E�?�F � E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � FL<7E¼C�<7>/;@? ´�� ¡7F (

P (t)
� ��� � ��O G ´ E�?�F�� � 6�= �  9E ;¼¡7E :�³ ´ E :�³

F7GHD ´�( �7F ��¶ F�®]? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F7Fn¡ � ?@��®¯E�Dn?@  � G ��� GvGHE�E � ? �0� G � ?@C ( a=F7 9FtD�E� 9<7E�¡ � ¡ � ;@ 9FtF�®
? � D � E�>/;=</;@>/;@  �0� >7E�?=<7>7F7G � > �µ´ D7F ��>'´ F��7¡7F��(¡/;dG A�E¯¬�F7 9E�G ��¶   �µ� E²¬	;=: ¶ ( � E�¡/; �0� E$¡ � E�D�;B°
®¯³�?�; �0� ¸�F�C�G ´ E�?�F�� � 6�= ��<7>7F7? � ¬ � ¡7³ ®0¬ � G ¶ ¬ ´ �nE�:#ar¡7E�G � F �
¦";�®H  � >7¡7E�G ��¶ ? � D � E�>/;�</;@>/;@  �0� >7E�?n<7>7F7G � > �µ´ D7F F ? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F7F ¡ � ?@��®¯E�D�¸-<7>7FLF7Gµ°

<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡7F7F � ;@D�E�«rG A �  9³v¸@?�E@®¯>/;@G � ; �0� ¬�E
22(a+b)−11

� ¤ ´�� ¬/C �0� E �   �0� F ��¶ ¸@� � Ev '; � >7F7¹/;
<7>7E�F�®¯?�E²¬�¡7³�ArF7  �H�0� : ´ E��7¡7³�«r?�F�¬�Fr<7>7F �YT <7E�G � >7E � ¡7F7F$? ?�F�¬ � D�E�¡ � �7¡7³�A=>/;�®¯¡7E�G ��� «$¡ � E�:�°
A�E¯¬�F7 9E�> �A@ ; ��¶ ®²;B¬	;²��C 4 E @ Fn¡ � :�E ´��H�$��� >/;�®]¡/;=D�;N;$¬�E� bC��/;@G � D �@�
:1;²�/; ´�¶ ¡7E � <7>7F,: ´ F<; � ¡7F � ¬ ´ �(? � D � E�>/;$</;@>/;@  �0� >7E�?$<7>7F7G � > �µ´ D7Fn<7E ´ C��/; �0� G �n¡/;=E�GH¡7E�°

?�;@¡7F7F�> �A@r� ¡7F��¼®²;B¬	;²�7F�?]F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«¼<7E�G � ;@¡7E�?�D �@��8 C�G ��¶ ?]> � ®HC ´�¶B� ; ��� > �A@r� ¡7F��¼D7>/; � ?�E�«
®²;B¬	;B�7F�¬ ´ �4GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a � « ®²;B¬	;²�7FºE�< � F7 9F�®²;@¹7F7F ? F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�« <7E�G � ;@¡7E�?�D � � C�G ´ E�°
?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F ?�®²;B¬	;B� � F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�« <7E�G � ;@¡7E�?�D7F : � > T0� G � GHE�?�</;B¬	; ( arF7  G(C�G ´ E�?�F �  
¡7E�>7 9F7>7E�?�D7Fb?*F7G A�E¯¬�¡7E�«bD7>/; � ?�E�« ®²;B¬	;²� �*·

p2
r(imp0) + p2

u(imp0) + p2
v(imp0) = 1

�1<7E�G � >7E � ¡/;
¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡/;��t»HE� ';@¡7E�?�GHD�;�� � >/; � D � E�>7F��tFnE�<7> � ¬ �µ´�� ¡7³ ·

rimp0 = R0, ϕimp0 = 0, uimp0 = 0, vimp0 = V0 + ∆V0, mimp0 = e−∆V0/C ,

pr(imp0), pϕ(imp0) = 0, pu(imp0), pv(imp0), pm(imp0);

rimp1 = RT , ϕimp1 = π, uimp1 = 0, vimp1 = VT − ∆V1, mimp1 = e−∆V0/C ,

pr(imp1), pϕ(imp1) = 0, pu(imp1), pv(imp1), pm(imp1),
�

®¯¡/;B� � ¡7F���­];�®¯E�?�³�A�F�GHE�<7>��<; � ¡7¡7³�A�< � > �   � ¡7¡7³�A4? ¡/;B�/; ´�� F�D�E�¡7¹ � �0� E�« � >/; � D � E�>7F7F�¸
∆V0

¸
∆V1

� ? �µ´ F7�7F7¡7³�< � >7?�E�»HE F ? � E�>7E�»HE F7 9<�C ´�¶ GHE@? � 8 >7F�®¯¡/;@D�E� �»HE� ';@¡7E�?�GHD�E�»HE < � °
> �µ´��0� ;4�7? ´ � �0� G ��GHE�¡/;@<7>/;@? ´�� ¡7¡7E�G ��¶ ? � D � E�>7E�?ºF7 9<�C ´�¶ GHE�?

∆ ~V0,∆ ~V1
F ? � D � E�>7E�?ºGHD�E�°

>7E�G ��� « 4 ¨ ¡/; ¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�«�F�D�E�¡ � �7¡7E�« D7>�C�»HE�?�E@« E�>,:�F � ;BA � F7 9<�C ´�¶ G0³ GHD�E�>7E�G � F E�G0C�°
a � G � ? ´ � ( � G � ?(< � >7F7¹ � ¡ � > � FL;@<7E�¹ � ¡ � > � < � > � A�E¯¬�¡7E�« �µ´7´ F7< � F7� � G¯D�E�« E�>,:�F � ³��µ¸

∆V0 =

V0(
√

2RT/(RT +R0) − 1)
¸

∆V1 = VT (1 −
√

2R0/(RT +R0))
 =�6 " � :1;²�/; ´�¶ ¡7E � <7>7F,: ´ F�°

; � ¡7F � ¬ ´ ��> �A@r� ¡7F��nF7G A�E²¬�¡7E�«�D7>/; � ?�E�«(®²;B¬	;²�7F�<7E ´ C��/; �0� G �n<7E=­1E�>7 "C ´ ;@  �Y¬ ´ �(C¯¬�E�:�G � ?�;
®²;@<7F7GHF¼­1E�>7 "C ´ ?�  � G � E]F7¡�¬ � D�G¯;

j
F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�;�¡�F7¡�¬ � D�G

i
� <7>7F �0� E� 

j = 2i
GHE�E � ? �0� G � ?@C�°

�0� ¡/;²�/; ´ C
i
°±»HE�;@D � F7?�¡7E�»HE$C��/;@G � D�;�¸

j = 2i+ 1
� ¡/;B�/; ´ C

i
°±»HE$</;@GHGHF7?�¡7E�»HE$C��/;@G � D�;�� ·

r2i = r2i+1 = rimp0, ϕ2i = ϕ2i+1 = 2πi, u2i = u2i+1 = 0 (i = 0, a− 1)

�#b



� G0E�E � ¡7E @r� ¡7F���<7E�D�;�®¯³�?�; ( � ¸�� � Ed;@D � F7?�¡7³ � F�</;@GHGHF7?�¡7³ � C��/;@G � D7F¼¡/;B�7F7¡/; ( � G �¼?1< � >7F7¹ � ¡�°
� > � ¸/C�»HE ´

ϕ
?�E@®¯>/;@G � ; �0� ¡/;

2π
<7E�G ´�� D�;N;$¬�E�»HE$</;@GHGHF7?�¡7E�»HE$C��/;@G � D�;�� �

v2i = V0 + i∆V0/a, v2i+1 = V0 + ∆V0(i+ 1)/a (i = 0, a− 1)
� � >/;�¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡/;���GHE�G � ;@? ´ � ( a=;��(? � D � E�>/;dGHD�E�>7E�G � F(<7E�G ´�� ;@D � F7?�¡7E�»HEdC��/;@G � D�;=?�E@®¯>/;@G � ;B°
�0� ¡/;

∆V0/a
� �

pr2i = pr2i+1 = pr(imp0), pϕ2i = pϕ2i+1 = 0, pu2i = pu2i+1 = pu(imp0),

pv2i = pv2i+1 = pv(imp0), pm2i = pm2i+1 = pm(imp0) (i = 0, a− 1)
� G0E�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ?�¡/;²�/; ´�� D�;N;$¬�E�»HEtC��/;@G � D�;�<7E ´ ;@»0; ( � G � >/;@?�¡7³� 9FbGHE�E � ? �0� °
G � ?@C ( a=F7 �GHE�<7>��,; � ¡7¡7³�  < � > �   � ¡7¡7³� �F�®]> �A@r� ¡7F��n®²;B¬	;²�7Fn?$F7 '<�C ´�¶ GH¡7E�«t<7E�G � ;@¡7E�?�D � � �
m2i = e−i∆V0/aC , m2i+1 = e−(i+1)∆V0/aC , T2i = C(m2i+1 −m2i)/Pmax (i = 0, a− 1)
�  ';@G0G¯;*<7E�G ´�� ;@D � F7?�¡7E�»HE*C��/;@G � D�;�?�³��7F7G ´ � �µ� G � <7E*­1E�>7 "C ´�� ©vF7E ´ D�E�?�GHD�E�»HE7¸�<7>7E¯¬�E ´ ;¼F�°
���µ´�¶ ¡7E�G ��¶ ;@D � F7?�¡7E�»HE]C��/;@G � D�;d?�³��7F7G ´ � �0� G ��F�® >/;@G A�E¯¬�¡7E�»HE1¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7E�»HEdC�>/;@?�¡ � °
¡7F��(¬ ´ �n ';@GHGH³

(ṁ = −P/C)
� �

T2i+1 =
2πr

3/2
2i+1√

µ(2 − v2
2i+1/V

2
0 )3/2

(i = 0, a− 2)

� <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G � F�</;@GHG0F7?�¡7³�A�C��/;@G � D�E�?r>/;@?�¡7³ < � >7F7E¯¬	;@  E�:�>/;Na � ¡7F���<7E]GHE�E � ? �0� G � ?@C�°
( arF7 �D � < ´�� >7E�?�GHD7F7 �E�>,:�F � ;@ �� �

T2i+1 =
πr

3/2
2i+1√

µ(2 − v2
2i+1/V

2
0 )3/2

(i = a− 1)

� <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G ��¶ </;@GHGHF7?�¡7E�»HE C��/;@G � D�; < � > � ¬=¡/;B�/; ´ E� n?�D ´�( � � ¡7F7«r? E�D7> � G � ¡7E�G � F=;@<7E�°
¹ � ¡ � >/;�>/;@?�¡/;�¸/GHE�E � ? �0� G � ? � ¡/¡7E7¸�<7E ´ E�?�F7¡ � < � >7F7E¯¬	;$E�:�>/;Na � ¡7F���� �
8 E$;@¡/; ´ E�»HF7�7¡7E�«�G A �   � <7E ´ C��/; �0� G �n¡/;²�/; ´�¶ ¡7E � <7>7F,: ´ F<; � ¡7F � ¬ ´ �(C��/;@G � D�E�?�?=E�D7> � G � °

¡7E�G � F*;@<7E�¹ � ¡ � >/; ·
r2i = r2i+1 = rimp1, ϕ2i = ϕ2i+1 = 2πi− π, u2i = u2i+1 = 0,

v2i = VT − (a+ b− i)∆V1/b, v2i+1 = VT − ∆V1(a+ b− i− 1)/b,

pr2i = pr2i+1 = pr(imp1), pϕ2i = pϕ2i+1 = 0, pu2i = pu2i+1 = pu(imp1),

pv2i = pv2i+1 = pv(imp1), pm2i = pm2i+1 = pm(imp1),

m2i = m2a−1e
−(i−a)∆V1/bC , m2i+1 = m2a−1e

−(i+1−a)∆V1/bC ,

T2i = C(m2i+1 −m2i)/Pmax, T2i+1 =
2πr

3/2
2i+1√

µ(2 − v2
2i+1/V

2
T )3/2

(i = a, a+ b− 2);

r2i = rimp1, ϕ2i = 2πi− π, u2i = 0, v2i = VT − (a+ b− i)∆V1/b,

pr2i = pr(imp1), pϕ2i = 0, pu2i = pu(imp1), pv2i = pv(imp1), pm2i = pm(imp1),

m2i = m2a−1e
−(i−a)∆V1/bC , T2i = C(m2i+1 −m2i)/Pmax (i = a+ b− 1).

C �   �0� F7 �¸�� � Er¬ ´ ��<7E ´ C�� � ¡7F��n> �A@r� ¡7F���¸�F7GH<7E ´�¶ ®HC �  9E�»HE�?=D�;²� � G � ? � ¡/;B�/; ´�¶ ¡7E@»HE$<7>7F,: ´ F�°
; � ¡7F���¸�:��E ´�¶#@r�  "CL>/;B¬�F�C�G0C D�E�¡ � �7¡7E�«bE�>,:�F � ³�¬�E ´ ;¼¡/;nGHE�E � ? �0� G � ?�E�?�; ��¶ :�E ´�¶#@ ;�� ? �µ´ F�°
�7F7¡/;t¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�« � �7»HE�?�E�E�>�C�; � ¡7¡7E�G � F � � � E*GH?@��®²;@¡7E*G ���  �¸�� � E � �7»0;�¬�?�F7»µ; ���µ´ � ¬�E ´ ;¼¡/;
?�³�:�F7>/; ��¶ G � � ;@D�¸�� � E�:�³º<7>7F,: ´ F�®¯F ��¶ F7 9<�C ´�¶ GH¡7E � ?�E@®0¬ � «7G � ?�F �@�
¢ ´ �b<7E�G � >7E � ¡7F�� > �A@r� ¡7F7« <7>7F ;@D � F7?�¡7E� %E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F7F ¡/;*?�> �  "� < � > �µ´��0� ; � � > �0� F7«

�0� ;@<*F7GHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F��*®²;B¬	;²�7F�� <7>7F7  � ¡�� �0� G ��<7>7F7? � ¬ � ¡7¡/;���?�³ @r� ?�³��7F7G ´ F ���µ´�¶ ¡/;���G A �  ';�¸	?
D�E � E�>7E�«*?¼C�G ´ E�?�F���A � 6 � � ?�  � G � E

Hj(Tj) = 0 (j = 2(a + b − 1))
F7GH<7E ´�¶ ®HC �0� G ��C�G ´ E�?�F �

∑2(a+b−1)
j=0 Tj − T ∗ = 0

�

���
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W ;B¬	;B�/;�E�< � F7 9F�®²;@¹7F7Fd< � > �µ´��0� ;   � ;$¬/CvD7>�C�»HE�?�³� 9Fd¡ � D�E� 9< ´ ;@¡/;@>7¡7³� 9FdE�>,:�F � ;@ 9Fr£]¤ W �7?�°
´ � �µ� G ��:�E ´��H� F7¡ ��� > � GH¡7E�«¼F$G ´ E7;¼¡7E�« � §�E��7D�CrG � ;@> � ;1? � ;@D�E@«$®²;B¬	;²� � G ´�� ¬/C �0� E�< � F7 9F�®¯F7>7E�°
?�; ��¶7� £+®¯  � ¡ � ¡7F � ¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F��nE�>,:�F � ³º 9E7; �0� <7E � > � :�E�?�; ��¶ ¡ �   � ¡ ¶#@ F�A�®²; � >/; ��� E�< ´ F7?�;�¸
� �  ºC�? �µ´ F7� � ¡7F � >/;B¬�F�C�G¯;n;@<7E�¹ � ¡ � >/;nF ´ FL< � >7F7¹ � ¡ � >/;tE�>,:�F � ³v¸-� � »HE :�³ ´ E(¬�E�G � ; � E��7¡7Et?
¬�?@C�A�  � >7¡7E� ºG ´ C��/; �@��>   � G ��� GrC�? �µ´ F7� � ¡7F �  º>/;�®¯  � >7¡7E�G � F GHF7G ���  9³x¢ O �0� E�GHE@®0¬	; �0� ¬�E�°
<7E ´ ¡7F ���µ´�¶ ¡7³ �d� >�C²¬�¡7E�G � F <7>7F*> � @r� ¡7F7F �0� E�«t®²;B¬	;²�7F � 8 >7Ft< � > �µ´��0� ;BA*  � ;$¬/Cn¡ � D�E� 9< ´ ;B°
¡/;@>7¡7³� 9FrD7>�C�»HE�?�³� 9FdE�>,:�F � ;@ 9Fd¡ � E#:²A�E¯¬�F7 9E >/;@GHGH '; � >7F7?�; ��¶  9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�³ ��� >/; � D � E�>7F7F�¸
<7>7F,: ´ F<;�; ( arF � ¡ �]� E ´�¶ D�E�¬�?@C�A�°±F7 9<�C ´�¶ GH¡7³ � > �A@r� ¡7F���¸�¡7E¼F � > � A�°±F7 9<�C ´�¶ GH¡7³ �@� ¨ ¡/; ´ F�®
E�: ´ ;@G ��� «tE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F�¬�?@C�A�°�F � > � A�°�F7 9<�C ´�¶ GH¡7³�At> �A@r� ¡7F7«*GH  � ¸/¡/;@<7>7F7  � >�¸/?  =�6&" �
¢d?�F<; � ¡7F � ¹ � ¡ � >/;v ';@GHG�E¯¬�¡7E�G � C�< � ¡7�/; � E�»HE 4 ¨ < � > �   � ¡7¡7E�«$ ';@GHGH³ G�> � ;@D � F7?�¡7³�  ¬�?�F�°

»0; ���µ´��  �E�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7E�« � �7»HFt?$¹ � ¡ � >/; ´�¶ ¡7E�  ¡ ¶ ( � E�¡7E�? � D�E�  »H>/;@?�F � ;@¹7F7E�¡7¡7E�  <7E ´�� E¯¬�¡7E�°
»HEt<7>7F � �7»HF7?�; ( a � »HE*¹ � ¡ � >/;t?n?�;@D�C�C�  � <7>7FLC�<7>/;@? ´�� ¡7F7F ? � D � E�>7E�  � �7»HF E�<7F7GH³�?�; �0� G � ?
GH?@��®²;@¡7¡7E�« G¼<7>7F � �7»HF7?�; ( arF7 %¹ � ¡ � >7E� xGH­ � >7F7� � GHD�E�«bGHF7G ���   � D�E�E�>�¬�F7¡/; � ¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F�°
; ´�¶ ¡7³� 9FnC�>/;�?�¡ � ¡7F��7 9F  ��¿&" ·

ṁ = −P/C,
ṙ = u,

ψ̇ = v/r,
ϕ̇ = w/r cosψ,
u̇ = (P cos θ cos γ)/m+ v2/r + w2/r − µ/r2,
v̇ = (P sin θ cos γ)/m− uv/r − w2 tgψ/r,
ẇ = (P sin γ)/m− uw/r + vw tgψ/r.

� B�� �

8 >7F*> �A@r� ¡7F7F*®²;B¬	;²�7F*>/;@G0GH '; � >7F7?�; �0� G �� '; ���  '; � F7� � GHD�;��� 9E¯¬ �µ´�¶ E�<7F7G¯;@¡7F��nC�<7>/;@? ´ ��°
�  9E�»HEn¬�?�F<; � ¡7F�� ¹ � ¡ � >/;* ';@GHG 4 ¨d¸�?tD�E � E�>7E@«b­];�®¯E�?�³ � < � > �   � ¡7¡7³ �

m(t)
¸
r(t)
¸
ψ(t)

¸
ϕ(t)

¸
u(t)
¸
v(t)
¸
w(t)

� ¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F � ­vC�¡7D7¹7F7F�¸�C²¬�E�? ´��µ� ?�E�>�� ( arF �
¡/;+C��/;@G � D�;BA�¡ � <7> � >7³�?�¡7E�G � F�C�<7>/;@? ´ � ( arF�A�­vC�¡7D7¹7F7« � C�<7>/;@? ´�� ¡7F7«��

P (t)
¸
θ(t)
¸
γ(t)

GHF�°
G ���   � � B�� �µ¸/;=­vC�¡7D7¹7F7F

P (t)
¸
θ(t)
¸
γ(t)

� D�C�G0E��7¡7E�°±¡ � <7> � >7³ ?�¡7³ � E�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7³ �@·

0 ≤ P (t) ≤ Pmax <∞, 0 ≤ θ(t) < 2π, −π/2 < γ(t) < π/2 ∀ t ∈ [0, T ].
� B7� �

> ¡/;²�/; ´�¶ ¡7³�«� 9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F
t = 0

4 ¨x¬�?@F<; �0� G ��<7E¼¡/;B�/; ´�¶ ¡7E�«*D7>�C�»0E�?�E�«�E�>,:�F ���
£]¤ W ®²;B¬	;@¡7¡7E�»HE�¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F��

i
¸/>/;B¬�F�C�G¯;

R0
¸7G1E�>,:�F � ; ´�¶ ¡7E�«nGHD�E�>7E�G ��¶ (

V0 ≡
√
µ/R0

·

m(0) = 1, r(0) = R0, u(0) = 0, v(0) = V0 cosϕ(0) sin i,
w2(0) + v2(0) = V 2

0 , cosψ(0) sinϕ(0) sin i− sinψ(0) cos i = 0.

� B�� �

> D�E�¡ � �7¡7³�« ®²;@>/;@¡ �0� ¡ � ­1F7D�GHF7>7E�?�;@¡7¡7³�«  9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F
t = T

4 ¨�¬�E ´ ; � ¡�¬�?�F�°
»0; ��¶ G �*<7E�D�E�¡ � �7¡7E�«*D7>�C�»HE�?�E�«tE�>,:�F ��� £]¤ W ¡�C ´�� ?�E�»HE¼¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F���¸	>/;B¬�F�C�G¯;

RT
¸�G]E�>,:�F�°

� ; ´�¶ ¡7E�«nGHD�E�>7E�G ��¶ (
VT ≡

√
µ/RT

� C�» ´ E�?�E � <7E ´ E7; � ¡7F �
ϕ(T )

¡ � ­1F7D�GHF7>7E�?�;@¡7E � ·

r(T ) = RT , u(T ) = 0, v(T ) = 0, w(T ) = VT , ψ(T ) = 0.
� B�6 �

8 >7F �0� E�  E�:#a �H� ?�> �  "��< � > �µ´��0� ;�E�»H>/;@¡7F7� � ¡7E ·

T ≤ T ∗.
� B�B �

6��



¾nF7¡7F7 9F�®¯F7>�C ( � G ��®²; � >/; � ³º ';@GHGH³
(1−m(T ))

F ´ F � D7?�F7?�; ´�� ¡ � ¡7³ «nF7  ­vC�¡7D7¹7F7E�¡/; ´5·

I = −m(T ) → inf.
� B�Q �

�'��� �  ����
���� ���������������������' "���$#!���

W ;B¬	;B�/; � B�� � ° � B�Q ��<7> � ¬�G � ;@? ´ � �µ� GHE�:@E�«n®²;B¬	;²��C�E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�»HE�C�<7>/;@? ´�� ¡7F��*Fn> �A@ ; �0� G �*¡/;
E�GH¡7E�? � <7>7F7¡7¹7F7</;n ';@D�GHF7 "C� '; 8 E�¡ � >��7»HF7¡/;  6 ¸ � Q ¸ = � " � � C�¡7D7¹7F�� 8 E�¡ � >��7»HF7¡/; H F ��� >�°
 'F7¡/;�¡ �

l
®²;B¬	;²�7FnF7  �#( � ?�F�¬ ·

H(m, r, ψ, ϕ, u, v, w, P, θ, γ, pm, pr, pψ, pϕ, pu, pv, pw) ≡
≡ −pmP/C + pru+ pψv/r + pϕw/r cosψ+
+pu((P cos θ cos γ)/m+ v2/r + w2/r − µ/r2)+
+pv((P sin θ cos γ)/m− uv/r − w2 tgψ/r)+
+pw((P sin γ)/m− uw/r + vw tgψ/r),

l ≡ λ0(−m(T )) + λm0(m(0) − 1) + λr0(r(0) −R0)+
+λu0u(0) + λv0(v(0) − V0 cosϕ(0) sin i) + λw0(w

2(0) + v2(0) − V 2
0 )+

+λn0(cosψ(0) sinϕ(0) sin i− sinψ(0) cos i) + λrT (r(T ) −RT )+
+λuTu(T ) + λvTv(T ) + λwT (w(T ) − VT ) + λψTψ(T ) + λT (T − T ∗),

� B�= �

» ¬ � ¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F � ­vC�¡7D7¹7F7F � GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � �
pi(t)

�
i = m

¸
r
¸
ψ
¸
ϕ
¸
u
¸
v
¸
w
��F��7F7G ´ ;

λ0
¸
λT
¸
λi0

�
i = m

¸
r
¸
u
¸
v
¸
w
¸
n
�µ¸
λiT

�
i = r

¸
u
¸
v
¸

w
¸
ψ
� �  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;�; �

O G ´ E�?�F��d<7>7F7¡7¹7F7</;  ';@D�GHF7 "C� '; ¬ ´ �d>/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9E�«d®²;B¬	;²�7FdF7  �#( � G ´�� ¬/C ( arF7«=?�F�¬ �

• O >/;@?�¡ � ¡7F�� � « ´�� >/;B°��d;@»H>/;@¡<;$; � GHE�<7>��<; � ¡7¡/;�� GHF7G ���  '; ·
ṗi = −∂H∂i

¸
i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w

� ·

ṗm = P (pu cos θ cos γ + pv sin θ cos γ + pw sin γ)/m2,
ṗr = pψv/r

2 + pϕw/r
2 cosψ + pu(v

2/r2 + w2/r2 − 2µ/r3)−
−pv(uv/r2 + w2 tgψ/r2) − pw(uw/r2 − vw tgψ/r2),

ṗψ = −pϕw sinψ/r cos2 ψ + pvw
2/r cos2 ψ − pwvw/r cos2 ψ,

ṗϕ = 0,
ṗu = −pr + pvv/r + pww/r,
ṗv = −pψ/r − 2puv/r + pvu/r − pww tgψ/r,
ṗw = −pϕ/r cosψ − 2puw/r + 2pvw tgψ/r − pw(v tgψ/r − u/r).

� B�¿ �

• O G ´ E�?�F�� � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F <7E ­];�®¯E�?�³�  < � > �   � ¡7¡7³� 
�
pi(0) = ∂l

∂i(0)
, pi(T ) = − ∂l

∂i(T )
, i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w

� ·

pm(0) = λm0, pr(0) = λr0,
pψ(0) = λn0(− sinψ(0) sinϕ(0) sin i− cosψ(0) cos i),
pϕ(0) = λv0V0 sinϕ(0) sin i+ λn0 cosψ(0) cosϕ(0) sin i,

pu(0) = λu0, pv(0) = λv0 + 2λw0v(0), pw(0) = 2λw0w(0);

� B�b �

pm(T ) = λ0, pr(T ) = −λrT , pψ(0) = −λψT , pϕ(T ) = 0,
pu(T ) = −λuT , pv(T ) = −λvT , pw(T ) = −λwT .

� B � �
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• O G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E@G � Ft<7E T (H(T ) = ∂l
∂T )

·

H(T ) = λT .
� Q@� �

• O G ´ E�?�F��nE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � Ft<7E$C�<7>/;@? ´�� ¡7F��7  ·

{P, θ}opt = a r g a b s m a x
P∈[0,Pmax], θ∈[0,2π) γ∈[0;2π)

H (· · · , P, θ, γ, · · ·); � Q�� �

G ´�� ¬�G � ?�F��nC�G ´ E�?�F7«nE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F � Q�� � ·

(cos θ cos γ, sin θ cos γ, sin γ)opt =

{
(pu/ρ, pv/ρ, pw/ρ), ρ 6= 0

F
χ ≥ 0,

∀~e, |~e| = 1, ρ = 0
F ´ F

χ < 0;

Popt =





Pmax, χ > 0,
0, χ < 0,
∀P ∈ [0, Pmax], χ = 0;

� Q�� �

χ ≡ ρ−mpm/C
� ­vC�¡7D7¹7F��n< � > � D ´�( � � ¡7F7�nC�<7>/;@? ´�� ¡7F��

P
¸
ρ ≡

√
p2
u + p2

v + p2
w.

• O G ´ E�?�F � ¬�E�<7E ´ ¡�� ( a � «t¡ � ; � G � D�E�G � F ·

λT (T − T ∗) = 0.
� Q#6 �

• O G ´ E�?�F��n¡ � E � >7F7¹/; ���µ´	¶ ¡7E�G � F ·

λ0 ≥ 0, λT ≥ 0.
� QNB �

• O G ´ E�?�F � :1¥'¦";@? � ¡7G � ?�; C ¬�¡7E�?�> �   � ¡7¡7E1:+C ´�( ?�G � Ar 9¡7E7;¼F ���µ´�� « �d;@»H>/;@¡<;$; � C�G ´ E�?�F �:1¥'¦ C :�� ·
∑

i=r,ϕ,ψ,u,v,w,m

||pi||C + |λ0| + |λT | +
∑

i=m,r,u,v,w,n

|λi0| +
∑

i=m,r,u,v,w,ψ

|λiT | 6= 0.
� Q�Q �

• O G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7Fn 9¡7E ;¼F ���µ´�� «��d;@»H>/;@¡<;$; ·

p2
r(0) + p2

ψ(0) + p2
u(0) + p2

v(0) + p2
w(0) = 1.

� QN= �

�'��� ������	�
��	� �����������

¤�E�E � ¡7E @r� ¡7F���� B�� � ° � B�6 �µ¸ � B�= � ° � Q#= �$<7> � ¬�G � ;@? ´ � ( � GHE�:�E�«�D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;²��C ¬ ´ ��GHF7G ���  9³
E�:�³�D7¡7E�? � ¡7¡7³�A�¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A�C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;²��C�<7>7F7¡7¹7F7</;  ';@D�GHF7 "C�°
 �; � � : � F�®¯? � G � ¡/³� 9F ?�¡ � « �7? ´ � ( � G � �2B <7E�G � E²�7¡7¡7³�ALF7¡ ��� »H>7F7>/E�?�;@¡7F�� �YT GHF7G ���  9³ ¬�F7­+°
­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�ALC�>/;@?�¡ � ¡7F7« � B�� �µ¸ � B�¿ �µ¸�?�> �  "� < � > �µ´��0� ;

T
FL�7F7G ´ E�?�³ �  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;B°

»H>/;@¡<;�;
λ0

¸
λT
¸
λi0

�
i = m

¸
r
¸
u
¸
v
¸
w
¸
n
�µ¸
λiT

�
i = r

¸
u
¸
v
¸
w
¸
ψ
� � ?�G � »HE �#b

¡ � F�®¯? � G � ¡7³�A � ¢ ´ �rF�ArE�<7> � ¬ �µ´�� ¡7F��=F7  �H�0� G � �#b C�G ´ E�?�F7« � ��� D7>/; � ?�³�AdC�G ´ E�?�F7« � B�� �µ¸�� B�6 � �
�2B C�G ´ E�?@F7« � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F�� B�b �µ¸ � B � � � C�G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � F � Q�� � � C�G ´ E@?�F � ¬�E�°
<7E ´ ¡�� ( a � «*¡ � ; � G � D�E�G � F � Q#6 ��F�C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F � Q#= �µ¸7GH?@��®²;@¡7¡7E � G1E¯¬�¡7E�>7E¯¬�¡7E�G ��¶ (
­vC�¡7D7¹7F7F �d;@»H>/;@¡<;$; <7E  9¡7E7;¼F ���µ´ �7  �d;@»H>/;@¡<;$;�¸9<7E@®¯?�E ´ � ( a � «�?�³�:�F7>/; ��¶  9¡7E7;¼F ���µ´ F
�d;@»H>/;@¡<;�;rG � E��7¡7E�G ��¶ ( ¬�E�<7E ´ E7;¼F ���µ´�¶ ¡7E�»HE�GHE� 9¡7E7;¼F ���µ´ � �

6��



�'��� � ���	������������	�
���� ������� � �

8 En;@¡/; ´ E�»HF7FLGr¬�?@C�A�  � >7¡7³�  G ´ C��/; �    9E7;¼¡7E(<7E�D�;�®²; ��¶ ¸-� � En?�³�:�E�> ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7FL<7>/;@?�E�°
  � > � ¡ �
£+®�>/;�GHGH 9E � > � ¡7F7�d 'E7;¼¡7E F7GHD ´�( �7F ��¶ ?�G � GHD�; ´ �7>7¡7³ �  9¡7E ;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;$;�F]D7>/; � ?�;��

®²;B¬	;B�/;H:@C²¬ �0� F7  �0��¶ G ´�� ¬/C ( a=F7«*?�F�¬ ·

• GHF7G ���  '; C ¢ O � � B�� �µ¸ � B�¿ � �

• ¡ � F�®¯? � G � ¡7³ ��·

r(0), ψ(0), ϕ(0), u(0), v(0), w(0),m(0), pr(0), pψ(0), pϕ(0), pu(0), pv(0), pw(0), pm(0), T ;

• C�G ´ E�?�F�� ·

m(0) = 1, r(0) = R0, u(0) = 0, v(0) = V0 cosϕ(0) sin i,
w2(0) + v2(0) = V 2

0 , cosψ(0) sinϕ(0) sin i− sinψ(0) cos i = 0,
pψ(0) cosψ(0) cosϕ(0) sin i+ (sinψ(0) sinϕ(0) sin i+ cosψ(0) cos i)×

×
(
pϕ(0) − pv(0)w(0) − pw(0)v(0)

w(0)V0 sinϕ(0) sin i

)
= 0,

r(T ) = RT , u(T ) = 0, v(T ) = 0, w(T ) = VT , ψ(T ) = 0,
pϕ(T ) = 0, p2

r(0) + p2
ψ(0) + p2

u(0) + p2
v(0) + p2

w(0) = 1,
H(T ) = 0,

� G ´ FtE�»H>/;@¡7F7� � ¡7F � <7E$?�> �   � ¡7Ft¡ � ;@D � F7?�¡7E
,F ´ F

T − T ∗ = 0,
� G ´ FtE�»H>/;@¡7F7� � ¡7F � <7E$?�> �   � ¡7F*;@D � F7?�¡7E

;

� Q�¿ �

• C�<7>/;@? ´�� ¡7F�� P ¸ θ ¸ γ ?rD�;N;$¬�³�«� 9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F�E�<7> � ¬ �µ´ � ( � G ��F�® C�G ´ E�?�F7«(E�< � F�° '; ´�¶ ¡7E�G � F � Q�� � �
> > � ®0C ´�¶²� ; ��� > �A@r� ¡7F��=D7>/; � ?�E�«]®²;B¬	;B�7FdE�<7> � ¬ �µ´ � � G �rC¯¬�E�? ´��0� ?�E�>�� ( arF � ¡ � E�:¯A�E¯¬�F7 9³� 

C�G ´ E�?�F��7  ´ E�D�; ´�¶ ¡7E�«�E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F � C�G ´ E�?�F��7  <7>7F7¡7¹7F7</;� ';@D�GHF7 "C� ';�� � D�G � > �  '; ´�¶ ¡7³ �
� >/; � D � E@>7F/Ft< � > �µ´��0� ; 4 ¨�� � D�G � > �  '; ´ F 8 E�¡ � >��7»HF7¡/;�� �

�'��� � � ���� ������	 ��
����	�  � 	��$� ��	�� 	���� � ������	�
���� ������� ��� ��� 
�# �!�����
��# ��
� "��� ����	���	 ����� �

o	)�e�c��"c�"�c���k�c�Q¼¤ � >�C�D � C�>7E�«� 9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�E�« � >/; � D � E�>7F7F-¸]GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a � « ¬�?@C�A�F7 �°
<�C ´�¶ GH¡7E� "C�< � > �µ´��0� C�¸ ¡/;�®¯³�?�; �0� G �º</;@>/;b�7F7G �µ´

a − b
¸�» ¬ �

a
� D�E ´ F7� � G � ?�E ;@D � F7?�¡7³�A

C��/;@G � D�E�?$?rE�D7> � G � ¡7E�G � Fn< � >7F7¹ � ¡ � >�;�¸
b
� ?rE�D7> � G � ¡7E�G � Ft;@<7E�¹ � ¡ � >/; ��8 >7F �0� E�  GH¡/;²�/; ´ ;

?�G � ?�D ´�( � � ¡7F���¬�?�F7»µ; ���µ´ �t<7>7E�F7G A�E¯¬/� � ?$E�D7> � G � ¡7E�G � F*< � >7F7¹ � ¡ � >/;�¸�;=<7E � E� �;@<7E�¹ � ¡ � >/; �
:1;(< � >7?�E�  �0� ;@< � <7E�G � >7E � ¡7F�� > �A@r� ¡7F7« D7>/; � ?�E�«�®²;B¬	;²�7FLE�G0C�a � G � ? ´ � �H� G � < � > � A�E¯¬bE �

F7 '<�C ´�¶ GH¡7E�»HE�> �A@r� ¡7F��LD�> �A@r� ¡7F ( D7>/; � ?�E�«*®²;B¬	;²�7F ?(G ´ C��/; � ¡ � ;@D � F7?�¡7E�»HE�E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F��
<7E(?�> �   � ¡7F < � > �µ´��0� ; �

T < T ∗ � � ¤ ´�� ¬/C�� <7> � ¬ ´ E7; � ¡7¡7E�« ?�³��7F7G ´ F ���0´�¶ ¡7E�«LG A �   � ¸-?�? � D�°� E�>b</;@>/;@  �0� >7E�?�<7>7F7G � > �µ´ D7F ?�D ´�( �/; ( � G �b?�G � ­];�®¯E�?�³ � F GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ?
¡/;B�/; ´ ;BA�?�G � A(;@D � F7?�¡7³�A�F¼</;@GHGHF7?�¡7³�A¼C��/;@G � D�E�?7¸�; � ;@D<; � <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G � F�;@D � F7?�¡7³�A
Fn</;@GHGHF7?�¡7³�A�C��/;@G � D�E�? ·

rj, ψj, ϕj, uj, vj, wj,mj, prj, pψj, pϕj, puj, pvj, pwj, pmj, Tj, j = 0, 2(a+ b− 1).
� Q#b �

> ? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F ( ¡ � ?@��®¯E�D$?�D ´�( �/; ( � G ��D7>/; � ?�³ � C�G ´ E�?�F���¸@C�G ´ E�?�F��$G � ³�D�E�?�D7F$C��/;@G � D�E�?
� >/; � D � E@>7F/FtF�®²;B¬	;@?�; �  9³ � >/;@? � ¡7G � ?�;@ 9F

χj(Tj) = 0
C�G ´ E�?�F��n< � > � D ´�( � � ¡7F�� � �7»HF ·
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m0(0) = 1, r0(0) = R0, u0(0) = 0, v0(0) = V0 cosϕ0(0) sin i,
w2

0(0) + v2
0(0) = V 2

0 , cosψ0(0) sinϕ0(0) sin i− sinψ0(0) cos i = 0,
pψ0(0) cosψ0(0) cosϕ0(0) sin i+ (sinψ0(0) sinϕ0(0) sin i+ cosψ0(0) cos i)×

×
(
pϕ0(0) − pv0(0)w0(0) − pw0(0)v0(0)

w0(0)V0 sinϕ0(0) sin i

)
= 0;

� Q�� �

p2
r0(0) + p2

ψ0(0) + p2
u0(0) + p2

v0(0) + p2
w0(0) − 1 = 0;

� =�� �

αj(Tj) − αj+1(0) = 0 (α = r, ψ, ϕ, u, v, w,m, pr, pψ, pϕ, pu, pv, pw, pm),

χj(Tj) ≡
√
p2
uj(Tj) + p2

vj(Tj) + p2
wj(Tj) −mj(Tj)pmj(Tj)/C = 0,

j = 0, 2(a+ b− 1) − 1;

� =�� �

rj(Tj) = RT , uj(Tj) = 0, vj(Tj) = 0, wj(Tj) = VT , ψj(Tj) = 0,
Hj(Tj) = 0, pϕj(Tj) = 0, j = 2(a+ b− 1).

� =�� �

O G ´ E�?�F�� � Q�� �µ¸ � =�� � � C�G ´ E�?�F���?1¡/;²�/; ´���� >/; � D � E�>7F7F�¸ � =@� � � C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F � � =�� �
� C�G ´ E�?�F�� G � ³�D�E�?�D7FbC��/;@G � D�E�? � >/; � D � E�>7F7F F C�G ´ E�?�F�� < � > � D ´�( � � ¡7F�� � �7»HF

(χ = 0)
?

 'E@  � ¡ � ³ G � ³�D�E�?�D7F�C��/;@G � D�E�?�� � ;@D�D�;@D�;@D � F7?�¡7³ � F�</;@G0GHF7?�¡7³ � C��/;@G � D7F�� � > � ¬/C ( � G ��� �
� =�� � � C�G ´ E�?�F�� ?LD�E�¡7¹ ��� >/; � D � E�>7F7F � > > �  "� ¡/;�D�;N;$¬�E� xC��/;@G � D � E � GH�7F � ³ ?�; �0� G � ®²;@¡7E�°
?�E

(tj ∈ [0;Tj])
�VC :#a �H� ?�> �  "�*< � > �µ´��0� ;(?�³��7F7G ´ � �0� G � D�;@D�G0C� 9 ';¼<7>7E²¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G ��� «

?�G � A�C��/;@G � D�E�?
T =

∑2(a+b−1)−1
j=0 Tj

�,8 > � ¬�<7E ´ ;@»µ; �0� G ��¸/� � E � �7»0;r?�D ´�( � � ¡/;rF( ';@D�GHF7 '; ´�¶ ¡/;
(P = Pmax)

¡/;LD�;N;$¬�E�  ¡ � � �0� ¡7E� �C��/;@G � D � ¸�¡/;@<7>/;@? ´�� ¡7F � ? � D � E�>/; � �7»HF�E�<7> � ¬ � ´ � �µ� G �
F�®�C�G ´ E�?�F�� E@< � F7 �; ´�¶ ¡7E�G � F � Q�� � � O G ´ E�?�F�� � Q�� �+ 9E7;¼¡7E�:�³ ´ E :�³ F7GHD ´�( �7F ��¶ F�®¼? � D � E�>�°
­vC�¡7D7¹7F7F ¡ � ?@��®¯E�D ?�  � G ��� G$GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a=F7 9F D�E� 9<7E�¡ � ¡ � ;@ 9F F�®�? � D � E�>/;n</;@>/;@  �0� >7E�?
<7>7F7G � > �0´ D7F �<>'´ F��7¡7F��$¡/;vG A�E¯¬�F7 9E�G ��¶   �0� E¯¬	;]: ¶ ( � E�¡/; �0� E]¡ � E�D�;�®¯³�?�; �0� ¸�F$C�G ´ E�?�F�� � Q�� �
<7>7F7? � ¬ � ¡7³ ®0¬ � G ¶ ¬ ´ �nE�:#ar¡7E�G � F �
¦";�®H  � >7¡7E�G ��¶ ? � D � E�>/;�</;@>/;@  �0� >7E�?n<7>7F7G � > �µ´ D7F F ? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F7F ¡ � ?@��®¯E�D�¸-<7>7FLF7Gµ°

<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡7F7F � ;@D�E�«rG A �  9³v¸@?�E@®¯>/;@G � ; �0� ¬�E
30(a+b)−15

� ¤ ´�� ¬/C �0� E �   �0� F ��¶ ¸@� � Ev '; � >7F7¹/;
<7>7E�F�®¯?�E²¬�¡7³�ArF7  �H�0� : ´ E��7¡7³�«r?�F�¬�Fr<7>7F �YT <7E�G � >7E � ¡7F7F$? ?�F�¬ � D�E�¡ � �7¡7³�A=>/;�®¯¡7E�G ��� «$¡ � E�:�°
A�E¯¬�F7 9E�> �A@ ; ��¶ ®²;B¬	;²��C 4 E @ Fn¡ � :�E ´��H�$� Q >/;�®]¡/;=D�;N;$¬�E� bC��/;@G � D �@�
8 C�G ��¶ ?L> � ®HC ´�¶²� ; ��� > �A@r� ¡7F���D7>/; � ?�E�« ®²;B¬	;B�7F ¬ ´ � GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a � «�®²;B¬	;²�7F E�< � F�°

 'F�®¯;@¹7F7F�?4F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�« <7E�G � ;@¡7E@?�D � � C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F ?�®²;B¬	;²� � F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«�<7E�°
G � ;@¡7E�?�D7F : � > T0� G � GHE�?�</;B¬	; ( arF7 %G�C�G ´ E�?�F �   ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F ?�F7G A�E¯¬�¡7E�« D7>/; � ?�E�«b®²;B¬	;²� �@·
p2
r(0) + p2

ψ(0) + p2
u(0) + p2

v(0) + p2
w(0) = 1

�=<7E�G � >7E � ¡/; ¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡�;�� � >/; � D � E�>7F���F
E�<7> � ¬ �µ´�� ¡7³ ·

rimp0 = R0, ψimp0 = 0, ϕimp0 = 0, mimp0 = e−∆V0/C ,

uimp0 = 0, vimp0 = V0v + ∆V0v, wimp0 = V0w + ∆V0w,

pr(imp0), pψ(imp0), pϕ(imp0) = 0, pm(imp0),

pu(imp0), pv(imp0), pw(imp0)� ®¯¡/;²� � ¡7F��n­];�®¯E�?�³�A�FnGHE�<7>��<; � ¡7¡7³�An< � > �   � ¡7¡7³ � <7E�G ´�� < � >7?�E�»HE$F7 9<�C ´�¶ G¯; �

rimp1 = RT , ψimp1 = 0, ϕimp1 = π, mimp1 = e−∆V0/C ,

uimp1 = 0, vimp1 = V1v − ∆V1v, wimp1 = V1w − ∆V1w,

pr(imp1), pψ(imp1), pϕ(imp1) = 0, pm(imp1),
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pu(imp1), pv(imp1), pw(imp1)� ®¯¡/;B� � ¡7F��=­];�®¯E�?�³�AdF=GHE�<7>��<; � ¡7¡7³�A=< � > �   � ¡7¡7³ � < � > � ¬�? � E�>7³�  F7 9<�C ´�¶ GHE�  �
∆V0

¸
∆V1� ? �µ´ F7�7F7¡7³ < � >7?�E�»HEvF=? � E�>7E�»HEvF7 9<�C ´�¶ GHE�?7¸

∆V0v
¸
∆V0w

¸
∆V1v

¸
∆V1w

� � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ °
¡7³ � F :�F7¡7E�>7 '; ´�¶ ¡7³ � GHE�G � ;@? ´ � ( arF � ? � D � E�>7E�?�F7 9<�C ´�¶ GHE�?7¸�GHE�E � ? �0� G � ? � ¡/¡7E �
:1;²�/; ´�¶ ¡7E � <7>7F,: ´ F<; � ¡7F � ¬ ´ �d> �A@r� ¡7F��rF7G A�E¯¬�¡7E�«dD7>/; � ?�E�«]®²;B¬	;²�7Fd<7E ´ C��/; �0� G �=<7E ­1E�>�°

 9C ´ ;@  �Y¬ ´ �]C¯¬�E�:�G � ?�; ®²;@<7F7GHFd­1E�>7 "C ´ ?�  � G � E F7¡�¬ � D�G¯;
j
F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡dF7¡�¬ � D�G

i
� <7>7F �0� E� 

j = 2i
GHE�E � ? �0� G � ?@C �H� ¡/;²�/; ´ C

i
°±»HEn;�D � F7?�¡7E�»HE�C��/;@G � D�;�¸

j = 2i + 1
� ¡/;²�/; ´ C

i
°±»HE(</;@Gµ°

GHF7?�¡7E�»HE$C��/;@G � D�;�� ·

r2i = r2i+1 = rimp0, ψ2i = ψ2i+1 = ψimp0, ϕ2i = ϕ2i+1 = 2πi,

u2i = u2i+1 = 0 (i = 0, a− 1)
� G0E�E � ¡7E @r� ¡7F���<7E�D�;�®¯³�?�; ( � ¸�� � Ed;@D � F7?�¡7³ � F�</;@GHGHF7?�¡7³ � C��/;@G � D7F¼¡/;B�7F7¡/; ( � G �¼?1< � >7F7¹ � ¡�°
� > � ¸/C�»HE ´

ϕ
?�E@®¯>/;@G � ; �0� ¡/;

2π
<7E�G ´�� D�;N;$¬�E�»HE$</;@GHGHF7?�¡7E�»HE$C��/;@G � D�;�� �

v2i = V0v + i∆V0v/a, v2i+1 = V0v + ∆V0v(i+ 1)/a,

w2i = V0w + i∆V0w/a, w2i+1 = V0w + ∆V0w(i+ 1)/a (i = 0, a− 1)
� � >/;�¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡/;�� F :�F7¡7E�>7 '; ´�¶ ¡/;��bGHE�G � ;@? ´ � ( arF � ? � D � E�>/;�GHD�E�>7E�G � F <7E�G ´�� ;�D � F7?�¡7E�»HE
C��/;@G � D�;�?�E@®¯>/;@G � ; ( � ¡/;

∆V0v/a
F

∆V0w/a
GHE�E � ? �0� G � ? � ¡7¡7E � �

pr2i = pr2i+1 = pr(imp0), pψ2i = pψ2i+1 = pψ(imp0), pϕ2i = pϕ2i+1 = 0,

pu2i = pu2i+1 = pu(imp0), pv2i = pv2i+1 = pv(imp0), pw2i = pw2i+1 = pw(imp0),

pm2i = pm2i+1 = pm(imp0) (i = 0, a− 1)
� G0E�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ?�¡/;²�/; ´�� D�;N;$¬�E�»HEtC��/;@G � D�;�<7E ´ ;@»0; ( � G � >/;@?�¡7³� 9FbGHE�E � ? �0� °
G � ?@C ( a=F7 �GHE�<7>��,; � ¡7¡7³�  < � > �   � ¡7¡7³� �F�®]> �A@r� ¡7F��n®²;B¬	;²�7Fn?$F7 '<�C ´�¶ GH¡7E�«t<7E�G � ;@¡7E�?�D � � �

m2i = e−i∆V0/aC , m2i+1 = e−(i+1)∆V0/aC , T2i = C(m2i+1 −m2i)/Pmax (i = 0, a− 1)

�  ';@G0G¯;x<7E�G ´�� ;@D � F7?�¡7E�»HE C��/;@G � D�;x?�³��7F7G ´ � �0� G � <7Ex­1E�>7 "C ´�� ©vF7E ´ D�E�?�GHD�E�»HE7¸r<7>7E¯¬�E ´ °
;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G ��¶ ;@D � F7?�¡7E�»HE�C��/;@G � D�;�?�³��7F7G ´ � �0� G �%F�® >/;@G A�E¯¬�¡7E�»HE�C�>/;@?�¡ � ¡7F�� ¬ ´ �x ';@GHGH³
(ṁ = −P/C)

� �

T2i+1 =
2πr

3/2
2i+1√

µ(2 − V 2
2i+1/V

2
0 )3/2

(i = 0, a− 2), Vk =
√
u2
k + v2

k + w2
k

� <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G � F�</;@GHG0F7?�¡7³�A�C��/;@G � D�E�?r>/;@?�¡7³ < � >7F7E¯¬	;@  E�:�>/;Na � ¡7F���<7E]GHE�E � ? �0� G � ?@C�°
( arF7 �D � < ´�� >7E�?�GHD7F7 �E�>,:�F � ;@ �� �

T2i+1 =
πr

3/2
2i+1√

µ(2 − V 2
2i+1/V

2
0 )3/2

(i = a− 1)

� <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G ��¶ </;@GHGHF7?�¡7E�»HE C��/;@G � D�; < � > � ¬=¡/;B�/; ´ E� n?�D ´�( � � ¡7F7«r? E�D7> � G � ¡7E�G � F=;@<7E�°
¹ � ¡ � >/;�>/;@?�¡/;�¸/GHE�E � ? �0� G � ? � ¡/¡7E7¸�<7E ´ E�?�F7¡ � < � >7F7E¯¬	;$E�:�>/;Na � ¡7F���� �
8 E$;@¡/; ´ E�»HF7�7¡7E�«�G A �   � <7E ´ C��/; �0� G �n¡/;²�/; ´�¶ ¡7E � <7>7F,: ´ F<; � ¡7F � ¬ ´ �(C��/;@G � D�E�?�?=E�D7> � G � °

¡7E�G � F*;@<7E�¹ � ¡ � >/; ·

r2i = r2i+1 = rimp1, ψ2i = ψ2i+1 = ψimp1, ϕ2i = ϕ2i+1 = 2πi− π, u2i = u2i+1 = 0,
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v2i = V1v − (a+ b− i)∆V1v/b, v2i+1 = V1v − (a+ b− i− 1)∆V1v/b,

w2i = V1w − (a+ b− i)∆V1w/b, w2i+1 = V1w − (a+ b− i− 1)∆V1w/b,

pr2i = pr2i+1 = pr(imp1), pψ2i = pψ2i+1 = pψ(imp1), pϕ2i = pϕ2i+1 = 0,

pu2i = pu2i+1 = pu(imp1), pv2i = pv2i+1 = pv(imp1), pw2i = pw2i+1 = pw(imp1),

pm2i = pm2i+1 = pm(imp1),

m2i = m2a−1e
−(i−a)∆V1/bC , m2i+1 = m2a−1e

−(i−a+1)∆V1/bC , T2i = C(m2i+1 −m2i)/Pmax,

T2i+1 =
2πr

3/2
2i+1√

µ(2 − V 2
2i+1/V

2
T )3/2

(i = a, a+ b− 2),

r2i = rimp1, ψ2i = ψimp1, ϕ2i = 2πi− π, u2i = 0,

v2i = V1v − (a+ b− i)∆V1v/b, w2i = V1w − (a+ b− i)∆V1w/b,

pr2i = pr(imp1), pψ2i = pψ(imp1), pϕ2i = 0,

pu2i = pu(imp1), pv2i = pv(imp1), pw2i = pw(imp1), pm2i = pm(imp1),

m2i = m2a−1e
−(i−a)∆V1/bC , T2i = C(m2i+1 −m2i)/Pmax (i = a+ b− 1).

C �   �0� F7 �¸�� � E$¬ ´ �n<7E ´ C�� � ¡7F��*> �A@r� ¡7F���¸	F7GH<7E ´�¶ ®HC �  9E�»HE�?�D�;B� � G � ? � ¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�»HE�<7>7F�°
: ´ F<; � ¡7F���¸�:�E ´�¶#@r�  "Cn>/;B¬�F�C�G0CtD�E�¡ � �7¡7E�«*E@>,:�F � ³º¬�E ´ ;¼¡/;$GHE�E � ? �0� G � ?�E�?�; ��¶ :�E ´�¶#@ ;��t? � °
´ F7�7F7¡/;º¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�« � �7»HE�?�E�E�>�C�; � ¡7¡7E�G � F � � � E GH?@��®²;@¡7E4G ���  �¸]� � E ;@D � F7?�¡7³ � C��/;@G � D7F
¬�E ´ ;¼¡7³\:�³ ��¶ ¬�E�G � ; � E��7¡7E¼D�E�>7E � D7F7 9F�¸�� � E�:�³º<7>7F,: ´ F�®¯F ��¶ F7 9<�C ´�¶ GH¡7E � ?�E@®0¬ � «7G � ?�F �@�
¢ ´ �b<7E�G � >7E � ¡7F�� > �A@r� ¡7F7« <7>7F ;@D � F7?�¡7E� %E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F7F ¡/;*?�> �  "� < � > �µ´��0� ; � � > �0� F7«

�0� ;@<*F7GHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F��*®²;B¬	;²�7F�� <7>7F7  � ¡�� �0� G ��<7>7F7? � ¬ � ¡7¡/;���?�³ @r� ?�³��7F7G ´ F ���µ´�¶ ¡/;���G A �  ';�¸	?
D�E � E�>7E�«*?¼C�G ´ E�?�F���A � =�� � ?�  � G � E

Hj(Tj) = 0 (j = 2(a + b − 1))
F7GH<7E ´�¶ ®HC �0� G ��C�G ´ E�?�F �

∑2(a+b−1)
j=0 Tj − T ∗ = 0

�

�'��� � � ���� ������	 ��
����	�  � 	���� ��	�� 	������ ������	�
���� ������� ��� ��� ��	 �!�����
��# ��
� "��� ����	���	 ����� �

o	)�e�c��"c�"�c���k�c�Q�¤ � >�C�D � C�>7E�«r 9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�E�« � >/; � D � E�>7F/Fr? >/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9E� �G ´ C��/; � ¡/;B°
®¯³�?�; �0� G � � >7E�«7D�; �7F7G �µ´

a−b−c ¸B» ¬ � a � D�E ´ F7� � G � ?�E1;@D � F7?�¡7³�AdC��/;@G � D�E�?7¸@> � ; ´ F�®HC ( arF�A< � >7?�³�«LF7 9<�C ´�¶ G@¸
b
� ? � E�>7E�«�¸

c
� � > �0� F7« ��8 >7F �0� E� º?�G � F7 9<�C ´�¶ GH³ > � ; ´ F�®HC ( � G � <7E�°

G ´�� ¬�E�?�; ���µ´�¶ ¡7E7¸�E²¬�F7¡�®²;d¬�>�C�»HF7  �
> D�;²� � G � ? � ¡/;B�/; ´�¶ ¡7E�»HE+<7>7F,: ´ F<; � ¡7F��rF7GH<7E ´�¶ ®HC �0� G � � > � A�F7 9<7C ´�¶ GH¡7E � > �A@r� ¡7F � G�E�»H>/;B°

¡7F7� � ¡7F �  �¡/;�?�> �  "� < � > �µ´��0� ;
T − T ∗ = 0

�E8 >7F �0� E� �¸9¡/;�F7 '<�C ´�¶ GH¡7³�A > �A@r� ¡7F���A �0� E
E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F � ¬�E�G � F7»µ; �0� G � �
> >/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9³�A�®²;B¬	;B�/;BA�GHD�E�>7E�G ��¶ 4 ¨�<7>7F�? � E@>7E�  F7 9<�C ´�¶ G �  9F7¡7F7 '; ´�¶ ¡/;�¸�;�¸

G ´�� ¬�E�?�; ���µ´�¶ ¡7E7¸�Ft»0>/;@?�F � ;@¹7F7E�¡7¡7³ � <7E ��� >7F*<7>7Ft<7>7F,: ´ F<; � ¡7F7F*? � E�>7E�»HE¼F7 9<�C ´�¶ GH;�;@D � F7?�°
¡7³� �C��/;@G � D�E�  G*¦/¢ C §�¡ � ®¯¡/;²�7F ���0´�¶ ¡7³ ��8 E �0� E� "C ¡7F<; � <7>7F7? � ¬ � ¡7³ ­1E�>7 "C ´ ³ � E ´�¶ D�E
¬ ´ � � D�G � > �  '; ´�� «*G � >�C�D � C�>7³

a− 1 − b
�

> ?�³��7F7G ´ F ���µ´	¶ ¡7E@« G A �   � F7GH<7E ´�¶ ®HC �0� G � X ?�G � > � �7¡7³�« X <7>7E�GH� �0�B� ¨ D � F7?�¡7³ � FL</;@GHGHF7?�°
¡7³ � C��/;@G � D7F�< � >7?�E�«t­];�®¯³ < � > �µ´��µ� ; � < � >7?�³�«*F7 9<�C ´�¶ G � F7¡ ��� »H>7F7>7C ( � G � X ?�< � > � ¬ X � E �

0¬�E
Tj
� � ¨ D � F7?�¡7³ � F�</;@GHGHF7?�¡7³ � C��/;@G � D7Fn? � E�>7E�«�F � > �0��¶�� «t­];�®1< � > �µ´��0� ;$F7¡ ��� »H>7F7>�C ( � °

G �n?�E�:�>/; � ¡�C ( G � E�>7E�¡�C � E �
Tj
¬�E

0
� � §";@D7F7  E�:�>/;B®¯E� �¸/? � D � E�>*</;@>/;@  �0� >7E�?�<7>7F7G � > �0´ D7F

GHE²¬ � >�;¼F � ­];�®¯E�?�³ � F$GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ?1¡/;²�/; ´�� ;@D � F7?�¡7³�A�F$</;@GHGHF7?�¡7³�A=C��/;@G � °
D�E�?�< � >7?�E�« ­];�®¯³ < � > �µ´��0� ; �

j = 0, 2a− 1
� F ­];�®¯E�?�³ � F GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ¡/;

6�=



D�E�¡7¹/;BA ;@D � F7?�¡7³�A F </;@GHGHF7?�¡7³�A C��/;@G � D�E�? ? � E�>7E�« F � > �0��¶�� « ­];�® �
j = 2a, 2(a+ b)

�µ¸';
� ;@D<; � <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G � F*?�G � An;@D � F7?�¡7³�AnFn</;@GHGHF7?�¡7³�A�C��/;@G � D�E�? ·

rj, ψj, ϕj, uj, vj, wj,mj, prj, pψj, pϕj, puj, pvj, pwj, pmj, Tj, j = 0, 2(a+ b).
� =�6 �

> ? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F ( ¡ � ?@��®¯E�D]?�D ´�( �/; ( � G �rD7>/; � ?�³ � C�G ´ E�?�F���¸²C�G ´ E�?�F��]G � ³�D�E�?�D7F]C��/;@G � °
D�E�? � >/; � D � E�>7F7F*F(®²;B¬	;@?�; �  9³ � >/;@? � ¡7G � ?�;@ 9F

χj(Tj) = 0
C�G ´ E�?�F��n< � > � D ´�( � � ¡/F�� � �7»HF ·

m0(0) = 1, r0(0) = R0, u0(0) = 0, v0(0) = V0 cosϕ0(0) sin i,
w2

0(0) + v2
0(0) = V 2

0 , cosψ0(0) sinϕ0(0) sin i− sinψ0(0) cos i = 0,
pψ0(0) cosψ0(0) cosϕ0(0) sin i+ (sinψ0(0) sinϕ0(0) sin i+ cosψ0(0) cos i)×

×
(
pϕ0(0) − pv0(0)w0(0) − pw0(0)v0(0)

w0(0)V0 sinϕ0(0) sin i

)
= 0;

� =#B �

p2
r0(0) + p2

ψ0(0) + p2
u0(0) + p2

v0(0) + p2
w0(0) − 1 = 0;

� =�Q �

αj(Tj) − αj+1(0) = 0 (α = r, ψ, ϕ, u, v, w,m, pr, pψ, pϕ, pu, pv, pw, pm),

χj(Tj) ≡
√
p2
uj(Tj) + p2

vj(Tj) + p2
wj(Tj) −mj(Tj)pmj(Tj)/C = 0,

j = 0, 2(a+ b) − 1;

� =�= �

rj(Tj) = RT , uj(Tj) = 0, vj(Tj) = 0, wj(Tj) = VT , ψj(Tj) = 0,
pϕj(Tj) = 0, j = 2(a+ b);

� =�¿ �

∑j
0 Tk = T ∗.

� =�b �
O G ´ E�?�F�� � =#B �µ¸�� =�Q � � C�G ´ E�?�F�� ?L¡/;²�/; ´��(� >/; � D � E�>7F/F�¸ � =�Q � � C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F �

� =#= � � C�G ´ E�?�F��tG � ³�D�E�?�D7FnC��/;@G � D�E�? � >/; � D � E�>7F7F*F�C�G ´ E�?�F��n< � > � D ´�( � � ¡7F�� � �7»HF
(χ = 0)?� 'E@  � ¡ � ³%G � ³�D�E�?�D7F�C��/;@G � D�E�? � � ;@D�D�;@D�;@D � F7?�¡7³ � F*</;@GHGHF7?�¡7³ � C��/;@G � D7F � � > � ¬/C ( � G ��� �

� =�¿ �µ¸ � =�b � � C�G ´ E�?�F���? D�E�¡7¹ �n� >/; � D � E�>7F7F ��> > �  "� ¡/;LD�;N;$¬�E� %C��/;@G � D � E � GH�7F � ³�?�; �0� G �
®²;@¡7E�?�E

(tj ∈ [0;Tj ])
��C :#a �H� ?�> �  "��< � > �µ´��0� ;$?�³��7F7G ´ � �0� G �nD�;@D�G0C� 9 ';$<7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�°

G ��� «�?�G � ArC��/;@G � D�E�?
T =

∑2(a+b)
j=0 Tj

��8 > � ¬�<7E ´ ;@»µ; �0� G ��¸�� � E � �7»µ;v?�D ´�( � � ¡/;vF= ';@D�GHF7 '; ´�¶ ¡/;
(P = Pmax)

¡/;$D�;N;$¬�E�  ¡ � � �0� ¡7E� �C��/;@G � D � ¸	¡/;@<7>/;@? ´�� ¡7F � ? � D � E�>/; � �7»HFtE�<7> � ¬ �µ´ � �0� G �*F�®
C�G ´ E�?�F��dE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F � Q�� � �2O G ´ E�?�F��
� =#B ��F
� =�¿ �� 9E ;¼¡7E :�³ ´ E^:�³ F7GHD ´�( �7F ��¶ F�®�? � D � E�>�°
­vC�¡7D7¹7F7F ¡ � ?@��®¯E�D ?�  � G ��� G$GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a=F7 9F D�E� 9<7E�¡ � ¡ � ;@ 9F F�®�? � D � E�>/;n</;@>/;@  �0� >7E�?
<7>7F7G � > �0´ D7F ��>'´ F��7¡7F���¡/;dG A�E²¬�F7 9E�G ��¶   �0� E¯¬	;=: ¶ ( � E�¡/; �0� Er¡ � E�D�;�®¯³�?�; �0� ¸�F �0� F�C�G ´ E�?�F��
<7>7F7? � ¬ � ¡7³ ®0¬ � G ¶ ¬ ´ �nE�:#ar¡7E�G � F �
¦";�®H  � >7¡7E�G ��¶ ? � D � E�>/;�</;@>/;�  �µ� >7E�? <7>7F7G � > �µ´ D/F Fb? � D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F7F ¡ � ?@��®¯E�Db<7>7FbF7Gµ°

<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡7F7F � ;@D�E�« G A �  9³�?�E@®¯>/;@G � ; �0� ¬�E
30(a + b + 1) − 15

� ¤ ´�� ¬/C �0� E �   �0� F ��¶ ¸�� � E
 �; � >7F7¹/;�<7>7E�F�®¯?�E¯¬�¡7³�A*F7  �H�0� : ´ E��7¡7³�«*?�F�¬ Ft<7>7F �YT <7E�G � >7E � ¡7F7F ?¼?�F�¬ � D�E�¡ � �7¡7³�A*>/;�®0°
¡7E�G ��� «*¡ � E#:²A�E¯¬�F7 9E�> �A@ ; ��¶ ®²;B¬	;²��C 4 E @ Fn¡ � :�E ´��H�$� Q >/;�®1¡/;$D�;N;$¬�E�  C��/;@G � D �@�
8 C�G ��¶ ?L> � ®HC ´�¶²� ; ��� > �A@r� ¡7F���D7>/; � ?�E�« ®²;B¬	;B�7F ¬ ´ � GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a � «�®²;B¬	;²�7F E�< � F�°

 'F�®¯;@¹7F7F�?4F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�« <7E�G � ;@¡7E@?�D � � C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F ?�®²;B¬	;²� � F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«�<7E�°
G � ;@¡7E�?�D7F : � > T0� G � GHE�?�</;B¬	; ( arF7 %G�C�G ´ E�?�F �   ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F ?�F7G A�E¯¬�¡7E�« D7>/; � ?�E�«b®²;B¬	;²� �@·
p2
r(0) + p2

ψ(0) + p2
u(0) + p2

v(0) + p2
w(0) = 1

�=<7E�G � >7E � ¡/; � > � A�F7 9<�C ´�¶ GH¡/;�� � >/; � D � E�>7F7��F
E�<7> � ¬ �µ´�� ¡7³ ·

rimp0 = R0, ψimp0 = 0, ϕimp0, mimp0 = e−∆V0/C ,

uimp0 = ∆V0u, vimp0 = V0v + ∆V0v, wimp0 = V0w + ∆V0w,

pr(imp0), pψ(imp0), pϕ(imp0) = 0, pm(imp0),

6�¿



pu(imp0), pv(imp0), pw(imp0)

� ®¯¡/;²� � ¡7F��n­];�®¯E�?�³�A�FnGHE�<7>��<; � ¡7¡7³�An< � > �   � ¡7¡7³�An<7E�G ´�� < � >7?�E�»HE�F7 9<�C ´�¶ G¯; �

rimp1 = Ra, ψimp1 = 0, ϕimp1, mimp1 = e−(∆V0+∆V1)/C ,

uimp1 = Vau + ∆V1u, vimp1 = Vav + ∆V1v, wimp1 = Vaw + ∆V1w,

pr(imp1), pψ(imp1), pϕ(imp1) = 0, pm(imp1),

pu(imp1), pv(imp1), pw(imp1)

� ®¯¡/;²� � ¡7F��n­];�®¯E�?�³�A�FnGHE�<7>��<; � ¡7¡7³�An< � > �   � ¡7¡7³�An<7E�G ´�� ? � E�>7E�»HE�F7 9<�C ´�¶ G¯; �

rimp2 = RT , ψimp2 = 0, ϕimp2, mimp2 = e−(∆V0+∆V1)/C ,

uimp2 = −∆V2u, vimp2 = VTv − ∆V2v, wimp2 = VTw − ∆V2w,

pr(imp2), pψ(imp2), pϕ(imp2) = 0, pm(imp2),

pu(imp2), pv(imp2), pw(imp2)

� ®¯¡/;²� � ¡7F���­];�®¯E�?�³�A�F�GHE�<7>��<; � ¡7¡7³�A�< � > �   � ¡7¡7³�A�< � > � ¬ � > �0��¶ F7  F7 9<�C ´�¶ GHE�  �
∆V0

¸
∆V1

¸
∆V2

� ? �µ´ F7�7F7¡7³ < � >7?�E�»HE7¸�? � E�>7E�»HE�F � > �0��¶�� »HEtF7 9<�C ´�¶ GHE�? �
∆V0u

¸
∆V0v

¸
∆V0w

¸
∆V1u

¸
∆V1v

¸
∆V1w

¸
∆V2u

¸
∆V2v

¸
∆V2w

� GHE�G � ;@? ´ � ( arF � ? � D � E�>7E�? F7 9<�C ´�¶ GHE�?7¸²GHE�E � ? �0� °
G � ? � ¡7¡7E �

Vau
¸
Vav
¸
Vaw

� GHE�G � ;@? ´ � ( arF � ? � D � E�>/;$GHD�E�>7E�G � Ft< � > � ¬*? � E�>7³� �F7 9<�C ´�¶ GHE�  �
:1;²�/; ´�¶ ¡7E � <7>7F,: ´ F<; � ¡7F � ¬ ´ �d> �A@r� ¡7F��rF7G A�E¯¬�¡7E�«dD7>/; � ?�E�«]®²;B¬	;²�7Fd<7E ´ C��/; �0� G �=<7E ­1E�>�°

 9C ´ ;@  �Y¬ ´ �]C¯¬�E�:�G � ?�; ®²;@<7F7GHFd­1E�>7 "C ´ ?�  � G � E F7¡�¬ � D�G¯;
j
F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡dF7¡�¬ � D�G

i
� <7>7F �0� E� 

j = 2i
GHE�E � ? �0� G � ?@C �0� ¡/;²�/; ´ C

i
°±»HE];@D � F7?�¡7E�»HE1C��/;@G � D�;�¸

j = 2i+1
� ¡/;B�/; ´ C

i
°±»HE1</;@GHGHF7?�°

¡7E�»HE¼C��/;@G � D�;(?¼< � >7?�E�«*­];�® � < � > �µ´��0� ;�F*D�E�¡7¹/;@ �GHE�E � ? �0� G � ?@C ( arF�A*C��/;@G � D�E�?(?�E¼? � E�>7E�«
F � > �0��¶�� «*­];�®²;BA � ·

r2i = r2i+1 = rimp0, ψ2i = ψ2i+1 = ψimp0, ϕ2i = ϕ2i+1 = ϕimp0 + 2πi (i = 0, a− 1)

� G0E�E � ¡7E @r� ¡7F���<7E�D�;�®¯³�?�; ( � ¸�� � E ;@D � F7?�¡7³ � F </;�GHGHF7?�¡7³ � C��/;@G � D7F�¡/;²�7F7¡/; ( � G ��? � E��7D �
<7>7F ´ E ; � ¡7F��L< � >7?�E�»HEnF7 9<�C ´�¶ G¯;�¸�C�»HE ´

ϕ
?�E@®¯>/;@G � ; �0� ¡/;

2π
<7E�G ´�� D�; ;$¬�E�»HEn</;�GHGHF7?�¡7E�»HE

C��/;@G � D�;�� �
u2i = i∆V0u/a, u2i+1 = ∆V0u(i+ 1)/a,

v2i = V0v + i∆V0v/a, v2i+1 = V0v + ∆V0v(i+ 1)/a,

w2i = V0w + i∆V0w/a, w2i+1 = V0w + ∆V0w(i+ 1)/a (i = 0, a− 1)
� G0E�G � ;@? ´ � ( arF � ? � D � E�>/; GHD�E�>7E�G � F <7E�G ´�� ;@D � F7?�¡7E�»HE C��/;@G � D�; ?�E@®¯>/;@G � ; ( � ¡/;

∆V0u/a
¸

∆V0v/a
¸

∆V0w/a
GHE�E � ? �0� G � ? � ¡/¡7E � �

pr2i = pr2i+1 = pr(imp0), pψ2i = pψ2i+1 = pψ(imp0), pϕ2i = pϕ2i+1 = 0,

pu2i = pu2i+1 = pu(imp0), pv2i = pv2i+1 = pv(imp0), pw2i = pw2i+1 = pw(imp0),

pm2i = pm2i+1 = pm(imp0) (i = 0, a− 1)
� G0E�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ?�¡/;²�/; ´�� D�;N;$¬�E�»HEtC��/;@G � D�;�<7E ´ ;@»0; ( � G � >/;@?�¡7³� 9FbGHE�E � ? �0� °
G � ?@C ( a=F7 �GHE�<7>��,; � ¡7¡7³�  < � > �   � ¡7¡7³� �F�®]> �A@r� ¡7F��n®²;B¬	;²�7Fn?$F7 '<�C ´�¶ GH¡7E�«t<7E�G � ;@¡7E�?�D � � �

m2i = e−i∆V0/aC , m2i+1 = e−(i+1)∆V0/aC , T2i = C(m2i+1 −m2i)/Pmax (i = 0, a− 1)

6�b



�  ';@G0G¯;x<7E�G ´�� ;@D � F7?�¡7E�»HE C��/;@G � D�;x?�³��7F7G ´ � �0� G � <7Ex­1E�>7 "C ´�� ©vF7E ´ D�E�?�GHD�E�»HE7¸r<7>7E¯¬�E ´ °
;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G ��¶ ;@D � F7?�¡7E�»HE�C��/;@G � D�;�?�³��7F7G ´ � �0� G �%F�® >/;@G A�E¯¬�¡7E�»HE�C�>/;@?�¡ � ¡7F�� ¬ ´ �x ';@GHGH³
(ṁ = −P/C)

� �

T2i+1 =
2πr

3/2
2i+1√

µ(2 − V 2
2i+1/V

2
0 )3/2

(i = 0, a− 2), Vk =
√
u2
k + v2

k + w2
k

� <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G � F�</;@GHG0F7?�¡7³�A�C��/;@G � D�E�?r>/;@?�¡7³ < � >7F7E¯¬	;@  E�:�>/;Na � ¡7F���<7E]GHE�E � ? �0� G � ?@C�°
( arF7 �D � < ´�� >7E�?�GHD7F7 �E�>,:�F � ;@ �� �

T2i+1 =
πr

3/2
2i+1√

µ(2 − V 2
2i+1/V

2
0 )3/2

(i = a− 1)

� <7>7E¯¬�E ´ ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�G ��¶ </;@GHGHF7?�¡7E�»HE�C��/;@G � D�;4< � > � ¬�¡/;²�/; ´ E�  ?�D ´�( � � ¡7F7« ?�E�D7> � G � ¡7E�G � F
<7>7F ´ E ; � ¡7F��n? � E�>7E�»HE�F7 9<�C ´�¶ G¯;�>/;@?�¡/;�¸7GHE�E � ? �0� G � ? � ¡7¡7E7¸�<7E ´ E�?�F7¡ � < � >7F7E²¬	;$E�:�>/;Na � ¡7F���� �
8 E¼;@¡/; ´ E�»HF7�7¡7E�«tG A �   � <7E ´ C��/; �0� G �*¡/;B�/; ´�¶ ¡7E � <7>7F,: ´ F<; � ¡7F � ¬ ´ �nC��/;@G � D�E�?¼? � E�>7E�«tF

� > �0��¶�� «t­];�®]< � > �µ´��0� ; ·

r2i = rimp1, ψ2i = ψimp1, ϕ2i = ϕimp1 + 2π(i− 1),

u2i = Vau + ∆V1u, v2i = Vav + ∆V1v, w2i = Vaw + ∆V1w,

pr2i = pr(imp1), pψ2i = pψ(imp1), pϕ2i = 0,

pu2i = pu(imp1), pv2i = pv(imp1), pw2i = pw(imp1), pm2i = pm(imp1),

m2i = e−(∆V0+∆V1)/C , T2i = C(m2i −m2i−1)/Pmax (i = a)
� D�E�¡ � ¹t;@D � F7?�¡7E�»0E�C��/;@G � D�;�¸�> � ; ´ F�®HC ( a � »HE¼? � E�>7E�«nF7 9<�C ´�¶ G � �

r2i+1 = rimp2, ψ2i+1 = ψimp2, ϕ2i+1 = ϕimp2 + 2π(i− 1), u2i+1 = −(a+ b− i)∆V2u/b,

v2i+1 = VTv − (a+ b− i)∆V2v/b, w2i+1 = VTw − (a+ b− i)∆V2w/b,

pr2i+1 = pr(imp2), = pψ2i+1 = pψ(imp2), pϕ2i+1 = 0,

pu2i+1 = pu(imp2), pv2i+1 = pv(imp2), pw2i+1 = pw(imp2),

pm2i+1 = pm(imp2), m2i+1 = e−(∆V0+∆V1)/C ,

T2i+1 =
πr

3/2
2i+1√

µ(2 − V 2
2i+1/V

2
T )3/2

(i = a)

� D�E�¡ � ¹n</;@GHGHF7?�¡7E�»HE$C��/;@G � D�;�¸�< � > � ¬�¡/;²�/; ´ E�  > � ; ´ F�®²;@¹7F7F � > �0��¶�� »HE¼F7 9<�C ´�¶ G¯;�� �

r2i = r2i+1 = rimp2, ψ2i = ψ2i+1 = ψimp2,

ϕ2i = ϕimp2 + 2π(i− 2), ϕ2i+1 = ϕimp2 + 2π(i− 1),

u2i = −(a+ b− i)∆V2u/b, u2i+1 = −(a+ b− i)∆V2u/b,

v2i = VTv − (a+ b− i)∆V2v/b, v2i+1 = VTv − (a+ b− i)∆V2v/b,

w2i = VTw − (a+ b− i)∆V2w/b, w2i+1 = VTw − (a+ b− i)∆V2w/b,

pr2i = pr2i+1 = pr(imp2), pψ2i = pψ2i+1 = pψ(imp2), pϕ2i = pϕ2i+1 = 0,

pu2i = pu2i+1 = pu(imp2), pv2i = pv2i+1 = pv(imp2), pw2i = pw2i+1 = pw(imp2),

6 �



pm2i = pm2i+1 = pm(imp2),

m2i = m2i−1e
−(a+b−i)∆V2/bC , m2i+1 = m2i−1e

−(a+b−i)∆V2/bC , T2i = C(m2i−m2i−1)/Pmax,

T2i+1 =
2πr

3/2
2i+1√

µ(2 − V 2
2i+1/V

2
T )3/2

(i = a+ 1, a+ b− 1),

r2i = rimp2, ψ2i = ψimp2, ϕ2i = ϕimp2 + 2π(i− 2), u2i = 0,

v2i = VTv, w2i = VTw,

pr2i = pr(imp2), pψ2i = pψ(imp2), pϕ2i = 0,

pu2i = pu(imp2), pv2i = pv(imp2), pw2i = pw(imp2), pm2i = pm(imp2),

m2i = e−(∆V0+∆V1+∆V2)/C , T2i = C(m2i −m2i−1)/Pmax (i = a+ b),

T ∗ =
2(a+b)∑

0

Tk.

C ¹ � ¡7D�;$E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F��n<7E$?�> �   � ¡7F
T ∗ =

∑2(a+b)
0 Tk

� ;@D<; � �7? ´ � �0� G �n<7>7F,: ´ F<; � ¡7F �   F
¸ DnGHE ;$; ´�� ¡7F ( ¸/ 9E7; �0� E�D�;�®²; ��¶ G �t¡ � ¬�E�G � ; � E��7¡7E � E��7¡7E�«(¬ ´ �n<7E ´ C�� � ¡7F��t> �A@r� ¡7F�� �

B��
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R0 = 6.58

� ³�G � D7 �¸
RT = 7.0

� ³�G � D7 �¸
C = 14.715

D7 ���G �!> F�¬�¡7E7¸�� � E*<7>7F F7GH<7E ´�¶ ®¯E�°
?�;@¡7F7F*<7> � ¬ ´ E7; � ¡7¡7E�«*?�³��7F7G ´ F ���0´�¶ ¡7E�«�G A �  9³x  �0� E¯¬ : ¶ ( � E�¡/;¼G A�E¯¬�F � G � :�³�G � >7E � ®²; � ° �
F ��� >/;@¹7F7F�� �

§";#: ´ F7¹/; ��·
>/;�®¯  � >7¡7E�G ��¶ ? � D � E�>/;

G � >�C�D � C�>/; </;@>/;@  �0� >7E�?�<7>7F7G � > �µ´ D/F
n0 = 0.1 n0 = 0.05�²�B� Q 6�� � � �

�@�B���²� =NB � � �
6��B��� Q ��¿�� � �
6��B�¼�@� �76�� � � �
Q@�B�¼��Q �7=�6 � � �
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R0 = 6.58

� ³�G � D7  � F
RT = 7.0

� ³�G � D7  � � »HE� ';@¡7E�?�GHD�;�� � >/; � D � E�>7F7��� � ¤�E�» ´ ;@GH¡7E ­1E�>�°
 9C ´ ;@ �<7E�G � >7E � ¡7F��*¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�»HE¼<7>7F,: ´ F<; � ¡7F�� � » ´5��� � �0� Ft®¯¡/;²� � ¡7F���:�³ ´ FtF7GH<7E ´�¶ ®HE�?�;@¡7³
: � ®�F�®¯  � ¡ � ¡7F7«�¬ ´ � <7>7F,: ´ F<; � ¡7F�� GHE�<7>��<; � ¡7¡7³�A < � > �   � ¡7¡7³�AL?�®²;B¬	;²� � G=E�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7E�«
� �7»HE�« �<> � ;#: ´ F7¹ � B <7> � ¬�G � ;@? ´�� ¡7³4GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ¡/; � D�G � > �  '; ´ F(G � >�C�D � C�>7³
�²� ° Q ¸7<7E ´ C�� � ¡7¡7E�«*?�> � ®HC ´�¶²� ; ��� > �A@r� ¡7F��tD7>/; � ?�E�«n®²;B¬	;²�7F ��4 ;@DnE �   � �/; ´ E�G ¶ ? � ;#: ´ F7¹ �r� ¸
¬ ´ �$¬�E�G � F<; � ¡7F��¼®²;B¬	;�¡7¡7E�« � E��7¡7E�G � F
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:1;L>7F7G0C�¡7D � Q <7E�D�;�®²;@¡/;�A�;@>/;@D ��� >7¡/;��� 9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�;�� � >/; � D � E�>7F7��< � > �µ´��0� ; 4 ¨ ¡/;

½ ¤ C G � >�C�D � C�>7³ �²���<Q ¬ ´ �º</;@>/;@  �0� >7E�? ®²;B¬	;B�7F
R0 = 6.58

� ³�G � D7  � ¸
RT = R ½ ¤ C ¸

n0 = 0.05
� ¡/;]>7F7G0C�¡7D �F=+� GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a$;�� �0� E�« � >/; � D � E�>7F7F(­vC�¡7D7¹7F���< � > � D ´�( � � ¡7F�� �
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§";#: ´ F7¹/; 6�· ¤�E�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ ��� £v 9<�C ´�¶ GH¡7E � > � @r� ¡7F ���

pr pu pv ∆V
¸7 ���G

t = 0 1.183159 · 10−03 �
0.9999993 117.38

t = T 1.078280 · 10−03 �
0.9999994 119.75

§";#: ´ F7¹/; B�· ¤�E�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ ��� ¦ �A@r� ¡7F � G � >�C�D � C�>7³ �²���<Q��

j pr pu pv t
¸/G

�
1.183158 · 10−3 −5.1037 · 10−6 ��� � � � � � ��6���� �NB7� ���

�
1.183157 · 10−3 2.7103 · 10−5 ��� � � � � � ��6���� Q#6���b�� b�6

�
1.183157 · 10−3 −2.7103 · 10−5 ��� � � � � � ��6���� �NB7� ���

6
1.183156 · 10−3 4.9103 · 10−5 ��� � � � � � ����� � Q#6�6�6��RQ�¿

B
1.183156 · 10−3 −4.9104 · 10−5 ��� � � � � � ����� � �NB7� �#b

Q
1.183156 · 10−3 7.1104 · 10−5 ��� � � � � � ������b Q#6�Q#b��RQ�Q

=
1.183156 · 10−3 −7.1105 · 10−5 ��� � � � � � ������b �NB7� ��¿

¿
1.183155 · 10−3 9.3105 · 10−5 ��� � � � � � ������= Q#6�b�6�� ¿�¿

b
1.183155 · 10−3 −9.3107 · 10−5 ��� � � � � � ������= �NB7� ��¿

�
1.183154 · 10−3 1.1511 · 10−4 ��� � � � � � �����#B QNB�� ��� ��Q

�²�
1.183154 · 10−3 −1.1511 · 10−4 ��� � � � � � �����#B �NB7� �#=

���
1.183153 · 10−3 1.3711 · 10−4 ��� � � � � � ������� QNB�6#B7� ��b

�B�
1.183153 · 10−3 −1.3712 · 10−4 ��� � � � � � ������� �NB7� �#=

�76
1.183153 · 10−3 1.5912 · 10−4 ��� � � � � � ���#b�b QNB�=���� ��¿

�2B
1.183153 · 10−3 −1.5912 · 10−4 ��� � � � � � ���#b�b �NB7� ��Q

� Q
1.183152 · 10−3 1.8113 · 10−4 ��� � � � � � ���#b#B QNB�b�¿�� �#6

�7=
1.183152 · 10−3 −1.8113 · 10−4 ��� � � � � � ���#b#B �NB7� �#=

�B¿
1.183151 · 10−3 2.0335 · 10−4 ��� � � � � � ���#b�� Q�Q��76�� ¿NB

�7b
1.183151 · 10−3 −2.0315 · 10−4 ��� � � � � � ���#b�� �NB7� �NB

� �
1.183150 · 10−3 2.2515 · 10−4 ��� � � � � � ����¿�Q ��¿NB�=��RQ#6

�@�
1.078301 · 10−3 3.8970 · 10−4 ��� � � � � � ������Q B�¿�� B�=

���
1.078297 · 10−3 −3.0990 · 10−4 ��� � � � � � ����Q#6 Q�Q#=�¿�� 6�¿

���
1.078297 · 10−3 3.0990 · 10−4 ��� � � � � � ����Q#6 B�¿�� B�6

�#6
1.078293 · 10−3 −2.3010 · 10−4 ��� � � � � � ����¿NB Q#=��7b�� B��

�NB
1.078293 · 10−3 2.3010 · 10−4 ��� � � � � � ����¿NB B�¿�� B7�

��Q
1.078288 · 10−3 −1.5031 · 10−4 ��� � � � � � ������� Q#=�¿@��� B�6

�#=
1.078288 · 10−3 1.5031 · 10−4 ��� � � � � � ������� B�¿�� 6�b

��¿
1.078284 · 10−3 −7.0529 · 10−5 ��� � � � � � ����� � Q�¿��#6�� B�b

�#b
1.078284 · 10−3 7.0529 · 10−5 ��� � � � � � ����� � B�¿�� 6�=

B��
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RT/R0

: ´ F�®¯D7F�A*D � ¬�F7¡7F7¹ �@� ¢ ´ �t¡7F�A
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  �µ� >7E�?$¬�?�F7»0; ���µ´ � �%> >���¬ � G ´ C��/; � ?7¸�<7>7F :�E ´�¶#@ E�  E � ¡7E @r� ¡7F7F*>/;B¬�F�C�GHE�?�D�E�¡ � �7¡7E�«tFn¡/;B°
�/; ´�¶ ¡7E�«¼E�>,:�F � ¸�<7E�G � >7E � ¡7F � � D�G � > �  '; ´�� «( 9¡7E�»HE�?�F � D�E�?@³�A�< � > �µ´��0� E�?d¬ ´ � : ´ F�®¯D7F�A�E�>,:�F � ¸
G�<7E�G ´�� ¬/C ( a=F7  F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡7F �     �0� E²¬	;n<7>7E¯¬�E ´ ; � ¡7F�� > �A@r� ¡7F�� <7Et</;@>/;@  �0� >�C@¸�E�D�;�®²;B°
´ E�G ¶ � ­1­ � D � F7?�¡ �H� ¡ � <7E�GH> � ¬�G � ? � ¡7¡7E�»HE F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�;@¡7F�� F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»HE�<7>7F,: ´ F<; � ¡7F��L¬ ´ �
<7E ´ C�� � ¡7F��t> �A@r� ¡7F��tGv®²;B¬	;@¡7¡7³� �GHE�E � ¡7E @r� ¡7F �  �>/;B¬�F�C�GHE�? �

 �Q O�QWX } ���<"�k���)�_�"�K-l�c�����\HG�e�c���K<"�j<$��,$7_�`
:1;v< � >7?�E�  �0� ;@< � E�G0C�a � G � ? ´ � �0� G ��< � > � A�E¯¬(E � > �A@r� ¡7F���®²;B¬	;²�7F�?1F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«¼<7E�G � ;@¡7E�?�D �
DL> �A@r� ¡7F ( ®²;B¬	;²�7FLE�< � F7 9F�®²;@¹7F7F < � > �µ´��0� ; 4 ¨�G$E�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7E�« � �7»HE�«L<7>7FL¡ � ;@D � F7?�¡7E� 
E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F7F ?�> �   � ¡7F�< � > �µ´��0� ; � ®²;B¬	;²�/; � ¸	G � > � � � � >4� ;#: ´ F7¹/;BA Q ¸ = F*¡/;¼>7F7G0C�¡7D�;BA ¿ ¸ b
<7> � ¬�G � ;@? ´�� ¡7³ > � ®HC ´�¶²� ; � ³ > � @r� ¡7F�� � ;@D7F�Ar®²;B¬	;²� �#>L� ;#: ´ F7¹ � Q Fr¡/; >7F7G0C�¡7D � ¿ <7>7F7? � ¬ � ¡7³
®²;@?�F7GHF7 9E�G � F D�E�¡ � �7¡7E�«  ';@GHGH³ 4 ¨�F ?�> �   � ¡7FL< � > �µ´��0� ;�§%  � ;$¬/C*D7>�C�»HE�?@³� 9FLE�>,:�F � ;@ 9F
>/;B¬�F�C�GHE�?

R0 = 6.58
� ³�G � D7 �¸

RT = 10.0
� ³�G � D7  <7>7F

n0 = 0.08
¸
C = 3.255

D7 ���G
E � G � >�C�D � C�>7³ � >/; � D � E�>7F/F � GHE²¬ � >�;$;NarF�A ¬�E �²� ;@D � F7?�¡7³�AbC��/;@G � D�E�? � � ¨ ? � ;#: ´ F7¹ ��= F
¡/;n>7F7G0C�¡7D � b(� ��� ; � ®²;@?�F7GHF7 9E�G � F ¬ ´ �  9¡7E�»HE�?�F � D�E�?�³�A < � > �µ´��0� E@? 4 ¨�  � ;$¬/C D7>�C�»HE�°
?�E�«nE�>,:�F � E�«t>/;B¬�F�C�G¯;

R0 = 6.58
� ³�G � D7  F ½ ¤ Cr� ¦ � ®HC ´�¶²� ; � ³x? � ;#: ´ F7¹/;BA�C�<7E�>���¬�E�� � ¡7³

<7E C�:�³�?�;@¡7F ( ®¯¡/;B� � ¡7F7« D�E�¡ � �7¡7E�«  ';@GHGH³ � §";�D<; � ? � ;#: ´ F7¹/;BA ¬ ´ � GH>/;@?�¡ � ¡7F�� <7>7F7? � ¬ � °
¡7E$E �¯´ F7�7F � <7E ´ C�� � ¡7¡7E�«nD�E�¡ � �7¡7E�«n ';@GHGH³4E � D�E�¡ � �7¡7E�«� ';@GHGH³ 4 ¨º¬ ´ ��¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»¯E
»HE� ';@¡7E�?�GHD�E�»HEb< � > �µ´��0� ; ��� F7>7¡7³�  @ >7F7­ � E�  ? � ;#: ´ F7¹/;BA�?�³�¬ �µ´�� ¡7³ � D�G � > �  '; ´ F�¸�>/;@Gµ°
GH '; � >7F7?�; �  9³ � ¡/;r? � E�>7E�  �0� ;@< �@� ¢ ´ �(E�G � ;@? @ F�A�G � � >/; � D � E�>7F7«nG0C�a � G � ?@C ( ��� D�G � > �  '; ´ F�¸
´ C�� @ F � E¯¬�¡7E�?�> �   � ¡7¡7E=D�;@D�<7E=?�> �   � ¡7F�¸ � ;@D(F�<7E=D�E�¡ � �7¡7E�«( ';@GHG � ¸7F(<7E � E@ 9C¼E�¡7F(?]¬	; ´�¶ °
¡ � « @r�  �F7GHG ´�� ¬�E@?�;@¡7F7F*¡ � C��/;@G � ?@C ( �B�
C �   �0� F7  E �¯´ F7�7F � <7E ´ C��7F7? @ F�A�G � > � ®HC ´�¶B� ; � E�?�¬ ´ � < � > �µ´��0� E�?t¡/;(¡7F�®¯D7F � F ?�³�GHE�D7F �
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=���B =���¿#6#B ��� =�6 ��¿�Q��
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Q �<Q =�6���Q#b ��� =�6 ��¿�Q�¿
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9.70 · 10−6

b���� Q#=��7=#B ��� =�6 ��¿�Q#=
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B ��B B�b��#=�= ��� =�6 ��¿�Q��
1.41 · 10−5M��-X Z	P< �Z5O S-QSV�Z�R	P/M-O
1.53 · 10−5

B ��6 6 ��¿��7= ��� =�6 ��¿�Q��
1.55 · 10−5
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6���6 6�6�Q��²� ��� =�6 ��¿NB7�
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2.91 · 10−5

Q ��� ������6�¿ ��� =�6 ��¿����
3.77 · 10−5
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5.13 · 10−5
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7.78 · 10−5O��"O  �M�X� S-QSV�Z�R�M, �T
2.18 · 10−4
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3.902 · 10−4

=���B ����Q#6�b�b ��� ����b�6�QN6
5.208 · 10−4

=���6 �B¿�����b � ��� ����b�6�QN6
5.211 · 10−4

=���� �B���2B���� ��� ����b�6�Q@�
5.221 · 10−4V��"O P/X-O�T	P S-QSX�R�T�Z, �V
5.277 · 10−4

Q �<Q �#=�¿����76 ��� ����b��B�@¿
7.474 · 10−4

Q ��B ���2B7���²� ��� ����b��B�N=
7.476 · 10−4

Q ��6 �7=��7=�¿#= ��� ����b��B�N=
7.479 · 10−4

Q ��� ���²����b�= ��� ����b��B�#Q
7.490 · 10−4M��"O V�S	T�Z�M S-QSX�R�T-O�O�R
7.545 · 10−4

B ��B �@��6���¿�¿ ��� ����¿�¿��²�
1.162 · 10−3

B ��6 � Q@��=��#B ��� ����¿�¿��²�
1.162 · 10−3

B ��� ��b ��b�� ��� ����¿�¿��@�
1.163 · 10−3

 ��"O  �R�V�R�V S-QSX�R	P�P,S	V
1.168 · 10−3

6���6 �76 � � ��� ��� ����=�b�6#6
2.041 · 10−3

6���� b�b����#B ��� ����=�b�6��
2.042 · 10−3Z��"O Z�T�R�Z�R S-QSX�R�V�T�X	P
2.047 · 10−3

� ��� ¿#b�Q�� Q ��� ���#B�B�6�Q
4.439 · 10−3X��"O X�T�R�M�S S-QSX�R, � �Z�S
4.444 · 10−3O��"O X-O�O�S�S S-QSX�T, �O�O�S
1.476 · 10−2
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� ³�G � D7 �¸
RT =

½ ¤ C ¸
n0 = 0.08

¸
C = 3.255

D7 ���G � �

¦9F7G �-����· � ;@>/;@D ��� >7¡/;�� � >/; � D � E�>7F��t<7>7Fn¡ � ;@D � F7?�¡7E� �E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F7Ft?�> �   � ¡7Ft< � > � ´��0� ; �

B �



 �Q O�QWZ ��mne�_%��$��<�����7G�c�*F�
:1;@F,:�E ´��H��� >�C¯¬�E �  9D7F7 �E�D�;�®¯³�?�; �0� G �4< � >7?�³�« �0� ;@<4F7GHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F���¸�D�E�» ¬	; � > � :@C �0� G �º<7E�°
G � >7E�F ��¶ :�E ´�¶#@ E � D�E ´ F7� � G � ?�E � D�G � > �  '; ´�� «-¸7®¯¡/;²�7F ���µ´�¶ ¡/;����/;@G ��¶ D�E � E�>7³�A�¡ � <7E � > � :@C �0� °
G �r¬ ´ �r¬	; ´�¶ ¡ � « @r� »HEdF7GHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F�� � � � ;1<7>7E�: ´��  ';vG � ;@¡7E�?�F � G ��E�GHE�: � ¡7¡7Ed;@D � C�; ´�¶ ¡7E�«=¬ ´ �
G ´ ;#:�³�A� ';@> @r� ?�³�A*¬�?�F7»µ; ���µ´�� « 4 ¨d¸ � ;@D�D�;@D*< � > �µ´��0� ³  9E�»0C � <7E � > � :�E�?�; ��¶ ¬ � G � � D7FLF ´ F
GHE � ¡7F4?�F � D�E�? � ¢ ´ ��GHE�D7>/;Na � ¡7F���¬�F/;@</;�®¯E@¡/;b>/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9³�A4> �A@r� ¡7F7«4<7> � ¬ ´ ;@»0; �0� G �
X <7>7E�G � ;�� X G A �  ';=<7E�G � >7E � ¡7F�� � >/; � D � E�>7F7«�¸�: ´ F�®¯D7F�A�D � D�G � > �  '; ´�¶ ¡7³�  � ¤�<7E� 9E#a ¶ ( �0� E�«
G A �  9³� 9E7;¼¡7E1<7E�G � >7E@F ��¶]� >/; � D � E�>7F7F�¸�E�: ´ ;B¬	; ( arF � E�GH¡7E�?�¡7³� 9F�GH?�E�«7G � ?�;@ 9F�<7E ´ C��/; �  9³�A
¡/;$< � >7?�E�  �0� ;@< ��� D�G � > �  '; ´�� « �
¾nE ;¼¡7Eb?�³�¬ �µ´ F ��¶ G ´�� ¬/C ( arF � ®²;@D�E�¡7E�  � >7¡7E�G � F4C�G � >7E�«7G � ?�; � D�G � > �  '; ´�¶ ¡7³�Aº 9¡7E�»HE�°

?�F � D�E�?�³�An  � ;=E�>,:�F � ; ´�¶ ¡7³�An< � > �µ´��0� E�?¼  � ;$¬/C(D7>�C�»HE�?�³� 9FtD�E� 9< ´ ;@¡/;@>7¡7³� 9FtE�>,:�F � ;@ 9F ·
� �(?�D ´�( � � ¡7F�� � �7»HF*<7>7E�F7G A�E¯¬/� � ?¼E�D7> � G � ¡7E�G � F�< � >7F7¹ � ¡ � >7E�?(F�;@<7E�¹ � ¡ � >7E�?�< � > � A�E²¬�¡7³�A
E�>,:�F ���

� �(<7>7E � �<; � ¡7¡7E�G ��¶ � <7E=C�» ´ E�?�E�«(¬	; ´�¶ ¡7E�G � F
ϕ
��;@D � F7?�¡7³�A�C��/;@G � D�E�?¼<7>/;@D � F7� � GHD7FtE²¬�F7¡/;B°

D�E�?�;d¬ ´ ��C��/;@G � D�E�?¼?$E�D7> � G � ¡7E�G � F*< � >7F7¹ � ¡ � >/; �
6 � � E	; � G¯;@ 9E � ? � >7¡7E=¬ ´ �t;@D � F7?�¡7³�A�C��/;@G � D�E�?¼?$E�D7> � G � ¡7E�G � F*;@<7E�¹ � ¡ � >/; �
8 C�G ��¶ ®²;B¬	;@¡/;vG � >�C�D � C�>/; � >/; � D � E�>7F/F

a−b � ¦�;@GHGH 9E � >7F7  G ´�� ¬/C ( adC ( G A �  9C=< � > �µ´��0� ;� >7F7G �5�76 � �
��� W ;B¬	;@¡7F � ¡/;²�/; ´�¶ ¡7³�A(¬	;@¡7¡7³�A

• ?$¡/;²�/; ´�¶ ¡7³�«t 9E�  � ¡ � ?�> �   � ¡7F*;@<7</;@>/; � ¡/;BA�E¯¬�F � G �t¡/;= 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F7F ·

r(0) = R0, ϕ(0) = 0, u(0) = 0, v(0) = V0;

• ®²;B¬	; ( � G � 6 C�» ´ ; · α ¸ β ¸ γ �
��� ¨ D � F7?�¡7³ � C��/;@G � D7Ft?$E�D7> � G � ¡7E�G � F*< � >7F7¹ � ¡ � >/;

• < � >7?�³ � a − 1
?�F � D�;�GHE�G � E²� � F�®¼;@D � F7?�¡7E�»HEnFL</;@GHGHF7?�¡7E�»HE�C��/;@G � D�;�¸5<7>7F �0� E� 

;@D � F7?�¡7³�« C��/;@G � E�DbE�»H>/;@¡7F7� � ¡ C�G ´ E�?�F��7 9F
ϕ(t) ∈ [2π(k − 1); 2π(k − 1) + α]

¸
k = (1, a− 1)

¸/</;@GHGHF7?�¡7³�« �
ϕ(t) ∈ [2π(k − 1) + α; 2πk]

¸
k = (1, a− 1)

�

• ?�F � E�D a
¡/;²�7F7¡/; �0� G � ;@D � F7?�¡7³�  C��/;@G � D�E� 

� >/; � D � E�>7F7F
ϕ(t) ∈ [2π(a − 1); 2π(a − 1) + α]

¸�®²; ���   G ´�� ¬/C �0� < � > � A�E¯¬�¡7³ «
</;@GHGHF7?�¡7³�«nC��/;@G � E�D

ϕ(t) ∈ [2π(a− 1) + α; 2πa− π + α/2 − β/2]
�

• <7>7F7¡7¹7F7<7F/; ´�¶ ¡7E ?�;N;¼¡7E7¸²� � E#:�³bG � > � ¬�F7¡7³b?�G � Ar;@D � F7?�¡7³�A]C��/;@G � D�E�?+¡/;BA�E¯¬�F ´ F7G ¶¡/;=E²¬�¡7E�«�<7>��7 9E�« � ´ F7¡7F7F*;@<7GHF�¬*< � > � A�E¯¬�¡7³�AtE�>,:@F ���
• ¡/;i?�G � A ;@D � F7?�¡7³�A C��/;@G � D�;BA ?NE�D7> � G � ¡7E�G � F < � >7F7¹ � ¡ � >/; P = Pmax

¸
(cos θ, sin θ) ↑↑ (u, v)

¸ �B� �@�"� �7»µ;  ';@D�GHF7 '; ´�¶ ¡/;�F ¡/;@<7>/;@? ´�� ¡/;�<7E D�;@G¯; ���µ´�¶ ¡7E�«
D � >/; � D � E�>7F7F �

6�� ¨ D � F7?�¡7³ � C��/;@G � D7Ft?$E�D7> � G � ¡7E�G � F�;@<7E�¹ � ¡ � >/;

Q@�



¦9F7G �5�B��· � ;@>/;@D ��� >7¡/;�� � >/; � D � E�>7F��t<7>7Ft;@D � F7?�¡7E�  E�»H>/;@¡7F7� � ¡7F7Ft?�> �   � ¡7Ft< � > �µ´��0� ; �

¦9F7G �-�76�·�XY8 >7E�G � ;�� X G A �  '; �

Q��



• <7E � E�  F�¬/C � b ?�F � D�E�?7¸�D�E � E�>7³ � GHE�G � E²� � F�®1;@D � F7?�¡7E�»HE$F(</;@GHGHF7?�¡7E�»HE=C��/;@G � D�E�?� ¡/;n<7E@G ´�� ¬�¡ �  x?�F � D � </;@GHGHF7?�¡7³�« C��/;@G � E�D E � G0C � G � ?@C �0� �µ¸�<7>7F �0� E� x;@D � F7?�¡7³�«
C��/;@G � E�D E�»H>/;@¡7F7� � ¡ C�G ´ E�?�F��7 9F
ϕ(t) ∈ [2π(k−1)−π+α/2−β/2; 2π(k−1)−π+α/2+β/2]

¸
k = (a+ 1, a+ b)

¸
</;@GHGHF7?�¡7³�« �

ϕ(t) ∈ [2π(k − 1) − π + α/2 + β/2; 2πk − π + α/2 − β/2]
¸

k = (a+ 1, a+ b− 1)
�

• ¡/; ?�G � A ;@D � F7?�¡7³�A C��/;@G � D�;BA ? E�D7> � G � ¡7E�G � F�;@<7E�¹ � ¡ � >/; P = Pmax

¸
θ = γ = const

¸ �B� �@��� �7»0;  ';@D�GHF7 '; ´�¶ ¡/; F ¡/;@<7>/;@? ´�� ¡/; <7E²¬�<7E�G � E²�7¡7¡7³� �C�»µ°
´ E�  Dn>/;B¬�F�C�Gµ°±? � D � E�>�Cn<7E ´ E7; � ¡7F�� 4 ¨ �

B7� C�G ´ E�?�F��n?$D�E�¡7¹ �v� >/; � D � E�>7F/F ·

r = RT , u = 0, v = VT .

8 >7F F7GH<7E ´�¶ ®¯E@?�;@¡7F7F � ;@D�E�« G A �  9³ <7E�G � >7E � ¡7F�� � >/; � D � E�>7F7F ?�D�;²� � G � ? � ¡ � ®²;@?�F7GHF7 9E�«
< � > �   � ¡7¡7E�«(?�  � G � E

t
 9E7;¼¡7E]>/;@GHGH '; � >7F7?�; ��¶ C�»HE ´

ϕ
��O >/;@?�¡ � ¡7F��$¬�?�F<; � ¡7F���? �0� E� bG ´ C�°

�/; � :@C²¬/C � F7  �0��¶ ?�F�¬ ·

• ¡/;$</;@GHGHF7?�¡7³�A�C��/;@G � D�;BA

m′ = 0, r′ = ur
v
, u′ = v − µ

vr
, v′ = −u; � = � �

• ¡/;�;@D � F7?�¡7³�A�C��/;@G � D�;BAt?$E�D7> � G � ¡7E�G � Ft< � >7F7¹ � ¡ � >/;

m′ = − rP
vC
, r′ = ur

v
, u′ = v − µ

vr
+ urP

mv
√
u2+v2

, v′ = −u+ rP
m
√
u2+v2

;
� ¿@� �

• ¡/;�;@D � F7?�¡7³�A�C��/;@G � D�;BAt?$E�D7> � G � ¡7E�G � F*;@<7E�¹ � ¡ � >/;

m′ = − rP
vC
, r′ = ur

v
, u′ = v − µ

vr
+ rP cos γ

mv
, v′ = −u+ rP sin γ

mv
.

� ¿�� �

§";@D7F7 �E�:�>/;�®¯E� �E�<7> � ¬ � ´�� ¡/;bD7>/; � ?�;�� ®²;B¬	;²�/; � ¡/;@« � F�¡ � F�®¯? � G � ¡/³ � </;@>/;@  �0� >7³
α
¸

β
¸
γ
� ;@D7F � ¸�� � E � >/; � D � E�>7F���¸-<7E�G � >7E � ¡7¡/;�� <7E¼C�D�;�®²;@¡7¡7E�«�?�³ @r� G A �   � ¸�< � > � ? � ¬ �0� 4 ¨�G

F7G A�E¯¬�¡7E�«tD7>�C�»HE�?�E�«nE�>,:�F � ³ ·

r(0) = R0, u(0) = 0, v(0) = V0,

¡/;$D�E�¡ � �7¡�C ( D7>�C�»HE�?@C ( E�>,:�F � C ·

r(2π(a+ b− 1) − π + α/2 + β/2) = RT ,

u(2π(a+ b− 1) − π + α/2 + β/2) = 0,

v(2π(a+ b− 1) − π + α/2 + β/2) = VT .¦ �A@r� ¡7F�� � ;@D�E�« D7>/; � ?�E@« ®²;B¬	;B�7F  9E7;¼¡7E�F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�; ��¶ ?LD�;²� � G � ? � ¡/;B�/; ´�¶ ¡7E�»HE <7>7F�°
: ´ F<; � ¡7F�� ¬ ´ � <7E�G � >7E � ¡7F���> �A@r� ¡7F7« X GHE@G � ¬�¡7F�A X G � >�C�D � C�> � ¡/;@<7>7F7  � >�¸�> �A@r� ¡7F � ®²;B¬	;B°
�7FLG � >�C�D � C�>/³

a − b
 9E ;¼¡7E(F7GH<7E ´�¶ ®¯E�?�; ��¶ D�;@D <7>7F,: ´ F<; � ¡7F � ¬ ´ � > �A@r� ¡7F�� G � >�C�D � C�>7³

< a+ 1 > −b � �§ >/; � D � E�>7F7F�¸@<7E ´ C�� � ¡7¡7³ ��� ;@D7F7  GH<7E�GHE�:�E@  ¸ :@C²¬ �  �¡/;�®¯³�?�; ��¶ � 
,I9+B/�?"IO1B5050& =>) �#> � ;#:�°
´ F7¹/;BA ¿ F b <7> � ¬�G � ;@? ´�� ¡7E=GH>/;@?�¡ � ¡7F � <7E�G � >7E � ¡7¡7³�A � >/; � D � E�>7F7«�G � D�G � > �  '; ´ �7 9F �,> F�¬�¡7E7¸
� � E(<7E�G � >7E � ¡7¡7³ �=� >/; � D � E�>7F7F E�D�;�®¯³�?�; ( � G � : ´ F�®¯D7F7 9F <7E�®²; � >/; � ;@ � ';@GHGH³xF*?�> �   � ¡7F�D
� D�G � > �  '; ´�¶ ¡7³�  � >/; � D � E�>7F��7 �G1E¯¬�F7¡/;@D�E�?�E�«�G � >�C�D � C�>7E�« �

Q��



§";#: ´ F7¹/; ¿�· ¤�>/;@?�¡ � ¡7F � <7E�G � >7E � ¡7¡7³�A � >/; � D � E�>7F7« F � D�G � > �  '; ´�� « �
R0 = 6.58

� ³�G � D7  �
RT = 10.0

� ³�G � D7  �
n0 = 0.08

�
C = 3.225

D7 ���G � �
� D�G � > �  '; ´�¶ <7E�G � >7E � ¡7¡/;��

m
� D�G �

(T )−G � >�C�D � C�>/; � ¸ � � � � � � ¸ � � � � � −m <7E�G � > � (T )b���� Q#=��7=#B ��� =�6 ��¿�Q#= Q#=�� ��= ��� =�6 ��¿�Q�Q
9.09 · 10−7

¿ ��6 Q#b#B�6�� ��� =�6 ��¿�Q�� Q#b#B�¿@� ��� =�6 ��¿�Q��
4.69 · 10−7

¿ ��� B � ��� Q ��� =�6 ��¿�Q�Q B � �#B�Q ��� =�6 ��¿�QNB
9.73 · 10−7

=���B =���¿#6#B ��� =�6 ��¿�Q�� =���¿#b�� ��� =�6 ��¿�Q��
4.73 · 10−7

=���6 Q����7b#B ��� =�6 ��¿�Q#b Q�������� ��� =�6 ��¿�Q�¿
6.28 · 10−7

=���� B�6�=�¿@� ��� =�6 ��¿�Q#6 B�6�= ��¿ ��� =�6 ��¿�Q��
9.95 · 10−7

Q �<Q =�6���Q#b ��� =�6 ��¿�Q�¿ =�6����2B ��� =�6 ��¿�Q�¿
5.73 · 10−7

Q ��B QNB�B �#B ��� =�6 ��¿�Q�¿ QNB�QNB�� ��� =�6 ��¿�Q#=
9.00 · 10−7

Q ��6 B�Q��#B�Q ��� =�6 ��¿�Q�Q B�Q���b�� ��� =�6 ��¿�QNB
1.03 · 10−6

Q ��� 6�¿NB�6�� ��� =�6 ��¿�Q�� 6�¿NB�Q�Q ��� =�6 ��¿�Q@�
1.34 · 10−6

Q ��� ������6�¿ ��� =�6 ��¿���� ������=�Q ��� =�6 ��¿��#6
5.74 · 10−6

B ��B B�b��#=�= ��� =�6 ��¿�Q�� B�b�6��²� ��� =�6 ��¿�Q��
9.88 · 10−7

B ��6 6 ��¿��7= ��� =�6 ��¿�Q�� 6 ��¿NB � ��� =�6 ��¿NB�¿
4.17 · 10−6

B ��� 6��B�@��6 ��� =�6 ��¿NB�¿ 6��B���NB ��� =�6 ��¿NB��
4.46 · 10−6

B ��� ���#b���� ��� =�6 ��¿��NB ���#b�6�Q ��� =�6 ��¿�� �
5.13 · 10−6

6���6 6�6�Q��²� ��� =�6 ��¿NB7� 6�6�QNB�� ��� =�6 ��¿#6 �
1.82 · 10−6

6���� �NB � ��= ��� =�6 ��¿#6�¿ ��Q@���2B ��� =�6 ��¿#6�Q
1.88 · 10−6

6���� �7=�=��NB ��� =�6 ��¿�� Q �7=�=���¿ ��� =�6 ��¿��²�
4.75 · 10−6

� ��� �7b�b#B�6 ��� =�6 ��¿��²� �7b�b�Q�� ��� =�6 ��¿@��Q
4.91 · 10−6

� ��� �²�#B�= � ��� =�6 ��=�b � �²�#B�¿@� ��� =�6 ��=�b�6
5.31 · 10−6

� ��� B�Q��NB ��� =�6 ��QNB�b B�Q��@� ��� =�6 ��Q����
2.68 · 10−5

Q#6



§";#: ´ F7¹/; b�· ¤�>/;@?�¡ � ¡7F � <7E�G � >7E � ¡7¡7³�A � >/; � D � E�>7F7« F � D�G � > �  '; ´�� « �
R0 = 6.58

� ³�G � D7  �
RT = R ½ ¤ C � n0 = 0.08

�
C = 3.225

D7 ���G � �

� D�G � > �  '; ´�¶ <7E�G � >7E � ¡7¡/;��
m
� D�G �

(T )−G � >�C�D � C�>�; � ¸ � � � � � � ¸ � � � � � −m <7E�G � > � (T )
����� �²��=�¿�Q#6 ��� ����b�=�6�Q �²��¿����76 ��� ����b�=��@�

1.51 · 10−5

b���� �2B�B�B7�²� ��� ����b�Q�¿�� �2B�¿@�#B�Q ��� ����b�Q�¿��
7.38 · 10−6

b���� ��Q�� ��� ��� ����b�Q�¿#6 ��QNB7�B¿ ��� ����b�Q�Q#b
1.52 · 10−5

¿ ��6 �7b#B�B�B�� ��� ����b#B ��� �7b ����¿�� ��� ����b#B�b��
9.98 · 10−6

¿ ��� �76��#b�b�� ��� ����b#B�b � �76�QNB7� � ��� ����b#B�b��
9.50 · 10−6

¿ ��� b�6�=�Q�¿ ��� ����b#B�b#B b�6�¿#b�= ��� ����b#B�=�b
1.58 · 10−5

=���B ����Q#6�b�b ��� ����b�6�Q#6 �#6��7b���� ��� ����b�6�6 �
1.45 · 10−5

=���6 �B¿�����b � ��� ����b�6�Q#6 �B¿�¿�Q�Q�� ��� ����b�6�6 �
1.40 · 10−5

=���� �B���2B���� ��� ����b�6�Q�� �B�#6�b ��� ��� ����b�6�6 �
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:1; >7F7G0C�¡7D �+� � <7E�D�;�®²;@¡7³bG �   � «7G � ?�; � D�G � > �  '; ´�� «$G � >�C�D � C�>7³ � ��� ��� F � ��� ��� < � > �µ´��0� E�?

G�¡7F�®¯D�E�«dD7>�C�»HE�?�E�«dE�>,:�F � ³ >/;B¬�F�C�G¯;
R0 = 6.58

� ³�G � D7 t¡/; ½ ¤ C ¬ ´ �]>/;�® ´ F7�7¡7³�A]®¯¡/;B� � ¡7F7«
¡/;B�/; ´�¶ ¡7E�»HEd¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F�� �<8 C�¡7D � F7>7E�  <7> � ¬�G � ;@? ´�� ¡7³4> �A@r� ¡7F���?�GH<7E� 9E�»0; ���µ´�¶ ¡7E�«�D7>/; � ?�E�«
®²;B¬	;B�7F � G�­1F7D�GHF7>7E�?�;@¡7¡7³� �?�> �   � ¡ �  

T − T ∗ = 0
�µ¸9D�E � E�>7³ � ¡ � �7? ´ � ( � G � > �A@r� ¡7F �  

Q�¿



¦9F7G �-� Q�· � ;@>/;@D ��� >7¡/;�� � D�G � > �  '; ´�¶7�%8 >7E � D7¹7F7Fn¡/;r¬ � D�;@> � E�?�³ E�GHFnD�E�E�>�¬�F7¡/; �B�

¦9F7G ���7=�· :1;@D ´ E�¡ � ¡7F � E�>,:�F � ³�?rD�E�¡7¹ � D�;N;$¬�E�»HE=;@D � F7?�¡7E�»HE=?�F � D�;r¡/; � D�G � > �  '; ´ ��A�G � >�C�D�°
� C�>7³ B ��= �

R0 = 6.58
� ³�G � D7 �¸

RT = 10
� ³�G � D7 �¸

C = 14.715
D7 ���G@¸

n0 = 0.05
� �

Q#b



¦9F7G ���B¿�· :1;@D ´ E�¡ � ¡7F � E�>,:�F � ³�?rD�E�¡7¹ � D�;N;$¬�E�»HE=;@D � F7?�¡7E�»HE=?�F � D�;r¡/; � D�G � > �  '; ´ ��A�G � >�C�D�°
� C�>7³ b���� �

R0 = 6.58
� ³�G � D7 �¸

RT = R ½ ¤ C ¸ C = 14.715
D7 ���G@¸

n0 = 0.05
� �

¦9F7G �-�7b�· � ;@>/;@D ��� >7¡/;�� � D�G � > �  '; ´�¶7�%8 >7E � D7¹7F7Fn¡/;r¬ � D�;@> � E�?�³ E�GHFnD�E�E�>�¬�F7¡/; �B�

Q��



¦9F7G �	� ��· ¤ �   � «7G � ?�; � D�G � > �  '; ´�� «(G � >�C�D � C�> � ��� ��� F � ��� ��� <7>7F¼>/;�® ´ F7�7¡7³�A�®¯¡/;²� � ¡7F���A¼¡/;B°
�/; ´�¶ ¡7E�»HE�¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F�� �

R0 = 6.58
� ³�G � D7 �¸

RT = R ½ ¤ C ¸ C = 3.255
D7 ���G@¸

n0 = 0.08
� �

F7G A�E¯¬�¡7E�« ®²;B¬	;²�7F E�< � F7 9F�®²;@¹7F7F · <7>7E�? � >7E��7¡7E � C�G ´ E@?�F �
H(T ) ≥ 0

¡/; �0� F�AL> �A@r� ¡7F���A ¡ �
?�³�<7E ´ ¡�� �0� G � �
> >/;@GHGH 9E � > � ¡7¡7E�  G ´ C��/; � ¸�<7>7F

i = 0.8
G �   � «7G � ?�E � D�G � > �  '; ´�� «�G � >�C�D � C�>7³ � ��� ��� F7  � °

�0�  ';@D�GHF7 "C� L<7>7F
T ≤ 1

G0C � ¸�;+G �   � «7G � ?�E � D�G � > �  '; ´�� «¼G � >�C�D � C�>7³ � ��� ����� ¡ � ¬�E�G � F7»0; �µ�
GH?�E � »HE� ';@D�GHF7 "C� ';(¡/; �0� E� 4F7¡ ��� >7?�; ´��@��C � � ?�F�¬�¡7E7¸ �0� E�GH?@��®²;@¡7E(G ���  �¸-� � E�< � >7?�³�« �0� ;@<
< � > �µ´��0� ;d<7>7E�F7G A�E¯¬�F � ¡ � ®²;1E¯¬�F7¡�¸�;v®²;+¬�?�;1;@D � F7?�¡7³�A$C��/;@G � D�;�¸�F�»H>/;@?�F � ;@¹7F7E�¡7¡7³ � <7E ��� >7F
¡/; �0� ;@<*<7E²¬ � �  ';¼;@<7E�¹ � ¡ � >/;¼  � ¡ ¶#@r�@�V>�� E��7D�;BA* ';@D�GHF7 "C� ';¼¡/; � D�G � > �  '; ´ ��A*?�³�<7E ´ ¡ � ¡7E
C�G ´ E�?�F �

H(T ) = 0
� ¢ ´ ��®²;@? � > @r� ¡7F��*F7GHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F���¸�¡/; � > �0��¶��   �0� ;@< �]� ;@D7F � G �   � «7G � ?�;

<7>7E²¬�E ´ ;$; ( � G �*?�<7>/;@?�E�E �¼� E��7D7F* �;�D�GHF7 "C� ';�¸	<�C ���  �¬�E�:�;@? ´�� ¡7F��t</;@GHGHF7?�¡7³�AtC��/;@G � D�E�?�?
D�E�¡7¹ �v� >/; � D � E�>7F7F �

 �QWX-QWX } ���<"�k���)�_�"�K-l�c�����\HG�e�c���K<"�j<$��,$7_�`
� D�G � > �  '; ´ F�¸�<7E ´ C�� � ¡7¡7³ � ¡/;¼< � >7?�E�  �0� ;@< � F7GHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F7« � < � > � A�E¯¬LE � F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»HE(> � °
@r� ¡7F�� DL> �A@r� ¡7F ( ®²;B¬	;B�7FLE�< � F7 9F�®²;�¹7F7F G$E�»H>/;@¡7F7� � ¡7¡7E�« � �7»HE�«LFL¡ � ;@D � F7?�¡7³�  E�»H>/;@¡7F�°
� � ¡7F �  �?�> �   � ¡7F��µ¸�<7> � ¬�G � ;@? ´�� ¡7³ ? � ;#: ´ F7¹/;BA �B� ° �76 Fn¡/;$>7F7G0C�¡7D�;BA �@� ° ��Q��
> � ;#: ´ F7¹ � �B� F�¡/;b>7F7G0C�¡7D�;BA �@� ° ��� <7>7F7? � ¬ � ¡7³ ®²;@?�F7GHF7 9E�G � F4D�E�¡ � �7¡7E�«� ';@GHGH³ 4 ¨

F ?@> �   � ¡7F < � > �µ´��0� ;�§   � ;$¬/C4D7>�C�»HE�?�³� 9F E�>,:�F � ;@ 9F >/;B¬�F�C�GHE�?
R0 = 6.58

� ³�G � D7 �¸
RT = 10.0

� ³�G � D7  <7>7F
n0 = 0.08

¸
C = 3.255

D7 ���G E � G � >�C�D � C�>/³ � >/; � D � E�>7F7FºF
¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F�� �%>�� ;#: ´ F7¹ ���76 F�¡/;=>7F7G0C�¡7D�;BA �#6 ° ��Q1����� ; � ®²;@?�F7GHF7 9E�G � F�¬ ´ �n 9¡7E�»HE�?�F � D�E�°
?�³�A$< � > �µ´��0� E�? 4 ¨�  � ;$¬/CrD7>�C�»HE�?�E�«�E�>,:�F � E�«$>/;B¬�F�C�G¯;

R0 = 6.58
� ³�G � D7 LF ½ ¤ Cd� §";@D<; �

D�;@D*F*?�< ´ E�GHD�E� �G ´ C��/; � ¸�> � ®HC ´�¶B� ; � ³%? � ;#: ´ F7¹/;BAtC�<7E�>���¬�E�� � ¡7³%<7E¼C�:�³�?�;@¡7F ( ®¯¡/;²� � ¡7F7«
D�E�¡ � �7¡7E�«L ';@GHGH³ F*¬ ´ �LGH>/;@?�¡ � ¡7F��L<7>7F7? � ¬ � ¡7EnE �²´ F7�7F � <7E ´ C�� � ¡7¡7E�« D�E@¡ � �7¡7E�«  ';@GHG0³�E �
D�E�¡ � �7¡7E�«  ';@GHGH³ 4 ¨ ¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»HE »0E� ';@¡7E�?�GHD�E�»HE < � > �µ´��0� ; � � F7>7¡7³�  @ >7F7­ � E�  ?
� ;#: ´ F7¹/;BA ?�³�¬ �µ´�� ¡7³ � D�G � > �  '; ´ F�¸5>/;@GHGH '; � >7F7?�; �  9³ � ¡/;�? � E�>7E�  �0� ;@< �@� ¢ ´ � E�G � ;@? @ F�A�G �
� >/; � D � E@>7F/« G0C�a � G � ?�C ( ��� D�G � > �  '; ´ F�¸ ´ C�� @ F � E¯¬�¡7E�?�> �   � ¡7¡7E(D�;@D*<7E�?@> �   � ¡7F�¸ � ;@D*F*<7E

=��



D�E�¡ � �7¡7E�«n ';@GHG � ¸/Fn<7E � E� "C�E�¡7F�?=¬	; ´�¶ ¡ � « @r�  �F7GHG ´�� ¬�E�?�;@¡7F7F*¡ � C��/;@G � ?�C ( ���
¢ ´ ��¡7F�®¯D7F�A�D�E@¡ � �7¡7³�A�E�>,:�F � F�¡ � :�E ´�¶#@ F�A�®¯¡/;²� � ¡7F7«�¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�»HEb¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F���E�<�°

� F7 �; ´�¶ ¡7³� 9FºE�D�;�®¯³�?�; ( � G � � D�G � > �  '; ´ F�¸ GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a=F � ¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«ºG A �   � < � °
> �µ´��0� ; � >7F7G ���@� � � ¤ C�? �µ´ F7� � ¡7F �  �C�» ´ ; ¡ � D�E� 9< ´ ;@¡/;@>7¡7E�G � F�E�< � F7 '; ´�¶ ¡7³� 9F�G � ;@¡7E�?@� � G �
� D�G � > �  '; ´ FtGHE�E � ? �0� G � ?�C ( arF �1� > � A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«tG A �   � � >7F7G ����� ° ��� � �,8 >7F �0� E� �¸/GvE�<7> � ¬ � °
´�� ¡7¡7E�« ? �µ´ F7�7F7¡7³

T ∗ ¸5D�E�¡ � �7¡/;��L ';@GHG¯;n¡/; � ;@D7F�A � D�G � > �  '; ´ ��A�¸�<7> � ?�E�G A�E¯¬�F � D�E�¡ � �7¡�C ( �;�GHG0C 4 ¨�G¯;@ 9E�» �Ev¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡/E�»HEd< � > �µ´��0� ;�¸�;+®¯¡/;²�7F � F�D�E�¡ � �7¡�C (  ';@GHG0C 4 ¨�¡/; ´�( :�E�«
� D�G � > �  '; ´ F�¸	GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a � «�¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«*G A �   �@�
§";@D<; � D�;@D=F$?v< ´ E�GHD�E� LG ´ C��/; � ¬ ´ �=?�³�GHE�D7F�A$D�E�¡ � �7¡7³�A$E�>,:�F � F�® >/;@GHGH 9E � > � ¡7¡7³�A � D�Gµ°

� > �  '; ´�� «�¸�GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a=F�A�¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�«�G A �   � ¸ � ­1­ � D � F7?�¡ �0� E�D�;�®¯³�?�; ( � G � � >/; � D�°
� E�>7F7F�G � >�C�D � C�>7³º?�F�¬	; � �����<> � E$?�> �  "��¸�D�;@D¼¬ ´ �(¡7F�®¯D7F�A � E�< � F7 '; ´�¶ ¡7³� 9F� 9E�»0C � :�³ ��¶
F � >/; � D � E�>7F7Fn¬�>�C�»HE�»HE�?�F�¬	; � � ��� ¸ � ��6 ¸7F �B� ¬ � � ��>�� >7E²� � ¡7E7¸ �0� E�E�:��-�7GH¡�� �0� G � ���  �¸�� � E�� �  
:�E ´�¶#@r� >/;B¬�F�C�G�D�E�¡ � �7¡7E�« E�>,:�F � ³v¸ ���     � ¡ ¶#@r� ®¯; � >/; � ³  ';@GHG0³ ®²;@?�F7G � � E � ¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�»HE
¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F�� E�>,:�F � ³%Fn¬ ´ �':�E ´�¶#@ F�A�>/;B¬�F�C�GHE�?(D�E�¡ � �7¡7E�« E�>,:�F � ³%?�³�:�E�> ´ C�� @r� «LG � >�C�D�°
� C�>7³ � >/; � D � E�>7F7F*?�E$ 9¡7E�»HE�  ;@¡/; ´ E�»HF7� � ¡t?�³�:�E�>�C(G � >�C�D � C�>7³ ?r¬�?@C�A�  � >7¡7E� �G ´ C��/; �@�

=��



§";#: ´ F7¹/; �B��· � � ;@< � �!W ;@?�F7GHF7 9E�G ��¶ D�E�¡ � �7¡7E�«  ';@GHGH³�F ?�> �   � ¡7F < � > �µ´��0� ;tE � G � >�C�D � C�>7³
� >/; � D � E@>7F/F �

RT = 10.0
� ³�G � D7 �� �

G � >�C�D � C�>/;
T
¸7G

m(T ) ∆m = m(T ) −mimp��� S-QSM e�����Q
B ��= =�6�6�¿�� ��� 6�6�����=�b

6.23 · 10−4

Q �<Q =��76�¿�� ��� 6�6�����=��
6.31 · 10−4

 ��-M M�M-O�P�T S-QSZ�Z-O�R, %S
7.52 · 10−4

=���B Q��#B���6 ��� 6�6��2b ���
8.00 · 10−4

6���¿ =�QNB���Q ��� 6�6��2b ���
8.01 · 10−4M��  M�Z-O�R�P S-QSZ�Z-O�T�X�M
8.66 · 10−4

6���= Q�¿��@��� ��� 6�6��2b��B�
8.79 · 10−4

 ��   �P,S�S�M S-QSZ�Z-O�P,S� 
9.88 · 10−4

6��<Q B ����� � ��� 6�6��2=�b�6
1.01 · 10−3Z��   %S	T�Z�P S-QSZ�Z-O� � �M
1.25 · 10−3

¿ ��6 Q�¿NB�¿#= ��� 6�6��YB��#=
1.27 · 10−3

=���6 Q��B�#=#B ��� 6�6��26�b�Q
1.31 · 10−3

Q ��6 B�Q@��=�� ��� 6�6��26��7b
1.37 · 10−3

� ��b =�¿�Q@��6 ��� 6�6��²�#6�Q
1.46 · 10−3

 ��-Z Z�T�T	P�S S-QSZ�Z-O�O�R, 
1.50 · 10−3

� ��¿ Q�������6 ��� 6�6��@�7b�6
1.51 · 10−3

� ��= Q��²� ��� ��� 6�6��@�²��6
1.59 · 10−3

� �<Q B�������� ��� 6�6�����¿��
1.72 · 10−3Z��-Z Z�X	P,S�M S-QSZ�Z�S	R�Z�S
1.76 · 10−3

� ��B 6#B�¿#6�� ��� 6�6���¿���¿
1.96 · 10−3X��-Z X�V�V�S�Z S-QSZ�Z�S	X�S5O
2.49 · 10−3

b���� Q�Q#=���Q ��� 6�6��@���7=
2.68 · 10−3

¿ ��� B �#B7�2B ��� 6�������b�¿
2.70 · 10−3

=���� B�6��@��b ��� 6������#B�B
2.75 · 10−3

Q ��� 6�¿@���²� ��� 6����#b�¿#6
2.82 · 10−3

B ��� 6���b���Q ��� 6�����¿NB��
2.95 · 10−3Z��-X X, �V�V	T S-QSZ�X�R, �V, 
3.23 · 10−3X��-X O�T�M	P�M S-QSZ�X�T�V�R�V
4.00 · 10−3

� ��= B�Q����B� ��� 6���¿N=�b�Q
5.01 · 10−3

� �<Q 6�¿@���#6 ��� 6���¿#QNB7�
5.15 · 10−3

� ��B �#b�b�Q�¿ ��� 6���¿@��¿�¿
5.41 · 10−3

� ��6 �@��¿#6#B ��� 6��#=�¿@��Q
5.99 · 10−3O��-X O�X	P�O�R S-QSZ�X�M�S	M�V
7.64 · 10−3X��"O O�S	R�S�O S-QSZ�X�S	T-O�T
1.19 · 10−2O��"O M-O�Z5O S-QSZ-O�V�S� �V
1.66 · 10−2

��� O/Q SLe�����Q
X��-X O�P< �T�S S-Q O�Z�V�V-O�S

5.92 · 10−3O��-X O�O�M�R	X S-Q O�Z, �T�T, 
7.65 · 10−3X��"O O�O�X	P, S-Q O�X, �O�V�S
1.84 · 10−2O��"O M�V-O�V S-Q O�X-O�S�S	R
2.15 · 10−2

��� O/QSM e�����Q
X��-X O�V, �O�T S-Q S	V�X�M�T�X

4.44 · 10−3O��-X O�S� �T�P S-Q S	V-O�R�S5O
5.12 · 10−3O��"O M�R�M	R S-Q S	M�Z�M-O� 
1.35 · 10−2=��



§";#: ´ F7¹/; �76�· � � ;@< � �!W ;@?�F7GHF7 9E�G ��¶ D�E�¡ � �7¡7E�«  ';@GHGH³�F ?�> �   � ¡7F < � > �µ´��0� ;tE � G � >�C�D � C�>7³
� >/; � D � E@>7F/F �

RT
� ½ ¤ C � �
G � >�C�D � C�>/;

T
¸7G

m(T ) ∆m = m(T ) −mimp��� S-QSM e�����Q
M��"O V�S	T-O�M S-QSX�V�T�M�X�Z

8.42 · 10−4

B ��� ��¿#6��7= ��� �#=�b���¿#=
1.29 · 10−3

 ��"O  �R�V�R�M S-QSX�V�T�S	V�M
1.30 · 10−3

6���6 �76�=�b��²� ��� �#=�¿��²�#B
2.26 · 10−3

6���� b�=�=�6�6 ��� �#=�¿��²���
2.26 · 10−3Z��"O Z�T�R�V�S S-QSX�V	P,S	R�S
2.27 · 10−3

� ��B �B¿#b�6�b�¿ ��� �#=#B�B�6�6
4.93 · 10−3

� ��6 �B��¿�� Q#6 ��� �#=#B�B�6��
4.93 · 10−3

� ��� ¿#=�b��#= ��� �#=#B�B�6��
4.93 · 10−3X��"O X�T�R�R�X S-QSX�V, � �X�S
4.94 · 10−3

� ��6 �B���²��Q#b ��� ��Q��#=#B �
1.67 · 10−2

� ��� = ��b �#B ��� ��Q��#=#B�b
1.67 · 10−2O��"O X-O�O�M�V S-QSX�M�X�V�Z�R
1.67 · 10−2

��� O/Q SLe�����Q
B ��� ��6��76 � ��� ���76�¿�Q�Q

1.29 · 10−3

 ��"O  �R	P/Z�T S-QSX-O�Z	P/X�T
1.32 · 10−3

6���6 �B�#b�= � � ��� ���B��¿#b�=
2.26 · 10−3
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� ��B �7=�=�����b ��� ���²�������
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� ��6 ���7b ����¿ ��� ���²���²� �
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r ψ ϕ u v w m� ³�G � D7  >/;B¬ � >/;B¬ � � ³�G � D7 ���G � ³�G � D7 ���G � ³�G � D7 ���G
1.6 · 10−11 −2.7 · 10−13 6.6 · 10−12 5.5 · 10−14 −3.0 · 10−14 1.6 · 10−14 3 · 10−17

6.0 · 10−11 −3.8 · 10−11 −5.6 · 10−11 −6.4 · 10−14 −2.2 · 10−13 1.1 · 10−13 3 · 10−17

3.8 · 10−11 −4.8 · 10−11 −5.0 · 10−11 −8.1 · 10−14 −1.6 · 10−13 6.9 · 10−14 3 · 10−17

1.8 · 10−10 4.9 · 10−11 −7.7 · 10−11 2.8 · 10−14 −6.5 · 10−13 2.5 · 10−13 3 · 10−17

1.5 · 10−10 1.1 · 10−11 −7.4 · 10−11 −2.1 · 10−13 −6.2 · 10−13 3.1 · 10−13 −6 · 10−18

3.1 · 10−10 5.4 · 10−10 1.4 · 10−10 7.5 · 10−13 −1.0 · 10−12 2.0 · 10−13 −6 · 10−18

4.7 · 10−10 4.6 · 10−10 1.5 · 10−10 3.8 · 10−13 −1.4 · 10−12 7.8 · 10−13 −4 · 10−17

−6.1 · 10−10 −3.8 · 10−10 2.8 · 10−11 −4.6 · 10−13 −2.2 · 10−13 2.9 · 10−13 −4 · 10−17

−7.3 · 10−10 −5.8 · 10−10 4.5 · 10−10 1.2 · 10−12 −2.1 · 10−12 6.2 · 10−12 2 · 10−17

−6.1 · 10−09 3.2 · 10−09 −6.1 · 10−09 7.6 · 10−12 −9.1 · 10−14 1.1 · 10−11 2 · 10−17

< � > � D ´�( � � ¡7F�� � :1;]<7E ´ C�� � ¡7¡7E�« � ;@D7F7  E�:�>/;�®¯E�  � >/; � D � E�>7F7F�<7>7E�? � >�� �0� G � � E��7¡7E�G ��¶
E�:�>/;Na � ¡7F�� ­vC�¡7D7¹7F7F < � > � D ´�( � � ¡7F7� ?(¡7E ´�¶ ? � E��7D�;BA�< � > � D ´�( � � ¡/F�� � �7»HF�¸�GHE¯A�>/;B°
¡ � ¡7F � < � >7?�³�A�F7¡ ��� »H>/; ´ E�? � ­vC�¡7D7¹7F7F 8 E�¡ � >��7»HF7¡/;

∆H(t)
F
pϕ(t)

��C <7> � ¬ �µ´ � �0� G �
<7E�»H> �A@ ¡7E�G ��¶ ?�³��7F7G ´�� ¡7F�� ­];�®¯E�?�³�AbFbGHE�<7>��<; � ¡7¡7³�Ab< � > �   � ¡7¡7³�A ? � E��7D�;BA < � > � °
D ´�( � � ¡7F�� � �7»HF�¸�;�F7  � ¡7¡7ELF�A E �²´ F7�7F � E � GHE�E � ? �0� G � ?@C ( arF�A ®¯¡/;²� � ¡7F7« ? �7F7G ´�� ¡�°
¡7E� �> �A@r� ¡7F7F�D7>/; � ?�E�«�®²;B¬	;²�7F � §";@D<; � E�<7> � ¬ �µ´ � �0� G � � E��7¡7E�G ��¶ E�:�>/;Na � ¡7F��t? � D � E�>�°
­vC�¡7D7¹7F7Ft¡ � ?@��®¯E�Dn?$¡7E ´�¶7�
8 E*> � ®HC ´�¶²� ; � ;@  �0� E�»HE ��� G � ;�E�D�;�®²; ´ E�G ¶ ¸�� � E�¡�C ´ Fb­vC�¡7D7¹7F7F < � > � D ´�( � � ¡7F�� E�<7> � °
¬ �µ´ � ( � G �tG � E��7¡7E � ��¶ (   � ¡ ¶#@r� «

10−8 � � ;#: ´ F7¹/; �2B � ��8v� >7?�³ � F7¡ ��� »H>/; ´ ³ GHE¯A�>/;@¡���°
( � G � G � E��7¡7E�G ��¶ (d· |∆H(t)| < 10−15 F |pϕ(t)| < 10−26 � ¦�;B¬�F�C�G�? � D � E�> ?�³��7F7G ´ ��°�0� G �LG � E��7¡7E�G ��¶ ( ¬�EnG¯;@¡ � F7  �0� >7E�?7¸5GHD�E�>7E�G � F G � E��7¡7E�G ��¶ ( ¬�En 9 ���G � � ;#: ´ F7¹/; � Q � �
¥9G ´ F C�� � G ��¶ ¸'� � E GHD�E�>7E@G � F F7  �#( � <7E�>���¬�E�D �²� D7 ���G@¸ � E E � ¡7E�GHF ���µ´�¶ ¡/;�� <7E�»H> �A@ °
¡7E�G ��¶ ?�³��7F7G ´�� ¡7F���­];�®¯E�?�³�A F GHE�<7>��<; � ¡7¡7³�A < � > �   � ¡7¡7³�A

< 10−8 � � ;#: ´ F7¹7³ � Q ¸
�7= � �V>�� D � E@>�°±­vC�¡7D7¹7F��L¡ � ?@��®¯E�D�E�:�>/;Na=; �0� G � ?�¡7E ´�¶ G � E��7¡7E�G ��¶ (

< 10−8 � � ;#: ´ F7¹/;�B¿ � �

¿��



§";#: ´ F7¹/; �7=�·%C � ¡7E�GHF ���µ´�¶ ¡/;��t<7E�»H> �A@ ¡7E�G ��¶ ?�³��7F7G ´�� ¡7F��tGHE�<7>��<; � ¡7¡7³�An< � > �   � ¡7¡7³�A �

pr pψ pu pv pw pm ';@D�GHF7 '; ´�¶ ¡7E � ®¯¡/;²� � ¡7F � < � > �   � ¡7¡7E�«
5.8 · 10−04 6.0 · 10−03 2.9 · 10−01 9.4 · 10−01 1.0 2.6 · 10−02E � ¡7E�GHF ���µ´�¶ ¡/;��t<7E�»H> �A@ ¡7E�G ��¶
−1.2 · 10−11 −8.2 · 10−12 1.3 · 10−11 −3.3 · 10−12 −4.2 · 10−12 6.4 · 10−13

−9.2 · 10−11 4.9 · 10−11 −5.5 · 10−11 −5.1 · 10−11 −3.1 · 10−11 6.4 · 10−13

−6.8 · 10−11 4.7 · 10−11 −5.8 · 10−11 −4.5 · 10−11 −1.7 · 10−11 1.0 · 10−12

4.2 · 10−10 4.8 · 10−11 1.3 · 10−11 1.6 · 10−10 1.3 · 10−10 1.0 · 10−12

4.6 · 10−10 6.5 · 10−11 −1.9 · 10−11 1.3 · 10−10 1.2 · 10−10 2.5 · 10−12

3.6 · 10−09 −2.1 · 10−10 4.4 · 10−10 1.5 · 10−09 1.2 · 10−09 2.5 · 10−12

3.5 · 10−09 −1.7 · 10−10 6.3 · 10−10 1.4 · 10−09 1.0 · 10−09 2.2 · 10−11

3.5 · 10−09 1.2 · 10−10 −2.6 · 10−09 −2.3 · 10−09 1.7 · 10−09 2.2 · 10−11

5.0 · 10−09 4.2 · 10−10 −5.2 · 10−09 −3.4 · 10−09 2.2 · 10−09 −1.9 · 10−10

9.8 · 10−09 −5.8 · 10−09 −3.0 · 10−09 −7.2 · 10−09 3.0 · 10−09 −1.9 · 10−10

§";#: ´ F7¹/; �B¿�·�>�� D � E�>�°±­vC�¡7D7¹7F��t¡ � ?@��®¯E�D �
�µ´��   � ¡ � ®¯¡/;²� � ¡7F �

p2
r(0) + p2

ψ(0) + p2
u(0) + p2

v(0) + p2
w(0) − 1 2.21 · 10−13

r(0) −R0 0
u(0) 2.58 · 10−27

v(0) − V0 cosϕ(0) sin i 1.32 · 10−14

w2(0) + v2(0) − V 2
0 9.86 · 10−16

m(0) − 1 0
cosψ(0) sinϕ(0) sin i− sinψ(0) cos i 9.98 · 10−13

pψ(0) cosψ(0) cosϕ(0) sin i+ (sinψ(0) sinϕ(0) sin i+ cosψ(0) cos i)×
×

(
pϕ(0) − pv(0)w(0) − pw(0)v(0)

w(0)V0 sinϕ(0) sin i

)
−2.56 · 10−15

r(T ) −RT 6.49 · 10−09

ψ(T ) 2.23 · 10−09

w(T ) − VT 2.21 · 10−11

u(T ) 1.86 · 10−11

pϕ(T ) 3.42 · 10−27

v(T ) −2.02 · 10−11

H(T ) −5.13 · 10−15

¿#6



§";#: ´ F7¹/; �7b�· ¦ � ®HC ´�¶²� ; � ³ ? � E�>7E�»HE ��� G � ; �
< � > �   � ¡7¡/;��

∆
r −9.05 · 10−13

ψ −1.65 · 10−13

ϕ −1.18 · 10−13

u −1.02 · 10−15

v 1.94 · 10−15

w −7.46 · 10−17

m 9.22 · 10−18

pr −2.08 · 10−15

pψ 1.43 · 10−16

pϕ 0
pu 1.44 · 10−13

pv −2.07 · 10−12

pw −1.97 · 10−12

pm 1.22 · 10−15

��� ¤'A �  ';�<7>7E�GH� �0� ; � >/; � D � E�>7F7F ;@¡/; ´ E�»HF7�7¡/;�< � >7?�E� "C ��� G � C � ¦ �A@ ; ( � G �t®²;B¬	;²�7F 4 E @ F
X ?�< � > � ¬ X F X ¡/;�®²;B¬ X�� ¤�>/;@?�¡7F7?�; �0� G ��E �¯´ F7�7F � <7E ´ C�� � ¡7¡7³�A�?]> � ®HC ´�¶B� ; ��� � ;@D�E�»HEd<7>7E�°
GH� �0� ;$®¯¡/;²� � ¡7F7«*­];�®¯E�?�³�AnFnGHE�<7>��<; � ¡7¡7³�At< � > �   � ¡7¡7³�A*E � F7G A�E¯¬�¡7³�An®¯¡/;²� � ¡7F7« � £+®
� ;#: ´ F7¹7³ �7b ?�F�¬�¡7E7¸/� � E�<7E ´ C�� � ¡7¡/;��t>/;�®¯¡7E�G ��¶ F7  �H�0� <7E�>���¬�E�D

10−12 �
8 >7E�? � ¬ � ¡7¡7³ �$��� G � ³�<7E@®¯?�E ´ � ( � <7> � ¬�<7E ´ E7;¼F ��¶ ¸-� � E�G=<7E� 9E#a ¶ ( <7> � ¬ ´ E ; � ¡7¡7E�«L?�³�°

�7F7G ´ F ���0´�¶ ¡7E�«tG A �  9³ D7>/; � ?�;��(®²;B¬	;²�/;$> �A@r� ¡/;�G+¬�E�G � ; � E��7¡7E¼?�³�GHE�D�E�« � E��7¡7E�G ��¶ (d�

¿NB
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£+®¯? � G � ¡7E7¸�� � E > �A@ ; �  9³ � ?LF7 9<�C ´�¶ GH¡7E�« <7E�G � ;@¡7E�?�D � ®²;B¬	;²�7F E�< � F7 9F�®²;@¹7F7F � >/; � D � E�>7F7«
< � > �µ´��0� ; 4 ¨xG]¦/¢���§�¸7?$D�E � E�>7³�AtGHF7G ���  ';=¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�AnC�>/;@?�¡ � ¡7F7«n¡ � C�<7>/;@? ´ � � °
 'E@»HE � </;@GHGHF7?�¡7E�»HE ��¬�?�F<; � ¡7F�� 4 ¨%F7  �H�0� <7E ´ ¡7³�«*¡/;#:�E�>n< � >7?�³�A*F7¡ ��� »H>/; ´ E�? � E�:#arF7«tF7¡�°
��� »H>/; ´ �µ¸�D�;@D�¸�¡/;@<7>7F7  � >�¸�GHF7G ���  ';]¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A¼C�>/;@?�¡ � ¡7F7«�</;@GHGHF7?�¡7E�»HE]¬�?�F<; � ¡7F��
4 ¨%?�?�;@D�C�C�  � ?�¹ � ¡ � >/; ´�¶ ¡7E� �¡ ¶ ( � E�¡7E�?�GHD�E� �»H>/;@?�F � ;@¹7F7E�¡7¡7E� �<7E ´�� E¯¬�¡7E�»HE�<7>7F � �7»HF7?�;B°
( a � »HE�¹ � ¡ � >/;  =�6 ¸ � �%6 � ¸ B�� " ¸/ 9E�»0C � :�³ ��¶ GH? � ¬ � ¡7³º¬ ´ �t¡ � D�E � E�>7³�A � F7<7E�?�­vC�¡7D7¹7F7E�¡/; ´ E�?
FbD7>/; � ?�³�A C�G ´ E�?�F7«bD ®²;B¬	;B�/;@   '; ���  '; � F7� � G¯D�E�»HE � ¡ �µ´ F7¡ � «7¡7E�»HE �d<7>7E�»H>/;@ 9 9F7>7E�?�;@¡7F�� �
D�E�¡ � �7¡7E�  � >7¡7³� �®²;B¬	;²�/;@ �¸/¡ �1� > � :@C ( a=F7 �> �A@r� ¡7F��*D7>/; � ?�E�«�®²;B¬	;B�7F(¬ ´ �tGHF7G ���  9³xE�:�³�D�°
¡7E�? � ¡7¡7³�A�¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�AtC�>/;@?�¡ � ¡7F7«�¸	?��/;@G � ¡7E�G � F�¸	DtE�<7> � ¬ �µ´�� ¡7F ( C�G ´ E�?�¡7E�»HE¼F ´ F
: � ®HC�G ´ E�?�¡7E�»HE � D�G � > �  "C� ';(­vC�¡7D7¹7F7F E¯¬�¡7E�»HE7¸�¬�?@C�A*F �²� ¬ � ¡ � ®²;@?�F7GHF7 9³�A�< � > �   � ¡7¡7³�A  =�6 " �
8 >7F7? � ¬ �  �¡ � D�E � E�>7³ � > � ®HC ´�¶B� ; � ³x> �A@r� ¡7F��*F7 9<�C ´�¶ GH¡7³�At®²;B¬	;²�tE�< � F7 9F�®²;@¹7F7F*< � > �µ´�T0� E�?
4 ¨x?$¹ � ¡ � >/; ´�¶ ¡7E� �¡ ¶ ( � E�¡7E�?�GHD�E�  <7E ´��@�
¦";@G0� T0� F7 9<�C ´�¶ GH¡7³�Ab ';@¡ � ?�>7E�?tE�:�³��7¡7Et<7>7E�?�E²¬/� � ? ��� >7 9F7¡/;BA � > � :@C �  9E�»HE�<7>7F7>/;Na � °

¡7F��¼GHD�E�>7E�G � F ��8 E ´ C�� � ¡7¡7E � > �A@r� ¡7F �  9E7;¼¡7E1< � > � GH�7F � ; ��¶ ?1®²; � >/; � ³ � E�< ´ F7?�;]¡/;1< � > �µ´�T0� ¸
� G ´ F(F�®¯? � G � ¡7³�A�;@>/;@D ��� >7F7G � F7D7F�¬�?�F7»µ; ���µ´�¶ ¡7E�«�C�G � ;@¡7E�?�D7F � ¢ ´ � �0� E�»HE=F7G0<7E ´�¶ ®HC �0� G �(­1E�>�°
 9C ´ ;�©vF7E ´ D�E�?�GHD�E�»HE

m1 = m0e
−∆V/C ¸�» ¬ � m0

�  ';@GHG¯; 4 ¨ ¬�E(F7 9<�C ´�¶ G¯;�¸
m1
� <7E�G ´��

F7 '<�C ´�¶ G¯;�¸
∆V

� ? �µ´ F7�7F7¡/; F7 9<�C ´�¶ G¯;�¸
C
� GHD�E�>7E�G ��¶ F7G ��� � � ¡7F7��> � ;@D � F7?�¡7E�«�G � >�C�F �

C :�E@®¯¡/;B� � ¡7F �
r̃
E@®¯¡/;B�/; �0� >/;B¬�F�C�G@¸/E � ¡ � G � ¡7¡7³ «*D�>/;B¬�F�C�G0Cn¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�«�E�>,:�F � ³v¸

Ṽ
� GHD�E�°

>7E�G ��¶ E � ¡ � G � ¡7¡/;��tDnGHD�E�>7E�G � F�¬�?�F<; � ¡7F��n<7E$¡/;B�/; ´�¶ ¡7E�«nD7>�C�»HE�?�E�«nE�>,:�F ���@�
> G ´ C��/; � D�E� 9< ´ ;@¡/;@>7¡7³�AbD7>�C�»HE�?�³�A E�>,:�F � >/;@GHGH '; � >7F7?�; ( � G � ¬�?@C�A�°1F � > � A�F7 9<�C ´�¶ Gµ°

¡7³ �(� >/; � D � E�>7F7F � W ; � >/; � ³ GHD�E�>7E�G � F <7>7F E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E� %»HE� ';@¡7E�?�GHD�E�  ¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E� 
< � > �µ´��0��� ?�³��7F7G ´ � ( � G �t<7E�­1E�>7 "C ´ ;@   =�6 " ·

∆Ṽ1 =
√

2r̃/(1 + r̃) − 1, ∆Ṽ2 = (1 −
√

2/(1 + r̃))/
√
r̃.

¦9F7G �%6���· ¤'A �  ';=¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡/E�»HE¼< � > �µ´��0� ; �
W ; � >/; � ³�GHD�E�>7E�G � F%<7>7F � > � A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�  ;@<7GHF�¬	; ´�¶ ¡7E�  < � > �µ´��0��� ?�³��7F7G ´ � ( � G �%<7E

­1E�>7 "C ´ ;@  ·

¿�Q



¦9F7G �%6�6�· ¤'A �  '; � > � A�F7 9<�C ´�¶ GH¡/E�»HE¼< � > �µ´��0� ; �

∆Ṽ1 =
√

2r̃a/(1 + r̃a) − 1,

∆Ṽ2 = (
√

2r̃/(r̃ + r̃a) −
√

2/(1 + r̃a))/
√
r̃a,

∆Ṽ3 = ±
√

2r̃a/(r̃ + r̃a)/
√
r̃,

» ¬ �
ra
� >/;B¬�F�C�G1;@<7E�¹ � ¡ � >/;�¸7?rD�E � E�>7E�  GHE�E�:#a=; �0� G ��? � E�>7E�«(F7 9<�C ´�¶ G ��W ¡/;@D X �	X ?=?�³�>/;B°

; � ¡7F7F�¬ ´ �
∆Ṽ3

GHE�E � ? �0� G � ?@C �0� G ´ C��/; (
ra > r2

¸ X − X ?$G ´ C��/; � ra < r2
�

¦";�®H¡7F7¹/;�?�<7>7F7>/;Na � ¡7F7FLGHD�E�>7E�G � FL¡/;(< � > �µ´�T0� ?(G ´ C��/; � ¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»HEtF � > � A�F7 �°
<�C ´�¶ GH¡7E�»HE¼< � > �µ´��µ� ; � <7>7F

ra → ∞ � ·

δṼ (r̃) =
√

2
{
(r̃ − 1)/

√
r̃(1 + r̃) + (

√
2 − 1)/

√
(r̃) − 1

}
.

¦9F7G ��6#B7·�C : ´ ;@G � FtE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E@G � Fn¬�?@C�A�°�F � > � A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»HE�< � > �µ´��0� ; �

¿#=



:1;(>7F7G0C�¡7D � 6#B
ramin

� >/;B¬�F�C�G¼;@<7E�¹ � ¡ � >/;�¸5<7>7FLD�E � E�>7E� 4®²; � >/; � ³ A�;@>/;@D ��� >7F7G � F7� � °
GHD�E�« GHD�E�>7E@G � Fb¡/;(¬�?@C�A�°vF � > � A�F7 9<�C ´�¶ GH¡/³�«b< � > �µ´�T0� E¯¬�F7¡/;@D�E�?�³ �(C : ´ ;�G ��¶ � � E�: ´ ;@G ��¶
E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � Fn¬�?@C�A�F7 9<�C ´�¶ G¯¡7E�»HE¼< � > �µ´��0� ;�¸ � �'��� > � A�F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»¯E �
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(ϕ(0) = 0)
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(t ∈ [0+;T−])

¸/<7E�G ´�� ? � E�>7E�»HE�F7 9<�C ´�¶ G¯;
(t = T+)
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ṁ = 0, ṙ = u, ϕ̇ = v/r,
u̇ = v2/r − µ/r2, v̇ = −uv/r;
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t = 0−, 0+, T−, T+
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t = 0−
 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F (

G0−
¸7®²;B¬	;@?�; �  9E� "C�C�G ´ E�?�F��7 9F ·

m(0−) = 1, r(0−) = R0, ϕ(0−) = 0, u(0−) = 0, v(0−) = V0,
� ¿#6 �
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R0
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V0 ≡
√
µ/R0

� GHD�E�>7E�G ��¶ ¬�?�F<; � ¡7F�� 4 ¨ <7E
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t = 0+
 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F (

G0+
·

m(0+) = m(0−)e−∆V0/c, r(0+) = r(0−), ϕ(0+) = ϕ(0−),
� ¿NB �

» ¬ �
∆V0 =

√
(u(0+) − u(0−))2 + (v(0+) − v(0−))2

¸
c
� GHD�E�>7E�G ��¶ F7G ��� � � ¡7F��*> � ;@D � F7?�¡7E�«

G � >�C�F�� <7E�G � E²�7¡7¡/;��4? �µ´ F7�7F7¡/;�¸�¡ � ®²;@?�F7G �<a=;���E � ? �µ´ F7�7F7¡7³ � �7»HF��µ¸
c = g3Pud

¸
Pud

�
C²¬ �µ´�¶ ¡/;�� � �7»µ; � <7E�G � E²�7¡7¡/;��n? �µ´ F7�7F7¡/;�� �
<7>7F

t = T−
 9¡7E�»HE�E�:�>/;B®¯F (

GT−

·

m(T+) = m(T−)e−∆V1/c, r(T+) = r(T−), ϕ(T+) = ϕ(T−),
� ¿�Q �

» ¬ �
∆V1 =

√
(u(T+) − u(T−))2 + (v(T+) − v(T−))2

�
<7>7F

t = T+
 9¡7E�»HE�E�:�>/;B®¯F (

GT+

·

r(T+) = RT , u(T+) = 0, v(T+) = VT ,
� ¿#= �

» ¬ �
RT
� >/;B¬�F�C�G D�E�¡ � �7¡7E�«¼E�>,:�F � ³v¸

VT ≡
√
µ/RT

� GHD�E�>7E�G ��¶ ¬�?�F<; � ¡7F�� 4 ¨�<7EdD�E�¡ � ��°
¡7E�«nD7>�C�»HE�?�E�«nE�>,:�F ���@�
¾nF7¡7F7 9F�®¯F7>�C �0� G � ��� >7 9F7¡/; ´�¶ ¡7³�«*­vC�¡7D7¹7F7E�¡/; ´5·

I ≡ −m(T+) → inf .
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� C�¡7D7¹7F�� H F ��� >7 9F7¡/;@¡ �

l
®¯;B¬	;B�7FnF7  �#( � ?�F�¬ ·

H(m, r, ϕ, u, v, pm, pr, pϕ, pu, pv) ≡ pru+ pϕv + pu(v
2/r − µ/r2) − pvuv/r,

l ≡ −λ0m(T+) + λm0−(m(0−) − 1) + λr0−(r(0−) −R0) + λϕ0−ϕ(0−)+
+λu0−u(0−) + λv0−(v(0−) − V0)+
+λr0+(r(0+) − r(0−)) + λϕ0+(ϕ(0+) − ϕ(0−) + λm0+(m(0+) −m(0−)e−∆V0/c)+
+λrT−(r(T+) − r(T−)) + λϕT−(ϕ(T+) − ϕ(T−) + λmT−(m(T+) −m(T−)e−∆V1/c)+
+λrT+(r(T+) −RT ) + λuT+u(T+) + λvT+(v(T+) − VT ),
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» ¬ � ¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F � ­vC�¡7D7¹7F7F � GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � �
pi(t) (i = m, r, ϕ, u, v)

Fb�7F7G ´ ;
λ0

¸
λi0 (i = m, r, ϕ, u, v), λiT (i = r, u, v)

�  9¡7E�°
;¼F ���µ´ F��d;@»H>/;@¡<;$; �

• C�>/;@?�¡ � ¡7F�� � « ´�� >/; � GHE�<7>��<; � ¡7¡/;���GHF7G ���  '; ṗi = −∂H∂i , i = m, r, ϕ, u, v
� ·

ṗm = 0
ṗr = pϕv/r

2 + pu(v
2/r − 2µ/r3) − pvuv/r

2

ṗϕ = 0
ṗu = −pr + pvv/r
ṗv = −rϕ/r − pu2u/r + pvu/r;
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• C�G ´ E�?�F�� � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F*<7E$­];�®¯E�?�³�  < � > �   � ¡7¡7³�  ·
�
pi(0+) = ∂l

∂i(0+)
, pi(T−) = − ∂l

∂i(T−)
, i = m, r, ϕ, u, v

� ·

pm(0+) = λm0+, pm(T−) = λmT−e
−∆V1/c,

pr(0+) = λr0+, pϕ(0+) = λϕ0+,

pu(0+) = λm0+m(0−)e−∆V0/cu(0+) − u(0−)
∆V0c

,

pv(0+) = λm0+m(0−)e−∆V0/c v(0+) − v(0−)
∆V0c

,

pr(T−) = λrT−, pϕ(T−) = λϕT−,

pu(T−) = λmT−m(T−)e−∆V1/cu(T+) − u(T−)
∆V1c

,

pv(T−) = λmT−m(T−)e−∆V1/c v(T+) − v(T−)
∆V1c

;
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�
pi(0−) = ∂l

∂i(0−)
= 0, pi(T+) = ∂l

∂i(T+)
= 0, i = m, r, ϕ, u, v

� ·

0 = pm(0−) = λm0− − λm0+e
−∆V0/c, 0 = pm(T+) = −λ0 + λmT−,

0 = pr(0−) = λr0− − λr0+, 0 = pϕ(0−) = λϕ0− − λϕ0+,

0 = pu(0−) = λu0− − λm0+m(0−)e−∆V0/cu(0+) − u(0−)
∆V0c

,

0 = pv(0−) = λv0− − λm0+m(0−)e−∆V0/c v(0+) − v(0−)
∆V0c

,

0 = pr(T+) = λrT+ − λrT−, 0 = pϕ(T+) = λϕT+ − λϕT−,

0 = pu(T+) = λuT+ − λmT−m(T−)e−∆V1/cu(T+) − u(T−)
∆V1c

,

0 = pv(T+) = λvT+ − λmT−m(T−)e−∆V1/c v(T+) − v(T−)
∆V1c

;

� b�� �

• C�G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � Ft<7E T− (H(T−) = ∂l
∂T−

)
·

H(T−) = 0;
� b�� �

• C�G ´ E�?�F � ¡ � E � >7F7¹/; ���0´�¶ ¡7E�G � F ·
λ0 ≥ 0;

� b�6 �

• C�G ´ E�?�F � :1¥'¦";@? � ¡7G � ?�; C ¬�¡7E@?�> �   � ¡7¡7Er:+C ´�( ?�G � A� 9¡7E7;¼F ���µ´�� « �d;@»H>/;@¡<;$; � C�G ´ E�?�F �:1¥'¦ C :�� ·
∑

i=r,ϕ,u,v,m

||pi||KC1
+

∑

i=m,r,ϕ,u,v

|λi0−|+
∑

i=m,r,ϕ

(|λi0+|+ |λiT−|) +
∑

i=r,u,v

|λiT+|+ |λ0| 6= 0.

� b#B �

[ QSZ�QSZ Kne��7c�`��<� �����(��l��
¤�E�E � ¡7E @r� ¡7F���� ¿�� � ° � ¿#= �µ¸ � ¿#b � ° � b#B �$<7> � ¬�G � ;@? ´ � ( � GHE�:�E�«�D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;²��C ¬ ´ ��GHF7G ���  9³
E�:�³�D7¡7E�? � ¡7¡7³�An¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A*C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � : � F�®¯? � G � ¡7³  9F�?¼¡ � «t�7? ´ � ( � G � �²� ­];B°
®¯E�?�³�A�F*GHE�<7>��<; � ¡7¡7³�A�< � > �   � ¡7¡7³�A ?� 9E�  � ¡ �

t = 0−
¸ �²� <7E�G � E²�7¡7¡7³�A�F7¡ ��� »H>7F/>7E�?�;@¡7F��

GHF7G ���  '³4¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A�C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � ¿�� �µ¸ � ¿�� ��¡/;dC��/;@G � D �
t ∈ [0+;T−]

¸7?�> �  "��< � > � °
´��0� ;

T
¸��7F7G ´ E�?�³ �  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;$;

λ0

¸
λi0−(i = m, r, ϕ, u, v)

¸
λi0+(i = m, r, ϕ)

¸
λiT−(i = m, r, ϕ)

¸
λiT+(i = r, u, v)

� ?�G � »HE 6�= ¡ � F�®¯? � G � ¡/³�A � ¢ ´ ��F�A�E�<7> � ¬ �µ´�� ¡7F��(F7  �H�0� °
G � 6�= C�G ´ E�?�F7« ���2B »H>/;@¡7F7�7¡7³�AtC�G ´ E�?�F7« � ¿#6 � ° � ¿#= �µ¸ �@� C�G ´ E�?�F7« � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F � b�� � °
� b�� �µ¸7C�G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � F � b�� ��F�C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F�¸/GH?@��®²;@¡7¡7E � G1E¯¬�¡7E�>7E¯¬�¡7E�G ��¶ (

b��



C�G ´ E�?�F7«(<7>7F7¡7¹7F7</; �d;@»H>/;@¡<;$;d<7Er 9¡7E ;¼F ���µ´ �7  �d;@»H>/;@¡<;$;�¸�<7E@®¯?�E ´ � ( a � «(?�³�:�F7>/; ��¶ F�A�G
� E��7¡7E�G ��¶ ( ¬�En<7E ´ E7;¼F ���µ´�¶ ¡7E�»HEtGHE� 9¡7E7;¼F ���µ´ � � O G ´ E�?@F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F GHE�?�</;²¬	; �0� G$C�G ´ E�°
?�F �   ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7Fn?$GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a � «t®²;B¬	;²� � E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�»HE�C�<7>/;@? ´�� ¡7F�� � » ´5�	� � ·

p2
r(0+) + p2

u(0+) + p2
v(0+) = 1.

� b�Q �

> ³�:�E�> � ;@D�E@»HE�C�G ´ E�?�F��n<7>/;@?�E�  � > � ¡�¸ �B� D � E�:�>/;Na � ¡7F � ?�¡7E ´�¶ G0C� 9 9³

p2
r(0+) + p2

u(0+) + p2
v(0+)

<7>7E � F7?�E�> � �7F � C�G ´ E�?@F ( :1¥'¦ C : � b#B � �
W ;@  �0� F7  � ;@D<; � ¸ � � E F�® C�G ´ E@?�F7« � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F

pm(T−) = λmT−e
−∆V/c ¸

pm(T+) = −λ0 + λmT− = 0
FNC�G ´ E�?�F�� ¡ � E � >7F7¹/; ���0´�¶ ¡7E�G � F � b�6 �%G ´�� ¬/C �0� � � E

pm(t) ≥ 0, t ∈ [0+;T−]
�

: � F�®¯? � G � ¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � ? � E��7D�;BA
t = 0−

F
t = T+

 9E ;¼¡7E�F7GHD ´�( �/; ��¶ D�;@D�<7E�G ´��
<7E�G � ;@¡7E�?�D7F(®²;B¬	;²�7F�¸ � ;@D�F(<7E�G ´�� <7>7F7  � ¡ � ¡7F��n<7>7F7¡7¹7F7</; �d;@»H>/;@¡<;�; �,C :�;rGH<7E�GHE#:�;=<7>7F7?�E�°
¬/� � D�E²¬�F7¡/;@D�E�?�E� "C(> � ®HC ´�¶²� ; � C �
4 >/; � ?�;���®²;B¬	;B�/;]F7  �H�0� G ´�� ¬/C ( arF7«�?�F�¬ � ¤�F7G ���  ';rC�>/;@?�¡ � ¡7F7« � ¿�� �µ¸ � ¿�� � � : � F�®¯? � G � ¡7³ �@·

r(0+), ϕ(0+), u(0+), v(0+),m(0+), pr(0+), pϕ(0+), pu(0+), pv(0+), pm(0+), T ;
� b�= �

O G ´ E�?�F�� ·

r(0+) = R0, ϕ(0+) = 0, m(0+) = e−∆V0/c,

pu(0+) =
pm(0+)m(0+)u(0+)

∆V0c
, pv(0+) =

pm(0+)m(0+)(v(0+) − V0)
∆V0c

,

p2
r(0+) + p2

u(0+) + p2
v(0+) = 1,

r(T−) = RT , pϕ(T−) = 0, H(T−) = 0,

pu(T−) = −pm(T−)m(T−)u(T−)
∆V1c

, pv(T−) =
pm(T−)m(T−)(V1 − v(T−))

∆V1c
.

� b�¿ �

8 >7Ft�7F7G ´�� ¡7¡7E� �<7E�G � >7E � ¡7F7F�> �A@r� ¡7F7«� 9E7;¼¡7E$®²;@  � ¡7F ��¶
u(0+)

¸
v(0+)

¡/;
∆V0

¸
θ
�

? �µ´ F7�7F7¡�C F4C�»HE ´   � ;$¬/C4? � D � E�>7E@  � �7»HF F >/;B¬�F�C�Gµ°±? � D � E�>7E� �¸ E � GH�7F � ³ ?�; �  9³�«xE � <7E�°
´ E ;¼F ���µ´�¶ ¡7E�»HE ¡/;@<7>/;@? ´�� ¡7F��º>/;B¬�F�C�Gµ°±? � D � E�>/; ? � CM; � G � E�>7E�¡�C�¸ � � E F�C�»HE ´

ϕ
� §�E�» ¬	;

u(0+) = ∆V0 cos θ
¸
V (0+) = V0 + ∆V0 sin θ

�
> > � ®HC ´�¶²� ; ��� > �A@r� ¡7F�� �0� E�«*D7>/; � ?�E�«n®²;B¬	;²�7F*E�<7> � ¬ �µ´ � ( � G �*C¯¬�E�? ´��0� ?�E�>�� ( arF � ¡ � E�:�°

A�E¯¬�F7 9³� �C�G ´ E�?�F��7  E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F$< � >7?�E�»HE+<7E�>���¬�D�; � >/; � D � E�>7F7F$F7 9<�C ´�¶ GH¡7E�»HEv< � > �µ´��0� ;
4 ¨�� � D�G � > �  '; ´ Ft®²;B¬	;²�7F�� �

� ��� ������	�
��	� ����������� � ������ �� ������ ���
�	������ �  ��# ����� � � 
������$��# ��
 �
 � �

[ Q  5Q O mn_%��$��,��_�`�.V� �����(��l�k
¦";@GHGH '; � >7F7?�; �0� G �d®²;B¬	;B�/; < � > � ´��0� ; 4 ¨   � ;$¬/C]D7>�C�»HE@?�³� 9F=E�>,:�F � ;@ 9Fr£]¤ W�� � � ®�E�»H>/;@¡7F7� � °
¡7F�� E�:#ar¡7E�G � FLGH�7F � ; �0� G ��¸-� � E�¹ �µ´�� ?�;�� E�>,:�F � ;�¡/;BA�E¯¬�F � G � ? � D7?�; � E�>7F/; ´�¶ ¡7E�« < ´ E�GHD�E�G � F
�
i = 0

�µ¸'; ;t¬�E ´ »HE � ; ?�E�G A�E¯¬/�<a � »HE C�® ´ ;L¡/;²�/; ´�¶ ¡7E�« E�>,:�F � ³ >/;@?�¡/;�¡�C ´�(d� § >/; � D � E�>7F��
¬ �µ´ F � G �t¡/;=C��/;@G � D7F · ¬�E� 9E�  � ¡ � ;�< � >7?�E�»HE�F7 9<�C ´�¶ G¯;

(t = 0−)
¸7C��/;@G � E�Dt</;@GHGHF7?�¡7E�»HE$¬�?�F�°

; � ¡7F��1<7E D � < ´�� >7E�?�GHD�E�« � >/; � D � E�>7F7Fr<7E�G ´�� < � >7?�E�»HE F7 9<�C ´�¶ G¯; F+¬�E ? � E�>7E�»HE
(t ∈ [0+;T−])

¸
<7E�G ´�� ? � E�>7E�»HE�F7 9<�C ´�¶ G¯;

(t = T+)
�

b��



¢d?�F<; � ¡7F � ¹ � ¡ � >/;r ';@GHG 4 ¨º?d¹ � ¡ � >/; ´�¶ ¡7E�  ¡ ¶ ( � E�¡7E�? � D�E�  »0>/;@?�F � ;@¹7F7E�¡7¡7E� b<7E ´�� E¯¬7°
¡7E�»HEv<7>7F � �7»HF7?�; ( a � »HE1¹ � ¡ � >/;v?+<�C�G � E ��� E�<7F7GH³�?�; �0� G �$?+GH­ � >7F7� � GHD�E�«$GHF7G ���   � D�E�E�>�¬�F7¡/; �
¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³� 9FtC�>/;@?�¡ � ¡7F��7 9F  ��¿ " ·

ṁ = 0,
ṙ = u,

ψ̇ = v/r,
ϕ̇ = w/r cosψ,
u̇ = v2/r + w2/r − µ/r2,
v̇ = −uv/r − w2 tgψ/r,
ẇ = −uw/r + vw tgψ/r;

� b�b �

� ;�®¯E�?�³ � D�E�E�>�¬�F7¡/; � ³ ?� 9E�  � ¡ � ³ ?�> �   � ¡7F
t = 0−, 0+, T−, T+

<7>7F7¡/;B¬ ´�� ;�; � G ´�� ¬/C ( °
arF7 � 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F��7  ·
<7>7F

t = 0−
 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F (

G0−
¸7®²;B¬	;@?�; �  9E� "C�C�G ´ E�?�F��7 9F ·

m(0−) = 1, r(0−) = R0− , u(0−) = 0, v(0−) = V0 cosϕ(0−) sin i,
w2(0−) + v2(0−) = V 2

0 , cosψ(0−) sinϕ(0−) sin i− sinψ(0−) cos i = 0,

� b � �

» ¬ �
R0
� >/;B¬�F�C�GrF7G A�E¯¬�¡7E�«�E�>,:�F � ³ 4 ¨d¸

V0 ≡
√
µ/R0

� GHD�E�>7E�G ��¶ ¬�?�F<; � ¡7F�� 4 ¨ <7E
F7G A�E¯¬�¡7E�«tD7>�C�»HE�?�E�«nE�>,:�F ��� £]¤ W ¸

i
� ¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F � F7G A�E¯¬�¡7E�«tE�>,:�F � ³ �

<7>7F
t = 0+

 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F (
G0+

·

m(0+) = m(0−)e−∆V0/c, r(0+) = r(0−),
ψ(0+) = ψ(0−), ϕ(0+) = ϕ(0−),

� ��� �

» ¬ �
∆V0 =

√
(u(0+) − u(0−))2 + (v(0+) − v(0−))2 + (w(0+) − w(0−))2

�
<7>7F

t = T−
 9¡7E�»HE�E�:�>/;B®¯F (

GT−

·

m(T+) = m(T−)e−∆V1/c, r(T+) = r(T−),
ψ(T+) = ψ(T−), ϕ(T+) = ϕ(T−),

� ��� �

» ¬ �
∆V1 =

√
(u(T+) − u(T−))2 + (v(T+) − v(T−))2 + (w(T+) − w(T−))2

�
<7>7F

t = T+
 9¡7E�»HE�E�:�>/;B®¯F (

GT+

·

r(T+) = RT , u(T+) = 0, v(T+) = 0, w(T+) = VT , ψ(T+) = 0,
� ��� �

» ¬ �
RT
� >/;B¬�F�C�G D�E�¡ � �7¡7E�«¼E�>,:�F � ³v¸

VT ≡
√
µ/RT

� GHD�E�>7E�G ��¶ ¬�?�F<; � ¡7F�� 4 ¨�<7EdD�E�¡ � ��°
¡7E�«nD7>�C�»HE�?�E�«nE�>,:�F ���@�
¾nF7¡7F7 9F�®¯F7>�C �0� G � ��� >7 9F7¡/; ´�¶ ¡7³�«*­vC�¡7D7¹7F7E�¡/; ´5·

I ≡ −m(T+) → inf .
� ��6 �

b�6



[ Q  5QSX �nc�_���G	_��"k�*v\$c K �#"�_�`�k�� _�)�$7k�*F�<"�j���_%��$7k
� C�¡7D7¹7F�� H F ��� >7 9F7¡/;@¡ �

l
®¯;B¬	;B�7FnF7  �#( � ?�F�¬ ·

H(m, r, ψ, ϕ, u, v, w, P, θ, γ, pm, pr, pψ, pϕ, pu, pv, pw) ≡
≡ pru+ pψv/r + pϕw/r cosψ + pu(v

2/r + w2/r − µ/r2)+
+pv(−uv/r − w2 tgψ/r) + pw(−uw/r + vw tgψ/r),

l ≡ λ0(−m(T+)) + λm0−(m(0−) − 1) + λr0−(r(0−) −R0)+
+λu0−u(0−) + λv0−(v(0−) − V0 cosϕ(0−) sin i) + λw0−(w2(0−) + v2(0−) − V 2

0 )+
+λn0−(cosψ(0−) sinϕ(0−) sin i− sinψ(0−) cos i)+
+λr0+

(r(0+) − r(0−)) + λψ0+
(ψ(0+) − ψ(0−)) + λϕ0+

(ϕ(0+) − ϕ(0−))+
+λm0+

(m(0+) −m(0−)e−∆V0/c) + λrT−(r(T+) − r(T−)) + λψT−(ψ(T+) − ψ(T−))+
+λϕT−(ϕ(T+) − ϕ(T−)) + λmT−(m(T+) −m(T−)e−∆V1/c) + λrT+

(r(T+) −RT )+
+λuT+

u(T+) + λvT+
v(T+) + λwT+

(w(T+) − VT ) + λψT+
ψ(T+),

� �#B �

» ¬ � ¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F � ­vC�¡7D7¹7F7F � GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � �
pi(t)

(i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w)
Ft�7F7G ´ ;

λ0
¸
λi0− (i = m, r, n, u, v, w)

¸
λi0+

(i = m, r, ψ, ϕ)
¸
λiT−

(i = m, r, ψ, ϕ)
¸
λiT+ (i = r, ψ, u, v, w)

�  9¡7E7;¼F ���µ´ F��];@»H>/;@¡<;�; �

• C�>/;@?�¡ � ¡7F�� � « ´�� >/; � GHE�<7>��<; � ¡7¡/;���GHF7G ���  '; ṗi = −∂H∂i , i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w
� ·

ṗm = 0,
ṗr = pψv/r

2 + pϕw/r
2 cosψ + pu(v

2/r2 + w2/r2 − 2µ/r3)−
−pv(uv/r2 + w2 tgψ/r2) − pw(uw/r2 − vw tgψ/r2),

ṗψ = −pϕw sinψ/r cos2 ψ + pvw
2/r cos2 ψ − pwvw/r cos2 ψ,

ṗϕ = 0,
ṗu = −pr + pvv/r + pww/r,
ṗv = −pψ/r − 2puv/r + pvu/r − pww tgψ/r,
ṗw = −pϕ/r cosψ − 2puw/r + 2pvw tgψ/r − pw(v tgψ/r − u/r);

� ��Q �

• C�G ´ E�?�F�� � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F*<7E$­];�®¯E�?�³�  < � > �   � ¡7¡7³�  ·
�
pi(0+) = ∂l

∂i(0+)
, pi(T−) = − ∂l

∂i(T−)
, i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w

� ·

pm(0+) = λm0+
, pm(T−) = λmT−e

−∆V1/c,
pr(0+) = λr0+

, pψ(0+) = λψ0+
, pϕ(0+) = λϕ0+,

pu(0+) = λm0+
m(0−)e−∆V0/cu(0+) − u(0−)

∆V0c
,

pv(0+) = λm0+
m(0−)e−∆V0/c v(0+) − v(0−)

∆V0c
,

pw(0+) = λm0+
m(0−)e−∆V0/cw(0+) − w(0−)

∆V0c
,

pr(T−) = λrT− , pψ(T−) = λψT− , pϕ(T−) = λϕT− ,

pu(T−) = λmT−m(T−)e−∆V1/cu(T+) − u(T−)
∆V1c

,

pv(T−) = λmT−m(T−)e−∆V1/c v(T+) − v(T−)
∆V1c

,

pw(T−) = λmT−m(T−)e−∆V1/cw(T+) − w(T−)
∆V1c

;

� ��= �

�
pi(0−) = ∂l

∂i(0−)
= 0, pi(T+) = ∂l

∂i(T+)
= 0, i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w

� ·

b#B



0 = pm(0−) = λm0− − λm0+
e−∆V0/c, 0 = pm(T+) = −λ0 + λmT− ,

0 = pr(0−) = λr0− − λr0+
,

0 = pψ(0−) = λn0−(− sinψ(0−) sinϕ(0−) sin i− cosψ(0−) cos i),
0 = pϕ(0−) = λv0−V0 sinϕ(0−) sin i+ λn0− cosψ(0−) cosϕ(0−) sin i,

0 = pu(0−) = λu0− − λm0+m(0−)e−∆V0/cu(0+) − u(0−)
∆V0c

,

0 = pv(0−) = λv0− − 2λw0−v(0−) − λm0+m(0−)e−∆V0/c v(0+) − v(0−)
∆V0c

,

0 = pw(0−) = 2λw0−w(0−) − λm0+
m(0−)e−∆V0/cw(0+) − w(0−)

∆V0c
,

0 = pr(T+) = λrT− + λrT+

0 = pψ(T+) = λψT− + λψT+

0 = pϕ(T+) = λϕT− + λϕT+

0 = pu(T+) = λuT+
− λmT−m(T−)e−∆V1/cu(T+) − u(T−)

∆V1c
,

0 = pv(T+) = λvT+
− λmT−m(T−)e−∆V1/c v(T+) − v(T−)

∆V1c
,

0 = pw(T+) = λwT+
− λmT−m(T−)e−∆V1/cw(T+) − w(T−)

∆V1c
;

� ��¿ �

• C�G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � Ft<7E T− (H(T−) = ∂l
∂T−

)
·

H(T−) = 0;
� ��b �

• C�G ´ E�?�F � ¡ � E � >7F7¹/; ���0´�¶ ¡7E�G � F ·
λ0 ≥ 0;

� � � �

• C�G ´ E�?�F � :1¥'¦";@? � ¡7G � ?�; C ¬�¡7E@?�> �   � ¡7¡7Er:+C ´�( ?�G � A� 9¡7E7;¼F ���µ´�� « �d;@»H>/;@¡<;$; � C�G ´ E�?�F �:1¥'¦ C :�� ·
∑
i=r,ψ,ϕ,u,v,w,m ||pi||KC1

+
∑
i=m,r,n,u,v,w |λi0−|+

+
∑
i=m,r,ϕ,ψ(|λi0+| + |λiT−|) +

∑
i=r,ψ,u,v,w |λiT+| + λ0 6= 0.

� �²��� �

[ Q  5QSZ Kne��7c�`��<� �����(��l��
¤�E�E � ¡7E @r� ¡7F�� � b�b � ° � ��� �µ¸�� �#B � ° � �²��� �v<7> � ¬�G � ;@? ´ � ( � GHE�:�E�« D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;²��C ¬ ´ �bGHF7G ���  9³
E�:�³�D7¡7E�? � ¡7¡7³�A1¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A]C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � : � F�®¯? � G � ¡7³� 9Fr? ¡ � «1�7? ´ � ( � G � �2B ­];�®¯E�°
?�³�A¼F�GHE�<7>��<; � ¡7¡7³�A�< � > �   � ¡7¡7³�A�?d 9E�  � ¡ �

t = 0−
¸ �2B <7E�G � E²�7¡7¡7³�A�F7¡ ��� »H>7F7>/E�?�;@¡7F���GHF�°

G ���  9³4¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A�C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � b�b �µ¸ � ��Q ��¡/;rC��/;@G � D �
t ∈ [0+;T−]

¸7?�> �  "��< � > �µ´�� °
� ;

T
¸��7F7G ´ E�?�³ �  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;@»H>/;@¡<;$;

λi0− (i = m, r, n, u, v, w)
¸
λi0+ (i = m, r, ψ, ϕ)

¸
λiT− (i = m, r, ψ, ϕ)

¸
λiT+ (i = r, ψ, u, v, w), λ0

� ?�G � »HE B � ¡ � F�®¯? � G � ¡7³�A � ¢ ´ � F�A
E�<7> � ¬ �µ´�� ¡7F��(F7  �H�0� G � B � C�G ´ E�?�F7« ��� � »H>/;@¡7F7�7¡7³�A¼C�G ´ E�?�F7« � b � � ° � ��� �µ¸ �#b C�G ´ E�?�F7« � >/;�¡7Gµ°
? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F � ��= � ° � ��¿ �µ¸�C�G ´ E�?�F � G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � F � ��b ��F$C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F�¸�GH?@��®²;@¡7¡7E �
GdE¯¬�¡7E�>7E¯¬�¡7E�G ��¶ ( C�G ´ E�?�F7«*<7>7F7¡7¹7F7</; �d;@»H>/;@¡<;$;$<7E¼ 9¡7E ;¼F ���µ´ �7  �d;@»H>/;@¡<;$;�¸�<7E@®¯?�E ´ � ( °
a � «(?�³�:�F7>/; ��¶ F�A¼G � E��7¡7E�G ��¶ ( ¬�Er<7E ´ E7;¼F ���µ´�¶ ¡7E�»HErGHE� 9¡7E7;¼F ���µ´ � ��O G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F
GHE�?�</;B¬	; �0� GdC�G ´ E�?�F �  4¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F�?(GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a � « ®²;B¬	;²� � E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�»HE(C�<7>/;@? ´�� °
¡7F�� � » ´5��6 � ·

p2
r(0+) + p2

ψ(0+) + p2
u(0+) + p2

v(0+) + p2
w(0+) = 1.

� �²��� �
> ³�:�E�> � ;@D�E�»HE¼C�G ´ E�?�F��*<7>/;@?�E�  � > � ¡�¸ �B� D � E�:�>/;Na � ¡7F � ?¼¡7E ´�¶ G0C� 9 9³�� �²��� ��<7>7E � F7?�E�> � �7F �
C�G ´ E�?�F ( :1¥'¦ C : � �²��� � �

b�Q



W ;@  �0� F7 �¸/� � E¼F�®1C�G ´ E�?�F7« � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F ·

pm(T−) = −λmT−,

pm(T+) = −λ0 − λmT−e
∆V1/c = 0

F�C�G ´ E�?�F��t¡ � E � >7F7¹/; ���µ´�¶ ¡7E�G � F � � � ��G ´�� ¬/C �0�
pm(t) ≥ 0, t ∈ [0+;T−]

�
4 >/; � ?�;���®²;B¬	;B�/;]F7  �H�0� G ´�� ¬/C ( arF7«�?�F�¬ � ¤�F7G ���  ';rC�>/;@?�¡ � ¡7F7« � b�b �µ¸ � ��Q � � : � F�®¯? � G � ¡7³ �@·

r(0+), ψ(0+), ϕ(0+), u(0+), v(0+), w(0+),m(0+),
pr(0+), pψ(0+), pϕ(0+), pu(0+), pv(0+), pw(0+), pm(0+), T ;

� �²��� �

O G ´ E�?�F�� ·

r(0+) = R0, cosψ(0−) sinϕ(0−) sin i− sinψ(0) cos i = 0, m(0+) = e−∆V0/c,

pu(0+) =
pm(0+)m(0+)u(0+)

∆V0c
,

pv(0+) =
pm(0+)m(0+)(v(0+) − V0 cosϕ(0+) sin i)

∆V0c
,

pw(0+) =
pm(0+)m(0+)(w(0+) − V0

√
1 − cos2 ϕ(0+) sin2 i)

∆V0c
,

p2
r(0+) + p2

ψ(0+) + p2
u(0+) + p2

v(0+) + p2
w(0+) = 1,

pψ(0+) cosψ(0+) cosϕ(0+) sin i+ (sinψ(0+) sinϕ(0+) sin i+ cosψ(0+) cos i)×
×(pϕ(0+) − (pv(0+) − pw(0+) cosϕ(0+) sin i√

1−cos2 ϕ(0+) sin2 i
)/V0 sinϕ(0+) sin i) = 0,

H(T−) = 0, pϕ(T−) = 0, r(T−) = RT , ψ(T−) = 0,

pu(T−) = −pm(T−)m(T−)u(T−)
∆V1c

,

pv(T−) = −pm(T−)m(T−)v(T−)
∆V1c

,

pw(T−) =
pm(T−)m(T−)(VT − w(T−))

∆V1c
.

� �²��6 �

> > � ®HC ´�¶²� ; ��� > �A@r� ¡7F�� �0� E�«*D7>/; � ?�E�«n®²;B¬	;²�7F*E�<7> � ¬ �µ´ � ( � G �*C¯¬�E�? ´��0� ?�E�>�� ( arF � ¡ � E�:�°
A�E¯¬�F7 9³�  C�G ´ E�?�F��7 bE�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�G � F(< � >7?�E�»HEd<7E�>���¬�D�; � >/; � D � E�>7F7F(< � > �µ´��0� ; 4 ¨ � � D�G � > � °
 �; ´ F�®²;B¬	;²�7F�� �

� ��� ������	�
��	� ������� ��� � ������ �� ������ ���
�	������ �  ��# ����� � � ��� ���$��# ��
 �
 � �

[ QSM�Q O mn_%��$��,��_�`�.V� �����(��l�k
¦";@GHGH '; � >7F7?�; �0� G �*®²;B¬	;²�/;¼< � > �µ´��0� ; 4 ¨   � ;$¬/CnD7>�C�»HE�?�³� 9F�E�>,:�F � ;@ 9F�£]¤ W�� � � ®rE�»H>/;@¡7F�°
� � ¡7F��$E�:#ar¡7E�G � F$GH�7F � ; �0� G ��¸�� � Ev¹ �µ´�� ?�;��$E�>,:�F � ;+¡/;BA�E²¬�F � G �$? � D7?�; � E�>7F/; ´�¶ ¡7E�«=< ´ E�GHD�E�G � F
�
i = 0

�µ¸²;�¬�E ´ »HE � ; ?�E�G A�E¯¬/�<a � »HE C�® ´ ;�¡/;B�/; ´�¶ ¡7E�«1E�>,:�F � ³ >/;�?�¡/;�¡�C ´�(d� § >/; � D � E�>7F��v¬ �µ´ F � °
G �n¡/;=C��/;@G � D7F · ¬�E$ 'E@  � ¡ � ;�< � >7?�E�»0E¼F7 9<�C ´�¶ G¯;

(t = 0−)
¸7C��/;@G � E�Dt</;@GHGHF7?�¡7E�»HE$¬�?�F<; � ¡7F��

<7E=D � < ´�� >7E�?�GHD�E�« � >/; � D � E�>7F7F�<7E�G ´�� < � >7?�E�»HE=F7 9<�C ´�¶ G¯;=F¼¬�Er? � E�>7E�»HE
(t ∈ [0+; tα−

])
¸�</;@Gµ°

GHF7?�¡7E�»HEn¬�?�F<; � ¡7F�� <7EtD � < ´�� >7E�?�GHD�E�« � >/; � D � E�>7F7F <7E�G ´�� ? � E�>7E�»HE*F7 9<�C ´�¶ G¯;n¬�E � > �0��¶�� »¯E
(t ∈ [tα+

;T−])
¸/<7E�G ´��v� > �0��¶�� »HE¼F7 9<�C ´�¶ G¯;

t = T+
�

¢d?�F<; � ¡7F � ¹ � ¡ � >/;r ';@GHG 4 ¨º?d¹ � ¡ � >/; ´�¶ ¡7E�  ¡ ¶ ( � E�¡7E�? � D�E�  »0>/;@?�F � ;@¹7F7E�¡7¡7E� b<7E ´�� E¯¬7°
¡7E�»HEv<7>7F � �7»HF7?�; ( a � »HE1¹ � ¡ � >/;v?+<�C�G � E ��� E�<7F7GH³�?�; �0� G �$?+GH­ � >7F7� � GHD�E�«$GHF7G ���   � D�E�E�>�¬�F7¡/; �

b�=



¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³� 9FtC�>/;@?�¡ � ¡7F��7 9F  ��¿ " ·

ṁ = 0,
ṙ = u,

ψ̇ = v/r,
ϕ̇ = w/r cosψ,
u̇ = v2/r + w2/r − µ/r2,
v̇ = −uv/r − w2 tgψ/r,
ẇ = −uw/r + vw tgψ/r;

� �²�#B �

� ;�®¯E�?�³ � D�E�E�>�¬�F7¡/; � ³ ?� 9E�  � ¡ � ³ ?�> �   � ¡7F
t = 0−, 0+, tα+

, T−, T+
<7>7F7¡/;B¬ ´�� ;$; � G ´�� °

¬/C ( arF7 � 9¡7E�»HE@E�:�>/;�®¯F��7  ·
<7>7F

t = 0−
 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F (

G0−
¸7®²;B¬	;@?�; �  9E� "C�C�G ´ E�?�F��7 9F ·

m(0−) = 1, r(0−) = R0− , u(0−) = 0, v(0−) = V0 cosϕ(0−) sin i,
w2(0−) + v2(0−) = V 2

0 , cosψ(0−) sinϕ(0−) sin i− sinψ(0−) cos i = 0,

� �²��Q �

» ¬ �
R0
� >/;B¬�F�C�GrF7G A�E¯¬�¡7E�«�E�>,:�F � ³ 4 ¨d¸

V0 ≡
√
µ/R0

� GHD�E�>7E�G ��¶ ¬�?�F<; � ¡7F�� 4 ¨ <7E
F7G A�E¯¬�¡7E�«tD7>�C�»HE�?�E�«nE�>,:�F ��� £]¤ W ¸

i
� ¡/;@D ´ E�¡ � ¡7F � F7G A�E¯¬�¡7E�«tE�>,:�F � ³ �

<7>7F
t = 0+

 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F (
G0+

·

m(0+) = m(0−)e−∆V1/c, r(0+) = r(0−),
ψ(0+) = ψ(0−), ϕ(0+) = ϕ(0−),

� �²��= �

» ¬ �
∆V1 =

√
(u(0+) − u(0−))2 + (v(0+) − v(0−))2 + (w(0+) − w(0−))2

�
<7>7F

t = tα+

 9¡7E�»HE�E�:�>/;�®¯F (
Gα+

·

m(tα+
) = m(tα−

)e−∆V2/c, r(tα+
) = r(tα−

),
ψ(tα+

) = ψ(tα−
), ϕ(tα+

) = ϕ(tα−
), tα+

= tα−
,

� �²��¿ �

» ¬ �
∆V2 =

√
(u(tα+

) − u(tα−
))2 + (v(tα+

) − v(tα−
))2 + (w(tα+

) − w(tα−
))2
�

<7>7F
t = T−

 9¡7E�»HE�E�:�>/;B®¯F (
GT−

·

m(T+) = m(T−)e−∆V3/c, r(T+) = r(T−),
ψ(T+) = ψ(T−), ϕ(T+) = ϕ(T−),

� �²��b �

» ¬ �
∆V3 =

√
(u(T+) − u(T−))2 + (v(T+) − v(T−))2 + (w(T+) − w(T−))2

�
<7>7F

t = T+
 9¡7E�»HE�E�:�>/;B®¯F (

GT+

·

r(T+) = RT , u(T+) = 0, v(T+) = 0, w(T+) = VT , ψ(T+) = 0,
� �²� � �

» ¬ �
RT
� >/;B¬�F�C�G D�E�¡ � �7¡7E�«¼E�>,:�F � ³v¸

VT ≡
√
µ/RT

� GHD�E�>7E�G ��¶ ¬�?�F<; � ¡7F�� 4 ¨�<7EdD�E�¡ � ��°
¡7E�«nD7>�C�»HE�?�E�«nE�>,:�F ���@�
¾nF7¡7F7 9F�®¯F7>�C �0� G � ��� >7 9F7¡/; ´�¶ ¡7³�«*D�E� 9<7>7E� 9F7GHGH¡7³�«t­vC�¡7D7¹7F7E�¡/; ´5·

I ≡ kTT− − kmm(T+) → inf .
� ���²� �

4 E � ­1­1F7¹7F � ¡ � ³ D�E� 9<7>7E� 9F7GHG¯;
kT , km

�
kT ≥ 0, km ≥ 0, [kT ]cu = c−1, [km]cu = 1

¡ �
E�:�>/;Na=; ( � G �n?$¡7E ´�¶ E¯¬�¡7E�?�> �   � ¡7¡7E ·

k2
T + k2

m > 0.

b�¿



[ QSM�QSX �nc�_���G	_��"k�*v\$c K �#"�_�`�k�� _�)�$7k�*F�<"�j���_%��$7k
� C�¡7D7¹7F�� H F ��� >7 9F7¡/;@¡ �

l
®¯;B¬	;B�7FnF7  �#( � ?�F�¬ ·

H(m, r, ψ, ϕ, u, v, w, P, θ, γ, pm, pr, pψ, pϕ, pu, pv, pw) ≡
≡ pru+ pψv/r + pϕw/r cosψ + pu(v

2/r + w2/r − µ/r2)+
+pv(−uv/r − w2 tgψ/r) + pw(−uw/r + vw tgψ/r),

l ≡ λ0(kTT− − kmm(T+)) + λm0−(m(0−) − 1) + λr0−(r(0−) −R0)+
+λu0−u(0−) + λv0−(v(0−) − V0 cosϕ(0−) sin i) + λw0−(w2(0−) + v2(0−) − V 2

0 )+
+λn0−(cosψ(0−) sinϕ(0−) sin i− sinψ(0−) cos i)+
+λr0+

(r(0+) − r(0−)) + λψ0+
(ψ(0+) − ψ(0−)) + λϕ0+

(ϕ(0+) − ϕ(0−))+
+λm0+

(m(0+) −m(0−)e−∆V1/c) + λtα+
(tα−

− tα+
)+

+λrα+
(r(tα+

) − r(tα−
)) + λψα+

(ψ(tα+
) − ψ(tα−

))+
+λϕα+

(ϕ(tα+
) − ϕ(tα−

)) + λmα+
(m(tα+

) −m(tα−
)e−∆V2/c)+

+λrT−(r(T+) − r(T−)) + λψT−(ψ(T+) − ψ(T−))+
+λϕT−(ϕ(T+) − ϕ(T−)) + λmT−(m(T+) −m(T−)e−∆V3/c) + λrT+

(r(T+) −RT )+
+λuT+

u(T+) + λvT+
v(T+) + λwT+

(w(T+) − VT ) + λψT+
ψ(T+),

� ����� �

» ¬ � ¡ � <7> � >7³�?�¡7³ � D�C�GHE��7¡7E�°±» ´ ;B¬�D7F � ­vC�¡7D7¹7F7F � GHE�<7>��<; � ¡7¡7³ � < � > �   � ¡7¡7³ � �
pi(t)

(i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w)
F �7F7G ´ ;

λ0
¸
λi0− (i = m, r, n, u, v, w)

¸
λi0+

(i = m, r, ψ, ϕ)
¸

λiα+
(i = m, r, ψ, ϕ, t)

¸
λiT− (i = m, r, ψ, ϕ)

¸
λiT+ (i = r, ψ, u, v, w)

�  9¡7E ;¼F ���µ´ F
�d;@»H>/;@¡<;�; �

• C�>/;@?�¡ � ¡7F�� � « ´�� >/; � GHE�<7>��<; � ¡7¡/;���GHF7G ���  '; ṗi = −∂H∂i , i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w
� ·

ṗm = 0,
ṗr = pψv/r

2 + pϕw/r
2 cosψ + pu(v

2/r2 + w2/r2 − 2µ/r3)−
−pv(uv/r2 + w2 tgψ/r2) − pw(uw/r2 − vw tgψ/r2),

ṗψ = −pϕw sinψ/r cos2 ψ + pvw
2/r cos2 ψ − pwvw/r cos2 ψ,

ṗϕ = 0,
ṗu = −pr + pvv/r + pww/r,
ṗv = −pψ/r − 2puv/r + pvu/r − pww tgψ/r,
ṗw = −pϕ/r cosψ − 2puw/r + 2pvw tgψ/r − pw(v tgψ/r − u/r);

� ���B� �

• C�G ´ E�?�F�� � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F*<7E$­];�®¯E�?�³�  < � > �   � ¡7¡7³�  ·
�
pi(0+) = ∂l

∂i(0+)
¸
pi(tα−

) = − ∂l
∂i(tα−

)
¸
pi(tα+

) = ∂l
∂i(tα+

)
¸
pi(T−) = − ∂l

∂i(T−)
¸

b�b



i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w
� ·

pm(0+) = λm0+
,

pr(0+) = λr0+
, pψ(0+) = λψ0+

, pϕ(0+) = λϕ0+
,

pu(0+) = λm0+
m(0−)e−∆V1/cu(0+) − u(0−)

∆V1c
,

pv(0+) = λm0+
m(0−)e−∆V1/c v(0+) − v(0−)

∆V1c
,

pw(0+) = λm0+
m(0−)e−∆V1/cw(0+) − w(0−)

∆V1c
,

pm(tα−
) = λmα+

e−∆V2/c,
pr(tα−

) = λrα+
, pψ(tα−

) = λψα+
, pϕ(tα−

) = λϕα+
,

pu(tα−
) = λmα+

m(tα−
)e−∆V2/c

u(tα+
) − u(tα−

)
∆V2c

,

pv(tα−
) = λmα+

m(tα−
)e−∆V2/c

v(tα+
) − v(tα−

)
∆V2c

,

pw(tα−
) = λmα+

m(tα−
)e−∆V2/c

w(tα+
) − w(tα−

)
∆V2c

,

pm(tα+
) = λmα+

,
pr(tα+

) = λrα+
, pψ(tα+

) = λψα+
, pϕ(tα+

) = λϕα+
,

pu(tα+
) = λmα+

m(tα−
)e−∆V2/c

u(tα+
) − u(tα−

)
∆V2c

,

pv(tα+
) = λmα+

m(tα−
)e−∆V2/c

v(tα+
) − v(tα−

)
∆V2c

,

pw(tα+
) = λmα+

m(tα−
)e−∆V2/c

w(tα+
) − w(tα−

)
∆V2c

,

pm(T−) = λmT−e
−∆V3/c,

pr(T−) = λrT− , pψ(T−) = λψT− , pϕ(T−) = λϕT− ,

pu(T−) = λmT−m(T−)e−∆V3/cu(T+) − u(T−)
∆V3c

,

pv(T−) = λmT−m(T−)e−∆V3/c v(T+) − v(T−)
∆V3c

,

pw(T−) = λmT−m(T−)e−∆V3/cw(T+) − w(T−)
∆V3c

;

� ���76 �

�
pi(0−) = ∂l

∂i(0−)
= 0, pi(T+) = ∂l

∂i(T+)
= 0, i = m, r, ψ, ϕ, u, v, w

� ·

0 = pm(0−) = λm0− − λm0+
e−∆V0/c, 0 = pm(T+) = −λ0km + λmT− ,

0 = pr(0−) = λr0− − λr0+
,

0 = pψ(0−) = λn0−(− sinψ(0−) sinϕ(0−) sin i− cosψ(0−) cos i),
0 = pϕ(0−) = λv0−V0 sinϕ(0−) sin i+ λn0− cosψ(0−) cosϕ(0−) sin i,

0 = pu(0−) = λu0− − λm0+m(0−)e−∆V1/cu(0+) − u(0−)
∆V1c

,

0 = pv(0−) = λv0− − 2λw0−v(0−) − λm0+
m(0−)e−∆V1/c v(0+) − v(0−)

∆V1c
,

0 = pw(0−) = 2λw0−w(0−) − λm0+
m(0−)e−∆V1/cw(0+) − w(0−)

∆V1c
,

0 = pr(T+) = λrT− + λrT+

0 = pψ(T+) = λψT− + λψT+

0 = pϕ(T+) = λϕT− + λϕT+

0 = pu(T+) = λuT+
− λmT−m(T−)e−∆V3/cu(T+) − u(T−)

∆V3c
,

0 = pv(T+) = λvT+
− λmT−m(T−)e−∆V3/c v(T+) − v(T−)

∆V3c
,

0 = pw(T+) = λwT+
− λmT−m(T−)e−∆V3/cw(T+) − w(T−)

∆V3c
;

� ���2B �

b �



• C�G ´ E�?�F��nG � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � F ·
H(tα−

) = λtα+
,

H(tα+
) = λtα+

,

H(T−) = λ0kT ;

� ��� Q �

• C�G ´ E�?�F � ¡ � E � >7F7¹/; ���0´�¶ ¡7E�G � F ·
λ0 ≥ 0;

� ���7= �

• C�G ´ E�?�F � :1¥'¦";@? � ¡7G � ?�; C ¬�¡7E@?�> �   � ¡7¡7Er:+C ´�( ?�G � A� 9¡7E7;¼F ���µ´�� « �d;@»H>/;@¡<;$; � C�G ´ E�?�F �:1¥'¦ C :�� ·
∑
i=r,ψ,ϕ,u,v,w,m ||pi||KC1

+
∑
i=m,r,n,u,v,w |λi0− | + |λtα+

|+
+

∑
i=m,r,ϕ,ψ(|λi0+

| + |λiα+
| + |λiT− |) +

∑
i=r,ψ,u,v,w |λiT+

| + λ0 6= 0.

� ���B¿ �

[ QSM�QSZ Kne��7c�`��<� �����(��l��
¤�E�E � ¡7E @r� ¡7F�� � �²�#B � ° � �²� � �µ¸ � ����� � ° � ���B¿ ��<7> � ¬�G � ;@? ´ � ( � GHE�:�E�«*D7>/; � ?@C ( ®²;B¬	;²��C�¬ ´ �*GHF7G ��� °
 '³%E�:�³�D7¡7E�? � ¡7¡7³�A*¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � : � F�®¯? � G � ¡7³� 9F ?�¡ � « �7? ´ � ( � G � �2B
­];�®¯E�?�³�A�F�GHE�<7>��<; � ¡7¡7³�A�< � > �   � ¡7¡7³�AL?� 9E�  � ¡ �

t = 0−
¸ �2B <7E�G � E²�7¡7¡7³�A F7¡ ��� »H>7F7>7E�?�;B°

¡7F��nGHF7G ���  9³º¬�F7­1­ � > � ¡7¹7F/; ´�¶ ¡7³�A�C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � �²�#B �µ¸ � ���B� ��¡/;rC��/;@G � D �
t ∈ [0+; tα−

]
¸ �2Br�

¡/;�C��/;@G � D �
t ∈ [tα+

;T−]
¸�?�> �   � ¡/;

tα−

¸
tα+

¸
T
¸��7F7G ´ E�?�³ �  9¡7E7;¼F ���µ´ F �d;�»H>/;@¡<;�;

λi0−
(i = m, r, n, u, v, w)

¸
λi0+

(i = m, r, ψ, ϕ)
¸
λiα+

(i = m, r, ψ, ϕ, t)
¸
λiT− (i = m, r, ψ, ϕ)

¸
λiT+

(i = r, ψ, u, v, w), λ0
� ?�G � »HE ¿@� ¡ � F�®¯? � G � ¡7³�A � ¢ ´ � F�A�E�<7> � ¬ �µ´�� ¡7F�� F7  �H�0� G � ¿@�

C�G ´ E�?�F7« � �NB »H>/;@¡7F7�7¡7³�A�C�G ´ E�?�F�� � �²��Q � ° � �²� � �µ¸ B�� C�G ´ E�?�F�� � >/;@¡7G0? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F�� ���76 � °
� �@�2B �µ¸ 6 C�G ´ E�?�F�� G � ;@¹7F7E�¡/;@>7¡7E�G � F�� ��� Q �]F C�G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7F�¸"GH?@��®²;@¡7¡7E � G�E¯¬�¡7E�>7E²¬7°
¡7E�G ��¶ ( C�G ´ E�?�F7«�<7>7F7¡7¹7F7</;r ';@D�GHF7 "C� ';d<7Ed 9¡7E ;¼F ��� ´ �/  �d;@»H>/;@¡<;�;�¸�<7E@®¯?�E ´ � ( a � «(?�³�:�F�°
>/; ��¶ F�ArG � E��7¡7E�G ��¶ ( ¬�E+<7E ´ E7;¼F ���µ´�¶ ¡7E�»HE+GHE� 9¡7E ;¼F ���µ´ � � O G ´ E�?�F � ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7FrGHE�?�</;B¬	; �0�
GvC�G ´ E�?�F �   ¡7E�>7 9F7>7E�?�D7Fn?$GHE�E � ? �0� G � ?@C ( a=F7«t®²;B¬	;²� � E�< � F7 '; ´�¶ ¡7E�»HE$C�<7>/;@? ´�� ¡7F�� � » ´5��6 � ·

p2
r(0+) + p2

ψ(0+) + p2
u(0+) + p2

v(0+) + p2
w(0+) = 1.

� ���7b �
> ³�:�E�> � ;@D�E�»HE¼C�G ´ E�?�F��*<7>/;@?�E�  � > � ¡�¸ �B� D � E�:�>/;Na � ¡7F � ?¼¡7E ´�¶ G0C� 9 9³�� ���7b ��<7>7E � F7?�E�> � �7F �
C�G ´ E�?�F ( :1¥'¦ C : � ���B¿ � �
W ;@  �0� F7 �¸ � � E F�® C�G ´ E�?�F7« � >/;@¡7GH? � >7G¯; ´�¶ ¡7E�G � F

pm(tα−
) = λmα+

e−∆V2/c
¸

pm(tα−
) = λmα+

¸
pm(T−) = λmT−e

−∆V3/c
¸
pm(T+) = −λ0km + λmT− = 0

F�C�G ´ E�?�F��
¡ � E � >7F7¹/; ���µ´�¶ ¡7E�G � F � ���7= ��G ´�� ¬/C �0� � � E

pm(t) ≥ 0, t ∈ [0+;T−]
�

4 >/; � ?�;���®²;B¬	;B�/;�F7  �H�0� G ´�� ¬/C ( arF/« ?�F�¬ � ¤�F7G ���  ';�C�>/;@?�¡ � ¡7F7« � �²�#B �0¸ � ���²� � � : � F�®¯? � G � °
¡7³ �@·

r(0+), ψ(0+), ϕ(0+), u(0+), v(0+), w(0+),m(0+),
pr(0+), pψ(0+), pϕ(0+), pu(0+), pv(0+), pw(0+), pm(0+), tα,
r(tα+

), ψ(tα+
), ϕ(tα+

), u(tα+
), v(tα+

), w(tα+
),m(tα+

),
pr(tα+

), pψ(tα+
), pϕ(tα+

), pu(tα+
), pv(tα+

), pw(tα+
), pm(tα+

), T ;

� ��� � �

���



O G ´ E�?�F�� ·

r(0+) = R0, cosψ(0−) sinϕ(0−) sin i− sinψ(0−) cos i = 0, m(0+) = e−∆V1/c,

pu(0+) =
pm(0+)m(0+)u(0+)

∆V1c
,

pv(0+) =
pm(0+)m(0+)(v(0+) − V0 cosϕ(0+) sin i)

∆V1c
,

pw(0+) =
pm(0+)m(0+)(w(0+) − V0

√
1 − cos2 ϕ(0+) sin2 i)

∆V1c
,

p2
r(0+) + p2

ψ(0+) + p2
u(0+) + p2

v(0+) + p2
w(0+) = 1,

pψ(0+) cosψ(0+) cosϕ(0+) sin i+ (sinψ(0+) sinϕ(0+) sin i+ cosψ(0+) cos i)×
×(pϕ(0+) − (pv(0+) − pw(0+) cosϕ(0+) sin i√

1−cos2 ϕ(0+) sin2 i
)/V0 sinϕ(0+) sin i) = 0,

ψ(tα+
) − ψ(tα−

) = 0, ϕ(tα+
) − ϕ(tα−

) = 0, r(tα+
) − r(tα−

) = 0,
pr(tα+

) − pr(tα−
) = 0, pψ(tα+

) − pψ(tα−
) = 0, pϕ(tα+

) − pϕ(tα−
) = 0,

pu(tα+
) − pu(tα−

) = 0, pv(tα+
) − pv(tα−

) = 0, pw(tα+
) − pw(tα−

) = 0,
pm(tα−

) − pm(tα+
)e−∆V2/c = 0, H(tα+

) −H(tα−
) = 0,

m(tα+
) −m(tα−

)e−∆V2/c = 0,

pu(tα+
) =

pm(tα+
)m(tα+

)(u(tα+
) − u(tα−

))
∆V2c

,

pv(tα+
) =

pm(tα+
)m(tα+

)(v(tα+
) − v(tα−

))
∆V2c

,

pw(tα+
) =

pm(tα+
)m(tα+

)(w(tα+
) − w(tα−

))
∆V2c

,

kmH(T−) − kTpm(T−) = 0, pϕ(T−) = 0, r(T−) = RT , ψ(T−) = 0,

pu(T−) = −pm(T−)m(T−)u(T−)
∆V3c

,

pv(T−) = −pm(T−)m(T−)v(T−)
∆V3c

,

pw(T−) =
pm(T−)m(T−)(VT − w(T−))

∆V3c
.
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