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Ãëàâà 1

Ïðîñòðàíñòâà Ñ.Ë. Ñîáîëåâà

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn, n ≥ 1, è {Ω = Rn \ Ω � äîïîë-
íåíèå ìíîæåñòâà Ω äî âñåãî ïðîñòðàíñòâà Rn. ×åðåç C∞(Ω) ìû îáîçíà÷àåì
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ω, à ÷åðåç C∞(Ω)
� ñóæåíèÿ íà Ω ôóíêöèé èç C∞(Rn). Ïðè ýòîì ïîä C∞

0 (Ω) ìû áóäåì ïîäðà-
çóìåâàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç C∞(Rn) ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè, ïðè-
íàäëåæàùèìè Ω. Âìåñòî C∞

0 (Ω) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå D(Ω).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êëàññû Cs(Ω), Cs(Ω), Cs

0(Ω) ôóíêöèé ñ íåïðå-
ðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà s.

Ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâå
E ⊂ Rn, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖Lp(E) =

(∫

E

|f |p dx
) 1

p

<∞, p ≥ 1,

áóäåì îáîçíà÷àòü Lp(E). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîä Lp,comp(Ω) ìû áóäåì ïîíèìàòü
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ ñî ñòåïåíüþ p íà âñÿêîì êîìïàêòå,
ïðèíàäëåæàùåì îòêðûòîìó ìíîæåñòâó Ω. Äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì L(E) âìå-
ñòî L1(E) è Lcomp(Ω) âìåñòî L1,comp(Ω).

Åñëè â îáîçíà÷åíèÿõ ïðîñòðàíñòâ è íîðì îòñóòñòâóåò óêàçàíèå íà îáëàñòü
Ω, òî èìååòñÿ â âèäó, ÷òî Ω = Rn. Èíòåãðèðîâàíèå áåç óêàçàíèÿ ïðåäåëîâ
òàêæå ïîäðàçóìåâàåòñÿ âûïîëíåííûì ïî âñåìó Rn.

Êàê ýòî ïðèíÿòî, ïîëàãàåì |α| = α1 + . . . + αn, α! = α1! . . . αn! è ∂α =
(∂/∂x1)

α1 . . . (∂/∂xn)
αn, ãäå α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ.

Âñþäó íèæå ïîä Bx
r ìû ïîäðàçóìåâàåì îòêðûòûé øàð Bx

r = {y : |y−x| <
r} ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ Rn, à ïîä Sx

r � ñôåðó Sx
r = {y :

|y − x| < r}. Åñëè x = 0, òî âìåñòî B0
r è S0

r ïèøåì äëÿ êðàòêîñòè Br è Sr.
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Îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé îòíîñòèòåëüíî íåêîòîðîé ñâîåé òî÷êè, åñ-
ëè ëþáîé èñõîäÿùèé èç ýòîé òî÷êè ëó÷ èìååò íå áîëåå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
∂Ω.

Îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàM ⊂ Ω, åñëè îíà
çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî êàæäîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé M .

Äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè M1 è M2 áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå dist(M1,M2).

Ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕi ∈ D(Ω), i = 1, 2, . . ., ñõî-
äèòñÿ ê ϕ ∈ D(Ω), åñëè íàéäåòñÿ êîìïàêò K ⊂ Ω òàêîé, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
suppϕi ⊂ K, i = 1, 2, . . ., à, âî-âòîðûõ, ‖ϕi − ϕ‖Cs(Ω) → 0 ïðè i → ∞ äëÿ
âñÿêîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà s, ãäå

‖ψ‖Cs(Ω) =
∑

|α|≤s

sup
Ω
|∂αψ|, ψ ∈ Cs(Ω).

Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f íà D(Ω) áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕi ∈ D(Ω), i = 1, 2, . . ., ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè
ϕ ∈ D(Ω),

lim
i→∞

f(ϕi) = f(ϕ).

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íà D(Ω) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′(Ω).

Ñàìî D(Ω) ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì îñíîâíûõ ôóíêöèé. Äåé-
ñòâèå ôóíêöèîíàëà f ∈ D′(Ω) íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ ϕ ∈ D(Ω) ïðèíÿòî
îáîçíà÷àòü (f, ϕ).

Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé D(Ω) ìîæíî íàäåëèòü òîïîëîãèåé, ñõî-
äèìîñòü â êîòîðîé â òî÷íîñòè ñîîòâåòñâóåò îïèñàííîé âûøå. Ïðè ýòîì D′(Ω)
áóäåò ñîñòîÿòü èç ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, íåïðåðûâíûõ â ýòîé òîïîëîãèè.
Lcomp(Ω) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â D′(Ω), åñëè âñÿêóþ ôóí-

êöèþ f ∈ Lcomp(Ω) îòîæäåñòâèòü ñ ôóíêöèîíàëîì, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(f, ϕ) =

∫

Ω
fϕ dx, ϕ ∈ D(Ω). (1.1)

Â ÷àñòíîñòè, D′(Ω) ñîäåðæèò â ñåáå C∞(Ω), ïîñêîëüêó C∞(Ω) ⊂ Lcomp(Ω).
Ôóíêöèè èç Lcomp(Ω), ïîíèìàåìûå êàê îáîáùåííûå, áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿð-
íûìè. Î÷åâèäíî, D′(Ω) íå èñ÷åðïûâàåòñÿ îäíèìè ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîäòâåðæäàþùåãî ýòî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òàê íà-
çûâàåìóþ äåëüòà-ôóíêöèþ Äèðàêà

(δ, ϕ) = ϕ(0), ϕ ∈ D(Ω).
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Óïðàæíåíèå 1.1.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì èç Lcomp(Ω) ñî-
îòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû èç D′(Ω).

Ïóñòü f ∈ C∞(Ω). Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îáîáùåííûå ôóíêöèè, îòîæ-
äåñòâëÿåìûå ñ f è ïðîèçâîäíîé ∂f/∂xi? Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

(
∂f

∂xi
, ϕ

)
=

∫

Ω

∂f

∂xi
ϕdx = −

∫

Ω
f
∂ϕ

∂xi
dx = −

(
f,
∂ϕ

∂xi

)
, ϕ ∈ D(Ω).

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà íàâîäèò íà ìûñëü äëÿ âñÿêîãî f ∈ D′(Ω) îïðåäåëèòü
∂f/∂xi ∈ D′(Ω) ðàâåíñòâîì

(
∂f

∂xi
, ϕ

)
= −

(
f,
∂ϕ

∂xi

)
, ϕ ∈ D(Ω). (1.2)

Ñîãëàñíî (1.2) ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ D′(Ω) â îáîáùåííîì ñìûñëå äèôôå-
ðåíöèðóåìà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì

(∂αf, ϕ) = (−1)|α|(f, ∂αϕ), ϕ ∈ D(Ω).

äëÿ âñÿêîãî ìóëüòèèíäåêñà α.

Óïðàæíåíèå 1.1.2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ îò θ-ôóíêöèè Õåâèñàéäà

θ(x) =

{
0, x < 0
1, x ≥ 0

.

Îòâåò: θ′(x) = δ(x).

Îáîáùåííûå ôóíêöèè ìîæíî óìíîæàòü íà áåñêîíå÷íî ãëàäêèå, åñëè äëÿ
ëþáûõ f ∈ D′(Ω) è ψ ∈ C∞(Ω) ïîëîæèòü

(ψf, ϕ) = (fψ, ϕ) = (f, ψϕ), ϕ ∈ D(Ω).

Óïðàæíåíèå 1.1.3. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ åñòåñòâåííûì. Èìåííî, ïóñòü ι : Lcomp(Ω) ↪→ D′(Ω) � âëîæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà Lcomp(Ω) â D′(Ω), çàäàííîå ïðàâèëîì (1.1). Òîãäà ι(ψf) = ψι(f)
äëÿ ëþáûõ f ∈ D′(Ω) è ψ ∈ C∞(Ω).

Ñïðàâåäëèâà èçâåñòíàÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

(ψf)′ = ψ′f + ψf ′,

ãäå f ∈ D′(Ω) è ψ ∈ C∞(Ω).

Óïðàæíåíèå 1.1.4. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå.
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Äàëåå ìû õîòèì âûÿñíèòü, êàêèì îáðàçîì ó îáîáùåííûõ ôóíêöèé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííîé. Ïóñòü èìååòñÿ äèôôåîìîðôèçì îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà G ⊂ Rn íà Ω, ðåàëèçóþùèé çàìåíó ïåðåìåííîé x = x(y), y ∈ G.
Îáðàòíóþ çàìåíó áóäåì îáîçíà÷àòü y = y(x), x ∈ Ω.

Ïóñòü f ∈ C∞(Ω). Ðàññìàòðèâàÿ ñóïåðïîçèöèþ f(x(y)) êàê îáîáùåííóþ
ôóíêöèþ, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì

(f(x(y)), ϕ(y)) =

∫

G

f(x(y))ϕ(y) dy

=

∫

Ω
f(x)ϕ(y(x)) |det ‖∂y/∂x‖| dx

= (f(x), ϕ(y(x)) |det ‖∂y/∂x‖|) , ϕ ∈ D(G),

ãäå ‖∂y/∂x‖ � ìàòðèöà ßêîáè.
Ïóñòü òåïåðü f(x) ∈ D′(Ω), îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x(y)) ∈ D′(G), ïîëàãàÿ

(f(x(y)), ϕ(y)) = (f(x), ϕ(y(x)) |det ‖∂y/∂x‖|) , ϕ ∈ D(G).

Óïðàæíåíèå 1.1.5. Äîêàæèòå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóïåðïîçèöèè

∂f(x(y))

∂yi
=

n∑
j=1

∂f(x)

∂xj

∣∣∣∣
x=x(y)

∂xj(y)

∂yi
,

ãäå f(x) ∈ D′(Ω).

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèè èç D′(Ω), ïðèíàä-
ëåæàùèõ Lp(Ω) âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà m, íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì Ñ.Ë. Ñîáîëåâà Wm

p (Ω).

Ïðîñòðàíñòâî Ñ.Ë. Ñîáîëåâà Wm
p (Ω) = {f ∈ D′(Ω) : f ∈ Lp(Ω), ∂αf ∈

Lp(Ω), |α| = m} åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ñ íîðìîé

‖f‖Wm
p (Ω) =

(∫

Ω
|f |p dx

) 1
p

+




∫

Ω

∑

|α|=m

|∂αf |p dx



1
p

.

Óïðàæíåíèå 1.1.6. Äîêàæèòå ïîëíîòó Wm
p (Ω).

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ïîä
o

Wm
p (Ω) áóäåì ïîíèìàòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

C∞
0 (Ω) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Wm

p (Ω).
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1.2 Ïëîòíîñòü C∞(Ω) â Wm
p (Ω)

Ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ω ∈ C∞
0 (B1) òàêóþ, ÷òî

∫
ω(x) dx = 1,

ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, n ≥ 1, dx = dx1 . . . dxn. Îáîçíà÷èì

ωh(x) =
1

hn
ω

(x
h

)
, h > 0.

Ðàçóìååòñÿ, áóäåì èìåòü ωh ∈ C∞
0 (Bh), ïðè÷åì∫
ωh(x) dx = 1. (1.3)

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

uh(x) =

∫
ωh(x− y)u(y) dy, x ∈ Rn, h > 0, (1.4)

íàçûâàåòñÿ óñðåäíåíèåì ôóíêöèè u ∈ Lcomp(Rn) ïî Ñòåêëîâó-Øâàðöó.
Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü u ∈ Lp(Rn), p ≥ 1. Òîãäà
(1) ‖uh‖Lp

≤ ‖u‖Lp
,

(2) ‖u− uh‖Lp
→ 0 ïðè h→ +0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îöåíêó ï. (1). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà,
ïîëó÷èì ∫

dy ωh(x− y)|u(y)| =
∫
dy ω

1
q

h (x− y)(ω
1
p

h (x− y)|u(y)|)

≤
(∫

dy ωh(x− y)

) 1
q
(∫

dy ωh(x− y)|u(y)|p
) 1

p

=

(∫
dy ωh(x− y)|u(y)|p

) 1
p

äëÿ âñÿêîãî x ∈ Rn, ãäå 1/p + 1/q = 1 (â ñëó÷àå p = 1 ñëåäóåò ôîðìàëüíî
ïîëîæèòü q = ∞, 1/q = 0). Òàêèì îáðàçîì,

∫
dx |uh(x)|p =

∫
dx

(∫
dy ωh(x− y)|u(y)|

)p

≤
∫
dx

∫
dy ωh(x− y)|u(y)|p

=

∫
dy |u(y)|p

∫
dxωh(x− y).
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (1) îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøå-
íèåì (1.3).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ï. (2). Çàìåíîé ïåðåìåííîé z = x − y ïåðåïèøåì
(1.4) â âèäå

uh(x) =

∫
ωh(z)u(x− z) dz.

Òåì ñàìûì,

uh(x)− u(x) =

∫
ωh(z)u(x− z) dz −

∫
ωh(z)u(x) dz

=

∫
ωh(z)(u(x− z)− u(x)) dz,

îòêóäà, î÷åâèäíî, íàõîäèì
∫
dx |uh(x)− u(x)|p ≤

∫
dx

(∫
ωh(z)|u(x− z)− u(x)| dz

)p

. (1.5)

Â òî æå âðåìÿ, ââèäó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà
∫
dz ωh(z)|u(x− z)− u(x)| =

∫
dz ω

1
q

h(z)(ω
1
p

h (z)|u(x− z)− u(x)|)

≤
(∫

dz ωh(z)

) 1
q
(∫

dz ωh(z)|u(x− z)− u(x)|p
) 1

p

=

(∫
dz ωh(z)|u(x− z)− u(x)|p

) 1
p

,

ïîýòîìó (1.5) âëå÷åò çà ñîáîé îöåíêó
∫
dx |uh(x)− u(x)|p ≤

∫
dx

∫
dz ωh(z)|u(x− z)− u(x)|p

=

∫

|z|≤h

dz ωh(z)

∫
dx |u(x− z)− u(x)|p

≤ sup
|z|≤h

∫
dx |u(x− z)− u(x)|p.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

sup
|z|≤h

∫
dx |u(x− z)− u(x)|p → 0 ïðè h→ +0. (1.6)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå òðèâèàëüíî â ñëó÷àå

u(x) = χΠ(x), (1.7)
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ãäå χΠ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà Π = (a1, b1)× . . .×
(an, bn). Íî òîãäà (1.6) ñïðàâåäëèâî è äëÿ âñÿêîé u ∈ Lp(Rn), ò.ê. ëèíåéíàÿ
îáîëî÷íà ôóíêöèé âèäà (1.7) ïëîòíà â Lp(Rn).

Óïðàæíåíèå 1.2.1. Äëÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé f ∈ D′(Rn) òàêæå ìîæíî
îïðåäåëèòü ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ, àíàëîãè÷íóþ òîé, êîòîðóþ ìû ðàññìàò-
ðèâàëè âûøå, åñëè ïîëîæèòü

fh(x) = (f(y), ωh(x− y)).

Ïîêàæèòå, ÷òî fh ∈ C∞(Rn) è fh → f â ñëàáîì ñìûñëå ïðè h → +0.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

lim
h→+0

(fh, ϕ) = (f, ϕ)

äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ ∈ D(Rn).
Çàìå÷àíèå 1.2.1. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ëåììà 1.2.1 ïðèìåíèìà è ê ôóíêöè-

ÿì u ∈ Lp(Ω), ãäå Ω � îáëàñòü â Rn, n ≥ 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîäîëæàÿ u
íóëåì íà {Ω, ïîëó÷èì u ∈ Lp(Rn).

Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëü-
íî íåêîòîðîé ñâîåé òî÷êè. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî C∞(Ω) ïëîòíî â Wm

p (Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü
Ω çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïóñòü u ∈ Wm

p (Ω). Äëÿ λ ∈
(0, 1), êîòîðîå áóäåò âûáðàíî ïîçæå, îáîçíà÷èì v(x) = u(λx). Î÷åâèäíî,
v ∈ Wm

p (G), ãäå G = λ−1Ω.
Ïðîäîëæèì ôóíêöèè v è ∂αv ∈ Lp(G), |α| = m, íóëåì íà {G.
Äëÿ ïðîèçâîäíîé óñðåäíåíèÿ ôóíêöèè v ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæå-

íèå

∂αvh(x) =

∫
∂α

xωh(x− y)v(y) dy

= (−1)|α|
∫
∂α

y ωh(x− y)v(y) dy, x ∈ Rn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñðåäíÿÿ ïðîèçâîäíóþ ∂αv, |α| = m, ïîëó÷èì

(∂αv)h(x) =

∫
ωh(x− y)∂αv(y) dy = (−1)|α|

∫
∂α

y ωh(x− y)v(y) dy

äëÿ âñåõ x ∈ Ω, 0 < h < dist(Ω, {G).
Òåì ñàìûì,

(∂αv)h|Ω = ∂αvh|Ω , |α| = m, 0 < h < dist(Ω, {G). (1.8)
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Ñîãëàñíî ëåììå 1.2.1 ïðè ôèêñèðîâàííîì λ > 0 áóäåì èìåòü

lim
h→+0

‖vh − v‖Lp(Ω) = 0

è
lim

h→+0
‖(∂αv)h − ∂αv‖Lp(Ω) = 0, |α| = m.

Èç ýòèõ äâóõ ïðåäåëîâ è ñîîòíîøåíèÿ (1.8) ñëåäóåò, ÷òî

lim
h→+0

‖vh − v‖Wm
p (Ω) = 0. (1.9)

Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Âûáåðåì λ > 0 òàêîå, ÷òî

‖v − u‖Wm
p (Ω) <

ε

2
. (1.10)

Ââèäó (1.9) íàéäåòñÿ, äàëåå, âåùåñòâåííîå ÷èñëî h > 0, äëÿ êîòîðîãî

‖vh − v‖Wm
p (Ω) <

ε

2
.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Óïðàæíåíèå 1.2.2. Ïî÷åìó ìîæíî âûáðàòü λ > 0 òàêîå, ÷òî áóäåò âûïîë-
íåíî (1.10)?

1.3 Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ
Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èçó÷àòü èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû âèäà

(Au)(x) =

∫

E

f(x, y)

|x− y|λu(y) dy, (1.11)

ãäå E � èçìåðèìîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî Rn, n ≥ 1, f ∈ L∞(E × E)
è 0 ≤ λ < n � íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü E � êîìïàêò, f ∈ C(E × E), 1 < p ≤ ∞,
1/q + 1/p = 1, è ïðè ýòîì λq < n. Òîãäà ôîðìóëà (1.11) îïðåäåëÿåò âïîëíå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A : Lp(E) → C(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî p <∞. Ïîêàæåì, ÷òî
∫

E

|f(x, y)|
|x− y|λ |u(y)| dy <∞ (1.12)

äëÿ ëþáîãî x ∈ E, u ∈ Lp(E).
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Â ñàìîì äåëå, ââèäó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà
∫

E

|f(x, y)|
|x− y|λ |u(y)| dy ≤

(∫

E

|f(x, y)|q
|x− y|λq

dy

) 1
q
(∫

E

|u(y)|p dy
) 1

p

. (1.13)

Â òî æå âðåìÿ,
∫

E

|f(x, y)|q
|x− y|λq

dy ≤
(

max
E×E

f

)q ∫

Qx
ρ

dy

|x− y|λq
≤ const ρn−λq, (1.14)

ãäå const > 0 â ïðàâîé ÷àñòè çàâèñèò òîëüêî îò f , λ, q, n, à ρ > 0 âûáðàíî
òàêèì, ÷òîáû øàð Bx

ρ ñîäåðæàë ìíîæåñòâî E (íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ρ =
diamE).

Îöåíêè (1.13) è (1.14) íåìåäëåííî âëåêóò çà ñîáîé (1.12).
Ïóñòü, äàëåå,M � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Lp(Ω). Òîãäà

A(M) ïðåäêîìïàêòíî â C(E).
Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó (1.13) è (1.14) ñåìåéñòâî A(M) ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åíî. Ïîêàæåì, ÷òî A(M) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
Ãåëüäåðà èìååì äëÿ âñåõ u ∈M è x1, x2 ∈ E

|(Au)(x1)− (Au)(x2)| ≤
∫

E

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣ |u(y)| dy

≤
(∫

E

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy

) 1
q

×
(∫

E

|u(y)|p dy
) 1

p

. (1.15)

Ïóñòü |x1 − x2| < δ, ãäå δ > 0 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà
∫

E

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy =

∫

E∩B
x1
2δ

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy

+

∫

E\Bx1
2δ

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy.

(1.16)

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,
(∫

E∩B
x1
2δ

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy

) 1
q

≤
(∫

E∩B
x1
2δ

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy

) 1
q

+

(∫

E∩B
x1
2δ

∣∣∣∣
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy

) 1
q

.
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Äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

∫

E∩B
x1
2δ

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy ≤ ‖f‖q
C(E×E)

∫

E∩B
x1
2δ

dy

|x1 − y|λq
≤ const δn−λq,

ãäå const > 0 íå çàâèñèò îò x1, x2.
Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ââèäó âêëþ÷åíèÿ Bx1

2δ ⊂ Bx2

3δ ñïðàâåäëèâî àíàëî-
ãè÷íîå íåðàâåíñòâî

∫

E∩B
x1
2δ

∣∣∣∣
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy ≤ ‖f‖q
C(E×E)

∫

E∩B
x2
3δ

dy

|x2 − y|λq
≤ const δn−λq,

ãäå const > 0 òàêæå íå çàâèñèò îò x1, x2.
Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî

δ > 0 òàêîå, ÷òî
∫

E∩B
x1
2δ

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy <
ε

2

äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ E, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ |x1 − x2| < δ.
Äàëåå, ôóíêöèÿ f(x, y)/|x− y|λ íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå E ×E \ {(x, y) :

|x − y| ≥ δ}, à çíà÷èò è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà íåì. Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò η ∈ (0, δ) òàêîå, ÷òî

∫

E\Bx1
2δ

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy <
ε

2

äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ E, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x1 − x2| < η.
Òåì ñàìûì, ââèäó (1.16) ïîëó÷èì

∫

E

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣
q

dy < ε

äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ E òàêèõ, ÷òî |x1 − x2| < η, îòêóäà ñîãëàñíî (1.15) áóäåì
èìåòü ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ñåìåéñòâà A(M).

Ïóñòü òåïåðü p = ∞. Â ýòîì ñëó÷àå ïî óñëîâèþ òåîðåìû q = 1 è λ < n.
Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.11), î÷åâèäíî, îïðåäåëåí äëÿ âñÿêîãî x ∈ E, òàê
êàê

∫

E

|f(x, y)|
|x− y|λ |u(y)| dy ≤ ‖f‖C(E×E) ‖u‖L∞(E)

∫

E

dy

|x− y|λ
≤ ‖f‖C(E×E) ‖u‖L∞(E) (diamE)m−λ <∞.
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Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà A : L∞(E) → C(E) ñëåäóåò èç îöåíêè

|(Au)(x1)− (Au)(x2)| ≤ ‖u‖L∞(E)

∫

E

∣∣∣∣
f(x1, y)

|x1 − y|λ −
f(x2, y)

|x2 − y|λ
∣∣∣∣ dy

è èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ íà ñ. 11�12.

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Òðåáîâàíèÿ íà ôóíêöèþ f â òåîðåìå 1.3.1 ìîãóò áûòü
îñëàáëåíû. Èìåííî, ýòà òåîðåìà îñòàåòñÿ â ñèëå è â ñëó÷àå f ∈ L∞(E×E)∩
C(E × E \ diag(E × E)), ãäå diag(E × E) = {(x, x) : x ∈ E} � äèàãîíàëü
ìíîæåñòâà E × E. Äåéñòâèòåëüíî, íè÷òî íå ìåøàåò ïðåäñòàâèòü îïåðàòîð
(1.11) â âèäå

(Au)(x) =

∫

E

f1(x, y)

|x− y|λ1
u(y) dy,

ãäå λ1 � íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî λ < λ1 è λ1q < n, à
f1(x, y) = f(x, y)|x− y|λ1−λ ∈ C(E × E).

Òåîðåìà 1.3.2. Ïóñòü p1 ≥ 1, 1/q1 + 1/p1 = 1, λq1 ≥ n, è ïóñòü Es

� ñå÷åíèå èçìåðèìîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rn ïëîñêîñòüþ ðàç-
ìåðíîñòè s, ãäå

n− (n− λ)p1 < s ≤ n. (1.17)
Òîãäà èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.11) ñõîäèòñÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ Es â
ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà íà Es. Ïðè ýòîì (1.11) îïðåäåëÿåò âïîëíå íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð A : Lp1

(E) → Lp2
(Es) äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà p2 òàêîãî,

÷òî
1 ≤ p2 < p0 =

sp1

n− (n− λ)p1
. (1.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì äëÿ âñÿêîãî ε > 0

(A0u)(x) =

∫

E

f0(x, y)

|x− y|λu(y) dy

è
(Aεu)(x) =

∫

E

fε(x, y)

|x− y|λu(y) dy,

ãäå f0 = χ0f è fε = χεf ; ñîîòâåòñòâåííî, χ0 è χε � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ôóíêöèè ìíîæåñòâ {(x, y) : |x− y| ≥ ε} è {(x, y) : |x− y| < ε}.

Î÷åâèäíî, ïîëó÷èì
A = A0 + Aε.

Îòîáðàæåíèå A0 : Lp1
(E) → Lp2

(Es) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Äîêàæåì,
÷òî Aε ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì â íîðìå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç Lp1

(E) â Lp2
(Es).
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Ïóñòü u ∈ Lp1
(E) òàêîå, ÷òî

‖u‖Lp1
(E) = 1. (1.19)

Èìååì

|(Aεu)(x)| ≤ ‖f‖L∞(E×E)

∫

E

χε(x, y)|u(y)|
|x− y|λ dy, x ∈ Es. (1.20)

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé 1 ≤ p1 ≤ p2 < p0, 1 < p2. Ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé
÷àñòè (1.20) íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, íàõîäèì

∫

E

χε(x, y)|u(y)|
|x− y|λ dy =

∫

E

χε(x, y)|u(y)|
p1
p2

|x− y|λ1

|u(y)|1−
p1
p2

|x− y|λ−λ1
dy

≤
(∫

E

χε(x, y)|u(y)|p1

|x− y|λ1p2
dy

) 1
p2

×



∫

E

|u(y)|
(
1−p1

p2

)
q2

|x− y|(λ−λ1)q2
dy




1
q2

, x ∈ Es, (1.21)

ãäå 1/p2 + 1/q2 = 1. Ïðè ýòîì âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ1 ìû õîòèì âûáðàòü
òàêèì, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∫

E

|u(y)|
(
1−p1

p2

)
q2

|x− y|(λ−λ1)q2
dy ≤ const <∞ (1.22)

ãäå const > 0 íå çàâèñèò îò x ∈ E è îò ôóíêöèè u.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ýòî ñäåëàòü äëÿ íåêîòîðîãî λ1, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî óñëîâèþ
λ1p2 < s. (1.23)

Òîãäà îáúåäèíÿÿ (1.20) è (1.21), áóäåì èìåòü

‖Aεu‖Lp2
(Es) ≤ const

∫

Es

dsx

∫

E

χε(x, y)|u(y)|p1

|x− y|λ1p2
dy

≤ const

∫

E

|u(y)|p1 dy

∫

Es

χε(x, y)

|x− y|λ1p2
dsx

≤ const εs−λ1p2, (1.24)

ãäå dsx � ýëåìåíò s-ìåðíîãî îáúåìà ñå÷åíèÿ Es, à const > 0 íå çàâèñÿò îò u
è ε. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âûòåêàåò èç (1.19) è èç íåðàâåíñòâà

∫

Es

χε(x, y)

|x− y|λ1p2
dsx ≤

∫

{x∈Es:|x−y′|<ε}

dsx

|x− y′|λ1p2
≤ const εs−λ1p2,
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ãäå y′ � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè y íà Es, à const > 0 íå çàâèñèò îò y
è ε.

Â ñâîþ î÷åðåäü, (1.24) âëå÷åò çà ñîáîé óòâåðæåíèå òåîðåìû. Äåéñòâèòåëü-
íî, óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷èì

‖Aε‖ = sup
‖u‖Lp1(E)=1

‖Aεu‖Lp2
(Es) → 0. (1.25)

Îñòàëîñü ëèøü óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü (1.22) äëÿ íåêîòîðîãî λ1, óäî-
âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (1.23).

Åñëè p1 = p2, òî ñïðàâåäëèâîñòü (1.22) ãàðàíòèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(λ− λ1)q2 < n. (1.26)

Ïîäñòàâëÿÿ q2 = p2/(p2 − 1), ïåðåïèøåì åãî â âèäå

λ1p2 > n− (n− λ)p2.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (1.17) ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ1, äëÿ êî-
òîðîãî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû (1.23) è (1.26).

Â ñëó÷àå p1 = 1, ïîëàãàÿ â (1.22) λ1 = λ áóäåì, î÷åâèäíî, èìåòü
∫

E

|u(y)|
(
1−p1

p2

)
q2

|x− y|(λ−λ1)q2
dy =

∫

E

|u(y)| dy = 1.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâîñòü (1.23) âûòåêàåò èç (1.18).
Òåì ñàìûì, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 1 < p1 < p2 < p0. Îáîçíà÷èì

p3 = p1 /((1− p1/p2) q2) =
p1(p2 − 1)

p2 − p1
> 1.

Ïðèìåíÿÿ ê ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.22) íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïî-
êàçàòåëÿìè 1/p3 + 1/q3 = 1, ïîëó÷èì

∫

E

|u(y)|
(
1−p1

p2

)
q2

|x− y|(λ−λ1)q2
dy ≤

(∫

E

|u(y)|p1 dy

) 1
p3

×
(∫

E

dy

|x− y|(λ−λ1)q2q3
dy

) 1
q3

. (1.27)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè íàì óäàñòñÿ ïîäîáðàòü λ1 òàêîå, ÷òî
∫

E

dy

|x− y|(λ−λ1)q2q3
dy ≤ const <∞,
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ãäå const íå çàâèñèò îò x ∈ E, òî ñîãëàñíî (1.19) ñîîòíîøåíèå (1.22) òàêæå
áóäåò ñïðàâåäëèâî.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà íåìåäëåííî âûòåêàåò èç óñëîâèÿ

(λ− λ1)q2q3 < n. (1.28)

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.28) ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ q2 è q3 ÷åðåç p1 è p2

q2 =
p2

p2 − 1
, q3 =

p1(p2 − 1)

p2(p1 − 1)
,

ïåðåïèøåì åãî â âèäå
λ1 >

n− (n− λ)p1

p1
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ (1.28) è (1.23) áûëè îäíî-
âðåìåííî âûïîëíåíû äëÿ íåêîòîðîãî λ1 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

s

p2
>
n− (n− λ)p1

p1
. (1.29)

Îñòàëîñü òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî (1.29) ñëåäóåò èç (1.18), è òåîðåìà 1.3.2 â
ñëó÷àå 1 ≤ p1 ≤ p2 < p0, 1 < p2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü p1 = p2 = 1. Èìååì èç (1.19) è (1.20)

‖Aεu‖Lp2
(Es) ≤ max

E×E
|f |

∫

Es

dsx

∫

E

χε(x, y)|u(y)|
|x− y|λ dy

= max
E×E

|f |
∫

E

|u(y)| dy
∫

Es

χε(x, y)

|x− y|λ dsx

≤ const εn−λ,

ãäå const íå çàâèñèò îò u è ε (çàìåòèì, ÷òî λ < n ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà
A). Óñòðåìëÿÿ â ýòîì ñîîòíîøåíèè ε ê íóëþ, âíîâü ïðèõîäèì ê (1.25).

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî p2 < p1. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïàêòíîñòü îòîá-
ðàæåíèÿ A : Lp1

(E) → Lp2
(Es) âûòåêàåò èç äîêàçàííîé ðàíåå êîìïàêòíîñòè

îòîáðàæåíèÿ A : Lp1
(E) → Lp1

(Es) è íåïðåðûâíîñòè òîæäåñòâåííîãî îïåðà-
òîðà I : Lp1

(Es) → Lp2
(Es).

Óïðàæíåíèå 1.3.1. Ïî÷åìó îïåðàòîð A0 : Lp1
(E) → Lp2

(Es), ââåäåííûé â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3.2, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì?

Äîïóñòèì, ÷òî τ : Ω0 → Ω � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îãðàíè-
÷åííûõ îáëàñòåé Ω0 ⊂ Rn è Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, ïðè÷åì τ ∈ C1(Ω0) è τ−1 ∈ C1(Ω).
Îáîçíà÷èì Γ0 = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω0 : xs+1 = . . . = xn = 0}, ãäå 1 ≤ s ≤ n

� öåëîå ÷èñëî.
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Ìíîæåñòâî Γ = τ(Γ0) áóäåì íàçûâàòü ïîâåðõíîñòüþ ðàçìåðíîñòè s êëàññà
C1.

Ïóñòü E0 � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâî Ω0, è E = τ(E0). Ïðî-
ñòðàíñòâî Lp(Γ ∩ E), p ≥ 1, åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ïðî-
ñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà Γ ∩ E ôóíêöèé v òàêèõ, ÷òî

‖v‖Lp(Γ∩E) =

(∫

Γ∩E

|v(ξ)|p dΓξ

) 1
p

<∞,

ãäå dΓξ � ýëåìåíò s-ìåðíîãî îáúåìà ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå ξ ∈ Γ. Íåñëîæíî
óâèäåòü, ÷òî

dΓτ(x) = γ(x) dsx,

ãäå dsx = dx1 . . . dxs - ýëåìåíò s-ìåðíîãî îáúåìà ïëîñêîñòè Γ0 â òî÷êå x ∈ Γ0,
à γ(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

c1 ≤ γ(x) ≤ c2 (1.30)

äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë c1 > 0, c2 > 0, íå çàâèÿùèõ îò x ∈ Γ0.
Â ÷àñòíîñòè, v ∈ Lp(Γ ∩ E) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v ◦ τ ∈ Lp(Γ0 ∩ E0).
Ïðè ýòîì èç (1.30) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî

c
1
p

1 ‖v ◦ τ‖Lp(Γ0∩E0) ≤ ‖v‖Lp(Γ∩E) ≤ c
1
p

2 ‖v ◦ τ‖Lp(Γ0∩E0).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå τ ∗Γ : v 7→ v◦τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
ãîìåîìîðôèçìîì Lp(Γ ∩ E) íà Lp(Γ0 ∩ E0).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå τ ∗ : Lq(E) → Lq(E0), q ≥ 1, äåéñòâó-
þùåå ïî òîìó æå ïðàâèëó τ ∗ : v 7→ v ◦ τ òàêæå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
ãîìåîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ Lq(E) è Lq(E0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AΓ îïåðàòîð, ñòàâÿøèé â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè u ∈
Lq(E) îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâå Γ ∩ E èíòåãðàëà èç ïðàâîé ÷àñòè (1.11).
Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ AΓ0

= τ ∗Γ ◦ AΓ ◦ (τ ∗)−1. Ñêàçàííîå ìîæíî ïðîèë-
ëþñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Lq(E)
AΓ−−→ Lp(Γ ∩ E)

τ∗
y

yτ∗Γ

Lq(E0) −−→
AΓ0

Lp(Γ0 ∩ E0)

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DomAΓ îïåðàòîðà AΓ íå ïóñòà, ò.ê. ñîäåðæèò, ïî
êðàéíåé ìåðå, íóëåâóþ ôóíêöèþ. Îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ p è q, âîîáùå
ãîâîðÿ, DomAΓ ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ Lq(E).

17



Ðàçóìååòñÿ, DomAΓ0
= τ ∗(DomAΓ). Òåì ñàìûì, DomAΓ = Lq(E) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà DomAΓ0
= Lq(E0).

Çàïèñûâàÿ îïåðàòîð AΓ â ÿâíîì âèäå

(AΓ0
u)(x) =

∫

E

f(τ(x), y)

|τ(x)− y|λu(τ
−1(y)) dy, x ∈ Γ0 ∩ E0,

çàìåíîé ïåìåííûõ z = τ−1(y) ïîëó÷èì

(AΓ0
u)(x) =

∫

E0

f0(x, z)

|x− z|λu(z) dy, x ∈ Γ0 ∩ E0,

ãäå
f0(x, z) =

|x− z|λ| det ‖dτ(z)‖|
|τ(x)− τ(z)|λ f(τ(x), τ(z)).

Òàê êàê τ−1 ∈ C1(Ω), òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî f0 ∈ L∞(E0 × E0). Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ìû ïðèâåëè îïåðàòîð AΓ0

ê âèäó, èçó÷åííîìó â òåîðåìå 1.3.2.
Âìåñòå ñ òåì, îòîáðàæåíèå AΓ0

: Lq(E0) → Lp(Γ0 ∩ E0), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àáñîëþòíî íåïðåðûâíî
AΓ : Lq(E) → Lp(Γ ∩ E).

Èòîã íàøèì ðàññóæäåíèÿì ïîäâîäèò ñëåäñòâèå 1.3.1, ñôîðìóëèðîâàííîå
íèæå.

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Ïóñòü p1 ≥ 1, 1/q1 + 1/p1 = 1, λq1 ≥ n, è ïóñòü Es

� ñå÷åíèå èçìåðèìîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rn ïîâåðõíîñòüþ
ðàçìåðíîñòè s êëàññà C1. Òîãäà åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.17) è (1.18),
òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.11) ñõîäèòñÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ
x ∈ Es â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà íà Es. Ïðè ýòîì (1.11) îïðåäåëÿåò âïîëíå
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : Lp1

(E) → Lp2
(Es).

Óïðàæíåíèå 1.3.2. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå (1.30).
Ðåøåíèå. Êîýôèöèåíò γ(x) ÷èñëåííî ðàâåí s-ìåðíîìó îáúåìó ïàðàëëåëå-

ïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû f1 = ∂τ(x)/∂x1, . . . , fs = ∂τ(x)/∂xs, êàñà-
òåëüíûå ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå τ(x) ∈ Γ

γ(x) =

∣∣∣∣∣∣
det

∥∥∥∥∥∥

(f1, f1) . . . (f1, fs)... ...
(fs, f1) . . . (fs, fs)

∥∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣∣
,

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè γ íà êîìïàêòå Ω0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, γ(x) íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íè äëÿ êàêèõ x ∈ Ω0.

Â ñàìîì äåëå, èìååì f1 = dτ(x) e1, . . . , fs = dτ(x) es, ãäå dτ(x) � êàñàòåëü-
íîå îòîáðàæåíèå â òî÷êå x ∈ Ω0, à e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . ,
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en = (0, 0, . . . , 1) � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â Rn. Ïîýòîìó, åñëè áû îáúåì ïà-
ðàëëåëåïèïåäà íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû f1, . . . , fs, ðàâíÿëñÿ íóëþ, òî îòñþäà
ñëåäîâàëî áû, ÷òî âåêòîðû f1, . . . , fs, ëèíåéíî çàâèñèìû, à çíà÷èò ó îòîá-
ðàæåíèÿ dτ(x) íåòðèâèàëüíîå ÿäðî. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåâûðîæäåííîñòè
dτ(x).

Òàêèì îáðàçîì,
inf

x∈Ω0

γ(x) > 0.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè γ íà Ω0 òàêæå âëå÷åò çà ñîáîé îöåíêó

sup
x∈Ω0

γ(x) <∞.

1.4 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó
Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëü-

íî øàðà Bh, Bh ⊂ Ω, è ïóñòü u ∈ Cm(Ω), m ≥ 1. Òîãäà

u(x) =
∑

|β|≤m−1

xβ

∫

Bh

ϕβ(y)u(y) dy

+
∑

|α|=m

∫

Ω

fα(x, r, θ)

rn−m
∂αu(y) dy (1.31)

äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω, ãäå r = |y − x|, θ = (y − x)/r, ϕβ ∈ C∞
0 (Bh) è fα ∈

C∞(R2n+1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

ψ(x, r, θ) = − rm−1

(m− 1)!

∫ ∞

r

ωh(x+ tθ)tn−1 dt,

ãäå ωh ∈ C∞
0 (Bh) òàêîå æå, êàê â ðàçäåëå 1.2. Òîãäà ψ áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

∂iψ

∂ri
(x, r, θ)

∣∣∣∣
r=0

= 0, i = 0, . . . ,m− 2,

è
∂m−1ψ

∂rm−1 (x, r, θ)

∣∣∣∣
r=0

= −
∫ ∞

r

ωh(x+ tθ)tn−1 dt.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ψ(x, r, θ) = 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r.
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì äëÿ âñÿêîãî x ∈ Ω
∫ ∞

0
ψ(x, r, θ)

∂mu(x+ rθ)

∂rm
dr = (−1)m−1∂

m−1ψ(x, r, θ)

∂rm−1 u(x+ rθ)

∣∣∣∣
∞

r=0

+ (−1)m

∫ ∞

0

∂mψ(x, r, θ)

∂rm
u(x+ rθ) dr,

îòêóäà íàõîäèì

u(x)

∫ ∞

0
ωh(x+ tθ)tm−1 dt =

∫ ∞

0

∂mψ(x, r, θ)

∂rm
u(x+ rθ) dr

+ (−1)m−1
∫ ∞

0
ψ(x, r, θ)

∂mu(x+ rθ)

∂rm
dr.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî θ ∈ S1, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷èì

u(x)

∫

S1

dS1(θ)

∫ ∞

0
ωh(x+ tθ)tm−1 dt

=

∫

S1

dS1(θ)

∫ ∞

0

∂mψ(x, r, θ)

∂rm
u(x+ rθ) dr

+ (−1)m−1
∫

S1

dS1(θ)

∫ ∞

0
ψ(x, r, θ)

∂mu(x+ rθ)

∂rm
dr,

ãäå dS1(θ) � ýëåìåíò îáúåìà ñôåðû S1. Äðóãèìè ñëîâàìè,

u(x)

∫

Rn

ωh(x+ ξ)dξ =

∫

Rn

∂mψ(x, r, θ)

∂rm

∣∣∣∣
r=|ξ|, θ=ξ/|ξ|

u(x+ ξ)

|ξ|n−1 dξ

+ (−1)m−1
∫

Rn

ψ(x, |ξ|, ξ/|ξ|) ∂
mu(x+ rθ)

∂rm

∣∣∣∣
r=|ξ|, θ=ξ/|ξ|

dξ

|ξ|n−1 .

Â òî æå âðåìÿ, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ωh

∫

Rn

ωh(x+ ξ)dξ = 1.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

u(x) =

∫

Rn

∂mψ(x, r, θ)

∂rm

∣∣∣∣
r=|ξ|, θ=ξ/|ξ|

u(x+ ξ)

|ξ|n−1 dξ

+ (−1)m−1
∫

Rn

ψ(x, |ξ|, ξ/|ξ|) ∂
mu(x+ rθ)

∂rm

∣∣∣∣
r=|ξ|, θ=ξ/|ξ|

dξ

|ξ|n−1 .

Íàêîíåö, ñîâåðøàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû çàìåíó ïåðåìåííîé
èíòåãðèðîâàíèÿ y = x+ ξ, ïîëó÷èì (1.31).
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Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî ïðîñòîå, íî âåñüìà ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a < λ0 < b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, M
� ìíîæåñòâî ñ ìåðîé Ëåáåãà µ, à f : (a, b)×M → R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ
òàêàÿ, ÷òî ∫

M

|f(λ0, y)| dµ(y) <∞,

f(·, y) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà (a, b) ïî÷òè äëÿ âñåõ y ∈M , è
∫

(a,b)×M

∣∣∣∣
∂f(λ, y)

∂λ

∣∣∣∣ dλ dµ(y) <∞.

Òîãäà èíòåãðàë
ϕ(λ) =

∫

M

f(λ, y) dµ(y)

ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî λ ∈ (a, b), ôóíêöèÿ ϕ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà èí-
òåðâàëå (a, b), è ïðè ýòîì

dϕ(λ)

dλ
=

∫

M

∂f(λ, y)

∂λ
dµ(y)

äëÿ ïî÷òè âñåõ λ ∈ (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

f(λ, y) = f(λ0, y) +

∫ λ

λ0

∂f(θ, y)

∂θ
dθ

äëÿ âñåõ λ ∈ (a, b) è ïî÷òè âñåõ y ∈ M , îòêóäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ôóáèíè
íàõîäèì

ϕ(λ) = ϕ(λ0) +

∫ λ

λ0

dθ

∫

M

∂f(θ, y)

∂θ
dµ(y)

äëÿ âñåõ λ ∈ (a, b).

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çâåçäíàÿ îòíîñè-
òåëüíî øàðà Bh, Bh ⊂ Ω, è ïóñòü u ∈ Wm

p (Ω), m ≥ 1. Òîãäà âñå îáîáùåííûå
ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî m − 1, ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó Lp(Ω), è ïðè ýòîì

∂σu(x) =
∑

|β|≤m−|σ|−1

xβ

∫

Bh

ϕβ(y)u(y) dy

+
∑

|α|=m

∫

Ω

fα,σ(x, r, θ)

rn−m+|σ| ∂αu(y) dy (1.32)
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ïî÷òè âñþäó â Ω äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà σ òàêîãî, ÷òî |σ| ≤ m − 1,
ãäå r = |y − x|, θ = (y − x)/r, ϕβ ∈ C∞

0 (Bh) è fα,σ ∈ C∞(R2n+1). Íîðìû
ïðîèçâîäíûõ ∂σu, |σ| ≤ m− 1, â Lp(Ω) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

∑

|σ|≤m−1

‖∂σu‖Lp(Ω) ≤ const ‖u‖Wm
p (Ω), (1.33)

ãäå const > 0 íå çàâèñèò îò u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü uk ∈ C∞(Ω), k = 1, 2, . . ., òàêàÿ, ÷òî

lim
k→∞

‖u− uk‖Wm
p (Ω) = 0.

Ñîãëàñíî èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (1.31) è ëåììå 1.4.1 èìååì

∂σuk(x) =
∑

|β|≤m−|σ|−1

xβ

∫

Bh

ϕβ(y)uk(y) dy

+
∑

|α|=m

∫

Ω

fα,σ(x, r, θ)

rn−m+|σ| ∂αuk(y) dy, |σ| ≤ m− 1, (1.34)

äëÿ âñåõ x ∈ Ω, k = 1, 2, . . ., ãäå ϕβ ∈ C∞
0 (Bh) è fα,σ ∈ C∞(R2n+1) � íåêîòî-

ðûå ôóíêöèè.
Ïðàâàÿ ÷àñòü (1.34) ðåàëèçóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà

Wm
p (Ω) â Lp(Ω). Â ñëó÷àå n < (m− |σ|)p ýòî íå ñëîæíî óâèäåòü èç òåîðåìû

1.3.1 è çàìå÷àíèÿ 1.3.1, à â ñëó÷àå n ≥ (m− |σ|)p � èç òåîðåìû 1.3.2.
Òàêèì îáðàçîì,

∑

|σ|≤m−1

‖∂σuk‖Lp(Ω) ≤ const ‖uk‖Wm
p (Ω), (1.35)

ãäå const > 0 íå çàâèñèò îò uk, k = 1, 2, . . ..
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.34) è (1.35) ïðè k → ∞, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

(1.32) è (1.33).

1.5 Òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Ýêâèâàëåíòíûå
íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Wm

p (Ω)

Íèæå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, çâåçä-
íàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ñâîåãî øàðà, à Es � ñå÷åíèå îáëàñòè Ω ïîâåðõ-
íîñòüþ ðàçìåðíîñòè s êëàññà C1.
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Ãîâîðèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂σu ôóíêöèè u ∈ Wm
p (Ω) ïîðÿäêà |σ| ≤ m− 1

èìååò ñëåä íà Es, åñëè èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (1.32), ñõîäèòñÿ
ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ Es â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà íà Es.

Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü 0 ≤ l ≤ m − 1 � öåëûå ÷èñëà, (m − l)p ≤ n,
n− (m− l)p < s ≤ n è 1 ≤ q < sp/(n− (m− l)p). Òîãäà âñå ïðîèçâîäíûå ∂σu

ïîðÿäêà |σ| ≤ l ôóíêöèè u ∈ Wm
p (Ω) èìåþò ñëåä íà Es, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî

ìóëüòèèíäåêñà σ òàêîãî, ÷òî |σ| ≤ l, îïåðàòîð Aσ : u 7→ ∂σu|Es
âïîëíå

íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Wm
p (Ω) â Lq(Es).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 1.3.2 ê èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
(1.32).

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1.5.1 ñëåä ïðîèçâîäíûõ ∂σu, |σ| ≤ l, ôóíê-
öèè u ∈ Wm

p (Ω) íà Es ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì ñïîñî-
áîì. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk ∈ C∞(Ω), k = 1, 2, . . ., òàêóþ, ÷òî
‖u − uk‖Wm

p (Ω) → 0 ïðè k → ∞. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5.1 îãðàíè÷åíèÿ ôóíê-
öèé ∂σu, |σ| ≤ l, íà Es îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â
ïðîñòðàíñòâå Lq(Es). Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è áóäåò ñëåäîì ∂σu

íà Es.

Òåîðåìà 1.5.2. Ïóñòü 0 ≤ l ≤ m − 1, (m − l)p ≤ n è 1 ≤ q < np/(n −
(m− l)p). Òîãäà Wm

p (Ω) âïîëíå íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â W l
q(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè s = n.

Ñëåäñòâèå 1.5.1. Ïðîñòðàíñòâî Wm
p (Ω) âïîëíå íåïðåðûâíî âêëàäûâà-

åòñÿ â W l
p(Ω) äëÿ âñÿêîãî l ≤ m− 1.

Òåîðåìà 1.5.3. Ïóñòü (m − l)p > n. Òîãäà Wm
p (Ω) âïîëíå íåïðåðûâíî

âêëàäûâàåòñÿ â C l(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.32) è òåîðåìîé 1.3.1.

Òåîðåìà 1.5.4. Ïóñòü F � íåïðåðûâíàÿ ïîëóíîðìà íà Wm
p (Ω), ïîëîæè-

òåëüíàÿ íà âñÿêîì íåòðèâèàëüíîì ìíîãî÷ëåíå ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé
m− 1. Òîãäà íàéäåòñÿ const > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖u‖Wm
p (Ω) ≤ const







∫

Ω

∑

|α|=m

|∂αu|p dx



1
p

+ F(u)




äëÿ ëþáîãî u ∈ Wm
p (Ω).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî
k äîëæíî ñóùåñòâîâàòü uk ∈ Wm

p (Ω) òàêîå, ÷òî

‖uk‖Wm
p (Ω) > k







∫

Ω

∑

|α|=m

|∂αuk|p dx



1
p

+ F(uk)


 .

Îáîçíà÷àÿ
vk =

uk

‖uk‖Wm
p (Ω)

,

áóäåì, î÷åâèäíî, èìåòü

‖vk‖Wm
p (Ω) = 1, k = 1, 2, . . . , (1.36)

è 


∫

Ω

∑

|α|=m

|∂αvk|p dx



1
p

+ F(vk) ≤ 1

k
, k = 1, 2, . . . . (1.37)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vk, k = 1, 2, . . ., îãðàíè÷åíà â Wm
p (Ω), ïîýòîìó èç

íåå ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ôóíäàìåíòàëüíóþ â Lp(Ω). Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå vk, k = 1, 2, . . ..
Èç (1.37) ñëåäóåò, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ôóíäàìåíòàëüíà è â
Wm

p (Ω), à çíà÷èò
lim
k→∞

‖vk − v‖Wm
p (Ω) = 0

äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ Wm
p (Ω). Ïðè÷åì ∂αv = 0 äëÿ âñÿêîãî ìóëüòèèíäåêñà α

òàêîãî, ÷òî |α| = m. Òàêèì îáðàçîì, v � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåé m− 1.

Èç (1.37) è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F èìååì F(u) = 0. Òåì ñàìûì, v = 0,
è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (1.36).

Ïðèìåð 1.5.1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1 è

F(u) =

∣∣∣∣
∫

∂Ω
u dS

∣∣∣∣ ,

ãäå dS � ýëåìåíò (n− 1)-ìåðíîãî îáúåìà ãðàíèöû ∂Ω.
Ñîãëàñíî ïîñëåäíåé òåîðåìå, ïîëó÷èì ∀u ∈ W 1

p (Ω)

‖u‖W 1
p (Ω) ≤ const

((∫

Ω
|∇u|p dx

) 1
p

+

∣∣∣∣
∫

∂Ω
u dS

∣∣∣∣
)
, (1.38)

ãäå const > 0 íå çàâèñèò îò u.
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Â ñëó÷àå u ∈ o

W1
p(Ω) ôîðìóëà (1.38) ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõ-

ñà
‖u‖Lp(Ω) ≤ const

(∫

Ω
|∇u|p dx

) 1
p

, (1.39)

ãäå const > 0 íå çàâèñèò îò u.
Çàìåòèì, ÷òî (1.39) ñïðàâåäëèâî è áåç êàêèõ áû òî íè áûëî òðåáîâàíèé,

êàñàþùèõñÿ ãëàäêîñòè ∂Ω. Äåéñòâèòåëüíî, îáëàñòü Ω âñåãäà ìîæíî ïîìå-
ñòèòü â øàð Br äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà r > 0. Ïðè ýòîì áóäåì èìåòü
o

W1
p(Ω) ⊂ o

W1
p(Br).

Ïðèìåð 1.5.2. Îïðåäåëÿÿ ïîëóíîðìó F ñîîòíîøåíèåì

F(u) =

∣∣∣∣
∫

Ω
u dx

∣∣∣∣ ,

ïîëó÷èì äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ W 1
p (Ω) íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå

‖u‖W 1
p (Ω) ≤ const

((∫

Ω
|∇u|p dx

) 1
p

+

∣∣∣∣
∫

Ω
u dx

∣∣∣∣
)
,

ãäå const > 0 íå çàâèñèò îò u.

Òåîðåìà 1.5.5. Ïóñòü U ↪→ V ↪→ W � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì
âëîæåíèå U ↪→ V êîìïàêòíî, à V ↪→ W � íåïðåðûâíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C(ε) > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖u‖V ≤ ε‖u‖U + C(ε)‖u‖W

äëÿ âñÿêîãî u ∈ U .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî

‖uk‖V > ε‖uk‖U + k‖uk‖W

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uk ∈ U , k = 1, 2, . . .. Îáîçíà÷èì

vk =
uk

‖uk‖V
, k = 1, 2, . . . .

Òîãäà äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . áóäåì, î÷åâèäíî, èìåòü

‖vk‖V = 1 (1.40)

è
ε‖vk‖U + k‖vk‖W < 1. (1.41)
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Òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vk, k = 1, 2, . . ., îãðàíè÷åíà â íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà U , è â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ U ↪→ V èç íåå ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà V ê íåêîòîðîìó
ýëåìåíòó v ∈ V . ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü èíäåêñîâ, áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå vk, k = 1, 2, . . ..

Ïî óñëîâèþ V íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ âW , ïîýòîìó ‖vk−v‖W → 0 ïðè
k →∞. Îäíàêî, èç íåðàâåíñòâà (1.41) âûòåêàåò, ÷òî ‖vk‖W → 0 ïðè k →∞.
Òàêèì îáðàçîì, v = 0. Ïîñëåäíåå íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ (1.40).

Ñëåäñòâèå 1.5.2. Ïóñòü 1 ≤ l < m. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
ïîñòîÿííàÿ C(ε) > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖u‖W l
p(Ω) ≤ ε




∫

Ω

∑

|α|=m

|∂αu|p dx



1
p

+ C(ε)

(∫

Ω
|u|p dx

) 1
p

äëÿ âñÿêîãî u ∈ Wm
p (Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì â òåîðåìå 1.5.5 U = Wm
p (Ω), V = W l

p(Ω) è W =
Lp(Ω).

Çàìå÷àíèå 1.5.1. Ðàçóìååòñÿ, òåîðåìû 1.5.1 � 1.5.4, à òàêæå ñëåäñòâèÿ
1.5.1 è 1.5.2 îñòàþòñÿ â ñèëå è â ñëó÷àå, êîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
îáëàñòåé, çâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ñâîèõ øàðîâ. Òåì ñàìûì, ýòè
óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ âåñüìà øèðîêîãî êëàññà îáëàñòåé Ω (íàïðè-
ìåð, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ∂Ω èìåëî êëàññ ãëàäêîñòè C1).
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