ŇŐŚŁŐĆŚŁĹĽ ČŐŚŞĎĂŘŚŠĆĚŊŊŻĽ ŞŊĹĆĚŘŚĹŠĚŠ ĺňěŋĺ Ň.Ć.ŃŐŇŐŊŐŚŐĆĂ

Ňěţăŋĺłő-ňăšěňăšĺůěśłĺľ ťăłşńĳšěš

Ć. Ă. ŇĂŃŻŸĚĆ, Ň. Ć. ŇĚŊĲŸĹŁŐĆ, Ě. Ŋ. ŔĚŠŘŐĆĂ

ĆĆĚĎĚŊĹĚ Ć ŠĚŐŘĹđ ĆĚŘŐ§ŠŊŐŚŠĚĽ

Mocłćă 1997

ŞĎŁ 519.2 Ň18

Ňăńżÿěć Ć. Ă., Ňěŋĳÿĺłőć Ň. Ć., Ŕěšřőćă Ě. Ŋ.

Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ćěřő£šŋőśšěľ. Ň.: Ĺğď-ćő ňěţăŋĺłő-ňăšěňă-šĺůěśłőčő ťăłşńĳšěšă ŇČŞ, 1997 č. |117 ś.

Ŋăśšő£źă£ łŋĺčă £ćń£ěšś£ ğăŕĺśĳ¿ őśŋőćŋőčő łşřśă ńěłűĺľ ŕő šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ, ŕřőůĺšăŋŋőčő ŕěřćżňĺ ďćşň£ ăćšőřăňĺ ŋă ňěţăŋĺłő-ňă-šěňăšĺůěśłőň ťăłşńĳšěšě ŇČŞ ďń£ śšşďěŋšőć ćšőřőčő łşřśă ć ćěśěŋŋěň śěňěśšřě 1995 čőďă. Čńăćŋőľ űěńĳ¿ ăćšőřőć £ćń£ěšś£ ĺğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšěľÿĺţ ŕřĺňěřăţ ćăęŋěľÿĺţ ŕőŋ£šĺľ ĺ ňěšőďőć śőćřěňěŋŋőľ šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ ŋăř£ďş ś łńăśśĺůěśłĺňĺ.

Ćżřăęăěň ąńăčőďăřŋőśšĳ Ăţňĺšğ£ŋőćş Ř.Ř. ĺ Ňăŋĺšě Ă.Ď. ğă ŕőńěğŋżě őąśşęďěŋĺ£ ĺ ŕőňőźĳ ć ŋăŕĺśăŋĺĺ ¡šőľ łŋĺčĺ.

Ň 1602090000^− 005 3Ÿ7(03) − 97 Ąěğ őąž£ćń.

ISBN 5-87597-032-4 © Ňăńżÿěć Ć. Ă., Ňěŋĳÿĺłőć Ň. Ć., Ŕěšřőćă Ě. Ŋ., 1997 č.

© Ĺğďăšěńĳśšćő ňěţăŋĺłő-ňăšěňăšĺ-ůěśłőčő ťăłşńĳšěšă ŇČŞ, 1997 č.

Őčńăćńěŋĺě

Ńěłűĺ£ 1. Łőŋěůŋżě ĺ śůěšŋżě ćěřő£šŋőśšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Ńěłűĺ£ 2. Ăłśĺőňăšĺłă Łőńňőčőřőćă . . . . . . . . . . . . . . 14 Ńěłűĺ£ 3. Ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ śţěňż Ąěřŋşńńĺ 23 Ńěłűĺ£ 4. Ĺŋšěčřăń Ńěąěčă. Ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 Ńěłűĺ£ 5. Őďŋőňěřŋőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě . . . . . . . 40 Ńěłűĺ£ 6. Űěŕĺ Ňăřłőćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 Ńěłűĺ£ 7. Řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£. Ŕńőšŋőśšĳ. Śćěřšłă řăśŕřěďěńěŋĺľ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 Ńěłűĺ£ 8. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ . . . . . . . . . . . 79 Ńěłűĺ£ 9. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šěőřěň ňěšőďőň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ. Űěŋšřăńĳŋă£ ŕřěďěńĳŋă£ šěőřěňă. Ňŋőčőňěřŋőě ŋőřňăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 Ńěłűĺ£ 10. Ŕşăśśőŋőćśłă£ ňěřă. Şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 Ńěłűĺ£ 11. Ğăďăůă ŕěřłőń£űĺĺ ŋă Z^2 . . . . . . . . . . . . . . . . 112

Ńěłűĺ£ 1 Łőŋěůŋżě ĺ śůěšŋżě ćěřő£šŋőśšŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

Ŕşśšĳ ğăďăŋő łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ˙ = ω_1, . . . , ω_n. Ůăśšő ňż ĺňěěň ďěńő ś śĺšşăűĺěľ, łőčďă łăęďőňş ¡ńěňěŋšş ŕřĺŕĺśăŋ ćěś (ňěřă), š.ě. ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő w(ω_i), ţăřăłšěřĺğş¿źěě "ůăśšőšş" ŕő£ćńěŋĺ£ ¡ńěňěŋšă ω_i ć ŋěłőšőřżţ őąśšő£šěńĳśšćăţ. Ňőęŋő ŋőřňĺřőćăšĳ ¡šĺ ćěśă ł ěďĺŋĺűě (ěśńĺ ŋě ćśě őŋĺ ŋşńĺ), š.ě. ććěśšĺ ŋőćżě ůĺśńă

P(ω_i) = Z^{−1}w(ω_i), Z = n∑ i=1 w(ω_i). Őšőąřăęěŋĺě P : ˙ → [0, 1] ŋăğżćăěšś£ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ (ĺńĺ ćěřő£šŋőśšĳ¿). Ć śšăšĺśšĺůěśłőľ ťĺğĺłě ŋőřňĺřş¿źĺľ ňŋőęĺšěńĳ Z ŋăğżćăěšś£ śšăšĺśšĺůěśłőľ śşňňőľ. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ňőęŋő ććěśšĺ ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş ŋă śůěšŋőň ňŋőęěśšćě ˙, ěśńĺ ∞∑ i=1 w(ω_i) < ∞. Őŕřěďěńěŋĺě 1. Łőŋěůŋżň (śůěšŋżň) ćěřő£šŋőśšŋżň ŕřő-

śšřăŋśšćőň ŋăğżćăěšś£ ŕăřă (˙, P), čďě ˙ | łőŋěůŋőě (śůěšŋőě) ňŋőęěśšćő, ă P ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă, šő ěśšĳ ŋăąőř ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń P(ω), ω ∈ ˙, šăłĺţ ůšő ∑ ω∈Ω P(ω) = 1. Ňŋőęěśšćő˙ ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšřăŋśšćőň ¡ńěňěŋšăřŋżţ śőążšĺľ, ěčő ŕőďňŋőęěśšćă | śőążšĺ£ňĺ, ă ěčő ¡ńěňěŋšż | ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ śőążšĺ- £ňĺ.

Ěśńĺ ćśě P(ω) řăćŋż, šő čőćőř£š, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšăřŋżě śőążšĺ£ řăćŋőćěřő£šŋż. Ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ A őŕřěďěń£ěšś£ łăł śşňňă ćěřő£šŋőśšěľ ćţőď£źĺţ ć ŋěčő ¡ńěňěŋšăřŋżţ śőążšĺľ:

P(A) = ∑ ω∈A P(ω).

Ŋă ŕřăłšĺłě ůăśšő čőćőř£š ő śńşůăľŋőň ćżąőřě ¡ńěňěŋšă ω ĺğ ňŋőęěśšćă ˙ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ P(ω). Ňż čőćőřĺň, ůšő ŕřĺ ¡šőň ćżąőřě śőążšĺě A őśşźěśšćĺńőśĳ, ěśńĺ ω ∈ A. Ŕěřěśěůěŋĺě śőążšĺľ A ∩ B śőőšćěšśšćşěš śőążšĺ¿, ůšő łăęďőě ĺğ ŋĺţ őśşźěśšćĺńőśĳ, őąžěďĺŋěŋĺě A ∪ B śőőšćěšśšćşěš šőňş, ůšő őśşźěśšćĺńőśĳ ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ŋĺţ. Ňż ŕőńăčăěň, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ ŕşśšőčő śőążšĺ£ řăćŋă ŋşń¿.

§ğżł šěőřĺĺ ňŋőęěśšć §ğżł šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ Ňŋőęěśšćő Ŕřőśšřăŋśšćő ¡ńěňěŋšăřŋżţ śőążšĺľ Šőůłĺ İńěňěŋšăřŋżě śőążšĺ£ Ŕőďňŋőęěśšćă Śőążšĺ£ Ćżąőř šőůłĺ ω ∈ A Ŕřőĺğőÿńő śőążšĺě A Őąžěďĺŋěŋĺě A_1 ∪ A_2 Ŕřőĺğőÿńő ţőš£ ąż őďŋő ĺğ A_1, A_2 Ŕěřěśěůěŋĺě A_1 ∩ A_2 Ŕřőĺğőÿńĺ őąă śőążšĺ£ A_1, A_2 Ďőŕőńŋěŋĺě —A = ˙ \ A Śőążšĺě A ŋě ŕřőĺğőÿńő Ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ Śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă Ćğćěÿěŋŋă£ śşňňă (ĺŋšěčřăń) Ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě

Śţěňă Ąěřŋşńńĺ

Ŕřĺćěďěň ŕřőśšőľ, ŋő őůěŋĳ ŕőńěğŋżľ ŕřĺňěř ćěřő£šŋőśšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŋă łőšőřőň ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ćăęŋżě šěőřěňż, ćěřŋżě ĺ ć ąőńěě őąźěľ śĺšşăűĺĺ.

Řăśśňőšřĺň řěğşńĳšăš n ŕőśńěďőćăšěńĳŋżţ ąřőśăŋĺľ ňőŋěšż; őšőęďěśšćĺň ěčő ś łőŋěůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ďńĺŋż n ĺğ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű: ω = (x_1, . . . , x_n), čďě x_i = 1, ěśńĺ ŕřĺ i-ň ąřőśăŋĺĺ ŕő£ćĺńś£ "őřěń" (şśŕěţ) ĺ x_i = 0, ěśńĺ ŕő£ćĺńăśĳ "řěÿłă" (ŋěşďăůă). Šăłĺň őąřăğőň, ŕřőśšřăŋśšćő ¡ńěňěŋšăřŋżţ śőążšĺľ

˙ = {ω : ω = (x_1, . . . , x_n), x_i = 0, 1}

śőśšőĺš ĺğ 2^n šőůěł. Őąőğŋăůĺň

S_n = S_n(ω) = n∑ i=1 x_i ůĺśńő şśŕěţőć ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ω. Ğăďăďĺň ćěřő£šŋőśšĳ ¡ńěňěŋšăřŋőčő śőążšĺ£

P(ω) = p^{Sn (ω)}q^{n−Sn(ω)}, (1.1) čďě p ĺ q ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă šăłĺě, ůšő p + q = 1.

Ğăňěůăŋĺě 1. Ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă P ğăďăŋă ś ŕőňőźĳ¿ (1.1)

łőřřěłšŋő. Ć śăňőň ďěńě, ŋăň ŋěőąţőďĺňő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ∑ ω∈Ω P(ω) = 1.

Ŕőśłőńĳłş ůĺśńő ¡ńěňěŋšăřŋżţ śőążšĺľ, śőďěřęăźĺţ řőćŋő k şśŕěţőć, řăćŋő C^k_n, ĺňěěň ŕő ąĺŋőňş Ŋĳ¿šőŋă: ∑ ω∈Ω P(ω) = n∑ k=0 C^k_np^kq^{n−k} = (p + q)^n = 1.

Ğăňěůăŋĺě 2. Łăł ćĺďŋő ĺğ ğăňěůăŋĺ£ 1, ćěřő£šŋőśšĳ śőąż-

šĺ£, śőśšő£źěčő ć šőň, ůšő őřěń ćżŕăń řőćŋő k řăğ, řăćŋă P{S_n = k} = C^k_np^kq^{n−k}. Ŋăąőř ćěřő£šŋőśšěľ P_k = P{S_n = k}, k = 0, . . ., n, ŋăğżćăěšś£ ąĺŋőňĺăńĳŋżň řăśŕřěďěńěŋĺěň.

Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ŕřĺ i-ň ąřőśăŋĺĺ ćż-

ŕăďěš őřěń, řăćŋă p. Ďőłăğăšĳ.

Őŕĺśăŋŋă£ ŋăňĺ ćěřő£šŋőśšŋă£ ňőďěńĳ ŋăğżćăěšś£ śţěňőľ Ąěřŋşńńĺ, ĺńĺ ňőďěńĳ¿ n ŋěğăćĺśĺňżţ ĺśŕżšăŋĺľ ś ďćşň£ ĺśţőďăňĺ (ŕőğďŋěě ňż ŕőľňěň, ŕőůěňş ć ŋăğćăŋĺĺ ŕřĺśşšśšćşěš śńőćő "ŋěğăćĺśĺňżě").

Ďőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő ďń£ šĺŕĺůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ůĺśńő ěďĺŋĺű ŕřĺňěřŋő řăćŋő np. Ůšő ¡šő őğŋăůăěš šőůŋő, ňż śěľůăś śťőřňşńĺřşěň.

Šěőřěňă 1 (Ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ śţěňż Ąěřŋşńńĺ).

Řăśśňőšřĺň ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙, P), śőőšćěšśšćş¿źěě śţěňě Ąěřŋşńńĺ ś n ĺśŕżšăŋĺ£ňĺ. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ε > 0 P { ω : | | | | S_n(ω) n − p | | | | ≥ ε } → 0 ŕřĺ n → ∞. (1.2)

Ŋě ąşďěň ğăążćăšĳ, ůšő ˙ ĺ P řăğńĺůŋż ďń£ řăğŋżţ n. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőľ šěőřěňż ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋőćżě ŕőŋ£šĺ£: śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż, ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ ĺ ďĺśŕěřśĺĺ, ł őŕřěďěńěŋĺ¿ łőšőřżţ ňż ĺ ŕěřěţőďĺň.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ łőŋěůŋőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřő-

śšřăŋśšćő (˙, P) . Śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ ŋăğżćăěšś£ ń¿ąă£ ćěźěśšćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ξ : ˙ → R. Ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň, ĺńĺ śřěďŋĺň ğŋăůěŋĺěň śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő

Eξ = ∑ ω∈Ω ξ(ω)P(ω). Ďĺśŕěřśĺěľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő

Dξ = E(ξ − Eξ)^2 = ∑ ω∈Ω (ξ(ω) − Eξ)^2P(ω).

Şŕřăęŋěŋĺě 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő

Eξ = ∑ a aP{ξ = a}, čďě śşňňă ąěřěšś£ ŕő ćśěň ğŋăůěŋĺ£ň śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ, ă śőążšĺě {ξ = a} = {ω : ξ(ω) = a}. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ŕřĺŋĺňăěš őďŋő ěďĺŋśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, ěě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě śőćŕăďăěš ś ¡šĺň ğŋăůěŋĺěň.

Şŕřăęŋěŋĺě 3. Ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ňăšěňăšĺůě-

śłőčő őęĺďăŋĺ£ ĺ ďĺśŕěřśĺĺ.

1. Ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ řăćŋő ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ĺţ ňăšěňăšĺůěśłĺţ őęĺďăŋĺľ:

E(c_1η_1 + . . . + c_mη_m) = c_1Eη_1 + . . . + c_mEη_m.

2. Ěśńĺ ξ(ω) ≤ η(ω) ďń£ ćśěţ ω ∈ ˙, šő Eξ ≤ Eη. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ łőŋśšăŋšă c šăłőćă, ůšő 0 ≤ ξ(ω) ≤ c, šő Eξ ≤ c. 3. D(cξ) = c^2Dξ ďń£ ń¿ąőľ łőŋśšăŋšż c.

Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ šăłęě śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě. Őŋő ńěčłő ďőłăğżćăěšś£, ŋő, łăł ňż şćĺďĺň ć ďăńĳŋěľÿěň, ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ćő ňŋőčĺţ řăśśşęďěŋĺ£ţ.

Ńěňňă 1 (Ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă). Ďń£ ń¿ąőčő ε > 0 ĺ ń¿-

ąőľ ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż u ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő: P{u ≥ ε} ≤ Eu ε . (1.3)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£

Eu = ∑ ω∈Ω u(ω)P(ω) ≥ ∑ ω: u(ω)≥ε u(ω)P(ω) ≥

≥ ∑ ω: u(ω)≥ε εP(ω) = εP{ω : u(ω) ≥ ε}, őšłşďă ĺ śńěďşěš (1.3).

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ u | ŕřőĺğćőńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, šő

ďń£ ń¿ąőčő ε > 0 P{| u − Eu |≥ ε} ≤ Du ε^2

. (1.4)

Őąőğŋăůĺň ξ_i śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş, řăćŋş¿ ěďĺŋĺűě, ěśńĺ ŕřĺ i-ň ąřőśăŋĺĺ ćżŕăń őřěń, ĺ ŋşń¿ ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě: ξ_i(ω) = x_i. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ šăłş¿ śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş ąěřŋşńńĺěćśłőľ, łăł ĺ ňěřş P ďń£ śńşůă£ őďŋőčő ąřőśăŋĺ£ (őŕřěďěńěŋŋş¿ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ˙ = {0, 1}). Őůěćĺďŋő,

S_n(ω) = x_1 + . . . + x_n = ξ_1(ω) + . . . + ξ_n(ω).

Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő i

P(ξ_i = 1) = p, P(ξ_i = 0) = q,

šő ěśšĳ ňěřă P ŋě ğăćĺśĺš őš ŋőňěřă i śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż. Ć šăłőň śńşůăě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ_i ŋăğżćă¿šś£ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżňĺ.

Şŕřăęŋěŋĺě 4. Ďőłăğăšĳ, ůšő Eξi = p, Dξi = pq.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ğăłőŋă ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ňż ţőšĺň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăň ŋěőąţőďĺňő ŕőďśůĺšăšĳ ďĺśŕěřśĺ¿ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż S_n. Ďń£ ¡šőčő ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŕőŋ£šĺě ŋěğăćĺśĺňőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ ĺ η ŋăğżćă¿šś£ ŋěğă-

ćĺśĺňżňĺ, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ a, b ∈ R P{ξ = a, η = b} = P{ξ = a}P{η = b}. (1.5) Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ďń£ ń¿ążţ i, j = 1, . . ., n, i ≠ j, őŕřěďěńěŋŋżě

ćżÿě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ_i ĺ ξ_j ŋěğăćĺśĺňż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőďśůĺšăěň, ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ŕřĺ i-ň ąřőśăŋĺĺ ćżŕăń őřěń, ă ŕřĺ j-ň ąřőśăŋĺĺ ćżŕăńă řěÿłă:

P{ξ_i = 1, ξ_j = 0} = ∑ ω∈Ω:x_i=1,x_j =0 p^{Sn (ω)}q^{n−Sn(ω)} = pq. Ć şŕřăęŋěŋĺĺ 1 ňż ćĺďěńĺ, ůšő

P{ξ_i = 1} = p, P{ξ_j = 0} = q.

Šăłĺň őąřăğőň,

P{ξ_i = 1, ξ_j = 0} = P{ξ_i = 1}P{ξ_j = 0}.

Ŕřőćěř££ ăŋăńőčĺůŋő ďń£ ďřşčĺţ ğŋăůěŋĺľ x_i ĺ x_j, ŕőńşůĺň (1.5).

Ŕřěďńőęěŋĺě 2. Ěśńĺ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ ĺ η ŋěğăćĺśĺňż,

šő E(ξη) = EξEη.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ ĺňěěň: E(ξη) = ∑ ω ξ(ω)η(ω)P (ω) = ∑ a,b ab ∑ ω:ξ(ω)=a,η(ω)=b P(ω) = ∑ a,b abP{ξ = a, η = b}. Ć śĺńş ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ξ ĺ η ŕőśńěďŋěě ćżřăęěŋĺě řăćŋő ∑ a aP{ξ = a} ∑ b bP{η = b} = EξEη. Şŕřăęŋěŋĺě 5. Ěśńĺ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż η1 ĺ η2 ŋěğăćĺśĺňż,

ă c_1 ĺ c_2 ŕřőĺğćőńĳŋżě łőŋśšăŋšż, šő śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż η_1 − c_1 ĺ η_2 − c_2 šăłęě ŋěğăćĺśĺňż. Ďőłăğăšĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ĺğ śćőľśšćă ńĺŋěľŋőśšĺ ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ ĺňěěň: ES_n/n = p. Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ŋěřăćěŋśšćőň (1.4), ŕőńşůĺň P {| | | S_n n − p | | | | ≥ ε } ≤ D(S_n/n) ε^2

. (1.6)

Ćŋőćĳ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ: D ( S_n n ) = E ( S_n n − p )_2 = E(S_n − np)^2

n^2 . Őąőğŋăůĺň u_i = ξ_i − p, šőčďă D ( S_n n ) = 1 n^2 E (_n ∑ i=1 u_i )_2 = 1 n^2 (_n∑ i=1 Eu^2_i + ∑ i≠j Eu_iu_j ) . (1.7)

Ğăňěšĺň (śň. şŕřăęŋěŋĺě 4), ůšő

Eu^2_i = Dξ_i = pq. (1.8)

Śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż u_i ĺ u_j ŋěğăćĺśĺňż ďń£ i ≠ j (śň. ŕřěďńőęěŋĺě 1 ĺ şŕřăęŋěŋĺě 5). Ŕő¡šőňş

Eu_iu_j = Eu_iEu_j = 0. (1.9)

Ŕőďśšăćń££ (1.9) ĺ ( 1.8) ć ( 1.7), ŕőńşůăěň D ( S_n n ) = pq n . (1.10)

Ŕőďśšăćń££ šěŕěřĳ (1.10) ć (1.6), ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż.

Ĺğ ğăłőŋă ąőńĳÿĺţ ůĺśěń śńěďşěš, ůšő P{n(p − ε) ≤ S_n ≤ n(p + ε)} → 1, n → ∞, (1.11) šő ěśšĳ ŕřĺ ąőńĳÿĺţ n ćěřő£šŋőśšĳ ňŋőęěśšćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ś šăłĺň ůĺśńőň şśŕěţőć ąńĺğłă ł ěďĺŋĺűě, ĺ ć ¡šőň śňżśńě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ćţőď£źĺě ć ¡šő ňŋőęěśšćő, £ćń£¿šś£ šĺŕĺůŋżňĺ. Ğăďăďĺňś£ ćőŕřőśőň: ŋăśłőńĳłő ňăńă ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ůĺśńő şśŕěţőć řăćŋő [αn], čďě α ≠ p? Ŕőďőąŋőčő řőďă ğăďăůĺ ŋăğżćă¿šś£ ğăďăůăňĺ ő ąőńĳÿĺţ şłńőŋěŋĺ£ţ.

Šěőřěňă 2 (ąőńĳÿĺě şłńőŋěŋĺ£). Ŕşśšĳ 0 < α < 1, α ≠ p.

Šőčďă ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n P{S_n = [αn]} ∼ 1 √ 2πα(1 − α)n exp(−n ^H(p, α)), (1.12) čďě ^H(p, α) = α ln α p + (1 − α) ln 1 − α 1 − p , ă śĺňćőń ∼ őğŋăůăěš, ůšő őšŋőÿěŋĺě ćěńĺůĺŋ śšřěňĺšś£ ł ěďĺŋĺűě ŕřĺ n → ∞. Ğăňěůăŋĺě 3. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ P ąěřŋşńńĺěćśłş¿ ňěřş ś ćěřő-

£šŋőśšĳ¿ şśŕěţă p, ă ůěřěğ π ąěřŋşńńĺěćśłş¿ ňěřş ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ şśŕěţă α. Ťşŋłűĺ£ ^H(p, α) ŋăğżćăěšś£ ¡ŋšřőŕĺěľ ňěřż π őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż P.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 2. Ďń£ ŕřőśšőšż ďőłăęěň řěğşńĳšăš ďń£ śńşůă£ p = 1/2, łőčďă ćśě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăćŋőćěřő£šŋż: P(ω) = 2^{−n} ĺ P{S_n = [αn]} ∼ 1 √ 2πα(1 − α)n exp(−n(ln 2 − H(α)),

H(α) = −α ln α − (1 − α) ln(1 − α).

Ťşŋłűĺ£ H(α) ŋăğżćăěšś£ ¡ŋšřőŕĺěľ ňěřż π. Őŋă ŋěőšřĺűăšěńĳŋă, ćżŕşłńă łćěřţş, řăćŋă ŋşń¿ ŕřĺ α = 0, α = 1 ĺ ďőśšĺčăěš ňăłśĺňşňă ŕřĺ α = 1/2. Ěě ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł śšěŕěŋĳ ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ řěğşńĳšăšă ŕřĺ ąřőśăŋĺĺ ňőŋěšż ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ şśŕěţă α. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřĺ α = 0 ŕő£ćń£ěšś£ šőńĳłő řěÿłă, ă ŕřĺ α = 1 šőńĳłő őřěń ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋĺłăłőľ ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ ŋěš. Ěśńĺ ęě α = 1/2, ŕő£ćńěŋĺě őřńă ĺ řěÿłĺ őďĺŋăłőćő ćěřő£šŋő, ĺ ć ¡šőň śňżśńě ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĳ řěğşńĳšăšă ňăłśĺňăńĳŋă.

Ĺňěěň:

P{S_n = [αn]} = 2^{−n}C^{[αn]}_n = 2^{−n} n! [αn]!(n − [αn])! . (1.13)

Ćőśŕőńĳğşěňś£ ďăńěě ĺğćěśšŋőľ ťőřňşńőľ Śšĺřńĺŋčă:

n! = √ 2πnn^ne^{−n}(1 + R(n)), (1.14)

čďě R(n) → 0 ŕřĺ n → ∞. Šőčďă n! [αn]!(n − [αn])! ∼ (1.15)

∼ √ 2πn n^ne^{−n} √ 2π[αn][αn]^{[αn]}e^{−[αn]} √ 2π(n − [αn])(n − [αn])^{n−[αn]} e^{−(n−[αn])} . Şąřăć ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (1.15) ğŋăłĺ űěńőľ ůăśšĺ ĺ ŕřőĺğćěď£ ŋěőąţőďĺňżě śőłřăźěŋĺ£, ŕőńşůĺň, ćěřŋşćÿĺśĳ ł (1.13): P{S_n = [αn]} ∼ 1 √ 2πα(1 − α)n 2^{−n}α^{−αn}(1 − α)^{−(1−α)n}, őšłşďă ĺ śńěďşěš šěőřěňă 2.

Ğăňěůăŋĺě 4. Ĺğ šěőřěňż 2 ć ůăśšŋőśšĺ śńěďşěš, ůšő ŕřĺ

p = 1/2 ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ůĺśńő ěďĺŋĺű ć šőůŋőśšĺ řăćŋő ůĺśńş ŋşńěľ, ćěśĳňă ňăńă (ŋő ŋě ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő ňăńă) ŕřĺ ąőńĳÿĺţ (ůěšŋżţ) n. Ă ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ n = 2k. Šőčďă P{S_n = k} ∼ 1√ πk . Ś ŕőňőźĳ¿ ťőřňşńż Śšĺřńĺŋčă ňőęŋő ŕőńşůăšĳ šăłęě ąőńěě ăłłşřăšŋżě őűěŋłĺ. Ğăďăďĺňś£ ćőŕřőśőň, łăłőćă ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ůĺśńő şśŕěţőć ć śěřĺĺ ďńĺŋż n řăćŋő np + x.

Šěőřěňă 3 (Ńőłăńĳŋă£ ŕřěďěńĳŋă£ šěőřěňă). Ŕşśšĳ 0 <

p < 1. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő x šăłőčő, ůšő pn + x ěśšĳ űěńőě ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő ĺ x = O(n^{1/2}) P{S_n = pn + x} ∼ 1 √ 2πnpq exp ( − x^2 2npq ) (1.16) ŕřĺ n → ∞. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ćżůĺśńěŋĺľ ďőłăęěň šěőřěňş ďń£ śńşůă£ p = 1/2. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ťőřňşńőľ Śšĺřńĺŋčă:

P{S_n = n 2 + x} = 2^{−n}C^{(n/2)+x}_n = 2^{−n} n! (n/2 + x)!(n/2 − x)! ∼ ∼ 2^{−n} n^ne^{−n} e^{−(n/2+x)}e^{−(n/2−x)} (_n 2 + x )_{(n/2+x)} (_n 2 − x )_{(n/2−x)} × × √ 2πn √ 2π(n/2 + x) √ 2π(n/2 − x) = = 2^{−n}n^n √ 2π(1/4)(n − (4x^2/n)) (n 2 + x )_{−(n/2+x)} ( n 2 − x )_{−(n/2−x)} ∼

∼ √ 2 πn ( 1 + 2x n )_{−(n/2+x)} ( 1 − 2x n )_{−(n/2−x)} . Ŕőśłőńĳłş x = O(n^{1/2}), šő ŕřĺ ąőńĳÿĺţ n 1 + 2x n ∼ exp ( 2x n ) , 1 − 2x n ∼ exp ( − 2x n ) , ĺ ŕő¡šőňş ( 1 + 2x n )_{−x} ( 1 − 2x n )_x ∼ exp ( − 4x^2 n ) . Ďăńěě, ( 1 + 2x n )_− n_2 ( 1 − 2x n )_− n_2 = ( 1 − 4x^2 n^2

)_− n_2 ∼ exp ( 2x^2 n ) . Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň:

P{S_n = n 2 + x} ∼ √ 2 πn exp ( − 2x^2 n ) . Ńĺšěřăšşřă

Ťěńńěř Ć. Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ćěřő£šŋőśšěľ ĺ ěě ŕřĺńőęěŋĺ£. Ň., Ňĺř, 1984. Šőň 1, čńăćż 1, 4, 7, 9, 10.

Ńěłűĺ£ 2 Ăłśĺőňăšĺłă Łőńňőčőřőćă

Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ğăŋĺňăńĺśĳ łőŋěůŋżňĺ ĺńĺ śůěšŋżňĺ ćěřő£šŋőśšŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Šőůłĺ ŋăğżćăńĺśĳ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ śőążšĺ£ňĺ, ń¿ąőě ŕőďňŋőęěśšćő ążńő őąž£ćńěŋő śőążšĺěň. Ć śńşůăě ŋěśůěšŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋěćőğňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ćěřő£šŋőśšĳ ń¿ąőčő ŕőďňŋőęěśšćă. Śăňżľ ěśšěśšćěŋŋżľ ĺ ÿĺřőłő ŕřĺňěŋ£ěňżľ ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ śŕőśőą ććěśšĺ ćěřő£šŋőśšĳ ŋă ůăśšĺ ŕőďňŋőęěśšć ďăěš ăłśĺőňăšĺłă Łőńňőčőřőćă, śőśšő£źă£ ĺğ ŕřĺćőďĺňżţ ŋĺęě őŕřěďěńěŋĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőęěśšćő (ŕřő-

śšřăŋśšćő) ˙. Śĺśšěňă ˚ ěčő ŕőďňŋőęěśšć ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřőľ (ŕőďňŋőęěśšć), ěśńĺ ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£.

1. Ěśńĺ A ∈ ˚, šő ěčő ďőŕőńŋěŋĺě —A = ˙ \ A šăłęě ŕřĺŋăďńěęĺš ˚. 2. Ěśńĺ A ĺ B ŕřĺŋăďńěęăš ˚, šő ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ĺ ŕěřěśěůěŋĺě šăłęě ŕřĺŋăďńěęăš ˚. (Łřăšłő ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő ăńčěąřă ğăňłŋşšă őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ łőŋěůŋőčő őąžěďĺŋěŋĺ£ ĺ ŕěřěśěůěŋĺ£.)

3. Ŕşśšőě ŕőďňŋőęěśšćő ∅ ŕřĺŋăďńěęĺš ˚.

Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő:

ă) ćňěśšő şśńőćĺ£ 2 ďőśšăšőůŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż šőńĳłő ŕěřěśěůěŋĺě A ∩ B ŕřĺŋăďńěęăńő ˚;

ą) ěśńĺ A_1, . . . , A_k ŕřĺŋăďńěęăš ˚, šő ∩^k_{i=1}A_i ∈ ˚ ĺ ∪^n_{i=1}A_i ∈ ˚.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ťşŋłűĺ£ P = P(A) ŋă ăńčěąřě ˚, ŕřĺŋĺňă¿-

źă£ ğŋăůěŋĺ£ ć [0, 1], ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ (ĺńĺ łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿), ěśńĺ ďń£ ń¿- ążţ ďćşţ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć A ĺ B ĺğ ˚, A ∩ B = ∅,

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) (2.1) ĺ P(˙) = 1.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ăńčěąřă ŕőďňŋőęěśšć ˙ ŋăğżćăěšś£ σ-ăńčěą-

řőľ, ěśńĺ őŋă ğăňłŋşšă őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£šĺ£ śůěšŋőčő ůĺśńă ŕěřěśěůěŋĺľ. İńěňěŋšż σ-ăńčěąřż (š.ě. ŕőďňŋőęěśšćă, ćţőď£źĺě ć σ-ăń-čěąřş) ŋăğżćă¿šś£ śőążšĺ£ňĺ. Ŕăřă (˙, ˚), čďě ˚ ěśšĳ σ-ăńčěąřă ŕőďňŋőęěśšć ˙, ŋăğżćăěšś£ ĺğňěřĺňżň ŕřőśšřăŋśšćőň.

Őŕřěďěńěŋĺě 4. Ŕşśšĳ łăęďőňş ŕőďňŋőęěśšćş A, ŕřĺŋăďńě-

ęăźěňş ŋěłőšőřőľ σ-ăńčěąřě ˚ ŕőďňŋőęěśšć ňŋőęěśšćă ˙, śőŕőśšăćńěŋő ůĺśńő P(A), 0 ≤ P(A) ≤ 1. Ťşŋłűĺ£ P(A) ŋăğżćăěšś£ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ (ĺńĺ ŕřőśšő ćěřő£šŋőśšĳ¿), ěśńĺ ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě ďćă şśńőćĺ£.

1. Śůěšŋă£ ăďďĺšĺćŋőśšĳ. Ňěřă őąžěďĺŋěŋĺ£ śůěšŋőčő ůĺśńă ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ śőążšĺľ řăćŋă śşňňě ĺţ ňěř: P (^∞⋃ i=1 A_i ) = ∞∑ i=1 P(A_i), ěśńĺ A_i ∩ A_j = ∅, i ≠ j.

2. Ŋőřňĺřőćłă: P(˙) = 1.

Šřőľłă (˙, ˚, P) ŋăğżćăěšś£ ćěřő£šŋőśšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň.

Ğăňěůăŋĺě 1. Ć ŕěřćőľ ńěłűĺĺ, řăśśňăšřĺćă£ łőŋěůŋőě ŕřő-

śšřăŋśšćő ˙, ňż ŋăğżćăńĺ ćěřő£šŋőśšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŕăřş (˙, P), ŕőďřăğşňěćă£, ůšő ˚ ěśšĳ ăńčěąřă ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ˙.

Ğăňěůăŋĺě 2. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő

1) P (∅) = 0;

2) Ěśńĺ A ⊂ B, šő P (A) ≤ P (B); 3) P (A ∪ B) ≤ P (A) + P (B). Şŕřăęŋěŋĺě 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő śćőľśšćő śůěšŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĺ

¡łćĺćăńěŋšŋő ń¿ąőňş ĺğ śńěďş¿źĺţ śćőľśšć ŋěŕřěřżćŋőśšĺ:

ă) ďń£ ń¿ąőľ ąěśłőŋěůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {A_i} řăśÿĺř£¿- źĺţś£ ňŋőęěśšć ĺğ ˚ (š.ě. šăłĺţ, ůšő A_i ⊆ A_{i+1} ďń£ ćśěţ i )

lim_{i→∞} P(A_i) = P (^∞⋃ i=1 A_i ) ; ą) ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {A_i} ćńőęěŋŋżţ ňŋőęěśšć ĺğ ˚ (š.ě. šăłĺţ, ůšő A_i ⊇ A_{i+1} ďń£ ćśěţ i )

lim_{i→∞} P(A_i) = P (^∞⋂ i=1 A_i ) . Őŕřěďěńěŋĺě 5. Ćěźěśšćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ξ(ω) : ˙ → R ŋăğż-

ćăěšś£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ůĺśńă x ňŋőęěśšćő

{ω : ξ(ω) < x} £ćń£ěšś£ śőążšĺěň, š.ě. ŕřĺŋăďńěęĺš σ-ăńčěąřě ˚. Ŋă £ğżłě šěőřĺĺ ťşŋłűĺľ šăłă£ ťşŋłűĺ£ ŋăğżćăěšś£ ĺğňěřĺňőľ őšŋőśĺšěńĳŋő σ-ăńčěąřż ˚.

Ŕřĺňěř. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ A śĺśšěňş ňŋőęěśšć ŋă ŕř£ňőľ, łă-

ęďőě ĺğ łőšőřżţ ěśšĳ łőŋěůŋă£ śşňňă ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ĺŋšěřćă- ńőć ćĺďă (a, b], −∞ ≤ a < b ≤ ∞ : A ∈ A, ěśńĺ A = n∑ i=1 (a_i, b_i], n < ∞. Ćłń¿ůĺň ć A šăłęě ŕşśšőě ňŋőęěśšćő. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő śĺśšěňă A £ćń£ěšś£ ăńčěąřőľ. Őąőğŋăůĺň B(R) ŋăĺňěŋĳÿş¿ σăńčěąřş, śőďěřęăźş¿ ăńčěąřş A. (Ďőłăğăšĳ, ůšő šăłă£ σ-ăńčěąřă śşźěśšćşěš.) İšă σ-ăńčěąřă ŋăğżćăěšś£ ąőřěńěćśłőľ, ă ćţőď£źĺě ć ŋěě ňŋőęěśšćă | ąőřěńěćśłĺňĺ.

Ć ŋěłőšőřżţ śńşůă£ţ ąőńěě şďőąŋżň £ćń£ěšś£ śńěďş¿źěě ¡łćĺćăńěŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż.

Őŕřěďěńěŋĺě 5^′. Ťşŋłűĺ£ ξ = ξ(ω) ŋăğżćăěšś£ śńşůăľŋőľ ćě-

ńĺůĺŋőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B(R) ξ^{−1}(B) ≡ {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ ˚. İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ďćşţ őŕřěďěńěŋĺľ ńěčłő śńěďşěš ĺğ śńěďş¿źĺţ ţőřőÿő ĺğćěśšŋżţ ťăłšőć šěőřĺĺ ňěřż.

1. Śĺśšěňă ŕőńşąěśłőŋěůŋżţ ĺŋšěřćăńőć I = { (−∞, x), x ∈

R } ŕőřőęďăěš σ-ăńčěąřş B(R) ąőřěńěćśłĺţ ňŋőęěśšć ŋă ŕř£ňőľ,

š.ě. ŋăĺňěŋĳÿă£ σ-ăńčěąřă σ(I), śőďěřęăźă£ śĺśšěňş ňŋőęěśšć I, śőćŕăďăěš ś B(R).

2. Ŕşśšĳ E | ŋěłőšőřă£ śĺśšěňă ňŋőęěśšć šăłă£, ůšő σ(E) =

B(R). Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋěłőšőřă£ ťşŋłűĺ£ ξ = ξ(ω) ążńă ĺğňěřĺ-

ňőľ, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż {ω : ξ(ω) ∈ E} ∈˚ ďń£ ćśěţ E ∈ E.

(Ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ŋăľšĺ, ŋăŕřĺňěř, ć łŋĺčě Ÿĺř£ěćă, čńăćă II, §4.)

Ťşŋłűĺ£ φ : R → R ŋăğżćăěšś£ ąőřěńěćśłőľ, ěśńĺ őŋă ěśšĳ ĺğňěřĺňőě őšőąřăęěŋĺě ĺğňěřĺňőčő ŕřőśšřăŋśšćă (R, B(R)) ć śěą£, š.ě. ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B(R) ĺňěěš ňěśšő φ^{−1}(B) ∈ B(R). Ŋăŕřĺňěř, ćśě ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺ £ćń£¿šś£ ąőřěńěćśłĺňĺ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ŕşśšĳ ξ | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, ă φ | ąőřě-

ńěćśłă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă η = φ(ξ) | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł η = φ ∘ ξ, šő η^{−1}(B) = ξ^{−1}(φ^{−1}(B)) ďń£ ćśěţ B. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě B ∈ B(R). Ŕőśłőńĳłş φ | ąőřěńěćśłă£, ĺňěěň φ^{−1}(B) ∈ B(R). Ŕőśłőńĳłş ξ | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, ŕőńşůăěň η^{−1}(B) = ξ^{−1}(φ^{−1}(B)) ∈ F.

Őŕřěďěńěŋĺě 6. Ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň Eξ śńşůăľŋőľ

ćěńĺůĺŋż ξ(ω) ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřăń Ńěąěčă: ∫ Ω ξ(ω)dP (ω). Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ŕřĺćěďěň őŕřěďěńěŋĺě ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă. Őďŋăłő ć ąńĺęăľÿĺţ ńěłűĺ£ţ ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ šőńĳłő ĺŋšěčřăń Ńěąěčă őš łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋżţ ťşŋłűĺľ, š.ě. šăłĺţ, ůšő śşźěśšćşěš řăğąĺěŋĺě ˙ = ∪A_i ŋă łőŋěůŋőě ůĺśńő ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć A_i ∈ ˚, šăł ůšő ξ(ω) ŕőśšő£ŋŋă (ĺ řăćŋă ŋěłőšőřőňş c_i) ŋă łăęďőň A_i. Šăłĺě ťşŋłűĺĺ ŋăğżćă¿šś£ ĺŋőčďă ŕřőśšżňĺ. Ć ¡šőň śńşůăě ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿

Eξ = ∫ Ω ξ(ω)dP(ω) = ∑ i c_iP(A_i).

Śţěňă Ąěřŋşńńĺ

Ŕşśšĳ ˙ | ňŋőęěśšćő ćśěţ ąěśłőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ω ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű, š.ě. ω = (x_1, . . ., x_i, . . .), x_i = 0 ĺńĺ 1, ă ĺŋďěłś i ŕřőąěčăěš ćśě űěńżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă. Łăęďőľ šőůłě ω_n = (x_1, . . . , x_n) ŕřőśšřăŋśšćă ˙^{(n)}, ŕőśšřőěŋŋőčő ć ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ (őŕĺśżćă¿źěčő n ĺśŕżšăŋĺľ Ąěřŋşńńĺ), śőőšćěšśšćşěš ŕőďňŋőęěśšćő ňŋőęěśšćă ˙, łőšőřőě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šőľ ęě ąşłćőľ ω_n | ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ω, ŕěřćżě n łőőřďĺŋăš łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ś ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ω_n. Ňż ŕőńşůăěň řăğąĺěŋĺě ˙ ŋă 2^n ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć. Őąžěďĺŋěŋĺ£ ćśěćőğňőęŋżţ ω_n őąřăğş¿š ăńčěąřş ˚_n, ĺğőňőřťŋş¿ ăńčěąřě ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ŕřőśšřăŋśšćă ˙^{(n)}. Ŕő¡šőňş ćěřő£šŋőśšĳ P = P^{(n)}, ććěďěŋŋă£ řăŋěě ŋă ˙^{(n)}, £ćń£ěšś£ ć šő ęě ćřěň£ łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ ŋă ˚_n. Ŕřĺ ¡šőň P^{(n)}(ω_n) = p^kq^{n−k}, čďě k | ůĺśńő ěďĺŋĺű ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ω_n.

Şŕřăęŋěŋĺě 3. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ m < n ăńčěąřă ˚m £ćń£ěšś£

ŕőďăńčěąřőľ ˚_n, ĺ ňěřż P^{(m)} ĺ P^{(n)} śőćŕăďă¿š ŋă ˚_m.

Ŋăň ţőšěńőśĳ ąż őŕřěďěńĺšĳ ňěřş P ŋă ćśěőąžěňń¿źěň ŕřőśšřăŋśšćě ˙ šăłş¿, ůšő ŋă ˚_n őŋă śőćŕăďăńă ąż ś P^{(n)}. Ğăůěň ¡šő ŋşęŋő, ňż şćĺďĺň ďăńĳÿě, ă ďěńăěšś£ ¡šő ś ŕőňőźĳ¿ śńěďş¿źěľ šěőřěňż, łőšőřş¿ ňż ŕřĺćőďĺň ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă.

Šěőřěňă 1 (Šěőřěňă ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ňěřż). Ŕşśšĳ ć ˙ ďăŋă

ăńčěąřă ňŋőęěśšć ˚^′ ĺ łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋă£ ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă ŋă ŋěľ, şďőćńěšćőř£¿źă£ őďŋőňş ĺğ ďćşţ śńěďş¿źĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ şśńőćĺľ (śň. ńěňňş 1).

1. Śůěšŋă£ ăďďĺšĺćŋőśšĳ: ďń£ ń¿ąőľ ąěśłőŋěůŋőľ śĺśšěňż ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć A_1, A_2, . . . ĺğ ˚^′ šăłĺţ, ůšő ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ŕřĺŋăďńěęĺš ˚^′, P( ∞⋃ i=1 A_i) = ∞∑ i=1 P(A_i).

2. Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ: ěśńĺ ĺňěěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ şążćă¿- źĺţ ňŋőęěśšć A_1 ⊇ A_2 ⊇ . . . ĺğ ˚^′ šăłă£, ůšő ĺţ ŕěřěśěůěŋĺě ŕşśšő, ∩A_i = ∅, šő P(A_i) → 0 ŕřĺ i → ∞.

Šőčďă ¡šă ňěřă ňőęěš ążšĳ ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřőďőńęěŋă ďő ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřż ŋă ňĺŋĺňăńĳŋőľ σ-ăńčěąřě ˚, śőďěřęăźěľ ˚^′.

Ć ŕěřćőň şśńőćĺĺ ¡šőľ šěőřěňż ěśšĳ šőŋłĺľ ŕşŋłš: ěśńĺ ňŋőęěśšćă A_i, őąřăğş¿źĺě śůěšŋőě śěňěľśšćő, ŕřĺŋăďńěęăš ˚^′ ĺ ŕőŕăřŋő ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, šő ćőćśě ŋě őą£ğăšěńĳŋő, ůšő ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ŕřĺŋăďńěęĺš ăńčěąřě ˚^′. Ŋő ňż šřěąşěň ćżŕőńŋěŋĺě śńěďş¿źěčő śćőľśšćă: ěśńĺ őŋő ŕřĺŋăďńěęĺš, šő ěčő ňěřă řăćŋă śşňňě ňěř A_i.

Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ ğăďăŋă łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋă£ ćěřő£šŋőśšŋă£

ňěřă P ŋă ăńčěąřě ˚^′. Šőčďă śćőľśšćă śůěšŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĺ ĺ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ĺğ šěőřěňż 1 ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő.

1. Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ + łőŋěůŋă£ ăďďĺšĺćŋőśšĳ ⇒ śůěšŋă£ ăďďĺšĺćŋőśšĳ. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňŋőęěśšć {B_n} šăłőćă, ůšő B_i ∩ B_j = ∅ ŕřĺ i ≠ j ĺ B = ∪B_i ∈ ˚^′. Őąőğŋăůĺň A_n = B \ (∪^n_{i=1}B_i). Šőčďă, őůěćĺďŋő, ďń£ ń¿ąőčő n A_{n+1} ⊆ A_n ĺ ∩^∞_{n=1}A_n = ∅. Ć śĺńş śćőľśšćă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ P(A_i) → 0 ŕřĺ i → ∞, ă ¡šő őğŋăůăěš, ůšő P(B) − n∑ i=1 P(B_i) → 0, n → ∞, šő ěśšĳ_∞ ∑ i=1 P(B_i) = P (B).

2. Śůěšŋă£ ăďďĺšĺćŋőśšĳ ⇒ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ. Ŕşśšĳ ğăďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćńőęěŋŋżţ ňŋőęěśšć A_1 ⊇ A_2 ⊇ . . . ĺğ ˚^′ ś ŕşśšżň ŕěřěśěůěŋĺěň ∩A_i = ∅. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňŋőęěśšć B_i, B_i = A_i \ A_{i−1}. Őůěćĺďŋő, B_i ∩ B_j = ∅ ŕřĺ i ≠ j. Łřőňě šőčő, ŕőśłőńĳłş ∩^∞_{n=1}A_n = ∅, šő ∪^∞_{i=1}B_i = A_1. Ć śĺńş śůěšŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĺ_∞ ∑ i=1 P(B_i) = P(A_1).

Ŋő ŕőśłőńĳłş n∑ i=1 P(B_i) = P(∪^n_{i=1}B_i) = P(A_1 \ A_n) = P(A_1) − P(A_n), šő P(A_n) = P(A_1) − n∑ i=1 P(B_i) → 0 ŕřĺ n → ∞. Ğăňěůăŋĺě 3. Śćőľśšćő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ňőęŋő ¡łćĺćăńěŋšŋżň

őąřăğőň śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł. Ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ćńőęěŋŋżţ ňŋőęěśšć A_1 ⊇ A_2 ⊇ . . . ĺğ ˚^′, šăłőľ ůšő ∩^∞_{n=1}A_n = A ∈ ˚^′, P(A_n) → P(A) ŕřĺ n → ∞. (Şŕřăęŋěŋĺě: ďőłăğăšĳ ¡šő.)

Őŕřěďěńĺň ˚^′ łăł őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ˚_n, š.ě. łăł śĺśšěňş ňŋőęěśšć, śőďěřęăźş¿ ćśě ¡ńěňěŋšż łăęďőľ ĺğ ˚_n. Őůěćĺďŋő, ůšő ˚^′ ăńčěąřă. Őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ P ŋă ¡ńěňěŋšăţ ˚^′ šăł. Ŕşśšĳ A ∈ ˚^′, šőčďă śşźěśšćşěš n šăłőě, ůšő A ∈ ˚_n. Ŕőńőęĺň P(A) = P^{(n)}(A). Şŕřăęŋěŋĺě 3 ŕőłăğżćăěš, ůšő šăłőě őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő, š.ě. ěśńĺ A ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ¡ńěňěŋš řăğŋżţ ˚_n ĺ ˚_m, šő P(A) őďŋă ĺ šă ęě. Ğăňěšĺň, ůšő P(∅) = 0, ŕő¡šőňş P(˙) = 1. Ĺğ şŕřăęŋěŋĺ£ 3 śńěďşěš šăłęě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ łőŋěůŋőľ śĺśšěňż ňŋőęěśšć ĺğ ˚^′ ŋăľďěšś£ n šăłőě, ůšő ćśě őŋĺ ŕřĺŋăďńěęăš ˚_n. Ŋő ćěřő£šŋőśšĳ P^{(n)} ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋă, ŕő¡šőňş ĺ P £ćń£ěšś£ łőŋěůŋő-ăďďĺšĺćŋőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ ŋă (˙, ˚^′).

Šěőřěňă 2. Őŕřěďěńěŋŋă£ ćżÿě ąěřŋşńńĺěćśłă£ ňěřă P ŋă ˚^′

şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ šěőřěňż ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ňěřż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ğăďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {A_n} ćńőęěŋŋżţ ňŋőęěśšć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ˚^′. Ŕőłăęěň, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě ¡šĺţ ňŋőęěśšć ćśěčďă ŋě ŕşśšő. Řăśśňőšřĺň ŕěřćőě ňŋőęěśšćő A_1 ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Őŋő ŕřĺŋăďńěęĺš ˚^′, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăľďěšś£ ŋőňěř N šăłőľ, ůšő A_1 ∈ ˚_N . İšő őğŋăůăěš, ůšő A_1 = ∪^m_{k=1}ω^k_N , čďě ω^k_N ěśšĳ ňŋőęěśšćő ąěśłőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ś ťĺłśĺřőćăŋŋżňĺ ŕěřćżňĺ N łőőřďĺŋăšăňĺ. Ŕőśłőńĳłş łăęďőě ĺğ ŕőśńěďş¿źĺţ ňŋőęěśšć A_i, i > 1, £ćń£ěšś£ ŕőďňŋőęěśšćőň ňŋőęěśšćă A_1, šő ć łăęďőň ĺğ ŋĺţ ŋăľďěšś£ šőůłă, ŕřĺŋăďńěęăźă£ łăłőňşńĺąő ĺğ ňŋőęěśšć ω^k_N (šő ěśšĳ ąěśłőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ŕěřćżě N łőőřďĺŋăš łőšőřőľ śőćŕăďă¿š ś ŕěřćżňĺ N łőőřďĺŋăšăňĺ łăłőčő-šő ĺğ ω^k_N ). Ŕőśłőńĳłş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćńőęěŋŋżţ ňŋőęěśšć ąěśłőŋěůŋă, ă ňŋőęěśšć ω^k_N łőŋěůŋőě ůĺśńő, šő ŋăľďşšś£ ąěśłőŋěůŋă£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ A_n(1)_1 , A_n(1)_2 , . . ., A_n(1)_p , . . . , ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {A_n} ĺ ŋőňěř k_1, šăłĺě, ůšő łăęďőě ĺğ ňŋőęěśšć ¡šőľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śőďěřęĺš šőůłş, ŕřĺŋăďńěęăźş¿ ω^{k1}_N . Řăśśňőšřĺň ŕěřćżľ ¡ńěňěŋš A_n(1)_1 ¡šőľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺ ŕőćšőřĺň ŕřěďżďşźĺě řăśśşęďěŋĺ£. Ŋăľďěšś£, őůěćĺďŋő, ňŋőęěśšćő ω_M , čďě M > N, ĺ ąěśłőŋěůŋă£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ A_n(2)_1 , A_n(2)_2 , . . . , A_n(2)_p , . . . ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ A_n(1)_1 , A_n(1)_2 , . . . , A_n(1)_p , . . . , šăłĺě, ůšő łăęďőě ĺğ ňŋőęěśšć A_n(2)_p śőďěřęĺš šőůłş, ŕřĺŋăďńěęăźş¿ ω_M . Ąşďěň ŕőćšőř£šĳ őŕĺśăŋŋş¿ śţěňş ĺ ŕőśšřőĺň ąěśłőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ω, ŕěřćżě N łőőřďĺŋăš łőšőřőľ śőćŕăďă¿š ś ω_N , śńěďş¿źĺě M − N łőőřďĺŋăš śőćŕăďă¿š ś ω_M , ĺ š.ď. Šőčďă, őůěćĺďŋő, ω ∈ ∩^∞_{n=1}A_n.

Ďăńěě, ěśńĺ {A_n} | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňŋőęěśšć ĺğ ˚^′, šő A = ∩A_n /∈ ˚^′. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ąż A ∈ ˚^′, šő A_n \A ∈ ˚^′ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {A_n \ A} ĺňěńă ąż ŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě, ůěčő ążšĳ ŋě ňőęěš. Šăłĺň őąřăğőň, şśńőćĺě šěőřěňż ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ňěřż ćżŕőńŋ£ěšś£.

Ŕő šěőřěňě ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ňěřż ňěřă P őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ŋă ňĺŋĺňăńĳŋş¿ σ-ăńčěąřş ˚, śőďěřęăźş¿ ˚^′. Čőćőř£š, ůšő˚ ěśšĳ σ-ăńčěąřă, ŕőřőęďěŋŋă£ ňŋőęěśšćăňĺ ω_n.

Ĺšăł, ňż ŕőśšřőĺńĺ ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙, ˚, P), ŋăğżćăěňőě śţěňőľ Ąěřŋşńńĺ (ĺśŕżšăŋĺ£ňĺ Ąěřŋşńńĺ). Šěŕěřĳ ňż őšćěšĺň ŋă ćőŕřőś, ğăůěň ŋşęŋă ňěřă P ŋă ćśěň ˙. Ďěńő ć šőň, ůšő ňŋőčĺě śőążšĺ£, łőšőřżě ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłă¿š ć ŋăÿěň ćőőąřăęěŋĺĺ ĺ ć łőŋłřěšŋżţ ťĺğĺůěśłĺţ ĺ ďřşčĺţ ŋăşłăţ, ŋě ŕřĺŋăďńěęăš ăńčěąřě ˚^′.

Ŕřĺňěřż. Śşšĳ ŕřĺňěřőć śőśšőĺš ć šőň, ůšő ňż ŕřĺąńĺęăěň

śőążšĺ£ ĺğ σ-ăńčěąřż ňŋőęěśšćăňĺ ĺğ ăńčěąřż ĺ ĺśŕőńĳğşěň ŕřĺ ¡šőň šěőřěňş ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ňěřż.

1. Ůěňş řăćŋă ćěřő£šŋőśšĳ, ůšő ŕřĺ ąěśłőŋěůŋőň ůĺśńě ąřőśăŋĺľ ňőŋěšż ćżŕăďşš őďŋĺ čěřąż, š.ě. ůěňş řăćŋă ćěřő£šŋőśšĳ šőůłĺ

(1, 1, . . .)? Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćă

A_n = {ω : x_1 = 1, . . ., x_n = 1}.

Őůěćĺďŋő, őŋĺ őąřăğş¿š ćńőęěŋŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺě ĺţ ěśšĳ ĺŋšěřěśş¿źěě ŋăś ¡ńěňěŋšăřŋőě śőążšĺě: A_{n+1} ⊂ A_n ĺ ∩A_n = (1, 1, . . .). Ŕő ăłśĺőňě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕőńşůăěň, ůšő

P{(1, 1, . . .)} = limP (A_n) = lim p^n = 0.

Šőůŋő šăł ęě, ěśńĺ p ŋě řăćŋő ŋĺ ŋşń¿, ŋĺ ěďĺŋĺűě, ćěřő£šŋőśšĳ ń¿ąőľ šőůłĺ ω řăćŋă ŋşń¿.

2. Ůěňş řăćŋă ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ B, ůšő ćżŕăďěš łőŋěůŋőě ůĺśńő ěďĺŋĺű? Śŋőćă ŋşń¿. Ć śăňőň ďěńě, řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćă B_n = {ω : x_i = 0 ∀i > n}. Śőążšĺě B_n śőśšőĺš ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł, ŕő¡šőňş ěčő ćěřő£šŋőśšĳ řăćŋă ŋşń¿. Ňŋőęěśšćă B_n őąřăğş¿š řăśÿĺř£¿źş¿ś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺ ć őąžěďĺŋěŋĺĺ ďă¿š B, ŕő¡šőňş P(B) = limP(B_n) = 0.

3. Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ŋĺ řăğş ŋě ćśšřěš£šś£ šřĺ ŋşń£ ŕőďř£ď, řăćŋă ŋşń¿ ŕřĺ q ≠ 1. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŕőŋ£šĺě ŋěğăćĺśĺňőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 7. Śőążšĺ£ A, B ∈ ˚ ŋăğżćă¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ,

ěśńĺ P(A ∩ B) = P(A)P(B).

Śőążšĺ£ A_1, A_2, . . . , A_n, . . . ŋăğżćă¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ ć śőćőłşŕŋőśšĺ, ěśńĺ śőążšĺ£, ŕřĺŋăďńěęăźĺě ń¿ąőľ łőŋěůŋőľ ŕőďśĺśšěňě ¡šőľ śĺśšěňż, ŋěğăćĺśĺňż ć śőćőłşŕŋőśšĺ, š.ě. ďń£ ń¿ążţ i_1, . . . , i_m

P(A_{i1} ∩ . . . ∩ A_{im} ) = P(A_{i1} ) . . . P(A_{im} ).

Śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ_1, . . . , ξ_n, . . . ŋăğżćă¿šś£ ćğăĺňŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ, ĺńĺ ŋěğăćĺśĺňżňĺ ć śőćőłşŕŋőśšĺ, ěśńĺ ŕřĺŋăďńěęăźĺě ń¿- ąőňş łőŋěůŋőňş ŋăąőřş śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ćğăĺňŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő ěśšĳ ďń£ ń¿ążţ i_1, . . ., i_m ĺ ń¿ążţ a_1, . . . , a_m śőążšĺ£ {ξ_{i1} < a_1}, . . ., {ξ_{im} < a_m} ŋěğăćĺśĺňż ć śőćőłşŕŋőśšĺ.

Ğăňěůăŋĺě 4. Ěśńĺ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ŕřĺŋĺňă¿š łőŋěůŋőě

ĺńĺ śůěšŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ, ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ďőśšăšőůŋő ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż

P(ξ_{i1} = a_1, . . . , ξ_{in} = a_n) = P(ξ_{i1} = a_1) . . . P(ξ_{in} = a_n).

Őąőğŋăůĺň C_k śőążšĺě, śőśšő£źěě ć šőň, ůšő śřěďĺ łőőřďĺŋăš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ω ś ŋőňěřăňĺ k, k − 1, k − 2 ĺňěěšś£ ţőš£ ąż őďŋă ěďĺŋĺűă. Ňż ţőšĺň ćżůĺśńĺšĳ ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ C = ∩^∞_{k=3}C_k. Řăśśňőšřĺň śőążšĺě D, ůšő šřĺ ŋşń£ ŕőďř£ď ŋě ćśšřěš£šś£ ŋă ňěśšăţ 3k, 3k − 1, 3k − 2 ŋĺ ďń£ łăłőčő űěńőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő k. Őůěćĺďŋő, D = ∩^∞_{k=1}C_{3k} ĺ D ⊃ C. Ŕőďśůĺšăěň ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ D. Őąőğŋăůĺň D_n = ∩^n_{k=1}C_{3k}. Šőčďă D = ∩^∞_{n=1}D_n. Ŕř£ňżň ćżůĺśńěŋĺěň ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śőążšĺ£ C_{3k}, k = 1, . . . , n ŋěğăćĺśĺňż ć śőćőłşŕŋőśšĺ. Ŕőśłőńĳłş P(C_k) = 1 − q^3 ďń£ ń¿ąőčő k, šő P(D_n) = (1 − q^3)^n. Ŕő śćőľśšćş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕőńşůăěň, ůšő P(D) = limP(D_n) = 0. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő P(C) = 0.

Ńĺšěřăšşřă

Łőńňőčőřőć Ă. Ŋ. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ. Ň., Ŋăşłă, 1976. Ÿĺř£ěć Ă. Ŋ. Ćěřő£šŋőśšĳ. Ň., Ŋăşłă, 1980. Čńăćă 1, §§1 − 4, čńăćă 2, §§1 − 4.

Ńěłűĺ£ 3 Ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ śţěňż Ąěřŋşńńĺ

Ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőśšřőĺńĺ śţěňş Ąěřŋşńńĺ ś ąěśłőŋěůŋżňĺ śěřĺ£ňĺ ĺśŕżšăŋĺľ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ĺğşůĺň ŋěłőšőřżě ěě ŕřěďěńĳŋżě śćőľśšćă.

Ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ˙ ąěśłőŋěůŋżţ śěřĺľ ğăďăďĺň śĺśšěňş ťşŋł- űĺľ ^ξ_i(ω) = 2x_i − 1,

čďě x_i ěśšĳ ğŋăůěŋĺě i-ľ łőőřďĺŋăšż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ω. Šăłĺň őąřăğőň, ^ξ_i(ω) = 1, ěśńĺ ć i-ň ĺśŕżšăŋĺĺ śěřĺĺ ω ŋăśšşŕĺń şśŕěţ ĺ −1, ěśńĺ ć i-ň ĺśŕżšăŋĺĺ ŋěşďăůă.

Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő^^ξi ćğăĺňŋő ŋěğăćĺśĺňż.

Őąőğŋăůĺň ^S_n = ^S_n(ω) =^n ∑ i=1 ^ξ_i(ω). Šőčďă, őůěćĺďŋő, ^S_n = 2S_n − n,

čďě S_n ěśšĳ ůĺśńő şśŕěţőć ć n ĺśŕżšăŋĺ£ţ Ąěřŋşńńĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 1 (Śţőďĺňőśšĳ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ). Ŕőśńěďő-

ćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ η_n(ω), ğăďăŋŋżţ ŋă őďŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙, ˚, P), śţőďĺšś£ ł śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋě η(ω) ŕő ćěřő£šŋőśšĺ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő δ > 0 P(ω :| η_n(ω) − η(ω) |> δ) → 0 ŕřĺ n → ∞. Šěőřěňă 1 (Ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ śţěňż Ąěřŋşńńĺ).

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ^S_n/n śţőďĺšś£ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ł łőŋśšăŋšě p − q. Ďőłăğăšěńĳśšćő ążńő ďăŋő ć ńěłűĺĺ 1 ć šěřňĺŋăţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ S_n.

Őŕřěďěńěŋĺě 2 (Śţőďĺňőśšĳ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1). Ŕőśńě-

ďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ η_n(ω), ğăďăŋŋżţ ŋă őďŋőň ćěřő- £šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙, ˚, P), śţőďĺšś£ ł śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋě η(ω) ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1, ěśńĺ η_n(ω) → η(ω) ďń£ ćśěţ ω, łřőňě ňŋőęěśšćă, ĺňě¿źěčő ŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ (ňŋőęěśšćă ňěřż ŋşńĳ). Šăłă£ śţőďĺňőśšĳ ŋăğżćěšś£ šăłęě śţőďĺňőśšĳ¿ ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě ĺńĺ śţőďĺňőśšĳ¿ ŕőůšĺ ćś¿ďş (ĺ śőłřăźěŋŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ŕ.ŋ. ĺńĺ ŕ.ć.).

Šěőřěňă 2 (Şśĺńěŋŋżľ ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ śţěňż Ąěřŋşńńĺ). Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ^^Sn/n śţőďĺšś£ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1

ł łőŋśšăŋšě p − q.

Ďőłăğăšěńĳśšćő őŕĺřăěšś£ ŋă ńěňňş őą ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżţ őűěŋłăţ.

Ńěňňă 1 (¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżě őűěŋłĺ). Ďń£ ń¿ąőčő δ > 0

śşźěśšćşěš ε > 0 šăłőě, ůšő P{| ^S_n − (p − q)n |> δn} < 2 exp(−εn). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň m = p − q. Ŕřěďśšăćĺň ĺŋšěřěśş- ¿źěě ŋăś śőążšĺě ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ďćşţ śőążšĺľ: {ω : | ^S_n − mn |> δn} = {ω : ^S_n − mn > δn} ∪ {ω : ^S_n − mn < −δn} ĺ ćőśŕőńĳğşěňś£ šěň, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ őąžěďĺŋěŋĺ£ śőążšĺľ ŋě ŕřěćőśţőďĺš śşňňż ćěřő£šŋőśšěľ ¡šĺţ śőążšĺľ. Őűěŋĺň ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřćőčő śőążšĺ£: P{ ^S_n − mn > δn} = P { h n∑ i=1 (^ξ_i − m) > hδn } =

= P { exp ( h n∑ i=1 (^ξ_i − m) ) > exp(hδn) } ≤

≤ exp(−hδn)E exp ( h n∑ i=1 (^ξ_i − m) ) . Ğďěśĳ h | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőńőęĺšěńĳŋă£ łőŋśšăŋšă, ćżąőř łőšőřőľ ňż őśşźěśšćĺň ŕőğęě, ă ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő ěśšĳ ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă. Śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż exp(h(^ξ_i − m)) ŋěğăćĺśĺňż ć śĺńş ŋěğăćĺśĺňőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ^ξ_i, ŕő¡šőňş (śň. ŕřěďńőęěŋĺě 2 ńěłűĺĺ 1)

E exp ( h n∑ i=1 (^ξ_i − m) ) = ∏ E exp(h(^ξ_i − m)).

Ćőğĳňěň h śšőńĳ ňăńżň, ůšőąż | h(^ξ_i − m) |< 1 ĺ ćőśŕőńĳğşěňś£ ŋěřăćěŋśšćőň:

e^x < 1 + x + 3 2 x^2 ŕřĺ | x |< 1.

Ŕőńşůĺň: ∏ Ee^{h(ξi −m)} < ∏[ 1 + hE(ξ_i − m) + 3 2 h^2E(ξ_i − m)^2 ] . Ćšőřőě śńăčăěňőě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćŋő ŋşń¿, ă šřěšĳě ŋě ŕřěćőśţőďĺš c_1h^2 ďń£ ŋěłőšőřőčő c_1 ć śĺńş őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ ξ_i. Ŕő¡šőňş ∏ Ee^{h(ξi −m)} < ∏ (1 + c_2h^2)^n,

ĺ őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň

P{ ^S_n − mn > δn} < exp(−n(δh − ln(1 + c_2h^2))) ≤ exp(−nε),

čďě ε = δh − ln(1 + c_2h^2) > 0 ďń£ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ h. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň őűěŋĺćăěšś£ ćěřő£šŋőśšĳ ćšőřőčő ňŋőęěśšćă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő şśĺńěŋŋőčő ğăłőŋă ąőńĳÿĺţ ůĺśěń. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő B = {ω : ^S_n(ω)/n ŋě śšřěňĺšś£ ł m}. Ŕşśšĳ ω ∈ B. İšő őğŋăůăěš, ůšő ŋăľďěšś£ δ > 0 šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő k ŋăľďěšś£ n > k šăłőě, ůšő | ^S_n/n |> δ. Ňż ţőšĺň ďőłăğăšĳ, ůšő P (B) = 0. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő δ ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ B_δ = ∩^∞_{N=1} ∪^∞_{n=N} A_{n,δ} řăćŋă ŋşń¿, čďě A_{n,δ} = { ω : | | | | ^S_n(ω) n | | | | > δ } . Čőćőř£š, ůšő śőążšĺě B_δ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŕřőĺğőÿńő ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő śőążšĺľ A_{n,δ}. Řăśśňőšřĺň śőążšĺě D_N = ∪^∞_{n=N} A_{n,δ}. Őűěŋĺň ěčő ćěřő£šŋőśšĳ ś ŕőňőźĳ¿ ńěňňż őą ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżţ őűěŋłăţ:

P(D_N ) ≤ ∞∑ n=N P (A_{n,δ}) ≤ 2 ∞∑ n=N exp(−εn) ≤ C exp(−εN ), čďě łőŋśšăŋšż C ĺ ε ŋě ğăćĺś£š őš N . Ŕőśłőńĳłş B_δ = ∩^∞_{N=1}D_N , ć śĺńş śćőľśšćă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ

P(B_δ ) = lim_N P(D_N ) = 0.

Ğăňěůăŋĺě 1. Řăğŋĺűă ňěęďş ğăłőŋőň ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ĺ şśĺ-

ńěŋŋżň ğăłőŋőň ąőńĳÿĺţ ůĺśěń śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń şšćěřęďăěš, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ łăęďőčő ĺğ ňŋőęěśšć A_{n,δ} ňăńă, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő n. Şśĺńěŋŋżľ ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń čńăśĺš, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ őąžěďĺŋěŋĺ£ ∪^∞_{n=N} A_{n,δ} śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ N → ∞. Ğăłőŋ ŋşń£ ĺ ěďĺŋĺűż

Ăŋăńőčĺůŋő šőňş, łăł ňż ććěńĺ śţěňş Ąěřŋşńńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ąěśłőŋěůŋżţ ć őďŋş śšőřőŋş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺğ 0 ĺ 1, ňőęŋő ććěśšĺ śţěňş Ąěřŋşńńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ťşŋłűĺľ, ŕřĺŋĺňă- ¿źĺţ ğŋăůěŋĺ£ 0 ĺ 1 ŋă ń¿ąőň śůěšŋőň ňŋőęěśšćě (ŕřőśšő ŕřőŋşňěřőćăć ěčő ŋăšşřăńĳŋżňĺ ůĺśńăňĺ). Ć ůăśšŋőśšĺ, ňż ňőęěň ¡šő śďěńăšĳ ŋă ňŋőęěśšćě ćśěţ űěńżţ ůĺśěń Z. Ŕőńşůĺň ąěśłőŋěůŋżě ć őąě śšőřőŋż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğ ŋşńěľ ĺ ěďĺŋĺű, čďě łăęďă£ łőőřďĺŋăšă ŋěğăćĺśĺňă őš őśšăńĳŋżţ ĺ řăćŋă 0 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ q ĺ 1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p. Őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćş¿źěě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙ = ˙(Z), ˚, P). Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě śďćĺčă θ : ˙ → ˙, ŕřĺ łőšőřőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőśšő śďćĺčăěšś£ ćŕřăćő: ěśńĺ ω = (x_k)^∞_{k=−∞} ĺ θ(ω) = (y_k)^∞_{k=−∞}, šő y_k = x_{k−1} ďń£ ćśěţ k. Śďćĺč ňŋőęěśšćă őŕřěďěń£ěšś£ łăł śďćĺč ćśěţ ěčő ¡ńěňěŋšőć: θA = {θω : ω ∈ A}. Śďćĺč ěśšĳ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć śěą£ ĺ "śőţřăŋ£ěš ňěřş", š.ě. P(A) = P(θA) = P(θ^{−1}A).

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Śőążšĺě A ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň, ěśńĺ θA = A. Ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ňŋőęěśšćő ŕřĺňěřőć ĺŋćăřĺăŋšŋżţ śőążšĺľ:

šőůłă ω = (. . . , 1, 1, . . .), š.ě. ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺğ őďŋĺţ ěďĺŋĺű; ňŋőęěśšćő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ, ć łőšőřżţ ŋă łăęďőň ĺŋšěřćăńě ůĺśńő ěďĺŋĺű ŋě ŕřěćżÿăěš α ŕřőűěŋšőć őš ďńĺŋż ĺŋšěřćăńă ĺ š.ď. Ğăłőŋ ŋşń£ ĺ ěďĺŋĺűż şšćěřęďăěš śńěďş¿źěě.

Šěőřěňă 3. Ć śţěňě Ąěřŋşńńĺ łăęďőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě śőążšĺě

ĺňěěš ćěřő£šŋőśšĳ 0 ĺńĺ 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăğőćěň śőążšĺě ńőłăńĳŋżň, ěśńĺ őŋő ŕřĺŋăďńěęĺš ăńčěąřě ˚_m ďń£ ŋěłőšőřőčő m. Şąěďĺňś£ śŋăůăńă, ůšő şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż ćěřŋő ďń£ ńőłăńĳŋżţ śőążšĺľ. Ŕşśšĳ A ńőłăńĳŋő ĺ ĺňěěš ňěřş 0 < β < 1. Šőčďă ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő n śőążšĺ£ A ĺ θ^nA ŋěğăćĺśĺňż, šăł ůšő P (A ∩ θ^nA) = β^2. Ŋő, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, A = θA ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, šăł ůšő P (A ∩ θ^nA) =

P (A) = P (θ^nA) = β, ůšő ŕřĺćőďĺš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă B ∈ ˚ ĺ ń¿ąőčő łăł şčőďŋő ňăńőčő ε > 0 śşźěśšćşěš ńőłăńĳŋőě śőążšĺě A šăłőě, ůšő P (A△B) < ε ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ćżÿěŕřĺćěďěŋŋżň řăśśşęďěŋĺěň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ε. Ğďěśĳ A△B ěśšĳ śĺňňěšřĺůěśłă£ řăğŋőśšĳ ňŋőęěśšć A ĺ B : A△B = (A \ B) ∪ (B \ A). Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źă£ ńěňňă, ďă¿źă£ ŕřěďśšăćńěŋĺě ő šőň, łăł ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ σ-ăńčěąřş, śőďěřęăźş¿ ğăďăŋŋş¿ śĺśšěňş ňŋőęěśšć.

Ńěňňă 2. Ŕşśšĳ ďăŋă ŕřőĺğćőńĳŋă£ ăńčěąřă F ŕőďňŋőęěśšć ˙.

Ŋěőąţőďĺňżň ĺ ďőśšăšőůŋżň şśńőćĺěň šőčő, ůšő F ěśšĳ σ-ăńčěąřă, £ćń£ěšś£ ěě ğăňłŋşšőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£šĺ£ ňőŋőšőŋŋőčő ŕřěďěńă: ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ A_n ćńőęěŋŋżţ ňŋőęěśšć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ F (š.ě. A_{n+1} ⊂ A_n), śńěďşěš, ůšő A = ∩_nA_n ∈ F; ĺ ďń£ ń¿ąőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăśÿĺř£¿źĺţś£ ňŋőęěśšć A_n ∈ F (š.ě. A_{n+1} ⊃ A_n) śńěďşěš, ůšő A = ∪_nA_n ∈ F.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Łăęďă£ σ-ăńčěąřă, őůěćĺďŋő, őąńăďăěš şłăğăŋŋżň śćőľśšćőň. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ F ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£šĺ£ ňőŋőšőŋŋőčő ŕřěďěńă. Ŕőłăęěň, ůšő F £ćń£ěšś£ σ-ăńčěąřőľ. Ŕşśšĳ ğăďăŋă ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňŋőęěśšć B_n ĺğ F. Šăł łăł F ăńčěąřă, šő ďń£ ń¿ąőčő n A_n = ∪^n_{i=1}B_i ∈ F. Ŋő A_n ⊆ A_{n+1}. Ŕő¡šőňş ∪^∞_{n=1}A_n = ∪^∞_{i=1}B_i ∈ F. Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ∩^∞_{i=1}B_i ∈ F. Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 3. Őąőğŋăůĺň F śĺśšěňş ňŋőęěśšć šăłş¿, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ε ĺ ďń£ ń¿ąőčő B ∈ F śşźěśšćşěš ńőłăńĳŋőě śőążšĺě A šăłőě, ůšő P (A△B) < ε. Őůěćĺďŋő, ăńčěąřă ˚^′ ńőłăńĳŋżţ ňŋőęěśšć ŕřĺŋăďńěęĺš F. Ŕőłăęěň, ůšő F ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£šĺ£ ňőŋőšőŋŋőčő ŕřěďěńă. Ŕşśšĳ B_n ěśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśÿĺř£¿źĺţś£ ňŋőęěśšć, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ F. Őąőğŋăůĺň B = ∪B_n. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ P (B_n) ňőŋőšőŋŋő ćőğřăśšăěš ĺ őčřăŋĺůěŋă śćěřţş, ŕő¡šőňş ďń£ ğăďăŋŋőčő ε śşźěśšćşěš n šăłőě, ůšő P (B \ B_n) < ε/2. Ćőğĳňěň ńőłăńĳŋőě ňŋőęěśšćő A_n šăłőě, ůšő P (A_n△B_n) < ε/2. Šőčďă P(B△A_n) = P(B \ A_n) + P(A_n \ B) ≤

≤ P((B_n \ A_n) ∪ ((B \ B_n) \ A_n)) + P(A_n \ B_n) ≤

≤ P(B_n \ A_n) + ε/2 + P(A_n \ B_n) ≤ P(A_n△B_n) + ε/2 ≤ ε.

Šăłĺň őąřăğőň, B ∈ F. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő ňőŋőšőŋŋżľ ŕřěďěń B ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ şążćă¿źĺţ ňŋőęěśšć B_n ↓ B ŕřĺŋăďńěęĺš F. Śőčńăśŋő ńěňňě 2 F ěśšĳ σ-ăńčěąřă, ŋő ˚ £ćń£ěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěľ σ-ăńčěąřőľ, śőďěřęăźěľ ńőłăńĳŋżě ňŋőęěśšćă, ŕő¡šőňş F = ˚. Ĺšăł, ďń£ ń¿ąőčő A ∈ ˚ ĺ ń¿ąőčő ε ŋăľďěšś£ ńőłăńĳŋőě B šăłőě, ůšő P (A△B) < ε. Ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ šřĺ śćőľśšćă śĺňňěšřĺůěśłőľ řăğŋőśšĺ, łőšőřżě ńěčłő ďőłăğżćă¿šś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő.

Şŕřăęŋěŋĺě 2. Ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺě śćőľśšćă.

1. Ďń£ ń¿ążţ C ĺ D | P(C) − P(D) |≤ P(C△D). 2. Śďćĺč śĺňňěšřĺůěśłőľ řăğŋőśšĺ ňŋőęěśšć ěśšĳ śĺňňěšřĺůěśłă£ řăğŋőśšĳ śďćĺčőć ¡šĺţ ňŋőęěśšć: θ(C△D) = (θC)△(θD). 3. Ďń£ ń¿ążţ A_1, A_2, B_1, B_2

(A_1 ∩ A_2)△(B_1 ∩ B_2) ⊆ (A_1△B_1) ∪ (A_2△B_2).

Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ňŋőęěśšćő A. Ďń£ ğăďăŋŋőčő ε ćżąěřěň ńőłăńĳŋőě B šăłőě, ůšő P(A△B) < ε. Šăł łăł ŕřěőąřăğőćăŋĺě θ śőţřăŋ£ěš ňěřş, ć śĺńş ŕşŋłšă 2 şŕřăęŋěŋĺ£ 2 P((θ^nA)△(θ^nB)) < ε. (3.1) Ćőśŕőńĳğşěňś£ ďăńěě ŕşŋłšőň 3 şŕřăęŋěŋĺ£ 2:

P((A ∩ θ^nA)△(B ∩ θ^nB)) ≤ P(A△B) + P((θ^nA) ∩ (θ^nB)) ≤ 2ε. (3.2) Ĺğ (3.2) ĺ ŕşŋłšă 1 şŕřăęŋěŋĺ£ 2 śńěďşěš, ůšő | P(A ∩ θ^nA) − P(B ∩ θ^nB) |≤ 2ε. (3.3) Ŋő B ńőłăńĳŋőě ňŋőęěśšćő, ŕő¡šőňş ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n śőążšĺ£ B ĺ θ^nB ŋěğăćĺśĺňż, ă šăł łăł θ śőţřăŋ£ěš ňěřş, šő P(B ∩ θ^nB) = P^2(B).

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ć śĺńş ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ A P(A ∩ θ^nA) = P(A), ŕő¡šőňş ĺğ (3.3) ŕőńşůăěň | P(A) − P^2(B) |≤ 2ε. (3.4)

Ğăňěšĺň ďăńěě, ůšő | P^2(B) − P^2(A) |≤ 2 | P(B) − P(A) |≤ 2ε.

Ŕőďśšăćń££ ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő ć (3.4), ŕőńşůĺň | P(A) − P^2(A) |≤ 4ε, őšłşďă śńěďşěš, ůšő P(A) = 0 ńĺąő 1.

Ğăňěůăŋĺě 2. Ĺğşůěŋĺěň śőţřăŋ£¿źĺţ ňěřş ŕřěőąřăğőćăŋĺľ

ğăŋĺňăěšś£ ¡řčőďĺůěśłă£ šěőřĺ£ ďĺŋăňĺůěśłĺţ śĺśšěň.

Ńĺšěřăšşřă

Ÿĺř£ěć Ă. Ŋ. Ćěřő£šŋőśšĳ, čńăćă 1, §§5, 6. Ťěńńěř Ć. Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ćěřő£šŋőśšěľ ĺ ěě ŕřĺńőęěŋĺ£, šőň 1, čńăćă 6, §§1 − 4; čńăćă 8, §§1 − 4.

Ńěłűĺ£ 4 Ĺŋšěčřăń Ńěąěčă. Ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙, ˚, μ) śő śůěšŋő-ăď-ďĺšĺćŋőľ łőŋěůŋőľ ňěřőľ. Ć ńěłűĺĺ 2 ňż őŕřěďěńĺńĺ ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě (ĺŋšěčřăń Ńěąěčă) ďń£ łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋżţ (ŕřőśšżţ) śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ ĺŋšěčřăń Ńěąěčă ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ěśńĺ f(ω) ≥ 0, šő ∫ Ω f(ω)dμ(ω) = sup ∫ Ω φ(ω)dμ(ω), (4.1) čďě sup ąěřěšś£ ŕő ćśěň łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋżň ťşŋłűĺ£ň φ šăłĺň, ůšő φ(ω) ≤ f(ω). Ďăńěě, ń¿ąş¿ ťşŋłűĺ¿ f(ω) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě f(ω) = f^+ (ω) − f^−(ω),

čďě f^+(ω) = f(ω), ěśńĺ f(ω) ≥ 0, ĺ 0 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě; f^−(ω) = −f(ω), ěśńĺ f(ω) < 0, ĺ 0 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Šőčďă őŕřěďěńĺň ∫ Ω f(ω)dμ(ω) = ∫ Ω f^+ (ω)dμ(ω) − ∫ Ω f^−(ω)dμ(ω), ěśńĺ ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ ĺŋšěčřăńőć ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋě řăćěŋ ∞. Ć śńşůăě, ěśńĺ őąă ąěśłőŋěůŋż, ĺŋšěčřăń ŋě őŕřěďěń£ěšś£.

Ğăňěůăŋĺě 1. Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ĺŋšěčřăń ŕő ń¿ąőňş

ŕőďňŋőęěśšćş B ⊂ ˙, B ∈ ˚; ŋşęŋő ńĺÿĳ ćğ£šĳ őčřăŋĺůěŋĺě łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ňŋőęěśšćő B.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ťşŋłűĺ£ f ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřĺřşěňőľ ŕő Ńě-

ąěčş, ěśńĺ ěě ĺŋšěčřăń Ńěąěčă śşźěśšćşěš ĺ łőŋěůěŋ. İšő őğŋăůăěš, ůšő ∫ Ω f^+(ω)dμ(ω) < ∞ ĺ ∫ Ω f^−(ω)dμ(ω) < ∞, šő ěśšĳ ∫ Ω |f|dμ < ∞. Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£

ćżšěłă¿š śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă.

1. Ěśńĺ 0 ≤ f(ω) ≤ g(ω) ŕřĺ ćśěţ ω, šő ∫ Ω fdμ ≤ ∫ Ω gdμ. 2. Ďń£ ń¿ąőľ łőŋśšăŋšż c ∫ Ω cfdμ = c ∫ Ω fdμ. 3. Ďń£ ń¿ążţ ĺŋšěčřĺřşěňżţ f_1, f_2 ∫ Ω (f_1 + f_2) dμ = ∫ Ω f_1 dP + ∫ Ω f_2 dμ.

4. | | | ∫ Ω fdμ | | | ≤ ∫ Ω |f|dμ. 5. Ěśńĺ B ⊂ ˙ ĺ μ(B) = 0, šő ∫ B fdμ = 0. 6. Ěśńĺ f ≥ 0 ĺ ∫ Ω fdμ = 0, šő f = 0 ŕőůšĺ ćś¿ďş.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň Eξ śńşůăľŋőľ

ćěńĺůĺŋż ξ, ğăďăŋŋőľ ŋă ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙, ˚, P), ŋăğżćăěšś£ ěě ĺŋšěčřăń Ńěąěčă ŕő ňěřě P :

Eξ = ∫ Ω ξ(ω) dP. Őŕřěďěńěŋĺě 4. Śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ś ŕőńőęĺ-

šěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ğŋăůěŋĺ£ +∞ ĺńĺ −∞, ŋăğżćăěšś£ řăśÿĺřěŋŋőľ.

Őŕřěďěńěŋĺě ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă őůěćĺďŋżň őąřăğőň řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ĺ ŋă řăśÿĺřěŋŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż. Ůăśšő ążćăěš ŕőńěğŋă śńěďş¿źă£ ńěňňă.

Ńěňňă 1. Ďń£ ń¿ąőľ (ć šőň ůĺśńě ĺ řăśÿĺřěŋŋőľ) ŋěőšřĺűă-

šěńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ ŋăľďěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőśšżţ (š.ě. łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋżţ) śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ξ_1, ξ_2, . . . šăłĺţ, ůšő ξ_n(ω) ↑ ξ(ω) ďń£ łăęďőčő ω ŕřĺ n → ∞.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďž£ćĺň ťşŋłűĺĺ ξ_n(ω) ć £ćŋőň ćĺďě:

ξ_n(ω) = n2^n∑

k=1 k − 1 2^n I_{Ak,n} (ω) + nI_{{ξ(ω)≥n}}(ω), čďě A_{k,n} = { ω : k − 1 2^n ≤ ξ(ω) < k 2^n } , ă I_A ěśšĳ ĺŋďĺłăšőř śőążšĺ£ A :

I_A(ω) = { 1, ěśńĺ ω ∈ A;

0 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě.

Ńěňňă 1 ŕőğćőń£ěš ďăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋőě őŕřěďěńěŋĺě ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż. Ŕşśšĳ ξ = ξ(ω) | ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă. Ŕőśšřőĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕřőśšżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ {ξ_n} šăłĺţ, ůšő ξ_n(ω) ↑ ξ(ω) ŕřĺ n → ∞ ďń£ łăęďőčő ω ∈ ˙ (śň. ńěňňş 1). Ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ ŕřőśšőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż Eξ_n ≤ Eξ_{n+1}, ěśńĺ ξ_n ≤ ξ_{n+1}. Ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš ŕřěďěń lim_n Eξ_n, ćőğňőęŋő, řăćŋżľ +∞.

Őŕřěďěńěŋĺě 5. Ĺŋšěčřăńőň Ńěąěčă őš ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ śńş-

ůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ, ĺńĺ ěě ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň, ŋăğżćăěšś£ ćěńĺůĺŋă Eξ = lim_n Eξ_n,

čďě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ξ_n šăłă£, ůšő ξ_n(ω) ↑ ξ(ω).

Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż őąźěčő ćĺďă ŋşęŋő, łăł ĺ řăŋĳÿě, ŕřěďśšăćĺšĳ ěě ć ćĺďě řăğŋőśšĺ ďćşţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ: ξ = ξ^+ − ξ^−.

Őŕřěďěńěŋĺě 5 łőřřěłšŋő, š.ě. Eξ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ăŕŕřőłśĺňĺřş¿źěľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ξ_n. Łřőňě šőčő, őŕřěďěńěŋĺ£ 1 ĺ 5 ¡łćĺćăńěŋšŋż. İšő ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ ŋĺęě šěőřěňż 1, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ćăřĺăŋšőň šěőřěňż ő ňőŋőšőŋŋőľ śţőďĺňőśšĺ. Ďń£ ťőřňşńĺřőćłĺ šěőřěňż 1 ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋěłőšőřżě śćěďěŋĺ£ ĺğ šěőřĺĺ ňěřż.

Ńěňňă 2 (ĺğ šěőřĺĺ ňěřż). Ŕřěďěń śţőď£źěľś£ ŕřĺ łăęďőň

ω ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ξ_n(ω), ğăďăŋŋżţ ŋă őďŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙, ˚, P), £ćń£ěšś£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőłăęěň ćŋăůăńě, ůšő sup ξ_n ĺ inf ξ_n £ćń£¿šś£ śńşůăľŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ. İšő śńěďşěš ĺğ šőęďěśšć {ω : sup ξ_n > a} = ∪_n{ω : ξ_n > a} ∈ ˚, {ω : inf ξ_n < a} = ∪_n{ω : ξ_n < a} ∈ ˚. Ďăńěě, ŕőśłőńĳłş

lim sup ξ_n = inf_n sup_{m≥n} ξ_m, lim inf ξ_n = sup_n inf_{m≥n} ξ_m,

šő lim sup ξ_n ĺ lim inf ξ_n šăłęě £ćń£¿šś£ śńşůăľŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ. Őąőğŋăůĺň ξ(ω) = lim_{n→∞} ξ_n(ω). Šőčďă {ω : ξ(ω) < a} = {ω : lim ξ_n(ω) < a} = = {ω : lim sup ξ_n(ω) = lim inf ξ_n} ∩ {ω : lim sup ξ_n(ω) < a} = = ˙ ∩ {ω : lim sup ξ_n(ω) < a} ∈ ˚.

Śńěďśšćĺě 1. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ

ξ_n(ω) śţőďĺšś£ ł ťşŋłűĺĺ ξ(ω) ŕőůšĺ ćś¿ďş ŋă ˙. Šőčďă ξ(ω) ěśšĳ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ A ňŋőęěśšćő šěţ ω, ďń£ łőšőřżţ ξ_n(ω) ŋě śţőďĺšś£ ł ξ(ω). Ŕő şśńőćĺ¿, A ∈ ˚ ĺ P(A) = 0. Ŋăň şďőąŋő śůĺšăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő śőążšĺ£ B šăłőčő, ůšő P(B) = 0, ćśě ěčő ŕőďňŋőęěśšćă šăłęě £ćń£¿šś£ śőążšĺ£ňĺ ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, šăłęě ĺňě¿š ŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ. (Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ňż ŕőŕőńŋĺň ˚ šăłĺňĺ ňŋőęěśšćăňĺ.) Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő a {ω : ξ(ω) < a} = ({ω : ξ(ω) < a}∩(˙\A))∪({ω : ξ(ω) < a}∩A) ∈ ˚. Ğăňěůăŋĺě 2. Ĺğ śńěďśšćĺ£ 1 ćĺďŋő, ůšő ŕřěďěń ξ(ω) śţőď£-

źěľś£ ŕőůšĺ ćś¿ďş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęěśšćă ňěřż ŋşńĳ: ğŋăůěŋĺ£ ξ(ω) ŋă ňŋőęěśšćě A ŋě ĺčřă¿š řőńĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ć ćěřő£šŋőśšŋżţ řăśśşęďěŋĺ£ţ śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ďřşčőľ, őšńĺůă¿źěľś£ őš ĺśţőďŋőľ ŋă ňŋőęěśšćě ňěřż ŋşńĳ. Ćőőąźě, ěśńĺ łăłőě-ńĺąő śćőľśšćő ćżŕőńŋěŋő ďń£ ćśěţ ω ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň, ążšĳ ňőęěš, ω, ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ňŋőęěśšćş, ĺňě¿źěňş ŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ, ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ¡šő śćőľśšćő ćżŕőńŋěŋő ŕőůšĺ ćś¿ďş ŋă ˙ ĺńĺ ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ω ĺńĺ ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě ĺ łřăšłő ğăŕĺśżćăšĳ ¡šő šăł: ŕ.ć. ĺńĺ ŕ.ŋ.

Šěőřěňă 1. Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ f(ω) ěśšĳ ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ω śşňňă

ř£ďă ĺğ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋżţ ťşŋłűĺľ f_n(ω), š.ě. ěśńĺ f(ω) = ∞∑ n=1 f_n(ω) ŕ.ć.,

šő ∫ Ω f(ω)dP(ω) = ∞∑ n=1 ∫ Ω f_n(ω)dP(ω). Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 1 ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śćőľśšćő śůěšŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĺ ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă.

Ńěňňă 3 (ĺğ šěőřĺĺ ňěřż). Ŕşśšĳ f ≥ 0 ŋă ˙. Őŕřěďěńĺň

ťşŋłűĺ¿ ˘ ŋă ¡ńěňěŋšăţ σ-ăńčěąřż ˚ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ďń£ ń¿ąőčő B ∈ ˚ ŕőńőęĺň

˘(B) = ∫ B fdP. Šőčďă ťşŋłűĺ£ ˘ śůěšŋő-ăďďĺšĺćŋă ŋă ˚.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ B_n ∈ ˚ | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ňŋőęěśšć ĺ ∪^∞_{n=1}B_n = B. Ŋăň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő

˘(B) = ∞∑ n=1 ˘(B_n). (4.2)

Ěśńĺ f ěśšĳ ĺŋďĺłăšőř ŋěłőšőřőčő ňŋőęěśšćă A ∈ ˚, š.ě. f(ω) = { 1, ěśńĺ ω ∈ A, 0, ěśńĺ ω /∈ A, šő ∫ B fdP = P(A ∩ B), ĺ śůěšŋă£ ăďďĺšĺćŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ ˘ ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł śůěšŋă£ ăďďĺšĺćŋőśšĳ ćěřő£šŋőśšĺ P. Ďăńěě, ěśńĺ f łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋă, šő ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő şšćěřęďěŋĺě ńěňňż 3 šăłęě ćżŕőńŋ£ěšś£. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ f ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£. Ďń£ ń¿ąőľ łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋőľ φ šăłőľ, ůšő 0 ≤ φ ≤ f, ĺňěěň: ∫ B φdP = ∞∑ n=1 ∫ B_n φdP ≤ ∞∑ n=1 ˘(B_n).

Ŕő¡šőňş, śőčńăśŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ ĺŋšěčřăńă, ˘(B) ≤ ∞∑ n=1 ˘(B_n). (4.3)

Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő ěśńĺ ˘(B_n) = ∞ ďń£ łăłőčő-ŋĺąşďĳ n, šő ŕőśłőńĳłş ˘(B) ≥ ˘(B_n), (4.2) őůěćĺďŋżň őąřăğőň ćżŕőńŋěŋő. Ŕő- ¡šőňş ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ˘(B_n) < ∞ ďń£ ćśěţ n. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő śłőńĳ şčőďŋő ňăńőčő ε > 0 ŋăľďěšś£ łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋă£ ťşŋłűĺ£ φ šăłă£, ůšő ∫ B_1 φdP ≥ ∫ B_1 fdP − ε, ∫ B_2 φdP ≥ ∫ B_2 fdP − ε. (4.4) Ŕő¡šőňş ˘(B_1 ∪ B_2) = ∫ B_1 ∪B_2 fdP ≥ ∫ B_1 ∪B_2 φdP =

= ∫ B_1 φdP + ∫ B_2

φdP ≥ ˘(B_1) + ˘(B_2) − 2ε,

ă ğŋăůĺš ˘(B_1 ∪ B_2) ≥ ˘(B_1) + ˘(B_2).

Šőůŋő šăł ęě ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺ łăęďőň n ŕőńşůăěň ˘(B_1 ∪ . . . ∪ B_n) ≥ ˘(B_1) + . . . + ˘(B_n). (4.5) Ŕőśłőńĳłş B ⊃ B_1 ∪ . . . ∪ B_n, šő ĺğ (4.5) śńěďşěš, ůšő ˘(B) ≥ ∞∑ n=1 ˘(B_n). (4.6)

Šěŕěřĳ (4.2) ćżšěłăěš ĺğ (4.3) ĺ (4.6).

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺĺ

F_N = N∑ n=1 f_n(ω). Őůěćĺďŋő, F_N łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋż, F_N ≥ 0 ĺ F_N (ω) ↑ f(ω) ŕőůšĺ ćś¿ďş. Ĺŋšěčřăń Ńěąěčă őš łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋě ğăćĺśĺš, őůěćĺďŋő, őš ěě ŕřěďśšăćńěŋĺ£, š.ě. ∫ Ω F_N (ω)dP(ω) = N∑ n=1 ∫ Ω f_n(ω)dP(ω).

Ć śĺńş ňőŋőšőŋŋőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ∫ F_N dP śşźěśšćşěš ŕřě- ďěń lim_{N→∞} ∫ Ω F_N dP = ∞∑ n=1 ∫ Ω f_n(ω)dP(ω). (4.7)

Ŕő¡šőňş ∫ Ω fdP ≥ sup_N ∫ Ω F_N dP = ∞∑ n=1 ∫ Ω f_n(ω)dP(ω). (4.8)

Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋőě ε > 0 ĺ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ φ(ω) ≥ 0 šăłş¿, ůšő 0 ≤ φ ≤ f. Ŕőńőęĺň B_N = {ω : F_N (ω) > φ(ω) − ε}. Ć śĺńş ňőŋőšőŋŋőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ F_N (ω) ŕřĺ łăęďőň ω ňŋőęěśšćă B_N őąřăğş¿š ćőğřăśšă¿źş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ: B_1 ⊂ B_2 ⊂ . . . ⊂ B_N ⊂ . . . . Ďń£ ń¿ąőčő N ∫ Ω F_N dP ≥ ∫ B_N F_N dP ≥ ∫ B_N (φ − ε)dP ≥

≥ ∫ B_N φ dP − εP(B_N ) ≥ ∫ B_N φ dP − ε. (4.9)

Őąőğŋăůĺň B = ∪^∞_{n=1}B_n. Ŕő ńěňňě 3 ĺŋšěčřăń £ćń£ěšś£ śůěšŋő-ăď-ďĺšĺćŋőľ ťşŋłűĺěľ ňŋőęěśšćă. Ć śĺńş ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ śćőľśšć śůěšŋőľ ăďďĺšĺćŋőśšĺ ĺ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ĺňěěň: lim_{N→∞} ∫ B_N φ dP = ∫ B φ dP. Šăł łăł f(ω) = lim_{N→∞} F_N (ω) ≥ φ(ω) ŕőůšĺ ćś¿ďş, šő P(B) = 1. Ŕő¡šőňş ŕő śćőľśšćş 5 şŕřăęŋěŋĺ£ 1 ∫ B φ dP = ∫ Ω φ dP. (4.10)

Ŕěřěľďěň ć (4.9) ł ŕřěďěńş ŕő N , şůĺšżćă£ (4.10): ∞∑ n=1 ∫ f_n dP ≥ ∫ Ω φ dP − ε. (4.11)

Ć śĺńş ŕřőĺğćőńĳŋőśšĺ ε ∞∑ n=1 ∫ f_n dP ≥ ∫ Ω φ dP, ĺ ŕőśłőńĳłş φ ≤ f | ń¿ąă£ łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋă£ ťşŋłűĺ£, šő ∞∑ n=1 ∫ f_n dP ≥ ∫ Ω f dP. (4.12)

Šěőřěňă 1 śńěďşěš šěŕěřĳ ĺğ (4.7), (4.8) ĺ (4.12).

Ğăňěůăŋĺě 3. Ŋăř£ďş ś ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň Eξ ćăę-

ŋżňĺ ůĺśńőćżňĺ ţăřăłšěřĺśšĺłăňĺ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ £ćń£- ¿šś£ ćěńĺůĺŋż Eξ^r, ŋăğżćăěňżě ňőňěŋšăňĺ r-čő ŕőř£ďłă.

Šěőřěňă 2. Ŕşśšĳ ξ ĺ η | ŋěğăćĺśĺňżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ĺ ŕşśšĳ E|ξ| < ∞ ĺ E|η| < ∞. Šőčďă E|ξη| < ∞ ĺ Eξη = EξEη. Ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ŋăľšĺ, ŋăŕřĺňěř, ć şůěąŋĺłě Ă.Ŋ. Ÿĺř£ěćă. Śşšĳ ěčő śőśšőĺš ć šőň, ůšő ďń£ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ şšćěřęďěŋĺě ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő (ňż ŕřőďěńăńĺ ¡šő ć őďŋőľ ĺğ ŕřěďżďşźĺţ ńěłűĺľ), ă ğăšěň śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ŕřĺąńĺęăěšś£ ŕřőśšżňĺ ĺ śőćěřÿăěšś£ ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ŕőď ğŋăłőň ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă.

Ŕřĺćěďěň šěŕěřĳ ćăęŋěľÿĺě ŋěřăćěŋśšćă ďń£ ňăšěňăšĺůěśłĺţ őęĺďăŋĺľ, ůăśšő ĺśŕőńĳğşěňżě ć šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ. Ŕěřćőě ĺğ ŋĺţ | ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă | ňż şęě ĺśŕőńĳğőćăńĺ ďń£ ďĺśłřěšŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ.

Ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă. Ŕşśšĳ ξ | ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ śńş-

ůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ε > 0 P(ξ ≥ ε) ≤ Eξ ε . (4.13)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň I_{{ξ≥ε}} ĺŋďĺłăšőř ňŋőęěśšćă šěţ ω, ďń£ łőšőřżţ ξ(ω) ≥ ε. Šőčďă Eξ ≥ E[ξI_{{ξ≥ε}}] ≥ εP(ξ ≥ ε). Ĺğ (4.13) ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺě řăğŋőćĺďŋőśšĺ ŋěřăćěŋśšćă Ůěążÿěćă: ěśńĺ ξ | ŕřőĺğćőńĳŋă£ śńşůăľŋă££ ćěńĺůĺŋă, šő P(ξ ≥ ε) ≤ Eξ^2 ε^2

, (4.14) ĺ P(|ξ − Eξ| ≥ ε) ≤ Dξ ε^2

, (4.15)

čďě Dξ = E(ξ − Eξ)^2 | ďĺśŕěřśĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ.

Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ { Ąşŋ£łőćśłőčő. Ŕşśšĳ śńşůăľŋżě ćě-

ńĺůĺŋż ξ ĺ η šăłőćż, ůšő Eξ^2 < ∞, Eη^2 < ∞. Šőčďă E|ξη| < ∞ ĺ (E|ξη|)^2 ≤ Eξ^2Eη^2. (4.16)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďŕőńőęĺň śŋăůăńă, ůšő Eξ^2 > 0, Eη^2 > 0. Őąőğŋăůĺň ~ξ = ξ√ Eξ^2 , ~η = η √ Eη^2 . Ŕőśłőńĳłş 2|~ξ~η| ≤ ~ξ^2 + ~η^2, šő 2E|~ξ~η| ≤ E~ξ^2 + E~η^2 = 2, š.ě. E|~ξ~η| ≤ 1, őšłşďă ĺ śńěďşěš (4.16). Ć śńşůăě, ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, Eξ^2 = 0, šő ŕő śćőľśšćş 6 ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă ξ = 0 ŕőůšĺ ćś¿ďş. Śńěďőćăšěńĳŋő, Eξη = 0, š.ě. (4.16) šăłęě ćżŕőńŋěŋő.

Ŋěřăćěŋśšćő Ĺěŋśěŋă. Ŕşśšĳ g = g(x) | ćżŕşłńă£ łŋĺğş

ąőřěńěćśłă£ ťşŋłűĺ£ ĺ ŕşśšĳ ξ | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ś E|ξ| < ∞. Šőčďă g(Eξ) ≤ Eg(ξ). (4.17)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ g = g(x) ćżŕşłńă£ łŋĺğş, šő ďń£ łăęďőčő x_0 ∈ R ŋăľďěšś£ ůĺśńő λ(x_0) šăłőě, ůšő ďń£ ćśěţ x ∈ R

g(x) ≥ g(x_0) + (x − x_0)λ(x_0). (4.18)

Ŕőńőęĺň x_0 = Eξ ĺ ŕőďśšăćĺň x = ξ(ω) ć (4.18). Ŕőńşůĺň g(ξ) ≥ g(Eξ) + (ξ − Eξ)λ(Eξ) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, Eg(ξ) ≥ g(Eξ).

Ńĺšěřăšşřă

Łőńňőčőřőć Ă. Ŋ., Ťőňĺŋ Ś. Ć. İńěňěŋšż šěőřĺĺ ťşŋłűĺľ ĺ ťşŋłűĺőŋăńĳŋőčő ăŋăńĺğă. Ň., Ŋăşłă, 1986, čńăćă 5. Ÿĺř£ěć Ă. Ŋ. Ćěřő£šŋőśšĳ, čńăćă 2, §6.

Ńěłűĺ£ 5

Őďŋőňěřŋőě śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě

Ć ńěłűĺĺ 3 ňż řăśśňăšřĺćăńĺ śşňňż ^S_n ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ^ξ_i, ŕřĺŋĺňă¿źĺţ ğŋăůěŋĺ£ +1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ p ĺ −1 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ q = 1 − p. Ěśńĺ śůĺšăšĳ ĺŋďěłś n ćřěňěŋěň, šő ňőęŋő şśšăŋőćĺšĳ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş šăłĺňĺ śşňňăňĺ (ĺńĺ śţěňőľ Ąěřŋşńńĺ) ĺ őďŋőňěřŋżň śńşůăľŋżň ąńşęďăŋĺěň. Ă ĺňěŋŋő, řăśśňőšřĺň ůăśšĺűş, ŋăţőď£źş¿ś£ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ć ŋşńě ĺ śőćěřÿă¿źş¿ ć ŕőśńěďş¿źĺě (ďĺśłřěšŋżě) ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ śłăůłĺ ŕő şğńăň őďŋőňěřŋőľ űěńőůĺśńěŋŋőľ ŕř£ňőľ. Ěśńĺ ^ξ_i = 1, šő ć ňőňěŋš i śőćěřÿăěšś£ ěďĺŋĺůŋżľ śłăůőł ćŕřăćő, ěśńĺ ęě ^ξ_i = −1, šő ć ňőňěŋš i śőćěřÿăěšś£ ěďĺŋĺůŋżľ śłăůőł ćńěćő. Šőčďă ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ n łőőřďĺŋăšă ąńşęďă¿źěľ ůăśšĺűż řăćŋă ^S_n. Ěśńĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ őšłńăďżćăšĳ ćřěň£ n ŕő čőřĺğőŋšăńĳŋőľ őśĺ, ă ŕő ćěřšĺłăńĳŋőľ őśĺ őšłńăďżćăšĳ ŕőńőęěŋĺě ůăśšĺűż (š.ě. ^S_n), ĺ śőěďĺŋĺšĳ ŕőńşůěŋŋżě šőůłĺ őšřěğłőň, šő ŕőńşůĺň ńőňăŋş¿ ńĺŋĺ¿ (ŕşšĳ), łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ šřăěłšőřĺěľ śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£. Šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě őůěŋĳ şďőąŋő ďń£ čěőňěšřĺůěśłőčő "ćĺďěŋĺ£" őšďěńĳŋżţ śőążšĺľ.

Šőůŋő šăł ęě ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ąńşęďăŋĺě, ćżţőď£źěě ĺğ šőůłĺ x ≠ 0. Ŕőńőęěŋĺě ůăśšĺűż ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ n řăćŋő ć ¡šőň śńşůăě x + ^S_n. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ŕőğŋăłőňĺňś£ ś ŋěłőšőřżňĺ śćőľśšćăňĺ śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£.

Ććěďěň śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş η_k, ŕřĺŋĺňă¿źş¿ ğŋăůěŋĺě 1, ěśńĺ ć ňőňěŋš k śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ŕőŕăďăěš ć 0, ĺ ŕřĺŋĺňă¿źş¿ ğŋăůěŋĺě 0 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Ć šěřňĺŋăţ śţěňż Ąěřŋşńńĺ śőążšĺě η_k = 1 őğŋăůăěš, ůšő ć śěřĺĺ ďńĺŋż k ůĺśńő şśŕěţőć řăćŋő ůĺśńş ŋěşďăů. Őůěćĺďŋő, ∑_n k=1 η_k ěśšĳ (śńşůăľŋőě) ůĺśńő ŕőŕăďăŋĺľ ć 0 ğă ćřěň£ n. Ćśě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż η_k őŕřěďěńěŋż ŋă őďŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙, ˚, P), ŕőśšřőěŋŋőň ć ńěłűĺĺ 2. Ďń£ łăęďőčő ω ∈ ˙ őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ η(ω) = ∞∑ k=1 η_k(ω) (5.1)

łăł ŕřěďěń ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ∑_n k=1 η_k(ω). Ćěńĺůĺŋă η(ω) řăćŋă, őůěćĺďŋő, ůĺśńş ŕőŕăďăŋĺľ ąńşęďă¿źěľ ůăśšĺűż ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Šăł łăł śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż η_k ŋěőšřĺűăšěńĳŋż, šő ŕřĺ łăęďőň ω ¡šă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňőŋőšőŋŋő ŋěşążćăěš, ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš ěě ŕřěďěń, ćőğňőęŋő, řăćŋżľ ∞. Šőš ťăłš, ůšő η £ćń£- ěšś£ (řăśÿĺřěŋŋőľ) śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, čăřăŋšĺřşěšś£ ńěňňőľ 2 ĺğ ńěłűĺĺ 4.

Ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě m_{00} = Eη, šő ěśšĳ śřěďŋěě ůĺśńő ćőğćřăźěŋĺľ ąńşęďă¿źěľ ůăśšĺűż ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš, šăłęě őŕřěďěńěŋő ŕő šěőřěňě 1 ńěłűĺĺ 4.

Ńěňňă 1. Ěśńĺ p = q =^1_2 , šő m00 = ∞. Ěśńĺ p ≠ q, šő m00 < ∞.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő šěőřěňě 1 ĺğ ńěłűĺĺ 4

m_{00} = E ∞∑ k=1 η_k = ∞∑ k=1 Eη_k. Šăł łăł śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă η_k ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ 0 ĺ 1, šő Eη_k = P(η_k = 1). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő E^ξ_i = p − q, E ^S_n = n(p − q). Ŕřĺ ¡šőň P(η_n = 1) = P( ^S_n = 0).

Ŕşśšĳ p = q. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ńőłăńĳŋőľ ŕřěďěńĳŋőľ šěőřěňőľ ďń£ ^S_n. Ŕřĺ ąőńĳÿĺţ n

P( ^S_n = 0) ∼ √ 2 πn , ŕő¡šőňş ř£ď ďń£ m_{00} řăśţőďĺšś£:

m_{00} = ∞∑ n=1 Eη_n ≥ ∞∑ n=1 c √ n = ∞. Ŕřĺ p ≠ q ććĺďş ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżţ őűěŋőł (ńěňňă 1 ĺğ ńěłűĺĺ 3) ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n

P( ^S_n = 0) ≤ 2 exp(−γn)

ďń£ ŋěłőšőřőčő γ > 0. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ř£ď ďń£ m_{00} śţőďĺšś£:

m_{00} = ∞∑ n=1 Eη_n ≤ ∞∑ n=1 c exp(−γn) < ∞.

Ŋő ůěňş řăćŋă śăňă ćěřő£šŋőśšĳ ćěřŋşšĳś£ ć ŋşńĳ ţőš£ ąż őďĺŋ řăğ? Ďń£ őšćěšă ŋă ¡šőš ćőŕřőś ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŕőŋ£šĺě şśńőćŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő P(B) > 0. Şśńőćŋă£ ćěřő-

£šŋőśšĳ P(A | B) śőążšĺ£ A ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő śőćěřÿĺńőśĳ śőążšĺě B (łřăšłő, şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ A ŕřĺ şśńőćĺĺ B) őŕřěďěń£ěšś£ šăł:

P(A | B) = P(A ∩ B) P(B)

(5.2)

Ğăňěůăŋĺě 1. Ěśńĺ śőążšĺ£ A ĺ B ŋěğăćĺśĺňż, šő P(A | B) = P(A). Şšćěřęďěŋĺě 1 (Ťőřňşńă ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ). Ŕşśšĳ

ğăďăŋő řăğąĺěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ˙ ŋă łőŋěůŋőě ĺńĺ śůěšŋőě ůĺśńő śőążšĺľ B_k, ĺňě¿źĺţ ŋěŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ, š.ě. ˙ = ∪_kB_k, B_i ∩ B_j = ∅, P(B_k ) > 0. Šőčďă ćěřő£šŋőśšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőčő śőążšĺ£ A ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě

P(A) = ∑ k P(A | B_k)P(B_k). (5.3)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőďśšăćĺć (5.2) ć ŕřăćş¿ ůăśšĳ (5.3) ĺ ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ śćőľśšćőň ăďďĺšĺćŋőśšĺ, ŕőńşůĺň šőęďěśšćő.

Ŕřĺňěř. Ćżůĺśńĺň şśńőćŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ć ňőňěŋš

ćřěňěŋĺ n ąńşęďăŋĺě ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě x ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ć ňőňěŋš n−1 őŋő ŋăţőďĺńőśĳ ć šőůłě y. Ŕőśłőńĳłş P({ ^S_n = x}∩{ ^S_{n−1} = y} őšńĺůŋă őš ŋşń£ ńĺÿĳ ěśńĺ x = y + 1 ńĺąő x = y − 1, šő ¡šĺň ęě śćőľśšćőň őąńăďăěš ĺ şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ćżůĺśńěŋĺěň ńěčłő ŕőńşůĺšĳ, ůšő

P({ ^S_{n+1} = y + 1} ∩ { ^S_n = y}) = pP({ ^S_n = y}).

Ăŋăńőčĺůŋő

P({ ^S_{n+1} = y − 1} ∩ { ^S_n = y}) = qP({ ^S_n = y}).

Ŕő¡šőňş őłőŋůăšěńĳŋő ĺňěěň:

P({ ^S_n = x} | { ^S_{n−1} = y}) = p, ěśńĺ x = y + 1; q, ěśńĺ x = y − 1;

0 ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ.

(5.4)

Őąőğŋăůĺň ^S^x_n = x + ^S_n. Ćěńĺůĺŋă ^S^x_n řăćŋă ŕőńőęěŋĺ¿ ąńşęďă¿źěľ ůăśšĺűż ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ n, ěśńĺ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ůăśšĺűă ŋăţőďĺńăśĳ ć šőůłě x. Şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ ďń£ ^Sx_n šě ęě śăňżě, š.ě.

P({ ^S^x_n = z} | { ^S^x_{n−1} = y}) = p, ěśńĺ z = y + 1; q, ěśńĺ z = y − 1;

0 ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ.

(5.5)

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ p(x) ćěřő£šŋőśšĳ, ćżľď£ ĺğ šőůłĺ x > 0, łőčďăńĺąő ćěřŋşšĳś£ ć 0 : p(x) = P{ω : ∃n, ^S^x_n(ω) = 0}. Šěőřěňă 1. p(x) = { 1 ŕřĺ q ≥ p, (_q p )_x ŕřĺ q < p. (5.6)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ťşŋłűĺ£ p(x) şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěľ śĺśšěňě şřăćŋěŋĺľ ŕřĺ x > 1 :

p(x) = pp(x + 1) + qp(x − 1). (5.7)

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (5.7) ďőśšăšőůŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ťőřňşńş ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ćğ£ć ć łăůěśšćě řăğąĺěŋĺ£ ŕăřş ňŋőęěśšć B_1, B_2, čďě B_1 śőőšćěšśšćşěš šőňş, ůšő ŋă ŕěřćőň ÿăčě ąńşęďăŋĺě ŕőŕăďăěš ć šőůłş x + 1 :

B_1 = {ω : ^S^x_1 (ω) = x + 1, ∃n, ^S^x_n(ω) = 0};

ă B_2 śőőšćěšśšćşěš šőňş, ůšő ŋă ŕěřćőň ÿăčě ůăśšĺűă ŕőŕăďăěš ć x − 1 :

B_2 = {ω : ^S^x_1 (ω) = x − 1, ∃n, ^S^x_n(ω) = 0}.

Ŕřĺ x = 1 ŕěřćżľ ęě śłăůőł ňőęěš ŕřĺćěśšĺ ůăśšĺűş ć 0, ŕő¡šőňş

p(1) = q + pp(2). (5.8)

Ůšőąż őąžěďĺŋĺšĳ şřăćŋěŋĺ£ (5.7) ĺ (5.8), ŕőńőęĺň p(0) = 1, šőčďă p(x) şďőćńěšćőř£ěš (5.7) ďń£ ćśěţ x > 0.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ŕřĺ p ≠ q ŕřőĺğćőńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż

(5.7) ĺňěěš ćĺď p(x) = c_1λ^x_1 + c_2λ^x_2 , (5.9) čďě λ_1 = 1, λ_2 = q/p | ďćă łőřŋ£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ 1 = pλ + qλ^{−1}. (5.10) Ŕřĺ p = q ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě (5.10) ĺňěěš łřăšŋżľ łőřěŋĳ 1. Řěÿěŋĺě śĺśšěňż (5.7) ć ¡šőň śńşůăě ĺňěěš ćĺď p(x) = c_1 + c_2x. (5.11) Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ąşďěň ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě śĺśšěňż (5.7) ć ćĺďě čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ p(x) = aλ^x. Ŕőďśšăŋőćłă šăłőčő ćĺďă řěÿěŋĺ£ ć şřăćŋěŋĺě ŕřĺćőďĺš ł łćăďřăšŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ (5.10). Ěśńĺ p ≠ q, šő łőřŋĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ řăğńĺůŋż: λ_1 = 1, λ_2 = q/p. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŋăÿńĺ ďćă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ řěÿěŋĺ£ (5.7): p(x) = 1 ĺ p(x) = (q/p)^x.

Ŕőłăęěň, ůšő ćśě řěÿěŋĺ£ ĺśůěřŕżćă¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ c_1 + c_2(q/p)^x ďćşţ ŋăľďěŋŋżţ. Ć śăňőň ďěńě, ćś£łőě řěÿěŋĺě p(x) śĺśšěňż (5.7) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ p(0) ĺ p(1). Őąőğŋăůĺň Y (x) ĺ Z(x) řěÿěŋĺ£, şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ£ň Y (0) = 1, Y (1) = 0; (5.12) Z(0) = 0, Z(1) = 1.

Ŕřőĺğćőńĳŋőě řěÿěŋĺě p(x), őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ¡šĺţ řěÿěŋĺľ:

p(x) = p(0)Y (x) + p(1)Z(x).

Ńěčłő şąěďĺšĳś£, ůšő ťşŋłűĺĺ Y (x) ĺ Z(x) ć śćő¿ őůěřěďĳ ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě (5.9):

Y (x) = q q − p − p q − p ( q p )_x , (5.13) Z(x) = − p q − p + p q − p ( q p )_x . Ć śńşůăě p = q řăğŋőśšŋőě şřăćŋěŋĺě ŕřĺŋĺňăěš ćĺď p(x − 1) − 2p(x) + p(x + 1) = 0, ĺńĺ (p(x − 1) − p(x)) − (p(x) − p(x + 1)) = 0.

Ňż ćĺďĺň, ůšő řăğŋőśšĳ p(x − 1) − p(x) ŕőśšő£ŋŋă, š.ě. p(x) | ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, p(x) = c_1 + c_2x. Ğăňěšĺň, ůšő řěÿěŋĺ£ Y (x) ĺ Z(x), şďőćńěšćőř£¿źĺě (5.12), ňőčşš ążšĳ ŕřĺ p = q ŕřěďśšăćńěŋż ć ćĺďě ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺľ: Y (x) = −x + 1, Z(x) = x, őšłşďă śńěďşěš, ůšő ćśě řěÿěŋĺ£ ĺśůěřŕżćă¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ.

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż.

I. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śńşůăľ q > p. Šőčďă ć (5.9) c_2 = 0, šăł łăł p(x) ≤ 1. Ŋő šőčďă c_1 = 1, šăł łăł p(0) = 1 ĺ ŕő¡šőňş p(x) = 1 ďń£ ćśěţ x ≥ 0.

II. Ŕřĺ p = q ć śĺńş p(x) ≤ 1 ĺğ (5.11) őŕ£šĳ śńěďşěš c_2 = 0, ĺ p(x) = 1 ďń£ ćśěţ x > 0.

III. Ěśńĺ q < p, šő ĺğ (5.9 ) ŕőńşůăěň, ůšő c_1 + c_2 = 1, šăł łăł p(0) = 1, ĺ ňż ĺňěěň łőŋšĺŋşşň řěÿěŋĺľ:

p(x) = c_1 + (1 − c_1) ( q p )_x . (5.14)

Łăł ćżąřăšĳ ĺśšĺŋŋőě řěÿěŋĺě? Šőńĳłő őďŋő ĺğ ŋĺţ śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ x → ∞. Ěňş śőőšćěšśšćşěš c_1 = 0. Ŕőłăęěň, ůšő őŋő ĺ ěśšĳ ĺśłőňőě. Ďń£ ¡šőčő ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2. Ďń£ ń¿ąőčő x ≥ 1

p(2x) = p^2(x). (5.15)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć śăňőň ďěńě, ćśě šřăěłšőřĺĺ ąńşęďăŋĺ£, ćżţőď£źĺě ĺğ 2x ĺ ŕőŕăďă¿źĺě ć 0, ŕřőţőď£š ůěřěğ šőůłş x. Őąőğŋă- ůĺň A_m = {ω : ^S^{2x}_i (ω) ≠ x ďń£ i < m; ^S^{2x}_m (ω) = x, ∃n > m : ^S^x_n(ω) = 0}

śőążšĺě, śőśšő£źěě ć šőň, ůšő ąńşęďă¿źă£ ůăśšĺűă, ćżľď£ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ĺğ 2x, ćŕěřćżě ŕőŕăďěš ć x ŋă ÿăčě m, ă ğăšěň łőčďă-ŋĺąşďĳ ŕőŕăďěš ć 0. Šőčďă, ŕőśłőńĳłş śőążšĺ£ A_m ŋě ŕěřěśěłă¿šś£,

p(2x) = P( ⋃ m≥x A_m) = ∑ m≥x P(A_m).

Ć śĺńş ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ĺśŕżšăŋĺľ Ąěřŋşńńĺ, ŕőśńě ŕőŕăďăŋĺ£ ůăśšĺűż ć x ŕőśńěďş¿źă£ ůăśšĳ ěě šřăěłšőřĺĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ŕřěďÿěśšćş¿źěľ ůăśšĺ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ f^{(m)}(y, z) ćěřő£šŋőśšĳ, ćżľď£ ĺğ y, ćŕěřćżě ŕőŕăśšĳ ć z ŋă ÿăčě m. Šőčďă

P(A_m) = f^{(m)} (2x, x)p(x).

Ŕő¡šőňş p(2x) = p(x) ∑ m f^{(m)} (2x, x) = p(x) ∑ m f^{(m)}(x, 0).

Ć ŕőśńěďŋěň řăćěŋśšćě ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő ćěřő£šŋőśšĺ šřăěłšőřĺľ ąńşęďăŋĺ£ ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčă ŕő ŕřőśšřăŋśšćş (śň. (5.4) ĺ (5.5)). Ŋő ∑ m f^{(m)}(x, 0) = p(x), (5.16)

őšłşďă ĺ ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě (5.15).

Ŕřěďńőęěŋĺě 3. Ńĺąő p(x) = 1 ŕřĺ ćśěţ x, ńĺąő p(x) → 0 ŕřĺ x → ∞. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ťşŋłűĺ£ p(x) £ćń£ěšś£ ňőŋőšőŋŋő ŋěćőğřăśšă¿źěľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ x^′ > x, šő p(x^′) = f(x^′, x)p(x) ≤ p(x), čďě f(x^′, x) ěśšĳ ćěřő£šŋőśšĳ łőčďă-ŋĺąşďĳ ŕőŕăśšĳ ĺğ šőůłĺ x^′ ć x. Ěśńĺ ŋăľďěšś£ x šăłőě, ůšő p(x) < 1, šő ć śĺńş ŕřěďńőęěŋĺ£ 2 ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ p(x2^n) śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ n → ∞. Ŋő ťşŋłűĺ£ p(x) ňőŋőšőŋŋă ĺ őčřăŋĺůěŋă, śńěďőćăšěńĳŋő ěě ŕřěďěń řăćěŋ ŋşń¿.

Ŕřěďńőęěŋĺě 4. Ŕřĺ q < p śşźěśšćşěš x, šăłőě, ůšő p(x) < 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăňěšĺň, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ f^{(m)} (x, 0) ćŕěřćżě ŕőŕăśšĳ ĺğ x ć 0 ğă m, m ≥ x ÿăčőć ŋě ŕřěćőśţőďĺš f^{(m)}(x, 0) ≤ C^{(m−x)/2} m p^{(m−x)/2}q^{(m+x)/2}. (5.17)

Ŕřĺ ¡šőň £śŋő, ůšő ůĺśńő m ďőńęŋő ĺňěšĳ šş ęě ůěšŋőśšĳ, ůšő ĺ x, ŕő¡šőňş (m − x)/2 ĺ (m + x)/2 űěńżě ůĺśńă. Ć śăňőň ďěńě, f^{(m)}(x, 0) ŋě ŕřěćőśţőďĺš ćěřő£šŋőśšĺ šőčő, ůšő ůăśšĺűă, ćżÿěďÿă£ ĺğ x, ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ m ŋăţőďĺšś£ ć ŋşńě (ćőğňőęŋő, ŋě ćŕěřćżě). Ďń£ ¡šőčő ůăśšĺűě ŋěőąţőďĺňő řőćŋő (m − x)/2 řăğ ŕřżčŋşšĳ ććěřţ ĺ (m + x)/2 řăğ ŕřżčŋşšĳ ćŋĺğ. Šăłĺţ šřăěłšőřĺľ śşźěśšćşěš řőćŋő

C^{(m−x)/2} m . Ďăńěě, ŕőśłőńĳłş pq ≤ 1/4 ĺ řăćěŋśšćő pq = 1/4 ďőśšĺčăěšś£ ŕřĺ p = q, šő ŕřĺ q < p śşźěśšćşěš α < 1 šăłőě, ůšő 2 √ pq ≤ α, ĺ ŕő¡šőňş ŕřăćă£ ůăśšĳ (5.17) ŋě ŕřěćőśţőďĺš C^{(m−x)/2} m p^{(m−x)/2}q^{(m+x)/2} ≤ 2^m(pq)^{m/2} ( q p )_{x/2} ≤ ( q p )_{x/2} α^m. (5.18)

Ĺğ (5.16) ĺ (5.18) śńěďşěš, ůšő p(x) = ∑ m≥x f^{(m)} (x, 0) ≤ ( q p )_{x/2} ∑ m≥x α^m < 1

ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ x.

Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ ŕřěďńőęěŋĺľ 2, 3 ĺ 4 śńěďşěš, ůšő p(x) → 0 ŕřĺ x → ∞, ĺ ĺğ (5.14) śńěďşěš, ůšő p(x) = (q/p)^x. Šěőřěňă 1 ďőłăğăŋă.

Šěőřěňă 2. Ćěřő£šŋőśšĳ ďőśšĺęěŋĺ£ ŋşń£ ĺğ šőůłĺ x < 0 řăćŋă p(x) = { 1 ŕřĺ p ≥ q, (_p q )_x ŕřĺ p < q. (5.19)

Ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 1.

Śńěďśšćĺě. Ĺğ (5.6) ĺ (5.19) ŕőńşůăěň, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ f00

šőčő, ůšő ůăśšĺűă, ćżľď£ ĺğ ŋşń£, łőčďă-ńĺąő šşďă ćěřŋěšś£, řăćŋă

f_{00} = pp(1) + qp(−1) = { 2q, ěśńĺ q ≤ p, 2p, ěśńĺ q > p. (5.20)

Šăłĺň őąřăğőň, ůăśšĺűă, ćżľď£ ĺğ ŋşń£, ćěřŋěšś£ ć 0 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, łőčďă ąńşęďăŋĺě śĺňňěšřĺůŋő, š.ě. p = q = 1/2. Ĺŋšşĺšĺćŋő ¡šő £śŋő, šăł łăł ŕřĺ p ≠ q ůăśšĺűă, ćżľď£ ĺğ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš, ąşďěš śňěźăšĳś£ ł +∞, ěśńĺ p > q, ĺ ł −∞, ěśńĺ p < q. Ğăďăďĺňś£ ćőŕřőśőň: łăłőćă ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ůăśšĺűă ćěřŋěšś£ ć 0 ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő řăğ?

Šěőřěňă 3. Őąőğŋăůĺň A0 śőążšĺě, śőśšő£źěě ć šőň, ůšő ůă-

śšĺűă, ćżľď£ ĺğ ŋşń£, ćěřŋěšś£ šşďă ąěśłőŋěůŋőě ůĺśńő řăğ. Šőčďă

P(A_0) = { 1 ŕřĺ p = q, 0 ŕřĺ p ≠ q. (5.21)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň A_{0,N} śőążšĺě, śőśšő£źěě ć šőň, ůšő ůăśšĺűă, ćżľď£ ĺğ ŋşń£, ćěřŋěšś£ šşďă ŕő łřăľŋěľ ňěřě N řăğ. Őąőğŋăůĺň f^{(k)}_{00} ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ć ŕěřćżľ řăğ ůăśšĺűă ćěřŋěšś£ ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ k. Ŕřěďśšăćĺć A_{0,N} łăł őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ śőążšĺľ ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň ňőňěŋšőň ŕěřćőčő ćőğćřăźěŋĺ£, ŕőńşůĺň:

P(A_{0,N} ) = ∞∑ k=1 f^{(k)}_{00} P(A_{0,N−1}) = P(A_{0,N−1})f_{00}, (5.22) čďě f_{00} = ∞∑ k=1 f^{(k)}_{00}

ěśšĳ ćěřő£šŋőśšĳ łőčďă-ńĺąő ćěřŋşšĳś£ ć 0. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕřĺňěŋ££ (5.22), ŕőńşůĺň:

P(A_{0,N} ) = P(A_{0,N−1})f_{00} = P(A_{0,N−2})(f_{00})^2 = . . .

= (f_{00})^{N−1}P(A_{0,1}) = (f_{00})^N , (5.23)

šăł łăł P(A_{0,1}) = f_{00}. Ŕőśłőńĳłş ć śĺńş śćőľśšćă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ

P(A_0) = lim_{N→∞} P(A_{0,N} ),

šő ĺğ (5.23) śńěďşěš, ůšő P(A_0) = 1 ŕřĺ f_{00} = 1 ĺ P(A_0) = 0 ŕřĺ f_{00} < 1. Őšś¿ďă ś şůěšőň (5.20) ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż 3.

Śłőńĳłő ęě ćřěňěŋĺ ŕőŋăďőąĺšś£ ůăśšĺűě, ŋăůăćÿěľ ąńşęďăŋĺě ć šőůłě x > 0, ůšőąż ďőśšĺůĳ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš? Őšćěš ďăěš śńěďş- ¿źă£ šěőřěňă. Őąőğŋăůĺň τ_{x,0} śńşůăľŋőě ćřěň£ ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ůăśšĺűż, ŋăůăćÿěľ ąńşęďăŋĺě ć šőůłě x > 0. Šěőřěňă 4. Ŕřĺ p ≥ q Eτx,0 = ∞. Ŕřĺ p < q Eτx,0 = x/(q − p). Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 4 ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŕőŋ£šĺě şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£. Ŕşśšĳ ξ | ďĺśłřěšŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, šő ěśšĳ ŕřĺŋĺňă¿źă£ łőŋěůŋőě ĺńĺ śůěšŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ x_1, x_2, . . . ; x_i ≥ 0 ďń£ ćśěţ i. Ŕşśšĳ śőążšĺě D ⊂ ˙ ĺňěěš ŕőńőęĺšěńĳŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Şśńőćŋżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň śńş-

ůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ ŕřĺ şśńőćĺĺ śőążšĺ£ D ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő E(ξ|D) = ∞∑ j=1 x_j P (ξ = x_j|D). (5.24)

Ğăňěšĺň, ůšő P(D)E(ξ|D) = ∞∑ j=1 x_jP(ξ = x_j ∩ D) ≤ ∞∑ j=1 x_jP(ξ = x_j ) = Eξ, (5.25)

ŕő¡šőňş E(ξ|D) < ∞, ěśńĺ Eξ < ∞.

Ŕşśšĳ η | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, ŕřĺŋĺňă¿źă£ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ y_1, . . ., y_r . Őąőğŋăůĺň D_i = {ω : η(ω) = y_i}.

Őŕřěďěńěŋĺě 3.Şśńőćŋżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň E(ξ|η)

śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ őšŋőśĺšěńĳŋő śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż η ŋăğżćăěšś£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, ŕőśšő£ŋŋă£ ŋă łăęďőň ĺğ ňŋőęěśšć D_i ĺ řăćŋă£ ŋă ňŋőęěśšćě D_i ćěńĺůĺŋě E(ξ|D_i).

Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě | ăŋăńőč ťőřňşńż ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ.

Şšćěřęďěŋĺě 2.

Eξ = EE(ξ|η) = r∑ i=1 P(D_i)E(ξ|D_i). (5.26)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ Eξ < ∞. Šőčďă ć śĺńş (5.25) E(ξ|D_i) < ∞ ďń£ łăęďőčő i. Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ťőřňşńőľ ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ, ŕőńşůĺň:

Eξ = ∞∑ j=1 x_j P(ξ = x_j) = ∞∑ j=1 x_j r∑ i=1 P(ξ = x_j|D_i)P(D_i) =

= r∑ i=1 P(D_i) ∞∑ j=1 x_j P(ξ = x_j |D_i) = r∑ i=1 P(D_i)E(ξ|D_i). Ěśńĺ ęě Eξ = ∞, šő E(ξ|D_i) = ∞ ţőš£ ąż ďń£ őďŋőčő i. Ć śăňőň ďěńě, ŕřěďŕőńőęĺć, ůšő E(ξ|D_i) < ∞ ďń£ ćśěţ i ĺ řăśśňőšřěć ŕřěďżďşźş¿ űěŕőůłş řăćěŋśšć ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ŕőńşůĺň, ůšő Eξ < ∞, ůšő £ćń£ěšś£ ŕřőšĺćőřěůĺěň. Šăłĺň őąřăğőň, şšćěřęďěŋĺě 2 śŋőćă ćżŕőńŋěŋő.

Ŕěřěľďěň ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 4.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 4. Ćőśŕőńĳğşěňś£ şšćěřęďěŋĺěň 2, ŕőńőęĺć ξ = τ_{x,0}, ă η | ąěřŋşńńĺěćśłă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, řăćŋă£ ćěńĺůĺŋě ŕěřćőčő śłăůłă ůăśšĺűż, ŋăţőď£źěľś£ ć šőůłě x. Ěśńĺ śćőľ ŕěřćżľ śłăůőł ĺğ šőůłĺ x ůăśšĺűă śőćěřÿăěš ćŕřăćő, šő şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ćřěňěŋĺ ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ć 0 řăćŋő

Eτ_{x+1,0} + 1. Ăŋăńőčĺůŋő, şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ćřěňěŋĺ ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ć 0 ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ŕěřćżľ śłăůőł ążń śďěńăŋ ćńěćő, řăćŋő Eτ_{x−1,0} + 1. (Ňż ŕőńăčăěň Eτ_{0,0} = 0.) Šăłĺň őąřăğőň, ćěńĺůĺŋż T_x = Eτ_{x,0} şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋěŋĺ¿

T_x = pT_{x+1} + qT_{x−1} + 1, T_0 = 0. (5.27)

Ĺğ (5.6) śńěďşěš, ůšő ŕřĺ p > q τ_{x,0} = ∞ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1−(q/p)^x > 0, ĺ ŕő¡šőňş Eτ_{x,0} = ∞.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ q > p. Şřăćŋěŋĺě (5.27) ŋěőďŋőřőďŋőě. Śőőšćěšśšćş¿źěě ěňş őďŋőřőďŋőě şřăćŋěŋĺě ňż ĺğşůăńĺ řăŋěě; ŕřĺ p ≠ q őŋő ĺňěěš őąźěě řěÿěŋĺě A + B(q/p)^x. Ůăśšŋőě řěÿěŋĺě ŋěőďŋőřőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕřĺ p ≠ q ěśšĳ x/(q − p). Šăłĺň őąřăğőň, őąźěě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (5.27)

T_x = x (q − p) + A + B ( q p )_x . (5.28)

Čřăŋĺůŋőě şśńőćĺě T_0 = 0 ćńěůěš A + B = 0, š.ě.

T_x = x (q − p) + B ( q p )_x − B. (5.29)

Ŕřĺ q > p ěśńĺ B ≥ 0, šő řěÿěŋĺě (5.29) ŕőńőęĺšěńĳŋő ŕřĺ ćśěţ x > 0. Ĺšěřĺřş£ şřăćŋěŋĺě (5.27), ňż ňőęěň ŕřěďśšăćĺšĳ ěčő ć śńěďş- ¿źěň ćĺďě:

T_x = N−1∑ n=0 ∑ θ:n P(θ) + ∑ y>0 ∑ θ:y P(θ)T_y . (5.30)

Ğďěśĳ ∑ θ:n ąěřěšś£ ŕő ćśěň ŕşš£ň ďńĺŋż n, ćżţőď£źĺň ĺğ šőůłĺ x ĺ ŋě ŕřőţőď£źĺň ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš, ∑ θ:y ąěřěšś£ ŕő ćśěň ŕşš£ň ďńĺŋż N, ćżţőď£źĺň ĺğ x ĺ őłăŋůĺćă¿źĺňś£ ć y ĺ ŋě ŕřőţőď£źĺň ůěřěğ 0, ă P(θ) ěśšĳ ćěřő£šŋőśšĳ ŕşšĺ θ :

P(θ) = p^{r(θ)}q^{l(θ)},

čďě r(θ) | ůĺśńő śłăůłőć ćŕřăćő, ă l(θ) | ůĺśńő śłăůłőć ćńěćő ş ŕşšĺ θ. Ŋő ∑ θ:n P(θ) ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (5.30) ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ďő ňőňěŋšă n ćłń¿ůĺšěńĳŋő ąńşęďă¿źă£ ůăśšĺűă ŋě ŕőśěšĺńă 0, š.ě. P (τ_{x,0} > n). Šăłĺň őąřăğőň, (5.30) ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě:

T_x = N−1∑ n=0 P(τ_{x,0} > n) + ∑ y>0 ∑ θ:y P (θ)T_y. (5.31)

Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ B < 0 T_x < 0 ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ x, šăł ůšő řěÿěŋĺě (5.29) ŋě ĺňěěš ćěřő£šŋőśšŋőčő śňżśńă. Ŕőśłőńĳłş ŕřĺ B > 0 ĺ q > p T_x > 0 ŕřĺ ćśěţ x > 0, šő ćšőřőě śńăčăěňőě ć (5.31) ŕőńőęĺšěńĳŋő ĺ, ğŋăůĺš, ďń£ ń¿ąőčő N ĺ ń¿ąőčő x > 0 N−1∑ n=0 P(τ_{x,0} > n) ≤ T_x. (5.32)

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő x > 0 ř£ď ∞∑ n=0 P(τ_{x,0} > n) < ∞. Ŋő_∞ ∑ n=0 P(τ_{x,0} > n) = ∞∑ n=0 nP(τ_{x,0} = n) = Eτ_{x,0}.

Ĺšăł, ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő ŕřĺ q > p Eτ_{x,0} < ∞, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őŋő śőćŕăďăěš ś řěÿěŋĺěň (5.29) şřăćŋěŋĺ£ (5.27).

Şšćěřęďěŋĺě 3. Ěśńĺ śřěďŋěě ćřěň£ ŕőŕăďăŋĺ£ ĺğ x ć 0 łő-

ŋěůŋő, šő őŋő řăśšěš ś řőśšőň x ńĺŋěľŋżň őąřăğőň, š.ě. ěśńĺ Eτ_{x,0} < ∞, šő śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă c > 0 šăłă£, ůšő Eτ_{x,0} = cx.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň c = Eτ_{x,x−1} | śřěďŋěě ćřěň£ ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ĺğ x ć x − 1. Őŋő łőŋěůŋő, ŕőśłőńĳłş Eτ_{x,0} < ∞. Ŋő šăł łăł ćřěň£ τ_{x,0} ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ĺğ x ć 0 śłńăďżćăěšś£ ĺğ ćřěňěŋĺ τ_{x,x−1} ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ĺğ x ć x − 1, ćřěňěŋĺ τ_{x−1,x−2} ŕěřćőčő ŕőŕăďăŋĺ£ ĺğ x − 1 ć x − 2 ĺ š.ď., ĺ ćśě ¡šĺ ćěńĺůĺŋż řăćŋż ňěęďş śőąőľ, šő

Eτ_{x,0} = Eτ_{x,x−1} + . . . + Eτ_{1,0} = cx, (5.33)

ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ĺğ şšćěřęďěŋĺ£ 3 ćżšěłăěš, ůšő řěÿěŋĺě (5.29) ĺňěěš ćěřő£šŋőśšŋżľ śňżśń ńĺÿĳ ŕřĺ B = 0, šăł łăł ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě Eτ_{x,0} řőśńő ąż ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő. Ĺšăł, ŕřĺ q > p Eτ_{x,0} = x/(q − p).

Ŋăň őśšăńőśĳ řăğőąřăšĳ śńşůăľ p = q. Şřăćŋěŋĺě (5.27) ć ¡šőň śńşůăě ĺňěěš ćĺď

T_x = 1 2 T_{x+1} + 1 2 T_{x−1} + 1, T_0 = 0. (5.34)

Őąźěě řěÿěŋĺě śőőšćěšśšćş¿źěčő őďŋőřőďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺňěěš ćĺď c_1 + c_2x. Ůăśšŋőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (5.34) T_x = −x^2. Šăłĺň őąřăğőň, őąźěě řěÿěŋĺě (5.34) řăćŋő

T_x = −x^2 + c_1 + c_2x. (5.35)

Řěÿěŋĺě (5.35) ŋě £ćńěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ŋă ćśěľ ŕőńşőśĺ x > 0 ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ ğŋăůěŋĺ£ţ c_1, c_2, ŕő¡šőňş (5.35) ŋě ĺňěěš ćěřő£šŋőśšŋőčő śňżśńă. Ŕő¡šőňş ěďĺŋśšćěŋŋżň ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň řěÿěŋĺěň £ćń£ěšś£ T_x ≡ +∞. Šěőřěňă 4 ďőłăğăŋă.

Ńĺšěřăšşřă

Ťěńńěř Ć. Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ćěřő£šŋőśšěľ ĺ ěě ŕřĺńőęěŋĺ£, šőň 1, čńăćă 14, §§1 − 3. Śŕĺűěř Ť. Ŕřĺŋűĺŕż śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£. Ň., Ňĺř, 1969, čńăćă 1, §1.

Ńěłűĺ£ 6 Űěŕĺ Ňăřłőćă

Ŕşśšĳ ğăďăŋż ŕřőĺğćőńĳŋőě ňŋőęěśšćő S = {1, 2, . . ., n} ĺğ n ¡ńěňěŋšőć ĺ ňăšřĺűă P = (p_{ij}) řăğňěřă n × n šăłă£, ůšő 0 ≤ p_{ij} ≤ 1, n∑ j=1 p_{ij} = 1 ďń£ ćśěţ i.

Šăłă£ ňăšřĺűă ŋăğżćăěšś£ śšőţăśšĺůěśłőľ. Ś ŋěľ şďőąŋő ść£ğżćăšĳ ŋăŕřăćńěŋŋżľ čřăť, ćěřÿĺŋż łőšőřőčő śőőšćěšśšćş¿š ¡ńěňěŋšăň ňŋőęěśšćă S. Ŕřőćěďěň ŋăŕřăćńěŋŋőě řěąřő ĺğ i ć j šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă p_{ij} ≠ 0.

Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő ˙^{(T )} ćśěćőğňőęŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ω = (ω_0, ω_1, . . . , ω_T ) ďńĺŋż T + 1, ¡ńěňěŋšż łőšőřżţ ŕřĺŋăďńěęăš S. Šăłĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ šřăěłšőřĺ£ňĺ ĺ ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě łăł ŕşšĳ ůăśšĺűż, ąńşęďă¿źěľ ŕő čřăťş.

Ğăďăďĺň ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş P^{(T )} ŋă šřăěłšőřĺ£ţ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

P^{(T )}(ω) = p^{(0)}_{ω0} p_{ω0ω1} p_{ω1ω2} . . . p_{ωT −1ωT} , (6.1)

čďě p^{(0)} = (p^{(0)}_i , i = 1, . . ., n) | ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě S. Ňż ĺŋšěřŕřěšĺřşěň p^{(0)}_i łăł ćěřő£šŋőśšĳ ŋăůăšĳ ŕşšĳ ĺğ śőśšő£ŋĺ£ i. Ěśńĺ őśşźěśšćń£ěšś£ śőążšĺě ω_t = j, čőćőř£š, ůšő ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t űěŕĳ ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ j. Čőćőř£š šăłęě, ůšő p_{ij} ěśšĳ ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă ĺğ ćěřÿĺŋż i ć ćěřÿĺŋş j.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ňěřă P^{(T )} ğăďăŋă ś ŕőňőźĳ¿ (6.1) łőřřěłšŋő,

šő ěśšĳ ∑ ω∈Ω^{(T )} P^{(T )}(ω) = 1. (6.2)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăťĺłśĺřşěň ω_0, ω_1, . . . , ω_{T −1} ĺ ŕřőśşňňĺřşěň ć (6.2) ŕő ω_T . Ŕőśłőńĳłş ňăšřĺűă P śšőţăśšĺůěśłă£, ŕőńşůĺň ∑ ω_0,...,ω_T p^{(0)}_{ω0} p_{ω0ω1} . . . p_{ωT −1 ωT} = ∑ ω_0,...,ω_{T −1} p^{(0)}_{ω0} p_{ω0ω1} . . . p_{ωT −2 ωT −1} .

Śşňňĺřş£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŕő ω_{T −1}, . . ., ω_0 ĺ ŕőńĳğş£śĳ ŋă łăęďőň ÿăčě śšőţăśšĺůŋőśšĳ¿ ňăšřĺűż P, ŕőńşůĺň (6.2).

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Łőŋěůŋőľ űěŕĳ¿ Ňăřłőćă ś ďĺśłřěšŋżň ćřě-

ňěŋěň t = 0, 1, . . ., T ś ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ S, ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ P ĺ ŋăůăńĳŋżň řăśŕřěďěńěŋĺěň (ĺńĺ ćěłšőřőň ŋăůăńĳŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ) p^{(0)} ŋăğżćăěšś£ ňěřă P^{(T )} ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ˙^{(T )}, ğăďăŋŋă£ ś ŕőňőźĳ¿ (6.1).

Ć śńşůăě, ěśńĺ ćśě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă ŋăůăńĳŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ p^{(0)}, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň i-ľ, řăćŋż ŋşń¿, čőćőř£š, ůšő ňăřłőćśłă£ űěŕĳ ĺňěěš ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě i.

Ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďńőęěŋĺ¿ 1 ďőłăğżćăěšś£, ůšő ďń£ ń¿ąőčő t^′ < t ĺ ń¿ąőčő ω ∈ ˙^{(t)} ∑ ω_t′_{+1},...,ω_t P^{(t)}(ω) = p^{(0)}_{ω0} p_{ω0ω1} . . . p_{ωt′−1 ωt′} = P^{(t′)}(ω^{(t′ )}),

čďě śşňňĺřőćăŋĺě ćěďěšś£ ŕő ćśěň ćőğňőęŋżň ğŋăůěŋĺě£ň ω_t′_{+1} ∈ S, . . . , ω_t ∈ S, ă ω^{(t′)} őąőğŋăůăěš őčřăŋĺůěŋĺě ćěłšőřă ω ∈ ˙^{(t)} ŋă ŕřőśšřăŋśšćő ˙^{(t′)}. Šăłĺň őąřăğőň, ćěřő£šŋőśšĳ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ˙^{(t′)} ňěřőľ P^{(t)}, śőćŕăďăěš ś P^{(t′)}. Ŕőďőąŋő šőňş, łăł ňż ŕőśšřőĺńĺ ňěřş ŋă ąěśłőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ţ ďń£ śţěňż Ąěřŋşńńĺ, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ ňěřş ŋă ąěśłőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ţ ω ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ S. Ŕő¡šőňş ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ĺŋőčďă őŕşśłăěň ĺŋďěłś ş ňěřż P^{(t)}.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň őšřěğőł [−N, N ] űěńőůĺśńěŋŋőľ őśĺ ĺ řăś-

śňőšřĺň śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě, łőšőřőě ňż ĺğşůăńĺ ć ńěłűĺĺ 5, śşğĺć ěčő ŋă ¡šőš őšřěğőł. Ă ĺňěŋŋő, ďń£ ń¿ąőľ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłĺ y őšřěğłă ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěţőďőć ğăďă¿šś£ ťőřňşńőľ (5.5). Ďń£ y = −N ŕőńőęĺň

P ( ^S_t = x | ^S_{t−1} = −N ) = p, ěśńĺ x = −N + 1; q, ěśńĺ x = −N ;

0 ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ.

Ăŋăńőčĺůŋő ďń£ y = N ŕőńőęĺň

P ( ^S_t = x | ^S_{t−1} = N ) = p, ěśńĺ x = N ; q, ěśńĺ x = N − 1; 0 ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ.

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ^S_t őąřăğşěš łőŋěůŋş¿ űěŕĳ Ňăřłőćă, ŕěřěţőďż łőšőřőľ čřăťĺůěśłĺ ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺśşŋłě 6.1.

u u u u p

q q p

Řĺś. 6.1. Śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ŋă őšřěğłě.

Ŕşśšĳ ňăřłőćśłă£ űěŕĳ ĺňěěš ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě i, š.ě. p^{(0)}_i = 1. Őąőğŋăůĺň p^{(t)}_{ij} ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t űěŕĳ ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ j. Ć ůăśšŋőśšĺ, p^{(1)}_{ij} = p_{ij} ĺ

p^{(2)}_{ij} = ∑ k∈S p_{ik}p_{kj}. (6.3) Ŋă £ğżłě ňăšřĺű řăćěŋśšćő (6.3) őğŋăůăěš, ůšő p^{(2)}_{ij} £ćń£ěšś£ ¡ńěňěŋšőň ňăšřĺűż P^2. Ŕő ĺŋďşłűĺĺ ňż ŕőńşůăěň řěłşřřěŋšŋş¿ ťőřňşńş p^{(t)}_{ij} = ∑ k∈S p_{ik}p^{(t−1)}_{kj} , (6.4)

łőšőřă£ őğŋăůăěš, ůšő ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś ćěřő£šŋőśšĳ p^{(t)}_{ij} ğăďăěšś£ (ij)-ň ¡ńěňěŋšőň t-ľ śšěŕěŋĺ ňăšřĺűż ŕěřěţőďőć P.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ćěłšőř p^{(0)} ŋăůăńĳŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ŕřőĺğćőńĳŋżľ. Őąőğŋăůĺň p^{(t)} ŋăąőř ćěřő£šŋőśšěľ p^{(t)}_j = P^{(t)}(ω_t = j), j ∈ S. Őŋ ŋăğżćăěšś£ řăśŕřěďěńěŋĺěň ňăřłőćśłőľ űěŕĺ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t. Šőčďă p^{(t)}_j = ∑ i∈S p^{(0)}_i p^{(t)}_{ij} ,

šő ěśšĳ ůšőąż ŋăľšĺ řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ć ňőňěŋš t, ŋşęŋő ł ćěłšőřş-śšřőłě p^{(0)} ŋăůăńĳŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŕřĺňěŋĺšĳ ňăšřĺűş P^t :

p^{(t)} = p^{(0)}P^t.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2. Ŕşśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śőśšő£ŋĺľ i0, i1,

. . . , i_{t−1}, i šăłőćă, ůšő

P{ω_0 = i_0, . . . , ω_{t−1} = i_{t−1}, ω_t = i} > 0.

Šőčďă P{ω_{t+1} = j | ω_0 = i_0, . . ., ω_t = i} = p_{ij}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő.

P{ω_{t+1} = j | ω_0 = i_0, . . . , ω_t = i} = = P{ω_{t+1} = j, ω_0 = i_0, . . . , ω_t = i} P{ω_0 = i_0, . . . , ω_{t−1} = i_{t−1}, ω_t = i} = = p^{(0)}_{i0} p_{i0i1} . . . p_{it−1i}p_{ij} p^{(0)}_{i0} p_{i0i1} . . . p_{it−1i} = p_{ij}. Šăłĺň őąřăğőň, şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ őłăğăšĳś£ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t ć ŋěłőšőřőň śőśšő£ŋĺĺ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő ğăďăŋż śőśšő£ŋĺ£ űěŕĺ ćő ćśě ŕřěďżďşźĺě ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ, ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš śőśšő£- ŋĺ£ ć ňőňěŋš t−1 ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćśěţ ŕřěďżďşźĺţ śőśšő£ŋĺľ. İšő śćőľśšćő ĺŋőčďă ąěřěšś£ ć łăůěśšćě őŕřěďěńěŋĺ£ űěŕĺ Ňăřłőćă. Ěčő ňőęŋő ŕőŋĺňăšĳ šăł, ůšő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň "ŋăśšő£źěň" "ąşďşźěě" ŋě ğăćĺśĺš őš "ŕřőÿńőčő" (śň. šăłęě şŕřăęŋěŋĺě 1 ŋĺęě).

Ŕřěďńőęěŋĺě 3. Ďń£ ń¿ąőčő t > 0 P{ω_{t+k} = j | ω_t = i} = p^{(k)}_{ij} , čďě p^{(k)}_{ij} | ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż P^k.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ŕřĺ k = 1

P{ω_{t+1} = j | ω_t = i} = P{ω_{t+1} = j, ω_t = i} P{ω_t = i} =

= ∑ i_0...i_{t−1} p (0) i_0 pi0i1 . . . pit−1ipij ∑ i_0...i_{t−1} p (0) i_0 pi0i1 . . . pit−1i = p_{ij}. Ďăńěě, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ćśěţ k ≤ m şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő. Ĺňěěň

P{ω_{t+m+1} = j | ω_t = i} = P{ω_{t+m+1} = j, ω_t = i} P{ω_t = i} = = ∑ s P{ω_{t+m+1} = j, ω_{t+m} = s, ω_t = i} P{ω_t = i} = = ∑ s P{ω_{t+m+1} = j | ω_{t+m} = s, ω_t = i}P(ω_{t+m} = s, ω_t = i) P{ω_t = i} =

= ∑ s P{ω_{t+m+1} = j | ω_{t+m} = s, ω_t = i}P{ω_{t+m} = s | ω_t = i} = = ∑ s p^{(m)}_{is} p_{sj} = p^{(m+1)}_{ij} .

Ğďěśĳ ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ P{ω_{t+m} = s | ω_t = i} = p^{(m)}_{is} , ă ĺğ ŕřěďńőęěŋĺ£ 2 śńěďşěš, ůšő P{ω_{t+m+1} = j | ω_{t+m} = s, ω_t = i} = p_{sj}. Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ s, r > 0 śőążšĺ£

{ω_{t+s} = i} ĺ {ω_{t−r} = j} şśńőćŋő ŋěğăćĺśĺňż ŕřĺ şśńőćĺĺ {ω_t = k}, š.ě.

P{ω_{t+s} = i, ω_{t−r} = j | ω_t = k} = (6.5) = P{ω_{t+s} = i | ω_t = k}P{ω_{t−r} = j | ω_t = k}. Şśńőćĺě ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ. Ŕşśšĳ ďń£ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ ćż-

ŕőńŋěŋő śńěďş¿źěě şśńőćĺě ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ: śşźěśšćş¿š t_0 ĺ γ > 0 šăłĺě, ůšő p^{(t0)}_{ij} > γ (6.6)

ďń£ ćśěţ i, j. Ć ¡šőň śńşůăě ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő űěŕĳ Ňăřłőćă ŋěŕřĺćőďĺňă ĺ ăŕěřĺőďĺůŋă.

Ŕřĺňěřż űěŕěľ Ňăřłőćă, ďń£ łőšőřżţ şśńőćĺě ŕőńőęĺšěńĳŋő-

śšĺ ŋě ćżŕőńŋěŋő.

1. Ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ S řăğąĺšő ŋă ďćă ŕőďňŋőęěśšćă A ĺ B šăłĺě, ůšő p_{ij} = 0 ďń£ ćśěţ i ∈ A, j ∈ B ĺ ćśěţ j ∈ A, i ∈ B (śň. řĺś. 6. 2). Šăłă£ űěŕĳ ŋăğżćăěšś£ ŕřĺćőďĺňőľ.

2. Ŕěřĺőďĺůěśłă£ űěŕĳ: ŕřĺňěř ďăěš čřăť űěŕĺ ĺğ ďćşţ śőśšő£- ŋĺľ ŋă řĺśşŋłě 6.3, čďě łăęďżľ ŕěřěţőď ĺňěěš ćěřő£šŋőśšĳ 1. Ňăšřĺűă ŕěřěţőďőć ¡šőľ űěŕĺ řăćŋă P = ( 0 1 1 0 )

ŕő¡šőňş P^k = P, ěśńĺ k ůěšŋő, ĺ P^k = E, ěśńĺ k ŋěůěšŋő, čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Śőśšő£ŋĺě i ŋăğżćăěšś£ ŋěśşźěśšćěŋŋżň, ěś-

ńĺ ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ňőęŋő őłăğăšĳś£ ćŋě ¡šőčő śőśšő- £ŋĺ£ ğă łőŋěůŋżľ ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ, ŋő ŋěńĳğ£ ć ŋěčő ćěřŋşšĳś£,

v v v v v v v v � �ß HHHHY � � �ff

HHH HHj � �* � � �˘� � � � œ � � � � �` - ıııı ıııı ıııı ıı) ıııı ıııı ıııı ıı1^A

B

Řĺś. 6.2. Ŕřĺćőďĺňă£ űěŕĳ. v v^1

Řĺś. 6.3. Ŕěřĺőďĺůěśłă£ űěŕĳ.

u u u æßœ¸ æßœ¸ a Řĺś. 6.4. Űěŕĳ ś ŋěśşźěśšćěŋŋżňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ.

š.ě. ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě m ĺ j, ůšő p^{(m)}_{ij} > 0, ŋő ďń£ ćśěţ t p^{(t)}_{ji} = 0. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě śőśšő£ŋĺě ŋăğżćăěšś£ śşźěśšćěŋŋżň.

Ŋă řĺśşŋłě 6.4 ďăŋż ŕřĺňěřż ŋěśşźěśšćěŋŋżţ śőśšő£ŋĺľ. Ğďěśĳ ćśě śőśšő£ŋĺ£, łřőňě a, ŋěśşźěśšćěŋŋż. Ňŋőęěśšćő śşźěśšćěŋŋżţ śőśšő£ŋĺľ őąńăďăěš, őůěćĺďŋő, šěň śćőľśšćőň, ůšő, ŕőŕăć ć ŋěčő, ňăřłőćśłă£ űěŕĳ ŋĺłőčďă şęě ěčő ŋě ŕőłĺŋěš. Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ć śńşůăě, łőčďă ćśě śőśšő£ŋĺ£ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ śşźěśšćěŋŋż, ŕřĺňěřż ŋěćżŕőńŋĺňőśšĺ şśńőćĺ£ ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ ĺśůěřŕżćă¿šś£ ŕěřĺőďĺůěśłĺňĺ ĺ ŕřĺćőďĺňżňĺ űěŕ£ňĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă π = (π1, . . . , πn) ŋă ňŋő-

ęěśšćě S ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋőľ ňěřőľ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ, ěśńĺ π = πP. Šěőřěňă 1 (İřčőďĺůěśłă£ šěőřěňă). Ŕşśšĳ ďń£ ňăřłőć-

śłőľ űěŕĺ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ (6.6). Šőčďă śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ćěřő£šŋőśšŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ňěřă π ďń£ ¡šőľ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ, ĺ ďń£ ćśěţ i, j

lim_{t→∞} p^{(t)}_{ij} = π_j. (6.7)

Ąőńěě šőčő, śţőďĺňőśšĳ ł ĺŋćăřĺăŋšŋőňş řăśŕřěďěńěŋĺ¿ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋă, š.ě. śşźěśšćş¿š ŕőńőęĺšěńĳŋżě łőŋśšăŋšż c ĺ α šăłĺě, ůšő ďń£ ń¿ążţ i ĺ j ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ t | p^{(t)}_{ij} − π_j |< c exp(−tα). (6.8) Ğăňěůăŋĺě. Ĺğ (6.7) śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăůăńĳŋőčő řăś-

ŕřěďěńěŋĺ£ p^{(0)} lim_{t→∞} p^{(0)}P^t = π.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śŋăůăńă ŕřĺćěďěň ĺďě¿ ďőłăğăšěńĳśšćă. Řăśśňőšřĺň ďćě ćěřő£šŋőśšŋżě ňěřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě S : μ^′ ĺ μ^{′′}. Ŕőśłőńĳłş ∑ i(μ^′_i − μ^{′′}_i ) = 0, ćěłšőř μ^′ − μ^{′′} ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł řăğŋőśšĳ ďćşţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ňěř ŋă S ś ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ŋőśĺšěń£ňĺ ĺ ś őďĺŋăłőćőľ ňăśśőľ, řăćŋőľ

∑_+ (μ^′_i − μ^{′′}_i ), čďě

∑_+

őğŋăůăěš, ůšő ć śşňňş ćłń¿ůă¿šś£ ńĺÿĳ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě śńăčăěňżě. Ŕőď ďěľśšćĺěň őŕěřăšőřă, ğăďăŋŋőčő śšőţăśšĺůěśłőľ ňăšřĺűěľ P^{t0} , ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ĺ őšřĺűăšěńĳŋă£ ňăśśă ŕěřěřăśŕřěďěń£šś£ ŋěłőšőřżň őąřăğőň ŕő śőśšő£ŋĺ£ň. Ŕřĺ ¡šőň ŕőśłőńĳłş p^{t0}_{ij} > γ, šő őą£ğăšěńĳŋő ŕřőĺğőľďşš śőłřăźěŋĺ£ ňăśśż. Řěğşńĳšĺřş¿źş¿ ňěřş ňőęŋő ćŋőćĳ ŕřěďśšăćĺšĳ łăł řăğŋőśšĳ ďćşţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ňěř ś ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ŋőśĺšěń£ňĺ ĺ ś őďĺŋăłőćőľ ňăśśőľ, őďŋăłő ňăśśă ŋőćőľ ňěřż őłăęěšś£ śšřőčő ňěŋĳÿě ňăśśż ĺśţőďŋőľ ňěřż. Ćğ£ć μ^′ = p^{(0)}P^{t′} , μ^{′′} = p^{(0)}P^{t′′} ĺ ŕřőďőńęă£ ăŋăńőčĺůŋő, ŕőńşůĺň, ůšő ňăśśă řăğŋőśšĺ p^{(0)}P^{t′} − p^{(0)}P^{t′′} ňăńă ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ t^′, t^{′′}, ă ¡šő ĺ őğŋăůăěš śţőďĺňőśšĳ.

Ŕřĺćěďěň šěŕěřĳ ŕőďřőąŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő. Őŕřěďěńĺň řăśśšő- £ŋĺě d(μ^′, μ^{′′}) ňěęďş ćěřő£šŋőśšŋżňĺ ňěřăňĺ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: d(μ^′, μ^{′′}) = 1 2 n∑ i=1 | μ^′_i − μ^{′′}_i | . (6.9)

Ŕřőśšřăŋśšćő ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř ŋă S ś ňěšřĺłőľ d £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň ňěšřĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň. Ğăňěšĺň, ůšő d(μ^′, μ^{′′}) ≤ 1. Łřőňě šőčő, d(μ^′, μ^{′′}) = 1 2 n∑ i=1 | μ^′_i − μ^{′′}_i |= 1 2 ∑_+

(μ^′_i − μ^{′′}_i )+ + 1 2 ∑_+

(μ^{′′}_i − μ^′_i) =

∑_+ (μ^′_i − μ^{′′}_i ). Ńěňňă 1.

ă) Ěśńĺ Q | śšőţăśšĺůěśłă£ ňăšřĺűă, ă p | ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă, šő pQ šőęě ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă.

ą) Ěśńĺ śšőţăśšĺůěśłă£ ňăšřĺűă Q šăłőćă, ůšő q_{ij} ≥ γ > 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő γ ĺ ďń£ ćśěţ i, j, šő ďń£ ń¿ążţ ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř μ^′ ĺ μ^{′′} d(μ^′Q, μ^{′′}Q) ≤ (1 − γ)d(μ^′, μ^{′′}). (6.10) Ďőłăğăšěńĳśšćő.

ă) Ŕşśšĳ p^′ = pQ. Šőčďă, őůěćĺďŋő, p^′_j ≥ 0 ďń£ ćśěţ j. Ďăńěě, ∑ j p^′_j = ∑ j ∑ i p_iq_{ij} = ∑ i p_i ∑ j q_{ij} = 1.

ą) d(μ^′Q, μ^{′′}Q) = ∑_+ j ∑ i (μ^′_i − μ^{′′}_i )q_{ij} ≤ ∑_+ j ∑_+ i (μ^′_i − μ^{′′}_i )q_{ij} = = ∑_+ i (μ^′_i − μ^{′′}_i ) ∑_+ j q_{ij} ≤ d(μ^′, μ^{′′}), šăł łăł

∑_+ j q_{ij} ≤ ∑ j q_{ij} = 1. Ğăňěšĺň, ůšő śşňňă

∑_+ j q_{ij} ŋě ňőęěš śőďěřęăšĳ śşňňĺřőćăŋĺ£ ŕő ćśěň ĺŋďěłśăň j. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ąż ďń£ łăęďőčő j_n ∑ i=1 μ^′_iq_{ij} > n∑ i=1 μ^{′′}_i q_{ij}, šő_n ∑ j=1 n∑ i=1 μ^′_iq_{ij} > n∑ j=1 n∑ i=1 μ^{′′}_i q_{ij}, ĺ, ğŋăůĺš, śşňňă łőőřďĺŋăš ćěłšőřă (μ^′ − μ^{′′})Q ŕőńőęĺšěńĳŋă, ůšő ŋěćőğňőęŋő, šăł łăł ć śĺńş ŕşŋłšă ă) ćěłšőřż μ^′Q ĺ μ^{′′}Q ćěřő£šŋőśšŋżě. Ĺšăł, ć śşňňě

∑_+

j q_{ij} ţőš£ ąż őďĺŋ ĺŋďěłś j őšśşšśšćşěš, ŕő¡šőňş ěśńĺ q_{ij} > γ ďń£ ćśěţ i, j, šő ∑_+ j q_{ij} < 1 − γ. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő d(μ^′Q, μ^{′′}Q) ≤ (1 − γ) ∑_+ i (μ^′_i − μ^{′′}_i ) = (1 − γ) d(μ^′, μ^{′′}). Ńěňňă 1 ďőłăğăŋă.

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ¡řčőďĺůěśłőľ šěőřěňż. Ŕşśšĳ p^{(0)} ěśšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ ŋă S. Ŕőłăęěň, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ p^{(t)} = p^{(0)}P^t

£ćń£ěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ, š.ě. ďń£ ń¿ąőčő ε > 0 ŋăľďěšś£ N šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő t > N ĺ ń¿ąőčő m > 0

d (p^{(t)}, p^{(t+m)}) < ε. (6.11)

Ŕőńőęĺň μ^′ = p^{(t−t0)}, μ^{′′} = p^{(t+m−t0)}, Q = P^{t0} ĺ ćőśŕőńĳğşěňś£ ńěňňőľ 1. Ŕőńşůĺň:

d(p^{(t)}, p^{(t+m)}) = d(p^{(0)}P^t, p^{(0)}P^{t+m}) ≤

≤ (1 − γ) d(p^{(0)}P^{t−t0} , p^{(0)}P^{t+m−t0} ) ≤ . . .

. . . ≤ (1 − γ)^kd(p^{(0)}P^{t−kt0}, p^{(0)}P^{t+m−kt0} ) ≤ (1 − γ)^k, (6.12) čďě k ěśšĳ ŋăĺąőńĳÿěě űěńőě, šăłőě, ůšő kt_0 ≤ t. Ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő t őšś¿ďă śńěďşěš (6.11). Őąőğŋăůĺň π = lim_{t→∞} p^{(t)}.

Šőčďă

πP = ( lim_{t→∞} p^{(t)})P = lim_{t→∞}(p^{(0)}P^t)P = lim_{t→∞} p^{(0)}P^{t+1} = π, šő ěśšĳ π | ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ňěřă: πP = π. Ďőłăęěň šěŕěřĳ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋőľ ňěřż. Ďőŕşśšĺň, ĺňě¿šś£ ďćě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňěřż, π^{(1)} ĺ π^{(2)}. Šőčďă π^{(1)} = π^{(1)}P^{t0} , π^{(2)} = π^{(2)}P^{t0} .

Ŕő¡šőňş

d(π^{(1)}, π^{(2)}) = d(π^{(1)}P^{t0} , π^{(2)}P^{t0} ) ≤ (1 − γ) d(π^{(1)}, π^{(2)}), őšłşďă śńěďşěš, ůšő d(π^{(1)}, π^{(2)}) = 0.

Ĺšăł, lim_{t→∞} p^{(0)}P^t = π ŋě ğăćĺśĺš őš ŋăůăńĳŋőčő ćěłšőřă p^{(0)}.

Ćőğĳňěň ć łăůěśšćě ŋăůăńĳŋőľ ňěřż ňěřş δ^{(i)}, śőśřěďőšőůěŋŋş¿ ć i-ň śőśšő£ŋĺĺ, š.ě. δ^{(i)}_j = 0 ďń£ i ≠ j ĺ δ^{(i)}_i = 1. Šőčďă p^{(t)}_{ij} = δ^{(i)}P^t → π_j, j = 1, . . ., n, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš (6.7). İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋă£ śţőďĺňőśšĳ (6.8) śńěďşěš ĺğ (6.12).

Řăśśňőšřĺň ňăřłőćśłş¿ űěŕĳ, şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ¿ ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ. Ŕşśšĳ ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě ¡šőľ űěŕĺ ěśšĳ i. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ τ_{ii} śńşůăľŋőě ćřěň£ ŕěřćőčő ćőğćřăźěŋĺ£ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ ć śőśšő£ŋĺě i.

Ŕřěďńőęěŋĺě 4. Śşźěśšćş¿š łőŋśšăŋšż C > 0, α > 0 šăłĺě,

ůšő ďń£ ń¿ąőčő ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőčő t ćżŕőńŋěŋż ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżě őűěŋłĺ P(τ_{ii} > t) ≤ C exp(−αt).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. P(τ_{ii} > t) ≤ P(ω_{t0} ≠ i, ω_{2t0} ≠ i, . . . , ω_{kt0} ≠ i), (6.13) čďě t = kt_0 + t^′, t^′ < t_0, ă t_0 ťĺčşřĺřşěš ć şśńőćĺĺ ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ. Ĺğ şśńőćĺ£ ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ śńěďşěš, ůšő ŕřăćă£ ůăśšĳ (6.13) ŋě ŕřěćőśţőďĺš (1 − γ)^k, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ŕřěďńőęěŋĺě 4.

Şŕřăęŋěŋĺě 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż

ξ, ŕřĺŋĺňă¿źěľ űěńżě ŋěőšřĺűăšěńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£,

Eξ = ∞∑ m=0 P(ξ ≥ m). Ŕřěďńőęěŋĺě 5. Ďĺśŕěřśĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż τii łőŋěůŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ŕřěďńőęěŋĺ£ 4 ĺ şŕřăęŋěŋĺ£ 2 śńěďşěš, ůšő Eτ_{ii} < ∞ ĺ Eτ^2_{ii} < ∞ :

Eτ^2_{ii} = ∞∑ m=0 P (τ^2_{ii} ≥ m) ≤ C ∞∑ m=0 exp(−α √ m) < ∞. (6.14)

Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ τ^{(1)}_{ii} , τ^{(2)}_{ii} . . . čďě τ^{(k)}_{ii} ěśšĳ ćřěň£ ňěęďş (k − 1)-ň ĺ k-ň ŕőśěźěŋĺěň űěŕĳ¿ śőśšő£ŋĺ£ i. Ć śĺńş ňăřłőćśłőčő śćőľśšćă ¡šĺ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ŋěğăćĺśĺňż ĺ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋż. Ć ůăśšŋőśšĺ, Eτ^{(l)}_{ii} = Eτ_{ii} ŋě ğăćĺśĺš őš l. Ć ńěłűĺĺ 1 ňż ďőłăğăńĺ ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ śţěňż Ąěřŋşńńĺ, őďŋăłő ¡šőš ğăłőŋ ćěřěŋ ć čőřăğďő ąőńěě őąźěľ śĺšşăűĺĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ňż şćĺďĺň, ůšő őŋ ćżŕőńŋěŋ ĺ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ τ^{(k)}_{ii} .

Šěőřěňă (ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ). Ŕşśšĳ ξ1, ξ2, . . . | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺ-

ňżţ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ś E|ξ_j| < ∞ ĺ

łőŋěůŋőľ ďĺśŕěřśĺěľ. Ŕşśšĳ S_n =^n ∑ i=1 ξ_i. Šőčďă S_n/n → Eξ_j ŕő ćěřő-

£šŋőśšĺ ŕřĺ n → ∞, š.ě. ďń£ ćś£łőčő ε > 0 P (| | | S_n n − Eξ_j | | | | ≥ ε ) → 0, n → ∞. Ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő ŕřĺćěďěŋŋőňş ć ńěłűĺĺ 1 ďőłăğăšěńĳśšćş ğăłőŋă ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ śţěňż Ąěřŋşńńĺ.

Ć śĺńş ŕřěďńőęěŋĺ£ 5 ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ τ^{(k)}_{ii} şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň ğăłőŋă ąőńĳÿĺţ ůĺśěń.

Šěőřěňă 2. Ŕşśšĳ π | ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ňěřă ňăřłőćśłőľ űěŕĺ,

ďń£ łőšőřőľ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ. Šőčďă ďń£ ń¿- ąőčő i ∈ S π_i = 1 Eτ_{ii} . (6.15)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ŋăůăńĳŋőě śőśšő£ŋĺě ňăřłőćśłőľ űěŕĺ ěśšĳ i. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ r(N ) śńşůăľŋőě ůĺśńő ŕőŕăďăŋĺľ ć śőśšő£- ŋĺě i ğă ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ ďńĺŋż N .

Ŕřěďńőęěŋĺě 6. Ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ N

Er(N ) ∼ N π_i. (6.16)

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďńőęěŋĺ£ 6. Řăśśňőšřĺň śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş χ_k, £ćń£¿źş¿ś£ ĺŋďĺłăšőřőň śőążšĺ£, śőśšő£źěčő ć šőň, ůšő ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ k ňăřłőćśłă£ űěŕĳ ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ i. Šőčďă

Eχ_k = p^{(k)}_{ii} .

Őůěćĺďŋő,

r(N ) = N∑ k=1 χ_k, ŕő¡šőňş, ŕőńĳğş£śĳ šěőřěňőľ 1, ŕőńşůăěň: Er(N ) N = 1 N N∑ k=1 p^{(k)}_{ii} = π_i + o(1), N → ∞. (6.17)

Ŕřěďńőęěŋĺě 6 ďőłăğăŋő.

Ćżąěřěň ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőě (ňż şšőůŋĺň ¡šő ŋĺęě) űěńőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő M ĺ řăśśňőšřĺň ŕőćěďěŋĺě űěŕĺ Ňăřłőćă ğă ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ N = [M Eτ_{ii}]. Śőčńăśŋő ŕřěďńőęěŋĺ¿ 6,

Er([M Eτ_{ii}]) ∼ [M Eτ_{ii}]π_i, M → ∞. (6.18)

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺŋšşĺšĺćŋő £śŋő, ůšő ć śřěďŋěň ůĺśńő ŕőŕăďăŋĺľ űěŕĺ ć śőśšő£ŋĺě i ğă ŕřőňěęşšőł ćřěňěŋĺ M Eτ_{ii} ąńĺğłő ł M . Ěśńĺ ňż ďőłăęěň, ůšő, ŋăř£ďş ś (6.18), ćżŕőńŋěŋő ăśĺňŕšőšĺůěśłőě řăćěŋśšćő Er([M Eτ_{ii}]) ∼ M, M → ∞, (6.19) šő ŕőńşůĺň, ůšő [M Eτ_{ii}]π_i ∼ M, (6.20) őšłşďă, őůěćĺďŋő, ćżšěłăěš şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż 2. Ĺšăł, ŋăň őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ śńěďş¿źş¿ ńěňňş.

Ńěňňă 2.

Er([M Eτ_{ii}]) M = 1 + o(1), M → ∞. (6.21)

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 2. Řăśśňőšřĺň śńşůăľŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t(M ), ć łőšőřżľ ŕřőĺğőÿńő M -ě ćőğćřăźěŋĺě űěŕĺ ć śőśšő£ŋĺě i : t(M ) = M∑ k=1 τ^{(k)}_{ii} . Śőčńăśŋő ğăłőŋş ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ďń£ ń¿ążţ ε, δ śşźěśšćşěš M_0 = M_0(ε, δ) šăłőě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő M > M_0 | | | | t(M ) − M Eτ_{ii} M | | | | < ε (6.22)

ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ ąőńĳÿěľ, ůěň 1−δ. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ś ćěřő£šŋőśšĳ¿, ąőńĳÿěľ, ůěň 1−δ, śńşůăľŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ M -čő ćőğćřăźěŋĺ£ ć śőśšő£ŋĺě i őšńĺůăěšś£ őš ĺŋšěřěśş¿źěčő ŋăś ŕřőňěęşšłă ćřěňěŋĺ M Eτ_{ii} ŋě ąőńěě, ůěň ŋă εM : |t(M ) − M Eτ_{ii}| ≤ M ε. (6.23) Őšś¿ďă ňőęŋő śďěńăšĳ śńěďş¿źĺľ ćżćőď. Ŕőśłőńĳłş ŕřőňěęşšłĺ ćřěňěŋĺ őšńĺůă¿šś£ ŋě ąőńĳÿě, ůěň ŋă εM , šő ĺ ůĺśńă ćőğćřăźěŋĺľ ć i ğă ďăŋŋżě ŕřőňěęşšłĺ őšńĺůă¿šś£ ŋě ąőńěě, ůěň ŋă εM . Šőůŋěě, ćěřŋő śńěďş¿źěě ŕřěďńőęěŋĺě.

Ŕřěďńőęěŋĺě 7. Ďń£ ń¿ążţ ε, δ śşźěśšćşěš M0 šăłőě, ůšő ďń£

ń¿ąőčő M > M_0 P{|r(M Eτ_{ii}) − M | > M ε} < δ. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ń¿ąş¿ šřăěłšőřĺ¿ ňăřłőćśłőľ űěŕĺ, ďń£ łőšőřőľ ćżŕőńŋěŋő (6.23). Ŕőśłőńĳłş ŕřőňěęşšłĺ ćřěňěŋĺ t(M ) ĺ [M Eτ_{ii}] őšńĺůă¿šś£ ďřşč őš ďřşčă ŋě ąőńĳÿě ůěň ŋă M ε, šő ĺ ůĺśńő ćőğćřăźěŋĺľ ć śőśšő£ŋĺě i ğă ćřěň£ [M Eτ_{ii}] ďń£ ďăŋŋőľ šřăěłšőřĺĺ őšńĺůăěšś£ őš M ŋě ąőńĳÿě, ůěň ŋă M ε. (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ r(t(M )) = M.) Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ňŋőęěśšćă šřăěłšőřĺľ, ćěřő£šŋőśšĳ łőšőřőčő ŕřěćőśţőďĺš 1 − δ, ŕőńşůăěň: |r(M Eτ_{ii}) − M | < M ε.

Ŕřěďńőęěŋĺě 7 ďőłăğăŋő. Ğăŕĺÿěň ěčő ć šăłőň ćĺďě:

P{M (1 − ε) ≤ r(M Eτ_{ii}) ≤ M (1 + ε)} > 1 − δ. (6.24)

Ŋěřăćěŋśšćő (6.24) őğŋăůăěš, ůšő śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă r(M Eτ_{ii})/M śţőďĺšś£ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ł 1 ŕřĺ M → ∞. Ŋő šőčďă ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ¡šőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż šăłęě śšřěňĺšś£ ł 1.

Şŕřăęŋěŋĺě 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăćŋő-

ňěřŋő őčřăŋĺůěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ śţőďĺšś£ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ł łőŋśšăŋšě, šő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺţ ňăšěňăšĺůěśłĺţ őęĺďăŋĺľ śšřěňĺšś£ ł ¡šőľ ęě łőŋśšăŋšě.

Ńěňňă 2, ă ś ŋěľ ĺ šěőřěňă 2 ďőłăğăŋż.

Ńĺšěřăšşřă

Ÿĺř£ěć Ă. Ŋ. Ćěřő£šŋőśšĳ, čńăćă 8. Ťěńńěř Ć. Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ćěřő£šŋőśšěľ ĺ ěě ŕřĺńőęěŋĺ£, šőň 1, čńăćă 15.

Ńěłűĺ£ 7

Řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£. Ŕńőšŋőśšĳ.

Śćěřšłă řăśŕřěďěńěŋĺľ

Ŕşśšĳ (˙, ˚, P) | ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ ŋăğżćăěšś£ ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ ξ(ω) ŋă ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ć ŕřăłšĺůěśłĺţ ŕřĺňěŋěŋĺ£ţ, őďŋăłő, ŋě ćśěčďă şďőąŋő ŕőńĳğőćăšĳś£ šőńĳłő šăłĺň £ğżłőň, šăł łăł ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ, łăł ŕřăćĺńő, šőńĳłő ćěřő£šŋőśšĺ P(ξ ∈ A) šőčő, ůšő ğŋăůěŋĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ŕřĺŋăďńěęĺš ŋěłőšőřőňş (őšłřżšőňş, ğăňłŋşšőňş ĺńĺ, ąőńěě őąźő, ąőřěńěćśłőňş) ňŋőęěśšćş ŋă ŕř£ňőľ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ąőřěńěćśłőľ σ-ăńčěąřőľ B(R) ŋăğżćăěšś£ σ-ăńčěąřă ŋă ćěźěśšćěŋŋőľ ŕř£ňőľ, ŕőřőęďěŋŋă£ ĺŋšěřćăńăňĺ, š.ě. ŋăĺňěŋĳÿă£ σ-ăńčěąřă, śőďěřęăźă£ ćśěćőğňőęŋżě ĺŋšěřćăńż.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă Pξ ŋă ĺğňěřĺňőň ŕřő-

śšřăŋśšćě (R, B(R)), őŕřěďěń£ěňă£ ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B(R) łăł P_ξ(B)^{def}= P{ξ^{−1}(B)} ≡ P{ω : ξ(ω) ∈ B}, ŋăğżćăěšś£ řăśŕřěďěńěŋĺěň śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ.

Šěőřěňă 1. Ŕşśšĳ ξ = ξ(ω) | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, Pξ | ěě

řăśŕřěďěńěŋĺě, φ = φ(x) | ŋěłőšőřă£ ąőřěńěćśłă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă ∫ R φ(x) dP_ξ(x) = ∫ Ω φ(ξ(ω)) dP(ω). (7.1)

(Ěśńĺ őďĺŋ ĺğ ĺŋšěčřăńőć śşźěśšćşěš ć śňżśńě Ńěąěčă, šő ĺ ďřşčőľ śşźěśšćşěš ĺ őŋĺ řăćŋż.)

Śńěďśšćĺě. Ŕőńěğŋżě ťőřňşńż ďń£ ňăšěňăšĺůěśłĺţ őęĺďăŋĺľ.

Eφ(ξ) = ∫ R φ(x) dP_ξ(x).

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕőńăčă£ φ(x) ≡ x, ĺňěěň

Eξ = ∫ R x dP_ξ(x).

Ăŋăńőčĺůŋő, Eξ^2 = ∫ R x^2 dP_ξ(x), Eξ^k = ∫ R x^k dP_ξ(x) ĺ š.ŕ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ďőłăęěň ćŋăůăńě ťőřňşńş (7.1) ďń£ ĺŋďĺłăšőřă ąőřěńěćśłőčő ňŋőęěśšćă B:

φ(x) = I_B (x) = { 1, x ∈ B, 0, x ∉ B. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă ńěčłő śńěďşěš, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ťőřňşńă (7.1) ŕřĺŋĺňăěš ćĺď P_ξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B}, ă ¡šő ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł řăśŕřěďěńěŋĺě P_ξ.

Ć śĺńş ńĺŋěľŋőśšĺ ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă ťőřňşńă (7.1) ćěřŋă ďń£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ŕřőśšżţ ťşŋłűĺľ φ(x) = ∑ i c_iI_{Bi} (x), c_i > 0, B_i ∩ B_j ≠ ∅, B_i ∈ B(R). Ŕřĺňěŋ££ šěőřěňş ő ňőŋőšőŋŋőľ śţőďĺňőśšĺ ďń£ ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă, şąěęďăěňś£, ůšő ťőřňşńă (7.1) ćěřŋă ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ąőřěńěćśłĺţ ťşŋłűĺľ φ.

Ůšőąż ďőłăğăšĳ (7.1) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ĺğňěřĺňőľ ťşŋłűĺĺ φ, ďőśšăšőůŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ěě ć ćĺďě φ(x) = φ^+(x)−φ^−(x), čďě φ^+(x) ≥ 0, φ^−(x) ≥ 0, ĺ ğăňěšĺšĳ, ůšő ďń£ φ^+ ĺ φ^− ťőřňşńă (7.1) ćěřŋă ć śĺńş ďőłăğăŋŋőčő ćżÿě.

Ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż

Řăśŕřěďěńěŋĺě P_ξ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ ěśšĳ ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă ŋă ŕř£ňőľ. Ćěřő£šŋőśšŋżě ňěřż ŋă ŕř£ňőľ ňőęŋő őŕĺśżćăšĳ ĺ ĺğşůăšĳ ć řăňłăţ ďćşţ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ŕőďţőďőć: ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ. Ŋĺęě ňż ďăěň őŕřěďěńěŋĺě ŕěřćőčő ĺğ ¡šĺţ ŕőŋ£šĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ťşŋłűĺěľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż

ξ ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£ F_ξ : R → R, őŕřěďěń£ěňă£ śńěďş¿źĺň őąřă- ğőň F_ξ(x) = P_ξ((−∞, x]) = P{ω : ξ(ω) ≤ x}. Ŕřěďńőęěŋĺě 1 (Őąźĺě śćőľśšćă ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£)._{1. 0 ≤ Fξ(x) ≤ 1 ďń£ ń¿ąőčő x.}

2. P_ξ(a, b] = F_ξ(b) − F_ξ(a).

3. F_ξ(x) | ŋěşążćă¿źă£ ťşŋłűĺ£: F_ξ(x_1) ≤ F_ξ(x_2), ěśńĺ x_1 < x_2.

4. Ŕřěďěńż ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ: F_ξ(−∞) ≡ lim_{x→−∞} F_ξ(x) = 0, F_ξ(+∞) ≡ lim_{x→+∞} F_ξ(x) = 1.

5. Ťşŋłűĺ£ F_ξ(x) ŋěŕřěřżćŋă śŕřăćă ć łăęďőľ šőůłě: F_ξ(x + 0) ≡ lim_{y→x+0} F_ξ(y) = F_ξ(x).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1, 2 | őůěćĺďŋő.

3. F_ξ(x_2) − F_ξ(x_1) = P{ω : ξ(ω) ≤ x_2} − P{ω : ξ(ω) ≤ x_1} = = P{ω : ξ(ω) ∈ (x_1, x_2]} ≥ 0.

4. Ďőłăęěň, ůšő F_ξ(+∞) = 1. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śőążšĺľ A_n = {ω : ξ(ω) ≤ n}, A_n ⊆ A_{n+1}, ⋃ n A_n = ˙.

Ŕő śćőľśšćş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřż (śň. ńěłűĺ¿ 2) ŕőńşůĺň

lim_{n→∞} F_ξ(n) = lim_{n→∞} P(A_n) = P (⋃ n A_n ) = P(˙) = 1.

Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£ śćőľśšćő F_ξ(−∞) = 0.

5. Ŕşśšĳ x_n ↓ x, n → ∞. Šőčďă {ω : ξ(ω) ≤ x_n} ⊇ {ω : ξ(ω) ≤ x_{n+1}} ĺ {ω : ξ(ω) ≤ x} = ⋂ n {ω : ξ(ω) ≤ x_n}. Ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřż

lim_{n→∞} F_ξ(x_n) = lim_{n→∞} P{ω : ξ(ω) ≤ x_n} = P{ω : ξ(ω) ≤ x} = F_ξ(x).

Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ğăňěůăŋĺě. Ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£, şďőćńěšćőř£¿źă£ ŕěřěůĺśńěŋŋżň

ć ŕřěďńőęěŋĺĺ 1 śćőľśšćăň 1, 3, 4, 5, őŕřěďěń£ěš śćőľśšćőň 2 (ŕő šěőřěňě ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ňěřż) ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş ŋă ŕř£ňőľ. Ŕőśłőńĳłş ňěřă P_ξ őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F_ξ(x), ĺŋšěčřăń Ńěąěčă ∫ g(x) dP_ξ ňż ůăśšő ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ∫ g(x) dF_ξ(x). Şŕřăęŋěŋĺ£.

1. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ş ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F_ξ(x) ć łăęďőľ šőůłě śşźěśšćşěš ŕřěďěń śńěćă, š.ě. śşźěśšćşěš

F_ξ(x − 0) = lim_{y→x−0} F_ξ(x).

2. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő šőůěł řăğřżćă ťşŋłűĺĺ F_ξ(x) ŋě ąőńěě, ůěň śůěšŋő (x | šőůłă řăğřżćă, ěśńĺ F_ξ(x) − F_ξ(x − 0) > 0).

Ğăňěůăŋĺě. Łăłőć ćěřő£šŋőśšŋżľ śňżśń śłăůłă ťşŋłűĺĺ řăś-

ŕřěďěńěŋĺ£? Ćěńĺůĺŋă śłăůłă ć šőůłě x řăćŋă ćěřő£šŋőśšĺ šőčő, ůšő śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ŕřĺňěš ğŋăůěŋĺě x : P{ω : ξ(ω) = x} = F_ξ(x) − F_ξ(x − 0). Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ řăśŕřěďěńěŋĺ£ łşśőůŋő-ŕőśšő-

£ŋŋőľ (ŕřőśšőľ) śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż. Ŕşśšĳ

˙ = A_1 ∪ A_2 ∪ ... ∪ A_n, A_i ∩ A_j = ∅, P(A_i) = p_i > 0, n∑ i=1 p_i = 1.

Ŕşśšĳ ξ(ω) = x_i ďń£ ω ∈ A_i ĺ −∞ < x_1 < x_2 < ... < x_n < ∞. Šőčďă

F_ξ(x) = ∑ i: x_i≤x p_i. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ξ = c łőŋśšăŋšă, šő

F_ξ(x) = { 0, ěśńĺ x < c, 1, ěśńĺ x ≥ c.

6

- - 1

0 x

F(x)

x_1 x_2 x_3 x_n p_1 p_2

Řĺś. 7.1. Ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ďĺśłřěšŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż.

Ŋă řĺśşŋłě 7.1 ŕřĺćěďěŋă ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż, ŕřĺŋĺňă¿źěľ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ x_1, . . ., x_n ś ćěřő£šŋőśš£ňĺ p_1, . . . , p_n śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ğăňěůăŋĺě. Śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ξ ŋăğżćăěšś£ ďĺśłřěšŋőľ,

ěśńĺ F_ξ(x) łşśőůŋő-ŕőśšő£ŋŋă; ŋěŕřěřżćŋőľ, ěśńĺ F_ξ(x) ŋěŕřěřżćŋă; ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋőľ, ěśńĺ ş řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ śşźěśšćşěš ŕńőšŋőśšĳ (śň. ŋĺęě).

Ŕńőšŋőśšĳ řăśŕřěďěńěŋĺ£

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ řăśŕřěďěńěŋĺě Pξ ăąśő-

ń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋżň (őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Ńěąěčă), ěśńĺ śşźěśšćşěš ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ p_ξ(x), ŋăğżćăěňă£ ŕńőšŋőśšĳ¿ řăśŕřěďěńěŋĺ£, šăłă£, ůšő ďń£ ń¿ąőčő B ∈ B(R)

P_ξ(B) = ∫ B p_ξ (x) dx. §śŋő, ůšő ŕńőšŋőśšĳ őŕřěďěń£ěšś£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăůěŋĺľ ŋă ňŋőęěśšćăţ ńěąěčőćőľ ňěřż 0.

Ŕřĺćěďěň ŋěłőšőřżě ŕřőśšěľÿĺě śćőľśšćă ŕńőšŋőśšĺ. 1. Ŕőńăčă£ B = (−∞, ∞), ŕőńşůĺň ∫ R p_ξ(x) dx = 1

ďń£ ń¿ąőľ ŕńőšŋőśšĺ p_ξ(x).

2. Ŕőńăčă£ B = (−∞, x], ŕőńşůĺň ść£ğĳ ŕńőšŋőśšĺ ĺ ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£:

F_ξ(x) = x∫ −∞ p_ξ(x) dx (7.2)

ďń£ łăęďőčő x.

3. Ăŋăńőčĺůŋő,

P{a ≤ ξ ≤ b} = b∫ a p_ξ(x) dx. (7.3)

4. Ŕőůšĺ ćś¿ďş ŕő ňěřě Ńěąěčă d dx F_ξ(x) = p_ξ(x).

Ěśńĺ p_ξ(x) ŋěŕřěřżćŋă, řăćěŋśšćő ĺňěěš ňěśšő ćś¿ďş. (Ďőłăğăšěńĳśšćő śň. ć łŋĺčě Łőńňőčőřőćă ĺ Ťőňĺŋă, čńăćă 6.)

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ (7.2) ĺňěěš ňěśšő ďń£ ćśěţ x, šő řăśŕřěďěńě-

ŋĺě P_ξ ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋő. (Ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă.)

Šěőřěňă 2. Ŕşśšĳ řăśŕřěďěńěŋĺě Pξ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ ăą-

śőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋő, p_ξ(x) | ŕńőšŋőśšĳ řăśŕřěďěńěŋĺ£, φ | ąőřěńěćśłă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă

Eφ(ξ(ω)) = ∫ R φ(x)p_ξ(x) dx. Ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě śşźěśšćşěš ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, łőčďă śşźěśšćşěš ĺŋšěčřăń ć śňżśńě Ńěąěčă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőćšőř£ěš řăśśşęďěŋĺ£, ŕřĺćěďěŋŋżě ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 1.

Ŕřĺňěřż.

1. Řăćŋőňěřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ŋă őšřěğłě [a, b]. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿

p_ξ(x) = 1 b − a , x ∈ [a, b], 0, x ∉ [a, b]. Šőčďă

F_ξ(x) = 0, x ≤ a, x − a b − a , a ≤ x ≤ b, 1, b ≤ x. 2. Ŋőřňăńĳŋőě (čăşśśőćśłőě) řăśŕřěďěńěŋĺě ξ ∼ N (a, σ^2), a ∈ R, σ > 0: p_ξ(x) = 1√ 2πσ exp ( − (x − a)^2 2σ^2 ) . Śšăŋďăřšŋőě ŋőřňăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě N (0, 1):

p_ξ(x) = 1√ 2π e^{−x2/2}. Ďń£ ŕőďśůěšă ŋőřňĺřş¿źěľ łőŋśšăŋšż 1/ √ 2π ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ ĺŋšěčřăń ∫ R exp(−x^2/2) dx. Łćăďřăš ¡šőčő ĺŋšěčřăńă ńěčłő ćżůĺśń£- ěšś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ŕőń£řŋżň łőőřďĺŋăšăň : ∫ R ∫ R e^{−( x22 + y22 )} dx dy = 2π∫ 0 ∞∫ 0 e^{− r22} r dr dφ = 2π. Şŕřăęŋěŋĺ£.

1. Ŕşśšĳ ξ ∼ N (0, 1). Ŕőłăğăšĳ, ůšő η = σξ + a ∼ N (a, σ^2). 2. Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕřĺ śďćĺčě ĺ śłěľńĺŋčě. Ŕşśšĳ m ĺ σ > 0 ŋěłőšőřżě łőŋśšăŋšż. Ďőłăğăšĳ, ůšő:

ă) F_{ξ+m}(x) = F_ξ(x − m); ą) F_{σξ}(x) = F_ξ(x/σ); ć) p_{ξ+m}(x) = p_ξ(x − m);

č) p_{σξ+m}(x) = σ^{−1}p_ξ((x − m)/σ).

Ňŋőčőňěřŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£

Őŕřěďěńěŋĺě 4. Śőćňěśšŋőľ ťşŋłűĺěľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľ-

ŋżţ ćěńĺůĺŋ ξ_1, . . . , ξ_n, ğăďăŋŋżţ ŋă őďŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ŋăğőćěň ťşŋłűĺ¿ n ćěźěśšćěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ F_{ξ1...ξn} (x_1, . . . , x_n)^{def}= P{ω : ξ_1(ω) ≤ x_1, . . . , ξ_n(ω) ≤ x_n}. Őŕřěďěńěŋĺě 5. Śőćňěśšŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ

ξ_1, . . . , ξ_n ŋăğżćăěšś£ ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ p_{ξ1...ξn} (x_1, . . . , x_n), ŋăğżćăěňă£ śőćňěśšŋőľ ŕńőšŋőśšĳ¿, šăłă£, ůšő ďń£ ćśěţ ňŋőęěśšć B ĺğ ąőřěńěćśłőľ σ-ăńčěąřż B(R^n) P{ω : (ξ_1, . . . , ξ_n) ∈ B} = ∫ B p_{ξ1...ξn} (x_1, . . ., x_n) dx_1 · · · dx_n. Őůěćĺďŋżě śćőľśšćă ŕńőšŋőśšĺ ňŋőčőňěřŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£: ∫ R^n p_{ξ1 ...ξn} (x_1, . . . , x_n) dx_1 · · · dx_n = 1;

ďń£ ćśěţ x_1, . . ., x_n F_{ξ1...ξn} (x_1, . . . , x_n) = x_1∫

−∞ · · · x_n∫

−∞ p_{ξ1...ξn} (x_1, . . . , x_n) dx_1 · · · dx_n. Ăŋăńőčĺůŋő šěőřěňě 2 ďń£ ń¿ąőľ ąőřěńěćśłőľ ťşŋłűĺĺ g : R^n →

R ĺňěěš ňěśšő ťőřňşńă

Eg(ξ_1, . . . , ξ_n) = ∫ R^n g(x_1, . . . , x_n)p_{ξ1...ξn} (x_1, . . ., x_n) dx_1 · · · dx_n. (7.4) Őąě ůăśšĺ łőŋěůŋż őďŋőćřěňěŋŋő ĺ řăćŋż ć šőň śńşůăě, łőčďă śşźěśšćş¿š. Ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő.

Ŕřěďńőęěŋĺě 2. Śőćňěśšŋă£ ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŋěğăćĺ-

śĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ¡šĺţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ :

F_{ξ1...ξn} (x_1, . . . , x_n) = F_{ξ1} (x_1) · · · F_{ξn} (x_n). (7.5)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ŕőńşůăěň P{ξ_1 ≤ x_1, . . . , ξ_n ≤ x_n} = P{ξ_1 ≤ x_1} · · · P{ξ_n ≤ x_n}. Ğăňěůăŋĺě. Ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě. Ďń£ šőčő ůšőąż

śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ_1, . . . , ξ_n ążńĺ ŋěğăćĺśĺňż, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ďń£ ćśěţ x_1, . . ., x_n ążńő ćżŕőńŋěŋő (7.5). Ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ŕőśňőšřěšĳ ć şůěąŋĺłě Ÿĺř£ěćă, čńăćă II, §5.

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ śőćňěśšŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ

ξ_1, . . . , ξ_n ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋő, šő

ξ_1, . . . , ξ_n ŋěğăćĺśĺňż ⇐⇒ p_{ξ1...ξn} (x_1, . . ., x_n) ≡ p_{ξ1} (x_1) · · · p_{ξn} (x_n).

Śćěřšłă

Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źş¿ ğăďăůş. Ŋăľšĺ ťşŋłűĺ¿ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F (x) cşňňż ďćşţ ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ξ_1 ĺ ξ_2, ěśńĺ ĺğćěśšŋż ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńăčăěňżţ, F_1(x) ĺ F_2(x) śőőšćěšśšćěŋŋő.

Őŕřěďěńěŋĺě 6. Śćěřšłőľ ďćşţ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F1 ĺ

F_2 ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£

F_1 ∗ F_2(x)^{def}= ∫ R F_1(x − y) dF_2(y).

Ŕřěďńőęěŋĺě 3. Ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ śşňňż ďćşţ ŋěğăćĺ-

śĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ś ťşŋłűĺ£ňĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F_1 ĺ F_2 ěśšĳ śćěřšłă ĺţ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ :

F_{ξ1+ξ2} (x) = F_1 ∗ F_2(x). (7.6)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň I_{{ξ1 +ξ2 ≤x}}(ω) ĺŋďĺłăšőř śőążšĺ£ {ξ_1 + ξ_2 ≤ x}. Šőčďă

F_{ξ1+ξ2} (x) = P(ξ_1 + ξ_2 ≤ x) = ∫ Ω I_{{ξ1+ξ2 ≤x}}(ω) dP(ω) =

= ∫ ∫ y+z≤x dP_{ξ1ξ2} = ∞∫ −∞ x−z∫ −∞ dP_{ξ1} (y) dP_{ξ2} (z) = ∫ R F_1(x − z) dF_2(z).

Ğăňěůăŋĺě. Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ŕřěďńőęěŋĺ£ 3 ćĺďŋő, ůšő őŕřě-

ďěńěŋĺě śćěřšłĺ śĺňňěšřĺůŋő:

F_1 ∗ F_2(x) = ∫ R F_1(x − y) dF_2(y) = ∫ R F_2(y − x) dF_1(x).

Ŕřěďńőęěŋĺě 4. Ŕşśšĳ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ1 ĺ ξ2 ŋěğăćĺ-

śĺňż ĺ ĺţ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋż ś ŕńőšŋőśš£ňĺ p_{ξ1} (x) ĺ p_{ξ2} (x). Šőčďă ξ_1 + ξ_2 ĺňěěš ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ś ŕńőšŋőśšĳ¿

p_{ξ1+ξ2} (x) = +∞∫ −∞ p_{ξ1} (x − y)p_{ξ2} (y) dy = +∞∫ −∞ p_{ξ2} (y − x)p_{ξ1} (x) dx.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ šőčő ůšőąż śďěńăšĳ řăśśşęďěŋĺ£ ąőńěě ŕőŋ£šŋżňĺ, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕńőšŋőśšĺ p_{ξ1} (x) ĺ p_{ξ2} (x) ŋěŕřěřżćŋż. Ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ ŋěŕřěřżćŋżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ťşŋłűĺľ ĺŋšěčřăńż Ńěąěčă ĺ Řĺňăŋă śőćŕăďă¿š. Őąőğŋăůĺň D = {(x_1, x_2) ∈ R^2 : x_1 + x_2 ≤ x}. Šőčďă

F_{ξ1+ξ2} (x) = P{ξ_1 + ξ_2 ≤ x} = P{(ξ_1, ξ_2) ∈ D} = = ∫ D p_{ξ1ξ2} (x_1, x_2) dx_1dx_2 = ∫ ∫ x_1+x_2 ≤x

p_{ξ1} (x_1)p_{ξ2} (x_2) dx_1dx_2 =

= ∞∫ −∞ (^{x−x}2∫ −∞ p_{ξ1} (x_1) dx_1 ) p_{ξ2} (x_2) dx_2 =

= x∫ −∞ (^∞∫ −∞ p_{ξ1} (x_1 − x_2)p_{ξ2} (x_2) dx_2 ) dx_1. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ťőřňşńż śćěřšłĺ ć śńşůăě ĺğňěřĺňżţ ŕńőšŋőśšěľ őąźěčő ćĺďă śńěďşěš ŕőćšőřĺšĳ ŕřĺćěďěŋŋżě ćżÿě ćżłńăďłĺ, őąőśŋőćżćă£ ĺţ ŕřĺňěŋěŋĺěň šěőřěňż Ťşąĺŋĺ ĺ šěőřěň ő ŕřěďěńĳŋőň ŕěřěţőďě ŕőď ğŋăłőň ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă.

Ńěňňă 1. Ěśńĺ śćěřŋşšĳ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿ řăśŕřěďěńěŋĺ£

F ś ťşŋłűĺěľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ˘_σ čăşśśőćśłőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż śő śřěďŋĺň 0 ĺ ďĺśŕěřśĺěľ σ^2, šő ŕőńşůěŋŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě F_σ = ˘_σ ∗F ĺňěěš ŕńőšŋőśšĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő śćőľśšćş 4 ŕńőšŋőśšěľ ĺ ťőřňşńě (7.6) ŕńőšŋőśšĳ śćěřšłĺ řăćŋă

p_σ (x) = d dx ∫ R ˘_σ(x − z)dF (z) =

= ∫ R d dx ˘_σ(x − z)dF (z) = ∫ R 1√ 2πσ exp ( − (x − z)^2 2σ^2 ) dF (z). (7.7)

Şŕřăęŋěŋĺě. Őąőśŋşľšě ğăłőŋŋőśšĳ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŕőď

ğŋăłőň ĺŋšěčřăńă ć ŕřĺćěďěŋŋőň ćżÿě ďőłăğăšěńĳśšćě.

Ńěňňă 2. Ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ ńěňňż 1, ěśńĺ σ → 0+, šő Fσ → F ć

łăęďőľ šőůłě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ F .

Ĺŋšşĺšĺćŋő şšćěřęďěŋĺě ńěňňż 2 £śŋő, š.ł. ł ξ ŕřĺąăćń£ěšś£ čăşśśőćă ćěńĺůĺŋă η_σ, łőšőřă£ ś ąőńĳÿőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ ąńĺğłă ł ŋşń¿. Ŕřĺćěďěň śšřőčőě ďőłăğăšěńĳśšćő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ŋěřăćěŋśšćă Ůěążÿěćă śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ďăŋŋőčő ε > 0 ŕřĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ğŋăůěŋĺ£ţ σ P(|η_σ| ≥ ε) ≤ σ^2 ε ≤ ε. Ďăńěě, F_σ(x) = P(ξ ≤ x−η_σ) = P(ξ ≤ x−η_σ, |η|_σ ≤ ε)+P(ξ ≤ x−η_σ, |η|_σ ≥ ε). Ŋő P(ξ ≤ x − η_σ, |η|_σ ≤ ε) ≤ P(ξ ≤ x + ε), ă ďń£ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ σ P(ξ ≤ x − η_σ, |η|_σ ≥ ε) ≤ P(|η|_σ ≥ ε) ≤ ε. Ĺšăł, F_σ(x) ≤ F (x + ε) + ε. (7.8) Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, P(ξ ≤ x − η_σ) ≥ P(ξ ≤ x − η_σ, |η_σ| ≤ ε) ≥ P(ξ ≤ x − ε, |η_σ| ≤ ε) = = P(ξ ≤ x − ε) − P(ξ ≤ x − ε, |η_σ| > ε) ≥ F (x − ε) − ε. (7.9) Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň: F (x − ε) − ε ≤ F_σ(x) ≤ F (x + ε) + ε, ĺ ěśńĺ x | šőůłă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ F, šő őšś¿ďă śńěďşěš şšćěřęďěŋĺě ńěňňż.

Ńĺšěřăšşřă

Ÿĺř£ěć Ă. Ŋ. Ćěřő£šŋőśšĳ, čńăćă 2, §§3, 4. Łőńňőčőřőć Ă. Ŋ., Ťőňĺŋ Ś. Ć. İńěňěŋšż šěőřĺĺ ťşŋłűĺľ ĺ ťşŋłűĺőŋăńĳŋőčő ăŋăńĺğă, čńăćă 6. Ťěńńěř Ć. Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ćěřő£šŋőśšěľ ĺ ěě ŕřĺńőęěŋĺ£, šőň 2, čńăćă1, §1; čńăćă 3, §1; čńăćă 5, §1.

Ńěłűĺ£ 8 Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ śńşůăľŋőľ ćě-

ńĺůĺŋż ξ ŋăğżćăěšś£ (łőňŕńěłśŋőğŋăůŋă£) ťşŋłűĺ£ ŋă R :

f(t) = f_ξ(t) = E exp(itξ) = ∫ Ω exp(itξ)dP = ∫ R exp(itx)dP_ξ(x) =

= ∫ R cos tx dF_ξ(x) + i ∫ R sin tx dF_ξ(x). Śćőľśšćă ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ.

1. f(0) = 1, |f(t)| ≤ 1. 2. f(t) ŋěŕřěřżćŋă.

3. Ćżŕşłńőśšĳ. Ŕşśšĳ f_1, ..., f_n | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺě ťşŋłűĺ£ň řăśŕřěďěńěŋĺ£ F_1, ..., F_n. Šőčďă ďń£ ń¿- ążţ α_1, ..., α_n šăłĺţ, ůšő ∑ α_i = 1, ťşŋłűĺ£ f(t) = ∑ α_if_i(t) £ćń£- ěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ś ťşŋłűĺěľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ∑ α_iF_i.

4. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ śşňňż ďćşţ ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ ¡šĺţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ěśńĺ ξ = ξ_1 + ξ_2, čďě ξ_1 ĺ ξ_2 ŋěğăćĺśĺňż, šő f_{ξ1 +ξ2} (t) = f_{ξ1} (t)f_{ξ2} (t).

5. Ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ őŕřěďěńěŋŋőśšĳ: ťşŋłűĺ£ f(t) £ćń£ěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ, š.ě. ďń£ ń¿ążţ t_1, ..., t_n ňăšřĺűă (f_{ij} ) = (f(t_i − t_j)) ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă. Ć śăňőň ďěńě, ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă (c_1, ..., c_n), c_i ∈ C, n∑ k,j=1 f(t_k − t_j)c_k —c_j = n∑ k,j=1 ∫ e^{i(tk−tj )x}c_k—c_jdP_ξ(x) =

= ∫ | | | n∑ k=1 c_ke^{itkx} | | | | 2 dP_ξ(x) ≥ 0.

Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ďőłăğăšĳ śćőľśšćă 1 { 4. Řăğńĺůŋżě ůăśšŋżě śńşůăĺ ĺ śćőľśšćă.

1. Ěśńĺ ξ ĺňěěš ŕńőšŋőśšĳ p(x), šő ŕő šěőřěňě 2 ńěłűĺĺ 7 f(t) = ∫ p(x) exp(itx) dx ěśšĳ ŕřőśšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě ŕńőšŋőśšĺ; ŕřĺ ¡šőň ťőřňşńă őąřăźěŋĺ£ (š.ě. ťőřňşńă, ćőśśšăŋăćńĺćă¿źă£ ŕńőšŋőśšĳ ŕő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ) ěśšĳ őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě : p(x) = 1 2π ∫ R f(t) exp(−itx) dt. Ŋăŕřĺňěř, ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ śšăŋďăřšŋőľ čăşśśőćőľ ćěńĺůĺŋż ξ ∼ N (0, 1) řăćŋă ∫ R exp(itx)p(x) dx = 1√ 2π ∫ R exp ( itx − x^2 2 ) dx = exp ( − t^2 2 ) . (8.1)

(Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ĺŋšěčřăńă ćżďěńĺšĳ ŕőńŋżľ łćăďřăš ć ¡łśŕőŋěŋšě ĺ śďěńăšĳ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋżţ.) Šăłĺň őąřăğőň, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő łőŋśšăŋšż ¡šă ŕńőšŋőśšĳ śăňőďćőľśšćěŋŋă.

2. Ěśńĺ |ξ| ≤ C, šő f_ξ (t) ăŋăńĺšĺůŋă ŋă ćśěľ łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ, š.ě. řăğńăčăěšś£ ć ăąśőń¿šŋő śţőď£źĺľś£ ř£ď

f_ξ (t) = ∞∑ k=0 m_k 1 k! (it)^k, čďě m_k = Eξ^k | k-ľ ňőňěŋš śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ. Őšś¿ďă, ŋăŕřĺňěř, ŕőńşůăěň ŕőńěğŋżě ťőřňşńż ďń£ ňőňěŋšőć śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż Eξ^k = 1 i^k d^k dt^k f_ξ(t) | | |_{t=0}. Ŋăř£ďş ś ňőňěŋšăňĺ, ćăęŋżňĺ ţăřăłšěřĺśšĺłăňĺ ćěřő£šŋőśšŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£ £ćń£¿šś£ śěňĺĺŋćăřĺăŋšż. Řăğńăčă£ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ć ř£ď ńőčăřĺťň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ, ŕőńşůĺň ć łăůěśšćě łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺ£ śěňĺĺŋćăřĺăŋšż s_k:

log f_ξ (t) = ∞∑ k=1 s_k 1 k! (it)^k; s_k = 1 i^k d^k dt^k log f_ξ(t) | | | |_{t=0}.

3. Ěśńĺ ξ ŕřĺŋĺňăěš űěńőůĺśńěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ n ś ćěřő£šŋőśš£ňĺ p_n, šő f(λ) = ∞∑ n=−∞ p_ne^{inλ}. Ć ¡šőň śńşůăě şďőąŋěě řăśśňăšřĺćăšĳ ŕřőĺğćőď£źş¿ ťşŋłűĺ¿

˘(z) = ∞∑ n=−∞ p_nz^n, čďě z = e^{iλ}. Ťőřňşńă őąřăźěŋĺ£ ć ¡šőň śńşůăě ďăěšś£ ĺŋšěčřăńőň Łőÿĺ p_n = 1 2πi ∫ |z|=1 ˘(z) z^{n+1} dz. 4. Ŕşśšĳ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ĺňěěš őąńăśšĳ¿ ğŋăůěŋĺľ őšřěğőł [−π, π] ĺ ĺňěěš čńăďłş¿ ŕńőšŋőśšĳ p(x). Šőčďă ŕńőšŋőśšĳ řăğńăčăěšś£ ć ř£ď Ťşřĳě: p(x) = ∞∑ n=−∞ c_ne^{inx}, ă ğŋăůěŋĺ£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ć űěńżţ šőůłăţ ěśšĳ ŕřőśšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ř£ďă Ťşřĳě :

f_ξ(n) = E exp(inξ) = π∫ −π exp(inx)p(x) dx = c_n. Şŕřăęŋěŋĺě 2. Ďőłăğăšĳ ŕěřěůĺśńěŋŋżě ćżÿě şšćěřęďěŋĺ£

1 { 4.

Ťőřňşńă őąřăźěŋĺ£. Šěőřěňă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ

Ďőłăęěň, ůšő ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőěľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ ĺ ŕřĺćěďěň ťőřňşńş őąřăźěŋĺ£ £ćŋő. Ůăśšŋżě śńşůăĺ ¡šőľ ťőřňşńż ňż ŕřĺćěńĺ ćżÿě ć şšćěřęďěŋĺ£ţ 1 { 4.

Šěőřěňă 1. Ŕşśšĳ F (x) | ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋőľ

ćěńĺůĺŋż ξ ĺ f(t) | ě-ě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ šőůěł x, y (x ≤ y), ć łőšőřżţ F ŋěŕřěřżćŋă, ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő:

F (x) − F (y) = lim_{σ→0} 1 2π ∞∫ −∞ f(t) e^{−itx} − e^{−ity} it exp ( − σ^2t^2 2 ) dt.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň śćěřšłş F_σ ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F ś ťşŋłűĺěľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ čăşśśőćśłőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň ĺ ďĺśŕěřśĺěľ σ^2 (śň. ńěłűĺ¿ 7). Ć śĺńş (8.1) ĺ śćőľśšćă 4 ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ śćěřšłĺ f_σ (t) řăćŋă

f_σ(t) = f(t) exp ( − t^2σ^2 2 ) , čďě f(t) | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F . Ŕőśłőńĳłş ŕő ńěňňě 1 ńěłűĺĺ 7 śşźěśšćşěš ŕńőšŋőśšĳ p_σ ďń£ śćěřšłĺ F_σ, šő ĺğ śćőľśšćă 1 ŕőńşůăěň

p_σ (x) = 1 2π ∞∫ −∞ exp(−itx) exp ( − t^2σ^2 2 ) f(t) dt.

Ŕő¡šőňş

F_σ(y) − F_σ(x) = 1 2π y∫ x ∞∫ −∞ exp(−itz)f(t) exp ( − t^2σ^2 2 ) dt dz =

= 1 2π ∞∫ −∞ f(t) e^{−ity} − e^{−itx} −it exp ( − t^2σ^2 2 ) dt. Ŕěřěţőď£ šěŕěřĳ ł ŕřěďěńş ŕřĺ σ → 0 ĺ ŕőńĳğş£śĳ ńěňňőľ 2 ĺğ ńěłűĺĺ 7, ŕőńşůĺň şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż.

Śńěďśšćĺě (Šěőřěňă ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ). Ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďě-

ńěŋĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ěě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł F ŋěŕřěřżćŋă śŕřăćă, šő őŋă őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő śćőĺň ğŋăůěŋĺ£ň ć šőůłăţ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őŋă ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő śćőěľ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ.

Śńăąă£ śţőďĺňőśšĳ

Ć ŕřěďżďşźĺţ ńěłűĺ£ţ ňż őŕřěďěńĺńĺ śţőďĺňőśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŕő ćěřő£šŋőśšĺ ĺ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1. Ěźě őďĺŋ ćĺď śţőďĺňőśšĺ | śńăąă£ śţőďĺňőśšĳ | őŕřěďěń£ěšś£ ć šěřňĺŋăţ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£

{F_n} śńăąő śţőďĺšś£ ł ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F , ěśńĺ F_n(x) → F_n(x) ć ń¿ąőľ šőůłě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ F.

Ğăňěůăŋĺě 1. Őążůŋă£ ŕőšőůěůŋă£ śţőďĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ řăś-

ŕřěďěńěŋĺ£ ňőęěš ŕńőţő őšřăęăšĳ śšřěňńěŋĺě ξ_n ł ξ ŕřĺ n → ∞. Šăł, řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋă£ ŋă [a, b] śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, őůěćĺďŋő, śšřěňĺšś£ ł ŕőśšő£ŋŋőľ, řăćŋőľ a, ŕřĺ b ↓ a. Ŋő ć šőůłě a ŕőšőůěůŋőľ śţőďĺňőśšĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ŋěš. Ć śăňőň ďěńě, F_n(a) = 0 ďń£ ćśěţ n, ŋő F (a) = 1.

Śńăąş¿ śţőďĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ňőęŋő ¡łćĺćăńěŋšŋő ğăďăšĳ ć šěřňĺŋăţ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ňěř ŋă ŕř£ňőľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř {Pn}

ŋă ŕř£ňőľ śńăąő śţőďĺšś£ ł ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřě P (őąőğŋăůăěň P_n ⇒ P ), ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ φ ∫ R φ dP_n −→ ∫ R φ dP. Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ ğăďăŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ řăśŕřě-

ďěńěŋĺ£ {F_n} ĺ ŕşśšĳ F šăłęě ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£. Ŕşśšĳ {P_n} ĺ P śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ćěřő£šŋőśšŋżě ňěřż ŋă ŕř£ňőľ. Šőčďă őŕřěďěńěŋĺ£ 2 ĺ 3 ¡łćĺćăńěŋšŋż, š.ě. F_n(x) → F (x) śńăąő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă P_n ⇒ P.

İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šĺţ ćĺďőć śţőďĺňőśšĺ ŕřěďśšăćń£ěšś£ ěśšěśšćěŋŋőľ ć śĺńş śńěďş¿źĺţ řăśśşęďěŋĺľ.

1. Ŕşśšĳ Pn ⇒ P. Ŕşśšĳ x | šőůłă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ F. Ŕřĺąńĺ-

ğĺň ĺŋďĺłăšőř I_{(−∞,x]} ŕőńşĺŋšěřćăńă (−∞, x] ŋěŕřěřżćŋżňĺ őčřăŋĺůěŋŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ φ_{ε,δ}, φ_{ε,δ} < C < ∞. Łőŋěůŋő, ĺğ-ğă řăğřżćă ĺŋďĺłăšőřă ć šőůłě x ¡šő ŕřĺąńĺęěŋĺě ŋě ąşďěš řăćŋőňěřŋżň, ŋő ďń£ ğăďăŋŋżţ ε > 0, δ > 0 ťşŋłűĺ¿ φ_{ε,δ} ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšő őłřěśšŋőśšĳ M šőůłĺ x, čďě φ_{ε,δ} őšńĺůăěšś£ őš I_{(−∞,x]} ąőńĳÿě, ůěň ŋă ε, ĺňěěš ńěąěčőćş ňěřş, ŋě ŕřěćőśţőď£źş¿ δ > 0 : M = {y : |φ_{ε,δ}(y) − I_{(−∞,x]}(y)| ≥ ε}, μ(M ) ≤ δ.

Šőčďă F_n(x) = ∫ R I_{(−∞,x]} dP_n ĺ ∫ R φ_{ε,δ} dP_n őšńĺůă¿šś£ ďřşč őš

ďřşčă ŋě ąőńěě ůěň ŋă ε + (C + 1) ∫ M dP_n. Ć śĺńş śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ

P_n ⇒ P ŕřĺ ąőńĳÿĺţ n ĺŋšěčřăń ∫ R φ_{ε,δ} dP_n ňăńő őšńĺůăěšś£ őš ∫ R φ_{ε,δ} dP, ă ∫ R φ_{ε,δ} dP őšńĺůăěšś£ őš ∫ R I_{(−∞,x]} dP ŋě ąőńěě ůěň ŋă ε +

(C + 1) ∫ M dP . Ğăňěšĺň, ůšő ∫ M dP → 0 ŕřĺ δ → 0, šăł łăł x |

šőůłă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ďń£ F , ă ∫ M dP_n → 0 ŕřĺ δ → 0, ĺŋăůě ¡šő

ŕřőšĺćőřěůĺńő ąż şśńőćĺ¿ P_n ⇒ P. Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ε ĺ δ ćżąĺřăńĺśĳ ŕřőĺğćőńĳŋő ňăńżňĺ.

2. Ŕşśšĳ Fn → F śńăąő, ĺ ŕşśšĳ x | šőůłă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ F .

Šőčďă ďń£ ĺŋďĺłăšőřőć I_{(−∞,x]}(y) ĺňěěš ňěśšő śţőďĺňőśšĳ ĺŋšěčřăńőć ∫ R I_{(−∞,x]} dP_n −→ ∫ R I_{(−∞,x]} dP. Ś ŕőňőźĳ¿ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ šăłĺţ ĺŋďĺłăšőřőć ňż ňőęěň ŕőńşůĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ śšşŕěŋůăšş¿ ťşŋłűĺ¿. Ŕşśšĳ ğăďăŋă őčřăŋĺůěŋŋă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ φ. Šőčďă ŋă ń¿ąőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň őšřěğłě [a, b], čďě a ĺ b šőůłĺ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ F, ňż ňőęěň řăćŋőňěřŋő ŕřĺąńĺğĺšĳ φ śšşŕěŋůăšőľ ťşŋłűĺěľ L. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ őšřěğőł ďőśšăšőůŋő ćěńĺł, šő, ć śĺńş śćőľśšć ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£, ěčő ďőŕőńŋěŋĺě ĺňěěš ňăńş¿ P -ňěřş, ă ć śĺńş śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ F_n → F ĺ ňăńş¿ P_n-ňěřş. Šőčďă | | ∫ [a,b] φ dP_n − ∫ [a,b] φ dP | | ≤

≤ | | ∫ [a,b] (φ − L) dP_n | | + | | ∫ [a,b] L dP_n − ∫ [a,b] L dP ) | | + | | ∫ [a,b] (φ − L) dP | |. Ŕřăćş¿ ůăśšĳ ňőęŋő śďěńăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋő ňăńőľ ğă śůěš ćżąőřă L ĺ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n. Ĺŋšěčřăńż ∫ [a,b] φ dP_n ĺ ∫ [a,b] φ dP ŕő ćŋěÿŋő-

śšĺ [a, b] őšřěğłă [a, b] śšăŋőć£šś£ ňăńżňĺ ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ őšřěğłă [a, b]. Ŕřĺćěďěň śšřőčőě ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1 "ć őďŋş śšőřőŋş":

ěśńĺ P_n ⇒ P, šő F_n → F śńăąő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ ń¿ążţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ε > 0 ĺ x > 0 řăśśňőšřĺň ŋěŕřěřżćŋş¿ ťşŋłűĺ¿ φ_ε(t), řăćŋş¿ 1 ŕřĺ t ≤ x, 0 ŕřĺ t ≥ x + ε ĺ ńĺŋěľŋş¿ ŋă [x, x + ε]. Šőčďă F_n(x) ≤ x∫ −∞ φ_ε dP_n ≤ ∞∫ −∞ φ_ε dP_n −→ ∞∫ −∞ φ_ε dP ≤ F (x + ε). Şśšřěňń££ ε → 0 ĺ şůĺšżćă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ F śŕřăćă, ŕőńşůĺň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő δ > 0 ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n F_n(x) ≤ F (x) + δ. Ćőğĳňěň ďăńěě ŋěŕřěřżćŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f_ε, řăćŋş¿ 1 ŕřĺ t ≤ x−ε, 0 ŕřĺ t ≥ x ĺ ńĺŋěľŋş¿ ŋă [x − ε, x]. Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěň, ůšő ůšő ďń£ ń¿ąőčő δ > 0 ďń£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ n F_n(x) ≥ F (x − 0) − δ. Šăł łăł x ěśšĳ šőůłă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ, šő ĺňěěň: |F_n(x) − F (x)| ≤ δ. Şŕřăęŋěŋĺě 3. Ŕřőćěśšĺ ŕőńŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ŕşŋłšă 2

ńěňňż 1.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

Šěőřěňă 2 (Šěőřěňă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ). Ŕşśšĳ {Fn} | ťşŋł-

űĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ĺ {f_n} | ĺţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ, ŕřĺůěň śşźěśšćşěš f(t) = lim_{n→∞} f_n(t),

ĺ f(t) ŋěŕřěřżćŋă ć ŋşńě. Šőčďă F_n śńăąő śţőď£šś£ ł ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F.

Ğăňěůăŋĺě 2. Ć ťőřňşńĺřőćłě šěőřěňż 2 ŋě£ćŋő śőďěřęĺšś£

şšćěřęďěŋĺě ő šőň, ůšő f(t) £ćń£ěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ śőőšćěšśšćş¿źěľ ťşŋłűĺĺ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F.

Ğăňěůăŋĺě 3. Ĺğ śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ Pn ⇒ P śńěďşěš śřăğş śţő-

ďĺňőśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ f_n → f; ć šěőřěňě 2 şšćěřęďăěšś£, ůšő ěśńĺ f_n → f ĺ f | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£, šő P_n ⇒ P (ĺ šőčďă F_n → F śńăąő).

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 2 ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ őŕřěďěńěŋĺě śńăąőľ łőňŕăłšŋőśšĺ śěňěľśšćă ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř ĺ ŋěśłőńĳłő śőŕşšśšćş¿źĺţ řěğşńĳšăšőć.

Śńăąă£ łőňŕăłšŋőśšĳ

Őŕřěďěńěŋĺě 4. Ňŋőęěśšćő ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř {Pn} ŋă ŕř£-

ňőľ ŋăğżćăěšś£ śńăąő łőňŕăłšŋżň, ěśńĺ ĺğ ń¿ąőčő ěčő ąěśłőŋěůŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă ňőęŋő ćżąřăšĳ śńăąő śţőď£źş¿ś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {P_{nk} }.

Śńěďş¿źă£ ńěňňă ŕőğćőńĺš £śŋěě ŕřěďśšăćĺšĳ śěąě łřĺšěřĺľ śńăąőľ łőňŕăłšŋőśšĺ, łőšőřżľ ąşďěš ŕřĺćěďěŋ ŋěňŋőčő ŕőğęě.

Ńěňňă 2 (Šěőřěňă Ţěńńĺ ĺńĺ "ŕřĺŋűĺŕ ćżąőřă"). Ěśńĺ

ŋă łőŋěůŋőň őšřěğłě [a, b] ŕř£ňőľ ğăďăŋă ąěśłőŋěůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěř {P_n}, šő őŋă śńăąő łőňŕăłšŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ćśěţ ňőŋőňőć ćĺďă x^n, n = 0, 1, 2, . . . Ćżąěřěň ŕőďŋăąőř {n_0}, ďń£ łőšőřőčő śţőďĺšś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ { ∫ [a,b] x^0 dP_{n0} } , ĺğ ŋěčő ćżďěńĺň ŕőďŋăąőř

{n_1}, ďń£ łőšőřőčő śţőďĺšś£ { ∫ [a,b] x^1 dP_{n1} } ĺ šăł ďăńěě. Ŕőśšřőĺň

ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {P_n′ }, ćğ£ć ŕěřćżľ ůńěŋ ĺğ {P_{n0} }, ćšőřőľ ĺğ {P_{n1} } ĺ š.ď. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő m = 0, 1, 2 . . . ĺňěěš ňěśšő śţőďĺňőśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ { ∫ [a,b] x^m dP_n′ } . Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő ŕőńĺŋőňă π(x) ĺňěěš ňěśšő śţőďĺňőśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ { ∫ [a,b] π(x) dP_n′ (x) } . Ĺğ šěőřĺĺ ťşŋłűĺľ ţőřőÿő ĺğćěśšŋő, ůšő ŋă őšřěğłě ń¿ąş¿ ŋěŕřěřżćŋş¿ őčřăŋĺůěŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ φ ňőęŋő řăćŋőňěřŋő ŕřĺąńĺğĺšĳ ŕőńĺŋőňăňĺ. Šőčďă ďń£ ďăŋŋőčő ε > 0 ŋăľďěšś£ ŕőńĺŋőň π(x) śšěŕěŋĺ n šăłőľ, ůšő sup_{[a,b]} |φ(x) − π(x)| < ε. Śńěďőćăšěńĳŋő, ∫ [a,b] π(x) dP_n′ (x) ĺ ∫ [a,b] φ(x) dP_n′ őšńĺůă¿šś£ ďřşč őš ďřşčă ŋě ąőńěě

ůěň ŋă ε. Őšś¿ďă śńěďşěš śţőďĺňőśšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ { ∫ [a,b] φ(x) dP_n′ } . Šěőřěňă Ŕřőţőřőćă (Łřĺšěřĺľ śńăąőľ łőňŕăłšŋőśšĺ).

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ňěř {P_n} ŋă ŕř£ňőľ śńăąő łőňŕăłšŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ń¿ąőčő ε > 0 śşźěśšćşěš ĺŋšěřćăń K(ε) šăłőľ, ůšő ďń£ ćśěţ n, łřőňě łőŋěůŋőčő ůĺśńă, P_n(R \ K(ε)) < ε. Ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğăšěńĳśšćş ŕřěďżďşźěľ ńěňňż. Ěčő ňőęŋő ŋăľšĺ ć łŋĺčě Čĺţňăŋ Ĺ.Ĺ., Śłőřőţőď Ă.Ć. Šěőřĺ£ śńşůăľŋżţ ŕřőűěśśőć, šőň 1, čń. 6, §1. Ň., Ŋăşłă, 1971.

Ćěřŋěňś£ ł šěőřěňě 2. Ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ f(t) ŕřĺ t = 0 ćńěůěš śńăąş¿ łőňŕăłšŋőśšĳ śěňěľśšćă ňěř {P_n}. İšő ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ ńěňňż.

Ńěňňă 3. Ěśńĺ ξ | śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ś ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ

ťşŋłűĺěľ f, šő ŕřĺ ń¿ąőň u > 0 P ( |ξ| > 2 u ) ≤ 2 u u∫ 0 (1 − Ref(t)) dt. (8.2)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőďśšăćĺć ć ŕřăćş¿ ůăśšĳ (8.2)

Ref(t) = ∞∫ −∞ cos tx dF (x), čďě F | ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ ξ, ĺ ňěŋ££ ŕőř£ďőł ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ĺňěěň: 2 u u∫ 0 (1 − ef(t)) dt = 2 u u∫ 0 ∞∫ −∞ (1 − cos tx) dF (x) dt =

= 2 ∞∫ −∞ ( 1 u u∫ 0 (1 − cos tx) dt ) dF (x) = 2 ∞∫ −∞ ( 1 − sin ux ux ) dF (x). Ŕőśńěďŋĺľ ĺŋšěčřăń őűěŋĺćăěšś£ śŋĺğş šăł : 2 ∞∫ −∞ ( 1 − sin ux ux ) dF (x) ≥ 2 ∫ |ux|≥2 ( 1 − 1 |ux| ) dF (x) ≥

≥ ∫ |x|≥2/u dF (x) ≥ P ( |ξ| > 2 u ) . Ŕěřěľďěň ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż ŋěŕřěřżćŋőśšĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 2. Šăł łăł f ŋěŕřěřżćŋă ć ŋşńě ĺ f(0) = 1, šő ďń£ ń¿ąőčő ε > 0 ňőęŋő ŋăľšĺ u šăłőě, ůšő 0 ≤ 1 u u∫ 0 (1 − Ref(t)) dt ≤ ε.

Ŋő ć śĺńş ńěňňż 3 ĺ łőŋěůŋőśšĺ u P_n ( R \^[−^2_u ,^2_u^{])} ≤^∫ |x|≥2/u dF_n(x) ≤

≤ 2 u u∫ 0 (1 − Ref_n(t) dt −→ 2 u u∫ 0 (1 − Ref(t)) dt ≤ 2ε. Šăłĺň őąřăğőň, ŕő šěőřěňě Ŕřőţőřőćă ŕőńşůăěň, ůšő śěňěľśšćő {P_n} śńăąő łőňŕăłšŋő. Ŕőłăęěň, ůšő P_n śńăąő śţőďĺšś£ ł ŋěłőšőřőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřě. Ćżąěřěň ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {P_n′ }, łőšőřă£ ć śĺńş śńăąőľ łőňŕăłšŋőśšĺ śţőďĺšś£ ł ŋěłőšőřőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřě P. Ŕşśšĳ {P_n} ŋě śţőďĺšś£ śńăąő ł P, š.ě. ďń£ ŋěłőšőřőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ φ ĺŋšěčřăń ∫ φ dP_n ŋě śţőďĺšś£ ł ∫ φ dP. Ćżąěřěň ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {P_ñ} šăłş¿, ůšő ∫ φ dP_ñ → C≠ ∫ φ dP. Šőčďă ĺğ ¡šőľ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňőęŋő ĺğćńěůĳ ďřşčş¿ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ P_n′′ , śńăąő śţőď£źş¿ś£ ł ŋěłőšőřőľ ňěřě Q, őšńĺůŋőľ őš P. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş śşźěśšćőćăŋĺ£ ŕřěďěńă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ lim_n f_n

lim_{n′} ∫ R e^{itx} dP_n′ = lim_{n′′} ∫ R e^{itx} dP_n′′ , šő ěśšĳ ∫ R e^{itx} dP = f(t) = ∫ R e^{itx} dQ, t ∈ R. Šőčďă f ěśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ďćşţ řăğŋżţ ňěř, ůšő ŋěćőğňőęŋő śőčńăśŋő šěőřěňě ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ (śň. śńěďśšćĺě šěőřěňż 1).

Ńĺšěřăšşřă

Ÿĺř£ěć Ă. Ŋ. Ćěřő£šŋőśšĳ, čńăćă 2, §12, čńăćă 3, §§1, 2.

Ńěłűĺ£ 9 Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďěńĳŋżţ šěőřěň ňěšőďőň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ.

Űěŋšřăńĳŋă£ ŕřěďěńĳŋă£ šěőřěňă. Ňŋőčőňěřŋőě ŋőřňăńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ŕřĺćěďěň ř£ď ćăęŋżţ šěőřěň, ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřżţ ĺśŕőńĳğşěš šěőřěňş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ, śťőřňşńĺřőćăŋŋş¿ ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ.

Ąńşęďăŋĺě ŋă őłřşęŋőśšĺ

Řăśśňőšřĺň ŋěğăćĺśĺňżě őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż {ξ_j}, j = 1, 2, ... ś őąńăśšĳ¿ ğŋăůěŋĺľ [−π, π) ĺ čńăďłőľ ŋă

R ŕńőšŋőśšĳ¿ p(x), ůšő, łőŋěůŋő, ćńěůěš p(−π) = p(π) = 0. Ŕńőš-

ŋőśšĳ řăğńăčăěšś£ ć ř£ď Ťşřĳě p(x) = ∞∑ k=−∞ c_k e^{ikx}, (9.1)

čďě, őůěćĺďŋő, c_0 = 1.

Łő¡ťťĺűĺěŋšż {c_k} őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿š ŕńőšŋőśšĳ p(x), ŋő, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, łő¡ťťĺűĺěŋšż c_k ěśšĳ ğŋăůěŋĺ£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ f ć űěńżţ šőůłăţ: c_k = f(−k), ŕő¡šőňş ğŋăůěŋĺ£ f ć űěńżţ šőůłăţ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿š ŕńőšŋőśšĳ p.

Őąőğŋăůĺň

S_n = n∑ j=1 ξ_j; S^0_n = S_n ( mod 2π ).

Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ξ_j łăł ćěńĺůĺŋş śłăůłă ć ňőňěŋš j ąńşęďă¿źěľ ŕő őłřşęŋőśšĺ ůăśšĺűż, šő S^0_n őŕĺśżćăěš ŕőńőęěŋĺě ¡šőľ ůăśšĺűż ć ňőňěŋš n. Ŕşśšĳ p^0_n(x) | ŕńőšŋőśšĳ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż S^0_n. Őŋă ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě ř£ďă Ťşřĳě

p^0_n(x) = ∞∑ k=−∞ c^n_k e^{ikx}, čďě c^n_k ěśšĳ n-£ śšěŕěŋĳ łő¡ťťĺűĺěŋšă c_k ĺğ (9.1).

Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő p^0_n ĺňěěš şłăğăŋŋőě řăğńőęěŋĺě

Ťşřĳě.

Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ ŕńőšŋőśšĳ p śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ξj ďőśšăšőůŋő

čńăďłă£. Šőčďă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ S^0_n śńăąő śţőďĺšś£ ŕřĺ n → ∞ ł řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋőľ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋě r.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕńőšŋőśšĳ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż r řăćŋă p_r(x) = 1/(2π), ă ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£

φ_r (t) = sin πt πt , t ∈ R. Ňż ŕőłăęěň, ůšő ĺňěěš ňěśšő śxoďĺňőśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ S^0_n ł φ_r. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ S^0_n řăćŋă

φ^0_n(t) = π∫ −π e^{itx} p^0_n(x) dx = ∞∑ k=−∞ c^n_k sin π(t + k) π(t + k) . Ěśńĺ |c_k| < 1 ŕřĺ k ≠ 0, šő ŕřĺ n → ∞ ğŋăůěŋĺ£ φ_r ĺ lim φ^0_n ć űěńżţ šőůłăţ śőćŕăďă¿š, ůšő ćńěůěš śőćŕăďěŋĺě řăśŕřěďěńěŋĺľ.

Ďń£ ąőńĳÿĺţ k ňăńőśšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć Ťşřĳě śńěďşěš ŕřĺ ďőśšăšőůŋőľ čńăďłőśšĺ p ĺğ ťőřňşńż ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕő ůăśš£ň :

c_k = π∫ −π p(x) e^{−itx} dx = p(x) e^{−ikx} −ik | | | π

−π + π∫ −π p^′(x) e^{−itx} ik dx, őšłşďă |c_k| → 0 ŕřĺ k → ∞.

Ğăďăůă. Ŋăľšĺ şśńőćĺ£ ŋă ŕńőšŋőśšĳ p, ďőśšăšőůŋżě ďń£ šőčő,

ůšőąż |c_k| < 1 ŕřĺ k ≠ 0.

Šěőřěňă Ŕşăśśőŋă

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ξ, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ŋěőšřĺ-

űăšěńĳŋżě űěńżě ğŋăůěŋĺ£ ś ćěřő£šŋőśš£ňĺ

p_k = P(ξ = k) = λ^k k! e^{−λ}, čďě λ > 0 ŋěłőšőřőě ůĺśńő, ĺňěěš ŕşăśśőŋőćśłőě řăśŕřěďěńěŋĺě ś ŕăřăňěšřőň λ.

Şŕřăęŋěŋĺě 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě, ďĺś-

ŕěřśĺ£ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ŕşăśśőŋőćśłőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ś ŕăřăňěšřőň λ řăćŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő,

Eξ = λ, Dξ = λ, φ_ξ(t) = exp {λ(e^{it} − 1)}. (9.2)

Šěőřěňă 1 (Šěőřěňă Ŕşăśśőŋă). Řăśśňőšřĺň śţěňş Ąěř-

ŋşńńĺ ś n ĺśŕżšăŋĺ£ňĺ. Ŕşśšĳ ćěřő£šŋőśšĳ şśŕěţă p ğăćĺśĺš őš n, ŕřĺůěň šăł, ůšő p(n) → 0 ŕřĺ n → ∞, ă np(n) → λ, λ > 0. Ŕşśšĳ,

łăł őążůŋő, S_n =^n ∑ i=1 ξ_i | ůĺśńő şśŕěţőć ć śěřĺĺ ďńĺŋż n. Šőčďă

P (S_n = m) −→ e^{−λ}λ^m m! ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő m, m = 0, 1, 2, ...

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ąěřŋşńńĺěćśłőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż řăćŋă p exp^{it} +q. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ śşňňż n ŋěğăćĺśĺňżţ ąěřŋşńńĺěćśłĺţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ φ_{Sn} (t) = Ee^{itSn} = n∏ k=1 (pe^{it} + q) = n∏ k=1 (1 + p(e^{it} − 1)) ∼

∼ ( 1 + λ n ( e^{it} − 1 ))_n −→ exp {λ(e^{it} − 1)}, ŕřĺ n → ∞, ěśńĺ p → 0, p · n → λ. Űěŋšřăńĳŋă£ Ŕřěďěńĳŋă£ Šěőřěňă

Šěőřěňă 2 (Űěŋšřăńĳŋă£ Ŕřěďěńĳŋă£ Šěőřěňă). Ŕşśšĳ

śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż {ξ_j }^∞_{j=1} ŋěğăćĺśĺňż, őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋż, ĺňě¿š ŋşńěćőě śřěďŋěě ĺ őčřăŋĺůěŋż: Eξ_j = 0, P(|ξ_j| ≤ C) = 1 ďń£ ŋěłőšőřőčő 0 < C < ∞. Šőčďă S_n √ DS_n −→ N (0, 1) ć śňżśńě śńăąőľ śţőďĺňőśšĺ řăśŕřěďěńěŋĺľ. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ń¿ąőčő őšłřżšőčő ňŋőęěśšćă A ⊂ R^1 P ( S_n √ DS_n ∈ A ) −→ ˘(A) = 1√ 2π ∫ A e^{− x22} dx ŕřĺ n → ∞. Ğăňěůăŋĺě 1. Ŕőśłőńĳłş DSn = D · n, čďě D = Dξi, šő ĺğ

űěŋšřăńĳŋőľ ŕřěďěńĳŋőľ šěőřěňż śńěďşěš, ůšő S_n ĺňěěš ŕőř£ďőł √ n ŕřĺ n → ∞. Ğăňěůăŋĺě 2. Űěŋšřăńĳŋă£ ŕřěďěńĳŋă£ šěőřěňă (ŰŔŠ) śşźě-

śšćşěš ć ąőńĳÿőň łőńĺůěśšćě ćăřĺăŋšőć, ŋăŕřĺňěř, ďń£ ŋěłőšőřżţ śńşůăěć, łőčďă śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż £ćń£¿šś£ śńăąő ğăćĺśĺňżňĺ. Ğăňěšĺň, ůšő ŕőńşůĺšĳ ŕřěďěńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ś ŕőňőźĳ¿ śćěřšőł ňőęŋő ďőćőńĳŋő řěďłő, šăłęě łăł ĺ ćżůĺśńĺšĳ ć őąźěň śńşůăě (ŋăŕřĺňěř, őšłăğăćÿĺśĳ őš ŋěğăćĺśĺňőśšĺ) ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ S_n, ŋő ć ŋěğăćĺśĺňőň śńşůăě (šěň ąőńěě, łőčďă śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż őčřăŋĺůěŋż) ¡šő ńěčłő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŰŔŠ. Ťĺłśĺřşěň t ∈ R ĺ řăśśňőšřĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ śşňňż S_n ć šőůłě t. Ĺňěěň

φ_{Sn} (t) = E exp(itS_n/ √ DS_n) = n∏ k=1 E exp(itξ_k/ √ DS_n) = f^n ( t √ DS_n ) , čďě f(t) = E exp itξ_1 | ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ_1. Őąőğŋăůĺň σ^2 = Dξ_1, šőčďă √ DS_n = σ √ n. Řăğńőęĺć ¡łśŕőŋěŋšş ć ř£ď Šěľńőřă, ŕőńşůĺň: f(t/ √ DS_n) = E ( 1 + iξ_1t σ √ n + 1 2! ( iξ_1t σ √ n )_2 + ... ) =

= 1 + 0 − t^2 2n + E (_∞∑ k=3 (itξ_1)^k k!σ^kn^{k/2} ) , ŕřĺůěň ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ć śĺńş őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ ξ_1 ŕőśńěďŋěě śńăčăěňőě | | |E (_∞∑ k=3 (itξ_1)^k k!σ^kn^{k/2} )| | | ≤ ∞∑ k=3 (tC)^k k!σ^kn^{k/2} = o ( 1 n ) ŕřĺ n → ∞. Ŕő¡šőňş f ( t/ √ DS_n ) = 1 − t^2 2n + o ( 1 n ) . 92

Šőčďă f^n(t/ √ DS_n) → exp ( − t^2 2 ) ŕřĺ n → ∞. Őśšăěšś£ šőńĳłő ćśŕőňŋĺšĳ, ůšő ŕőńşůěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ďń£ śšăŋďăřšŋőčő ŋőřňăńĳŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£.

Śłěľńĺŋčĺ

Ć őś£ţ ŕřőśšřăŋśšćă-ćřěňěŋĺ (t, x) ĺğňěŋěŋĺě ňăśÿšăąă (scaling) őğŋăůăěš ŕřěőąřăğőćăŋĺě (t, x) → (αt, βx).

Śşňňş S_n ŋěğăćĺśĺňżţ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ťĺčşřĺřş¿źĺţ ć ğăłőŋě ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ĺ űěŋšřăńĳŋőľ ŕřěďěńĳŋőľ šěőřěňě, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŕőńőęěŋĺě śńşůăľŋőčő ąńşęďăŋĺ£ ŋă ćěźěśšćěŋŋőľ ŕř£ňőľ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ n, ŕřĺ ¡šőň ξ_j ěśšĳ śłăůőł ć ňőňěŋš j (ćőőąźě čőćőř£, ŋě űěńőůĺśńěŋŋżľ!). Řăśśňőšřĺň šăłőě ąńşęďăŋĺě ć őś£ţ (n, S_n).

Ğăłőŋ ąőńĳÿĺţ ůĺśěń ŕřĺőąřěšăěš ŋăčń£ďŋőśšĳ ŕřĺ şňěŋĳÿěŋĺĺ ňăśÿšăąă ŕő ćřěňěŋĺ. Ąşďěň ĺğňěř£šĳ ćřěň£ ŋě ěďĺŋĺůŋżňĺ őšřěğłăňĺ, ă ąőńĳÿĺňĺ ĺŋšěřćăńăňĺ. Ěďĺŋĺűş ćřěňěŋĺ ŕőńőęĺň řăćŋőľ N. Šăłĺň őąřăğőň, n = τ N ďń£ ŋěłőšőřőčő ćěźěśšćěŋŋőčő τ. Šőčďă őšřěğőł ćřěňěŋĺ n = τ N ć ŋőćőň ňăśÿšăąě řăćěŋ τ , š.ě. ŕřőĺğćěďěŋă ğăňěŋă (śłěľńĺŋč) N τ → τ. Ğăťĺłśĺřşěň τ, ă ňăśÿšăą N ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ŕěřěňěŋŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, ć ďăńĳŋěľÿěň ŕěřěţőď£ ł ŕřěďěńş N → ∞. Őďŋőćřěňěŋŋő şňěŋĳÿĺň ňăśÿšăą ŕő ŕřőśšřăŋśšćş ć N řăğ: S_{[τN]} →^1_N S_{[τN]} , łăł ŕřĺ śőśšăćńěŋĺĺ čěőčřăťĺůěśłőľ łăřšż. Ğăťĺłśĺřşěň ůĺśńő τ, ŋăğżćăěňőě ňăłřőśłőŕĺůěśłĺň ćřěňěŋěň, ĺ şśšřěňĺň N ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ: N → ∞. Šăłőľ ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ŋăğżćăěšś£ śłěľńĺŋčőćżň (ňăśÿšăąŋżň) ŕřěďěńőň ĺ őąőğŋăůăěšś£ N τ^s−→ τ, N x^s−→ x. Ŕřěďěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő-ćřěň£ šěŕěřĳ ŋěŕřěřżćŋő. Ŕřĺ ¡šőň lim_{N→∞} 1 N S_{[τN]} = mτ, š.ě. ć ňăłřőśłőŕĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě-ćřěňěŋĺ śńşůăľŋőě ąńşęďăŋĺě ŕřěćřăźăěšś£ ć ďěšěřňĺŋĺřőćăŋŋőě řăćŋőňěřŋőě ďćĺęěŋĺě śő śłőřőśšĳ¿ m (śň. řĺśşŋőł 9.1).

Śőćśěň ďřşčőľ śłěľńĺŋč ďěńăěšś£ ć űěŋšřăńĳŋőľ ŕřěďěńĳŋőľ šěőřěňě. Řăśśňőšřĺň śńşůăľ őšśşšśšćĺ£ śŋőśă, š.ě. Eξ_k = 0. Łăł ĺ ŕřěęďě, ĺğňěŋĺň ňăśÿšăą ŕő ćřěňěŋĺ ńĺŋěľŋżň őąřăğőň: n = τ N. Őďŋăłő ňăśÿšăą ŕő ŕřőśšřăŋśšćş şňěŋĳÿĺň ńĺÿĳ ć √ N řăğ:

- (nτ, nx) → (τ, x) Řĺś. 9.1.

S_{[τN]} →^{1√}_N S_{[τN]} , š.ě. ňăśÿšăą ćřěňěŋĺ ňěŋ£ěšś£ ŕřĺňěřŋő łăł łćăďřăš ĺğňěŋěŋĺ£ ňăśÿšăąă ŕřőśšřăŋśšćă. Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ňăśÿšăąŋőňş ŕřěďěńş N → ∞ (šăłőľ ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šăł: N τ^s−→ τ, √ N x^s−→ x). Ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőńşůĺň ŋăąőř śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ

w(τ ) = lim_{N→∞} 1√ N S_{[τN]} , τ ∈ [0, ∞), łőšőřżľ £ćń£ěšś£ ğŋăňěŋĺšżň ćĺŋěřőćśłĺň ŕřőűěśśőň (ąřőşŋőćśłĺň ďćĺęěŋĺěň).

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ τ, σ ∈ [0, ∞) ŕăřă śńşůăľ-

ŋżţ ćěńĺůĺŋ (w(τ ), w(σ)) ěśšĳ ďćşňěřŋżľ ŋőřňăńĳŋżľ ćěłšőř (śň. ŋĺęě), ĺ łőćăřĺăűĺ£ ěčő łőňŕőŋěŋš řăćŋă Ew(τ )w(σ) = min(τ, σ). Ňŋőčőňěřŋżě ŋőřňăńĳŋżě řăśŕřěďěńěŋĺ£

Ňż ąşďěň śšřőĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě čăşśśőćż śĺśšěňż, ĺśţőď£ ĺğ śĺśšěňż ξ_1, ξ_2, ... ŋěğăćĺśĺňżţ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżţ čăşśśőćżţ ćěńĺůĺŋ ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň ĺ ěďĺŋĺůŋőľ ďĺśŕěřśĺěľ (śšăŋďăřšŋőčő čăşśśőćśłőčő ćěłšőřă). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő čăşśśőćă śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň ĺ ěďĺŋĺůŋőľ ďĺśŕěřśĺěľ ĺňěěš ŕńőšŋőśšĳ (1/ √ 2π) exp(−x^2/2), ă ěě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ řăćŋă exp(−t^2/2). Ďăďĺň őŕřěďěńěŋĺě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ śńşůăľŋőčő ćěłšőřă (š.ě. łőŋěůŋőčő ŋăąőřă śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ).

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ śńşůăľŋőčő

ćěłšőřă ζ = (ζ_1, ζ_2, ..., ζ_n) ŋăğżćăěšś£ śńěďş¿źă£ ťşŋłűĺ£ n ćěźěśšćěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ (τ_1, τ_2, ..., τ_n):

f_ζ (τ ) = f_ζ (τ_1, τ_2, ..., τ_n) = E exp(i n∑ k=1 τ_kζ_k) = Ee^{i(τ,ζ)}. Őšňěšĺň, ůšő ďń£ ňŋőčőňěřŋżţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ śŕřăćěďńĺćż ăŋăńőčĺ ďőłăğăŋŋżţ ćżÿě šěőřěň ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ĺ ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ξ = (ξ_1, ξ_2, ..., ξ_m) ćěłšőř ĺğ ŋěğăćĺśĺňżţ śšăŋďăřšŋżţ čăşśśőćżţ ćěńĺůĺŋ, ξ_i ∼ N (0, 1).

Őŕřěďěńěŋĺě-šěőřěňă. Śńşůăľŋżľ ćěłšőř η = (η1, η2, ..., ηn)

ŋăğżćăěšś£ čăşśśőćśłĺň ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő őďŋő ĺğ śńěďş¿źĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ şśńőćĺľ.

1. η = Cξ, š.ě. η_j £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ξ_k, j = 1, . . . , n, k = 1, . . ., m : η_j = m∑ k=1 c_{jk}ξ_k, čďě C = (c_{jk}) | ŋěłőšőřă£ ćěźěśšćěŋŋă£ ňăšřĺűă řăğňěřă n × m.

2. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ćěłšőřă η ĺňěěš ćĺď

f_η (t) = exp ( − 1 2 (Bt, t) ) , (9.3)

čďě śĺňňěšřĺůěśłă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă B ŕőř£ďłă n ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋă, t = (t_1, t_2, ..., t_n) ∈ R^n.

3. Ŕńőšŋőśšĳ p_η ćěłšőřă η (š.ě. ŕńőšŋőśšĳ śőćňěśšŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ η_i, i = 1, . . . , n) ĺňěěš ćĺď

p_η(x) = ( ( √ 2π)^n √ det B )_{−1} exp ( − 1 2 ( B^{−1}x, x )) , (9.4) čďě x = (x_1, x_2, ..., x_n) ∈ R^n,

ŕřĺůěň śĺňňěšřĺůěśłă£ ňăšřĺűă B = (b_{kj}) ŕőř£ďłă n ěśšĳ ňăšřĺűă łőćăřĺăűĺľ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ śĺśšěňż η : b_{kj} = Eη_kη_j (ĺ, ğŋăůĺš, őŋă £ćń£ěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋőľ).

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő_∫

R^n p_η(x) dx = 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő őŕřěďěńěŋĺ£-šěőřěňż.

1 ⇒ 2. Ŋăľďěň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ η. Ğăňěšĺň,

ůšő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ śĺśšěňż ξ ŋěğăćĺśĺňżţ śšăŋďăřšŋżţ čăşśśőćśłĺţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ řăćŋă f_ξ(t) = exp(−(t, t)/2). Šőčďă f_η (t) = Ee^{i(t,Cξ)} = Ee^{i(C∗t,ξ)} = e^{− 12 (C∗ t,C∗t)} = e^{− 12 (CC∗t,t)}, čďě C^∗ | šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋă£ ňăšřĺűă. Ğăňěšĺň, ůšő CC^∗ śĺňňěšřĺůŋă£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ ňăšřĺűă, šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěš ňěśšő (9.3) ś B = CC^∗. Ŕřĺ ¡šőň

Eη_kη_j = n∑ l=1 c_{kl}c_{jl} = b_{kj}. 1 ⇐⇒ 3. Ďń£ ń¿ąőčő ąőřěńěćśłőčő ňŋőęěśšćă A ĺğ R^n

P(η ∈ A) = P(Cξ ∈ A) = P(ξ ∈ C^{−1}A) = = ∫ C^{−1} A 1 (2π)^{n/2} exp { − 1 2 (x, x) } dx. (9.5) Śďěńăěň ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋżţ y = Cx. Ŕőńşůĺň, ůšő ŕřăćă£ ůăśšĳ (9.5) řăćŋă 1 (2π)^{n/2} ∫ A exp { − 1 2 (C^{−1}y, C^{−1}y) } | det C^{−1}| dy =

= 1 (2π)^{n/2} ∫ A exp { − 1 2 ((CC^∗)^{−1}y, y) } 1 √ det CC^∗ dy, ĺ, šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěš ňěśšő (9.4). İšş űěŕőůłş řăćěŋśšć ňőęŋő ŕřőľšĺ ĺ ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

2 ⇐⇒ 3. Ŕőłăęěň, ůšő ťşŋłűĺ£ fη (t) ŕőńşůăěšś£ Ťşřĳě-ŕřě-

őąřăğőćăŋĺěň p_η(x). Řăśśňőšřĺň ∫ R^n e^{i(t,x)} 1 √ det B(2π)^{n/2} e^{− 12 (B−1 x,x)} dx. Śďěńăěň ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋżţ x = Ou, t = Ov, čďě O | őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, ŕřĺćőď£źă£ B ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş: O^∗BO = D ĺ det B = det D = d_{11}d_{22}d_{33}...d_{nn}, čďě D = (d_{ij}). Šőčďă (B^{−1}x, x) =

(B^{−1}(Ou), Ou) = (D^{−1}u, u) ĺ řăśśňăšřĺćăěňżľ ĺŋšěčřăń ŕřěőąřăğşěšś£ ł ćĺďş : 1 (2π)^{n/2} 1 (d_{11}...d_{nn})^{1/2} ∫ R^n exp { i(v, u) − 1 2 (D^{−1}u, u) } du =

= n∏ k=1 1 √ 2πd_{kk} ∫ R exp { iv_ku_k − 1 2 u^2_k d_{kk} } du_k =

= n∏ k=1 exp { − v^2_kd_{kk} 2 } = exp { − 1 2 (Dv, v) } = exp { − 1 2 (Bt, t) } . Šăł ęě ŕřőćěř£ěšś£, ůšő őąřăšŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ťşřĳě őš f_η £ćń£ěšś£ p_η.

Ğăňěůăŋĺě 3. Čăşśśőćśłĺľ ćěłšőř η^′ ś ŕřőĺğćőńĳŋżň ňăšě-

ňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň m = (m_1, . . . , m_n) ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋ ĺğ čăşśśőćśłőčő ćěłšőřă η ś ŋşńěćżň śřěďŋĺň śďćĺčőň ŋă ćěłšőř śřěďŋĺţ: η^′ = η + m. Ďń£ ŋěčő ĺśŕőńĳğşěšś£ őąőğŋăůěŋĺě η^′ ∼ N (m, B). Ŕńőšŋőśšĳ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ćěłšőřă η^′ ńěčłő ŋăľšĺ, ğŋă£ ŕńőšŋőśšĳ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ďń£ η.

Ğăňěůăŋĺě 4. Ćżůĺśń££ ğŋăůěŋĺě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋł-

űĺĺ f_η (t^′) ć šőůłě t^′ = (0, ..., 1, 0, ..., 0), čďě ěďĺŋĺűă śšőĺš ŋă k-ň ňěśšě, ŕőńşůĺň, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż η_k řăćŋă exp(−t^2_kb_{kk}/2), š.ě. η ∼ N (0, b_{kk}), čďě b_{kk} | ďĺăčőŋăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ňăšřĺűż B = (b_{ij}).

Ğăňěůăŋĺě 5. İńěňěŋšż ňăšřĺűż łőćăřĺăűĺľ B ćěłšőřă η

ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ, ŕřĺňěŋĺć^{∂2}_{∂tk∂tj} ł őąěĺň ůăśš£ň řăćěŋśšćă

f_η (t) = ∫ e^{i(t,x)}p_η(x) dx ĺ ŕőńőęĺć t = 0 (őąőśŋőćăšĳ ğăłőŋŋőśšĳ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ŕőď ğŋăłőň ĺŋšěčřăńă).

Ğăňěůăŋĺě 6. Ěśńĺ ηk ŋě łőřřěńĺřşěš ś őśšăńĳŋżňĺ łőňŕő-

ŋěŋšăňĺ ćěłšőřă η ( ¡šő ğŋăůĺš, ůšő łőćăřĺăűĺ£ ¡šőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ś ń¿ąőľ ďřşčőľ łőňŕőŋěŋšőľ ěśšĳ ŋşńĳ), šő őŋă ŋěğăćĺśĺňă őš ŋĺţ. Ć ¡šőň ńěčłő şąěďĺšĳś£, šăł łăł ć ¡šőň śńşůăě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ f_η ćěłšőřă η řăśźěŕń£ěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż η_k ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ćěłšőřă, ŕőńşůěŋŋőčő şďăńěŋĺěň η_k ĺğ η. Ňăšřĺűă łőćăřĺăűĺľ ¡šőčő ćěłšőřă ŕőńşůăěšś£ şďăńěŋĺěň ĺğ łőćăřĺăűĺőŋŋőľ ňăšřĺűż B śšřőłĺ ĺ śšőńąűă ś ŋőňěřőň k.

Ńĺšěřăšşřă

Ÿĺř£ěć Ă. Ŋ. Ćěřő£šŋőśšĳ, čńăćă 3, §§3, 4, čńăćă 2, §13. Ťěńńěř Ć. Ććěďěŋĺě ć šěőřĺ¿ ćěřő£šŋő£šěľ ĺ ěě ŕřĺńőęěŋĺ£, šőň 1, čńăćă 3, §§4 − 6.

Ńěłűĺ£ 10 Ŕşăśśőŋőćśłă£ ňěřă. Şśńőćŋőě

ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě

Řăśśňőšřĺň n-ňěřŋżľ łşą ~ ⊂ R^n ś űěŋšřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš, ďńĺŋă śšőřőŋż łőšőřőčő řăćŋă N . Őąžěň łşąă ąşďěň őąőğŋăůăšĳ |~| : |~| = N^n. Ąřőśĺň ŋăşčăď šőůłş ("ůăśšĺűş") ć łşą ~. Ěě łőőřďĺŋăšż ĺňě¿š řăćŋőňěřŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ć ~ (śň. ńěłűĺ¿ 7) ś ŕńőšŋőśšĳ¿

p(x_1, . . . x_n) = { 1/|~|, ěśńĺ (x_1, . . . , x_n) ∈ ~;

0, ěśńĺ (x_1, . . . , x_n) ∉ ~. (10.1)

Ćżąěřěň ć łşąě ąőřěńěćśłőě ŕőďňŋőęěśšćő A ∈ B(~^n). Šőčďă ćěřő- £šŋőśšĳ šőčő, ůšő ůăśšĺűă ŕőŕăńă ć ňŋőęěśšćő A, řăćŋă

P{ůăśšĺűă ∈ A} = |A| |~| , (10.2)

čďě |A| | őąžěň ŕőďňŋőęěśšćă A. Ąřőśĺň šěŕěřĳ ć łşą M ůăśšĺű, łăęďş¿ ŋěğăćĺśĺňő őš őśšăńĳŋżţ. Šőčďă ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ćśě ůăśšĺűż ŕőŕăńĺ ć A, řăćŋă

P{ćśě ůăśšĺűż ŕőŕăńĺ ć A} = ( |A| |~| )_M . (10.3)

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ĺňěěň M ŋěğăćĺśĺňżţ řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋżţ ŋă ~ n-ňěřŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ξ_1, . . . , ξ_M , ĺ ŕńőšŋőśšĳ łăęďőľ ĺğ ŋĺţ ğăďăŋă ć (10.1). Ŕřĺ ¡šőň P{ξ_1 ∈ A} = ∫ A p(x_1, . . . , x_n) dx_1 . . . dx_n = |A| |~| ,

P{ξ_1 ∈ A, . . . , ξ_M ∈ A} = M∏ i=1 P {ξ_i ∈ A} = ( |A| |~| )_M .

Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ć A ŕőŕăńő řőćŋő k ůăśšĺű ĺğ ďăŋŋżţ M, řăćŋă

P^{(Λ)}_M (A, k) = P (A, k) = C^k_M ( |A| |~| )_k( 1 − |A| |~| )_{M−k} . Ćśŕőňŋĺň, ůšő ¡šő ć šőůŋőśšĺ ěśšĳ ćěřő£šŋőśšĳ ŋăśšşŕńěŋĺ£ řőćŋő k şśŕěţőć ć śţěňě Ąěřŋşńńĺ ĺğ M ĺśŕżšăŋĺľ. Ğďěśĳ ĺśŕżšăŋĺě śőśšőĺš ć ąřőśăŋĺĺ ůăśšĺűż ć ~, ă şśŕěţ ďőśšĺčăěšś£ ŕřĺ ŕőŕăďăŋĺĺ ć A. Ŋăň ąż ţőšěńőśĳ ŕőśšřőĺšĳ ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş, őŕĺśżćă¿źş¿ řăśŕřěďěńěŋĺě ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă ůăśšĺű ć ąěśłőŋěůŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ğăňěšĺň, ůšő ć ŕřěďěńě |~| → ∞ ććěďěŋŋżě ŋăňĺ řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋżě ŋă ~ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż şęě ŋě ňőčşš ŕőŋĺňăšĳś£ ć őążůŋőň śňżśńě ć śĺńş ŕřőšĺćőřěůĺ£ (ć ŕřěďěńě) ňěęďş šřěąőćăŋĺ£ňĺ 1/|~| → 0 ĺ ∫ Λ p(x_1, . . . , x_n) dx_1 . . . dx_n = 1. Őďŋăłő ŕřĺ ŋěłőšőřżţ şśńőćĺ£ţ ćěřő£šŋőśšĺ P^{(Λ)}_M (A, k) ĺňě¿š ŕřěďěńż.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĳ łşąőć ~_0 ⊂ ~_1 ⊂ . . . ⊂ ~_s ⊂ . . ., řăśÿĺř£¿źĺţś£ ł R^n. Śšőřőŋż łşąőć řăćŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő, N_0 < N_1 < . . . < N_s < . . . Šăłĺň őąřăğőň, N_j ↑ ∞ ŕřĺ s → ∞. Ŕşśšĳ ůĺśńő ůăśšĺű M_s ć łşąě ~_s şćěńĺůĺćăěšś£ ś řőśšőň s šăł, ůšő M_s |~_s| = M_s N^n_s = λ > 0, (10.4)

čďě λ ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă. Šőčďă lim_{M→∞} |Λ|→∞ P^{(Λ)}_M (A, k) = lim_{s→∞} P^{(Λs)}_{Ms} (A, k) = (λ|A|)^k k! e^{−λ|A|}. (10.5) Ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď ŕő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łşąőć, řăśÿĺř£¿- źĺţś£ ł R^n, ć śšăšĺśšĺůěśłőľ ňěţăŋĺłě ŋăğżćăěšś£ šěřňőďĺŋăňĺůěśłĺň ŕřěďěńĳŋżň ŕěřěţőďőň, ă şśńőćĺě (10.4) ěśšĳ şśńőćĺě ŕőśšő- £ŋŋőľ ŕńőšŋőśšĺ ůăśšĺű.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďńőęěŋĺě 1 £ćń£ěšś£ ŕěřěťőřňşńĺřőćłőľ šěőřěňż Ŕşăśśőŋă (śň. ńěłűĺ¿ 9). Ůĺśńő ĺśŕżšăŋĺľ ć řăśśňăšřĺćăěňőľ śţěňě Ąěřŋşńńĺ řăćŋő M, ćěřő£šŋőśšĳ şśŕěţă řăćŋă |A|/|~| ĺ, ŕő şśńőćĺ¿, M |A| |~| = λ|A|. Ŕřěďńőęěŋĺě 1 ňőęŋő ďőłăğăšĳ ĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő, ćżůĺśń££ ăśĺňŕšőšĺłş ťşŋłűĺľ P^{(Λ)}_M (A, k). Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ k = 0

P^{(Λ)}_M (A, 0) = ( 1 − |A| |~| )_{λ|Λ|} −→ e^{−λ|A|}. Ŕřĺ k = 1

P^{(Λ)}_M (A, 1) = M |A| |~| ( 1 − |A| |~| )_{M−1} −→ λ|A| · e^{−λ|A|}. Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ŕřőďőńęĺšĳ ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďńőęěŋĺ£ 1,

ćżůĺśńĺć ăśĺňŕšőšĺłş P^{(Λ)}_M (A, k).

Łăł ňż ğŋăěň, ŕőńşůă¿źĺěś£ ć ŕřěďěńě ůĺśńă P (A, k) = (λ|A|)^k k! e^{−λ|A|} (10.6) ğăďă¿š řăśŕřěďěńěŋĺě Ŕşăśśőŋă, ∑ k P (A, k) = 1, šő ěśšĳ ňż ňőęěň

ćőśŕřĺŋĺňăšĳ ĺţ łăł ŕřěďěńĳŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě ćěřő£šŋőśšěľ.

Ůšőąż łőřřěłšŋő ğăďăšĳ ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş ć "ąěśłőŋěůŋőň őąžěňě" (šő ěśšĳ ňěřş, őŕĺśżćă¿źş¿ řăśŕőńőęěŋĺě ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă ůăśšĺű ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě), ćőśŕőńĳğşěňś£ ăłśĺőňăšĺłőľ Łőńňőčőřőćă.

Ć łăůěśšćě ŕřőśšřăŋśšćă ¡ńěňěŋšăřŋżţ ĺśţőďőć ćőğĳňěň ŕřőśšřăŋśšćő ˙ ćśěţ śůěšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć R^n, £ćń£¿źĺţś£ ńőłăńĳŋő łőŋěůŋżňĺ, š.ě. ŕěřěśěůěŋĺě šăłőčő ŕőďňŋőęěśšćă ś ń¿ążň ÿăřőň łőŋěůŋőčő řăďĺşśă śőśšőĺš ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł (ňőęěš ążšĳ, ĺ ŕşśšőčő). İšĺ ŕőďňŋőęěśšćă őŕĺśżćă¿š řăśŕőńőęěŋĺě ůăśšĺű ć ŕřőśšřăŋśšćě. Ć šřěţňěřŋőň śńşůăě őŋĺ ĺŋšěřŕřěšĺřş¿šś£ łăł ňőńěłşńż ĺďěăńĳŋőčő čăğă.

Ŕşśšĳ A = {A_1, . . ., A_m} | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř m ŕőŕăřŋő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ść£ğŋżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ąőřěńěćśłĺţ ňŋőęěśšć ć R^n. Ŕşśšĳ κ = (k_1, . . . , k_m) | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő

D(A, κ) = {ω ∈ ˙ : #(ω ∩ A_1) = k_1, . . . , #(ω ∩ A_m) = k_m}, śőśšő£źěě ĺğ šăłĺţ śůěšŋżţ ňŋőęěśšć ω ∈ ˙, ůšő ďń£ ń¿ąőčő i = 1, . . ., m ć ňŋőęěśšćő A_i ŕőŕăńő řőćŋő k_i šőůěł (śĺňćőń # őąőğŋăůăěš ňőźŋőśšĳ ňŋőęěśšćă). Ňŋőęěśšćă D(A, κ) ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąăğőćżňĺ śőążšĺ£ňĺ, ŕřĺ ¡šőň ŋőśĺšěńěň śőążšĺ£ D(A, κ) ŋăğőćěň ňŋőęěśšćő A = ∪^m_{i=1}A_i. Őŕřěďěńĺň ćěřő£šŋőśšĳ śőążšĺ£ D(A, κ) śńěďş¿źĺň őąřăğőň: P(D(A, κ)) = m∏ i=1 (λ|A_i|)^{ki} k_i! e^{−λ|Ai|} . (10.7) Ŕşśšĳ B | ŋěść£ğŋőě őčřăŋĺůěŋŋőě ąőřěńěćśłőě ňŋőęěśšćő. Őŕřěďěńĺň ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ć B ŕőŕăńő řőćŋő k ůăśšĺű, śńěďş¿- źĺň őąřăğőň: P{D(B, k)} = P (B, k) = (λ|B|)^k k! e^{−λ|B|} . (10.8) Şŕřăęŋěŋĺě 2. Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őŕřěďěńěŋĺě (10.8) śőčńăśşěšś£

ś (10.7).

Ĺšăł, ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ć ğăďăŋŋőě ąőřěńěćśłőě ňŋőęěśšćő A ŕőŕăďěš řőćŋő k ůăśšĺű, řăćŋă P (A, k) (śň. (10.6)), ĺ šăłĺě śőążšĺ£ ŋěğăćĺśĺňż, ěśńĺ ĺţ ŋőśĺšěńĺ ŋě ŕěřěśěłă¿šś£.

Ŕőśšřőĺň ăńčěąřş ~˚, śőďěřęăźş¿ ćśě ąăğőćżě śőążšĺ£ D(A, κ) ďń£ ćśěţ m ≥ 1, A ĺ κ.

Őŕřěďěńĺň ňěřş P ŋă ăńčěąřě ~˚ łăł ăďďĺšĺćŋş¿ ťşŋłűĺ¿ šăłş¿, ůšő śőążšĺ£ ś ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ŋőśĺšěń£ňĺ ŋěğăćĺśĺňż. Ă ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ D_1 ĺ D_2 | ąăğőćżě śőążšĺ£ ś ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ŋőśĺšěń£ňĺ. Šőčďă

P(D_1 ∪ D_2) = P(D_1) + P(D_2) − P(D_1 ∩ D_2);

P(D_1 ∩ D_2) = P(D_1) · P(D_2)

Ŕřěďńőęěŋĺě 2. Ŕşśšĳ D1 ĺ D2 | ąăğőćżě śőążšĺ£ ś ŕěřě-

śěłă¿źĺňĺś£ ŋőśĺšěń£ňĺ. Šőčďă D_1 ∩ D_2 ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ąăğőćżţ śőążšĺľ ś ŋěŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ ŋőśĺšěń£ňĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěřĺň şšćěřęďěŋĺě ŋă ŕřĺňěřě śőążšĺľ ś m = 1. Ŕşśšĳ D_1 = D_1(A_1, k_1); D_2 = D_2(A_2, k_2). Ŕşśšĳ k_1 ≤ k_2. Őąőğŋăůĺň A_3 = A_1 ∩ A_2 ≠ ∅. Šőčďă

D_1 ∩ D_2 = {ω : #(A_1 ∩ ω) = k_1, #(A_2 ∩ ω) = k_2} =

= k_1⋃

k_3=0

{ω : #((A_1 \ A_3) ∩ ω) = k_1 − k_3,

#((A_2 \ A_3) ∩ ω) = k_2 − k_3, #(A_3 ∩ ω) = k_3}. Śńşůăľ m > 1 ŕőńŋőśšĳ¿ ăŋăńőčĺůěŋ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 3. Ňěřă P £ćń£ěšś£ śůěšŋő-ăďďĺšĺćŋőľ ŋă^~˚. Şŕřăęŋěŋĺě 3. Ďőłăğăšĳ ŕřěďńőęěŋĺě 3.

Ŕőśšřőĺň šěŕěřĳ ŋăĺňěŋĳÿş¿ σ-ăńčěąřş ˚, śőďěřęăźş¿ ~˚. Ŕő šěőřěňě ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ňěřż ňěřă P ŕřőďőńęăěšś£ őďŋőğŋăůŋő ŋă σ-ăńčěąřş ˚. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőśšřőĺńĺ ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙, ˚, P), őŕĺśżćă¿źěě řăśŕřěďěńěŋĺě ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă ůăśšĺű ć ąěśłőŋěůŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ć řăğňěřŋőśšĺ n > 1 ¡šő ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńĳŋżň čăğőň, ĺńĺ ŕşăśśőŋőćśłĺň śńşůăľŋżň ŕőńěň.

Ğăňěůăŋĺě 1. Ŕşśšĳ Bs ∈ B(R^n) | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ąőřě-

ńěćśłĺţ ňŋőęěśšć šăłă£, ůšő B_s ↑ B ∈ B(R^n) (ĺńĺ B_s ↓ B ∈ B(R^n)) ŕřĺ s → ∞. Šőčďă |B_s| → |B| ĺ, őůěćĺďŋő, ďń£ ń¿ąőčő 0 ≤ k ≤ ∞ P (B, k) = lim_{s→∞} P (B_s, k). Ć ůăśšŋőśšĺ, ĺğ (10.6) ćĺďŋő, ůšő ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ć ğăďăŋŋőľ šőůłě őłăęěšś£ ůăśšĺűă, řăćŋă ŋşń¿. Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ ňŋőęěśšćă B ∈ B(R^n) ś |B| = ∞ ćěřő£šŋőśšĳ P (B, k) šőčő, ůšő ć B ŕőŕăńő řőćŋő k ůăśšĺű (k < ∞), řăćŋă ŋşń¿. Ğăňěšĺň, łřőňě šőčő, ůšő ŕřĺ ňăńżţ λ|B| P (B, 1) ∼ λ|B| , P ( ⋃ j≥2 D(B, j) ) = o(λ|B|), P (B, 0) = 1 − λ|B| + o(λ|B|). Ć řăğňěřŋőśšĺ n = 1 ŕşăśśőŋőćśłőě śńşůăľŋőě ŕőńě ŋăğżćă¿š ŕşăśśőŋőćśłĺň ŕőšőłőň. Ŕřĺ ¡šőň ůĺśńőćă£ őśĳ R ĺŋšěřŕřěšĺřşěšś£ łăł őśĳ ćřěňěŋĺ, ă ŋăţőęďěŋĺě ůăśšĺűż ć šőůłě t ∈ R łăł ŋăśšşŕńěŋĺě ć ňőňěŋš t ŋěłőšőřőčő śőążšĺ£, ŕőćšőř£¿źěčőś£ ůěřěğ śńşůăľŋżě ŕřőňěęşšłĺ ćřěňěŋĺ. Ŋăň ĺŋšěřěśŋő şğŋăšĳ ćěřő- £šŋőśšŋżě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ¡šĺţ śńşůăľŋżţ ŕřőňěęşšłőć ćřěňěŋĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ĺňěěš ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳ-

ŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě, ěśńĺ ěě ťşŋłűĺ£ řăśŕřěďěńěŋĺ£ F ĺ ŕńőšŋőśšĳ p řăćŋż śőőšćěšśšćěŋŋő

F (x) = { 1 − e^{−λx} ŕřĺ x ≥ 0, 0 ŕřĺ x < 0; p(x) = { λe^{−λx} ŕřĺ x ≥ 0, 0, ŕřĺ x < 0;

čďě λ > 0.

Ńěňňă 1. Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş śőśěďŋĺňĺ ůăśšĺűăňĺ ŕşăśśőŋőć-

śłőčő ŕőšőłă řăśŕřěďěńěŋő ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋő.

Ŕşśšĳ ć šőůłě x ŋăţőďĺšś£ ůăśšĺűă. Ćżąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋőě y > x. Šőčďă śőśěďŋ££ ś ŋě¿ śŕřăćă ůăśšĺűă ŋăţőďĺšś£ ŕřăćěě, ůěň y (š.ě. őšśšőĺš őš ďăŋŋőľ ůăśšĺűż ŋě ňěŋěě, ůěň ŋă y − x), ěśńĺ ć ŕőńşĺŋšěřćăńě (x, y] ŋěš ůăśšĺű. Šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ďőłăğăšĳ ńěňňş 1, ŋşęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő şśńőćŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ

P ( ć (x, y] ŋěš ůăśšĺű | ć x ěśšĳ ůăśšĺűă) = = P{D((x, y], 0) | D(x, 1)} = exp{−λ(y − x)}. (10.9) Ŕřĺćěďěň ĺŋšşĺšĺćŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1, őŕĺřă¿źěěś£ ŋă ğăňěůăŋĺě 1. Ćżąěřěň ć ĺŋšěřćăńě (x, y) šőůłş z ∈ (x, y). Şśšřěňĺň z ł x ĺ ğăŕĺÿěň şśńőćŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ (10.9) łăł ŕřěďěń: P{D((x, y], 0) | D(x, 1)} = lim_{z↓x} P{D((z, y], 0) | D([x, z], 1)}. Ŕőśłőńĳłş ŋőśĺšěńĺ śőążšĺľ D((z, y], 0) ĺ D([x, z], 1) ŋě ŕěřěśěłă- ¿šś£, ¡šĺ śőążšĺ£ ŋěğăćĺśĺňż. Ĺňěěň: P{D((z, y], 0) | D([x, z], 1)} = P{D((z, y], 0) ∩ D([x, z], 1)} P{D([x, z], 1)} =

= P{D((z, y], 0)PD([x, z], 1)} P{D([x, z], 1)} = P{D((z, y], 0)}. Ŕő¡šőňş P{D((x, y], 0) | D(x, 1)} = lim_{z↓x} P{D((z, y], 0)} = lim_{z↓x} e^{−λ(y−z)} = e^{λ(y−x)}. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ śšřőčőě ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1, ŋăň ŋşęŋő ŋăşůĺšĳś£ řăąőšăšĳ ś şśńőćŋżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ ŕřĺ şśńőćĺĺ śőążšĺ£, ĺňě¿źěčő ŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ. Ďő śĺţ ŕőř ňż ĺňěńĺ ďěńő ńĺÿĳ ś şśńőćŋżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ ŕřĺ şśńőćĺĺ śőążšĺ£, ĺňě¿źěčő ŕőńőęĺšěńĳŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ. Ďń£ šőčő, ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ şśńőćŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ ŕřĺ şśńőćĺĺ śőążšĺ£, łőšőřőě ĺňěěš ŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ, ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŕőŋ£šĺě şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£.

Şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě

Ć ńěłűĺĺ 5 ňż ććěńĺ ŕőŋ£šĺě şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ őďŋőľ ďĺśłřěšŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčőľ. Ŋăŕőňŋĺň ěčő.

Ŕşśšĳ ξ ĺ η | śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ˙, ŕřĺŋĺňă¿źĺě łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ. Ŕşśšĳ {x_1, x_2, ..., x_n} ěśšĳ ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ ξ, ă {y_1, y_2, ..., y_m} ěśšĳ ňŋőęěśšćő ğŋăůěŋĺľ η. Śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ξ ĺŋďşűĺřşěš řăğąĺěŋĺě D_ξ ŕřőśšřăŋśšćă ¡ńěňěŋšăřŋżţ śőążšĺľ ˙ ŋă n ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕőďňŋőęěśšć: ˙ = n⋃ i=1 {ω : ξ(ω) = x_i}, {ω : ξ(ω) = x_i} ∩ {ω : ξ(ω) = x_j } = ∅ ŕřĺ i ≠ j. Ăŋăńőčĺůŋő, śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă η ĺŋďşűĺřşěš řăğąĺěŋĺě D_η. Ğăňěšĺň, ůšő ňŋőęěśšćő {ω : ξ(ω) = x_i}, ćőőąźě čőćőř£, ňőęěš ŋě ążšĳ ¡ńěňěŋšőň ăńčěąřż, ŕőřőęďěŋŋőľ řăğąĺěŋĺěň D_η (š.ě. ňĺŋĺňăńĳŋőľ ăńčěąřż, śőďěřęăźěľ ćśě ¡ńěňěŋšż D_η). Őąőğŋăůĺň E_η σ-ăńčěąřş, ŕőřőęďěŋŋş¿ ¡ńěňěŋšăňĺ řăğąĺěŋĺ£ D_η , š.ě. ňĺŋĺňăńĳŋş¿ σ-ăńčěąřş, śőďěřęăźş¿ ňŋőęěśšćă {ω : η(ω) = y_i}, i = 1, . . ., m. Ŕőśłőńĳłş śĺśšěňă D_η łőŋěůŋă, šő ŕőřőęďěŋŋă£ ě¿ ăńčěąřă śőćŕăďăěš ś E_η. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ňőęěň śłăğăšĳ, ůšő śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ξ ŋě őą£ğăŋă ążšĳ ĺğňěřĺňőľ őšŋőśĺšěńĳŋő śĺčňăăńčěąřż E_η. Őůěćĺďŋő, ťşŋłűĺĺ ξ(ω) ĺ η(ω) £ćń£¿šś£ ŕőśšő£ŋŋżňĺ ŋă ¡ńěňěŋšăţ řăğąĺěŋĺ£ D_ξ ĺ D_η śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ğăťĺłśĺřşěň ğŋăůěŋĺě y_j śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż η.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Şśńőćŋżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň śńş-

ůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ ŕřĺ şśńőćĺĺ η = y_j ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő

E(ξ | {η = y_j }) = n∑ i=1 x_iP(ξ = x_i|η = y_j ).

Ěśńĺ şśńőćĺě η = y_j ŋě ťĺłśĺřőćăšĳ, ă ďőŕşśšĺšĳ, ůšő őŋő ňőęěš ňěŋ£šĳś£, ŕőńşůĺň ťşŋłűĺ¿ őš y_j : E(ξ|η) = m∑ j=1 n∑ i=1 x_iP(ξ = x_i|η = y_j)I_{{η=yj }}(ω), (10.10)

čďě I_A ěśšĳ ĺŋďĺłăšőř ňŋőęěśšćă A :

I_A = { 1, ω ∈ A; 0, ω /∈ A.

Ťşŋłűĺ£ E(ξ|η), őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, ŕőśšő£ŋŋőľ ŋă łăęďőň ¡ńěňěŋšě řăğąĺěŋĺ£ D_η, ă ğŋăůĺš, ĺğňěřĺňőľ őšŋőśĺšěńĳŋő E_η .

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Şśńőćŋżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň ξ őš-

ŋőśĺšěńĳŋő η ŋăğżćăěšś£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă E(ξ|η), őŕřěďěńěŋŋă£ ć (10.10).

Ćżřăęěŋĺě (10.10) őąőğŋăůă¿š šăłęě E(ξ|E_η) ĺ ŋăğżćă¿š şśńőćŋżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň ξ őšŋőśĺšěńĳŋő σ-ăńčěąřż E_η.

Šăłĺň őąřăğőň, E(ξ|η) ěśšĳ şśřěďŋěŋĺě ξ ŋă łăęďőň ňŋőęěśšćě şřőćŋ£ {ω : η(ω) = y_j } ťşŋłűĺĺ η. İšő śřăğş ćńěůěš řăćěŋśšćő ∫ M ξ dP = ∫ M E(ξ|η) dP ďń£ ń¿ąőčő M ∈ E_η (10.11)

(śň. ńěłűĺ¿ 5). Ć ŋăÿěň śńşůăě ĺŋšěčřăńż ć (10.11) ěśšĳ ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ŕřőśšő łőŋěůŋżě śşňňż. Ŋő ňż ğăŕĺśżćăěň ¡šő śćőľśšćő ć őąźěň ćĺďě, šăł łăł őŋő ĺňěěš ňěśšő ĺ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ć ůăśšŋőśšĺ,

Eξ = ∫ Ω E(ξ|η) dP = E E(ξ|η) (10.12)

(őąőąźěŋĺě ťőřňşńż ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ).

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ŕőśšřőěŋĺ¿ şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£ ć őąźěň śńşůăě. Ďń£ ¡šőčő šřěąşěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ šěţŋĺłă.

Ăąśőń¿šŋă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ňěř

Šěőřěňă-őŕřěďěńěŋĺě (Šěőřěňă Řăďőŋă | Ŋĺłőďĺňă).

Ŕşśšĳ ŋă ĺğňěřĺňőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙, ˚), ĺňě¿šś£ ďćě ňěřż (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ćěřő£šŋőśšŋżě), μ ĺ ν. Ňěřă μ ŋăğżćăěšś£ ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ν, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő ń¿ąőě ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ şśńőćĺľ.

1. Ďń£ ń¿ąőčő A ∈ ˚ ěśńĺ μ(A) > 0, šő ν(A) > 0. 2. Śşźěśšćşěš ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ f(ω) ŋă ˙, šăłă£, ůšő μ(A) = ∫ A f(ω) dν ďń£ ń¿ąőčő A ∈ ˚. İšă ťşŋłűĺ£ ŋăğżćăěšś£ ŕńőšŋőśšĳ¿ ňěřż μ ŕő ňěřě ν, ĺńĺ ŕřőĺğćőďŋőľ Řăďőŋă | Ŋĺłőďĺňă, ĺ őąőğŋăůăěšś£ f(ω) =^{dμ}_{dν} . Őŋă ěďĺŋśšćěŋŋă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăůěŋĺľ ŋă ňŋőęěśšćăţ μ-ňěřż 0 (ĺńĺ, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő, ν-ňěřż 0).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő ĺğ 2 śńěďşěš 1, őůěćĺďŋő. Ďőłăğăšěńĳśšćő őąřăšŋőčő şšćěřęďěŋĺ£ ňőęŋő ŋăľšĺ ć łŋĺčě Ă. Ŋ. Łőńňőčőřőćă ĺ Ś. Ć. Ťőňĺŋă.

Ŕşśšĳ ğăďăŋő ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙, ˚, μ) ĺ ďćě śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ ĺ η ŋă ŋěň. Ŕőŕřőąşěň ŕőćšőřĺšĳ őŕřěďěńěŋĺě şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£, ďăŋŋőě ďń£ ďĺśłřěšŋőčő śńşůă£, ć őąźěň śńşůăě. Łăęďőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋě η śőšćěšśšćşěš řăğąĺěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ˙ ŋă ŕőďňŋőęěśšćă A_x, x ∈ R, şřőćŋ£ x : A_x = {ω : η(ω) = x}. Őďŋăłő ćő ňŋőčĺţ śńşůă£ţ μ(A_x) = 0. Šăł, ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă η ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋőě řăśŕřěďěńěŋĺě, μ(A_x) = 0 ďń£ ń¿ąőčő x. Ňż ŋě şňěěň ŕőłă őŕřěďěń£šĳ şśńőćŋżě ćěřő£šŋőśšĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śőążšĺľ, ĺňě¿źĺţ ŋşńěćş¿ ćěřő£šŋőśšĳ. Řăśśňőšřĺň σ-ăńčěąřş E_η, ŕőřőęďěŋŋş¿ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ η. Ěě ¡ńěňěŋšăňĺ £ćń£¿šś£ śőążšĺ£ ćĺďă {ω : η(ω) ∈ B}, B ∈ B(R). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ξ(ω) ≥ 0 ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ω. Řăśśňőšřĺň ĺğňěřĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙, E_η). Ŋă ŋěň ěśšĳ ďćě ňěřż : ňěřă μ ĺ ňěřă ν, čďě ν(A) = ∫ A ξ(ω) dμ. Őůěćĺďŋő, ν ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋă őšŋő-

śĺšěńĳŋő μ. Ŕő¡šőňş ŕő šěőřěňě Řăďőŋă | Ŋĺłőďĺňă śşźěśšćşěš ŕńőšŋőśšĳ u(ω), ĺğňěřĺňă£ őšŋőśĺšěńĳŋő E_η , šăłă£ ůšő ν(A) = ∫ A u(ω) dμ. Ŕőńőęĺň ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ E(ξ|η) = u(ω). Ťăłšĺůěśłĺ ťşŋ-

łűĺ£ E(ξ|η) £ćń£ěšś£ ťşŋłűĺěľ šőńĳłő őš y = η(ω). İšő řěğşńĳšăš śńěďş¿źěľ šěőřěňż, łőšőřş¿ ňż ŕřĺćőďĺň ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă.

Šěőřěňă 1. Ŕşśšĳ (˙, ˚, μ) | ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő,

ŋă łőšőřőň ğăďăŋż śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ζ ĺ η. Ŕşśšĳ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ζ ĺğňěřĺňă őšŋőśĺšěńĳŋő σ-ăńčěąřż E_η, ŕőřőęďěŋŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ η. Šőčďă ŋăľďěšś£ ąőřěńěćśłă£ ťşŋłűĺ£ φ šăłă£, ůšő ζ ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ťşŋłűĺľ φ ĺ η, šő ěśšĳ ζ(ω) = φ(η(ω)) ďń£ łăęďőčő ω.

Şůĺšżćă£ šěőřěňş 1, ňż ňőęěň őŕřěďěńĺšĳ şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő η = y :

E(ξ|{η = y}) = φ(y). (10.13)

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ Eξ = ∞, šő śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă E(ξ|η), ćőőąźě čőćőř£, £ćń£ěšś£ řăśÿĺřěŋŋőľ.

Ďăďĺň šěŕěřĳ ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺďăŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě 4. Şśńőćŋżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň ŋěő-

šřĺűăšěńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ őšŋőśĺšěńĳŋő śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż η ŋăğżćăěšś£ řăśÿĺřěŋŋă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă E(ξ|η), šăłă£ ůšő E(ξ|η) £ćń£ěšś£ E_η-ĺğňěřĺňőľ ĺ ďń£ ń¿ąőčő A ∈ E_η ∫ A ξ dμ = ∫ A E(ξ|η) dμ. (10.14) Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ ěě şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě śůĺšăěšś£ őŕřěďěńěŋŋżň, ěśńĺ min(E(ξ^+|η), E(ξ^−|η) < ∞. Ć ¡šőň śńşůăě E(ξ|η) = E(ξ^+|η) − E(ξ^−|η). Ğăňěůăŋĺě 2. Śşźěśšćőćăŋĺě şśńőćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őęĺ-

ďăŋĺ£ śńěďşěš ĺğ šěőřěňż Řăďőŋă | Ŋĺłőďĺňă. Őŋő őŕřěďěńěŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęěśšć μ-ňěřż 0.

Śćőľśšćă şśńőćŋżţ ňăšěňăšĺůěśłĺţ őęĺďăŋĺľ.

1. Ěśńĺ a, b, c - łőŋśšăŋšż, šő

E(aξ_1 + bξ_2 + c|η) = aE(ξ_1|η) + bE(ξ_2|η) + c (ŕ. ŋ.).

2. Ěśńĺ μ{ω : ξ_1(ω) ≤ ξ_2(ω)} = 1, šő E(ξ_1|η) ≤ E(ξ_2|η) (ŕ.ŋ.). 3. |E(ξ|η)| ≤ E(|ξ| |η) (ŕ.ŋ.). 4. E E(ξ|η) = Eξ.

5. Ěśńĺ E_{η1} ⊆ E_{η2} , šő ěśšĳ σ-ăńčěąřă E_{η2} £ćń£ěšś£ ĺğňěńĳůěŋĺěň σ-ăńčěąřż E_{η1} , šő

E(E(ξ|η_2)|η_1) = E(ξ|η_1) (ŕ.ŋ.).

6. Ěśńĺ E_{η1} ⊆ E_{η2} , šő

E(E(ξ|η_1)|η_2) = E(ξ|η_1) (ŕ.ŋ.).

7. Ěśńĺ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ξ ĺğňěřĺňă őšŋőśĺšěńĳŋő E_η, šő

E(ξ|η) = ξ (ŕ.ŋ.).

8. Ěśńĺ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ ĺ η ŋěğăćĺśĺňż, šő

E(ξ|η) = Eξ (ŕ.ŋ.).

9. Ěśńĺ ξ_1 E_η -ĺğňěřĺňă ĺ E|ξ_1| < ∞, E|ξ_1ξ| < ∞, šő

E(ξ_1ξ|η) = ξ_1E(ξ|η) (ŕ.ŋ.).

Şŕřăęŋěŋĺě 4. Ŕőńĳğş£śĳ őŕřěďěńěŋĺěň ĺ śćőľśšćăňĺ ĺŋšě-

čřăńă, ďőłăğăšĳ śćőľśšćă 1, 3, 4, 6, 7.

Ďőłăğăšěńĳśšćă őśšăńĳŋżţ śćőľśšć ňőęŋő ŕřőůĺšăšĳ ć şůěąŋĺłě Ÿĺř£ěćă, čńăćă 2, §7.

Ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ σ-ăńčěąřş ˚_1 ⊂ ˚, ŋě ść£ğăŋŋş¿ ăŕřĺőřĺ ś łăłőľ-ńĺąő śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, ĺ őŕřěďěńĺšĳ şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ξ őšŋőśĺšěńĳŋő ˚_1.

Őŕřěďěńěŋĺě 5. Ŕşśšĳ (˙, ˚, P) | ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋ-

śšćő, ŋă łőšőřőň ğăďăŋă śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă ξ ĺ ŕşśšĳ ˚_1 ⊂ ˚ ěśšĳ σ-ŕőďăńčěąřă σ-ăńčěąřż ˚. Şśńőćŋżň ňăšěňăšĺůěśłĺň őęĺďăŋĺěň śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ őšŋőśĺšěńĳŋő σ-ăńčěąřż ˚_1 ŋăğżćăěšś£ řăśÿĺřěŋŋă£ śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă E(ξ|˚_1), šăłă£ ůšő E(ξ|˚_1) £ćń£ěšś£ ˚_1-ĺğňěřĺňőľ ĺ ďń£ ń¿ąőčő A ∈ ˚_1 ∫ A ξ dP = ∫ A E(ξ|˚_1) dP.

Ňż ćĺďĺň ĺğ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£, ůšő ć ůăśšŋőň śńşůăě, łőčďă σ-ăńčěąřă ˚_1 ŕőřőęďěŋă śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ, šő ěśšĳ ˚_1 = E_η, E(ξ|E_η) = E(ξ|η). Ŕřĺňěř. Şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ďń£ ŋěŕřěřżćŋő

řăśŕřěďěńěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ŕşśšĳ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ ĺ η, ğăďăŋŋżě ŋă ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (˙, ˚, P), ĺňě¿š śőćňěśšŋş¿ ŕńőšŋőśšĳ p(x, y). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő Eξ < ∞, Eη < ∞. Šőčďă ŕńőšŋőśšĳ p_η řăćŋă p_η(y) = ∫ R p(x, y) dx. Őąőğŋăůĺň p_{ξ|η}(x|y) = p(x, y) p_η(y) , (10.15)

ěśńĺ p_η(y) ≠ 0. Ďń£ šěţ y, čďě p_η(y) = 0, ŕőńăčăěň ćżřăęěŋĺě řăćŋżň ŋşń¿. İšő ćżřăęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ şśńőćŋőľ ŕńőšŋőśšĳ¿ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż ξ őšŋőśĺšěńĳŋő η. Ś ěě ŕőňőźĳ¿ şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ξ őšŋőśĺšěńĳŋő η ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ £ćŋő E(ξ|η)(y) = ∞∫ −∞ x p_{ξ|η}(x|y) dx (10.16) łăł ąőřěńěćśłş¿ ťşŋłűĺ¿ őš ğŋăůěŋĺľ y, ŕřĺŋĺňăěňżţ śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋőľ η.

Ŕřőćěřĺň (10.14), ďćăęďż ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ğăňěŋőľ ŕěřěňěŋŋżţ ć ĺŋšěčřăńě Ńěąěčă (śň. ńěłűĺ¿ 7): ∫ {ω: η(ω)∈B} E(ξ|η)(ω) dP(ω) = ∫ B ∫ R x p_{ξ|η}(x|y) dx p_η(y) dy =

= ∫ B ∫ R x p(x, y) p_η(y) p_η(y) dx dy = ∫ B ∫ R x p(x, y) dx dy =

= ∫ Ω ξ I_{{η∈B}} dP = ∫ {ω: η(ω)∈B} ξ dP . Ŕő£śŋĺň šěŕěřĳ, ŕőůěňş p_{ξ|η}(x|y) ŋăğżćăěšś£ şśńőćŋőľ ŕńőšŋőśšĳ¿. Ćő-ŕěřćżţ, ŋě ćďăćă£śĳ ć śšřőčőě őąőśŋőćăŋĺě ŕřěďěńĳŋőčő ŕěřěţőďă, ğăňěšĺň, ůšő p_{ξ|η}(x|y) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ łăł ŕřěďěń ŕřĺ ε → 0 şśńőćŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ

P(ξ ∈ O_ε(x)|η ∈ O_ε(y)) = ∫ O_ε(x) ∫ O_ε(y) p(s, z) dz ds ∫ O_ε(y) p_η(z) dz ,

čďě O_ε(x) ĺ O_ε(y) | ĺŋšěřćăńż ďńĺŋż ε ś űěŋšřăňĺ x ĺ y śőőšćěšśšćěŋŋő. Śăňő ęě şśńőćŋőě ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě ĺśţőď£ ĺğ (10.15) ĺ (10.16) ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ŕřěďěń

E(ξ|η = y) = lim_{ε→0} ∫ R ∫ O_ε(y) s p(s, z) dz ds ∫ O_ε(y) p_η(z) dz .

Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ şśńőćŋş¿ ćěřő£šŋőśšĳ ŕřĺ şśńőćĺĺ śőążšĺ£, ćěřő£šŋőśšĳ łőšőřőčő ňőęěš ążšĳ řăćŋőľ ŋşń¿.

Őŕřěďěńěŋĺě 6. Ŕşśšĳ A ∈ ˚. Şśńőćŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ śőąż-

šĺ£ A ŕřĺ şśńőćĺĺ η = y ŋăğżćăěšś£ ćěńĺůĺŋă P(A|{η = y}) = E(I_A|{η = y}), čďě I_A | ĺŋďĺłăšőř śőążšĺ£ A.

Şŕřăęŋěŋĺě 5. Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďń£ ďĺśłřěšŋőľ śńşůăľŋőľ ćě-

ńĺůĺŋż η őŕřěďěńěŋĺě 6 ŕřěćřăźăěšś£ ć ĺğćěśšŋőě ŋăň őŕřěďěńěŋĺě őążůŋőľ şśńőćŋőľ ćěřő£šŋőśšĺ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 4. Ŕşśšĳ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ξ ĺ η ĺňě¿š śő-

ćňěśšŋş¿ ŕńőšŋőśšĳ p(x, y). Šőčďă P (ξ ∈ C|η = y) = ∫ C p_{ξ|η} (x|y) dx , (10.17) šő ěśšĳ p_{ξ|η}(x|y), őŕřěďěńěŋŋă£ ć (10.15), ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ŕńőšŋőśšĳ şśńőćŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£ ξ ŕřĺ şśńőćĺĺ η = y.

Ňż ŋě ŕřĺćőďĺň ťőřňăńĳŋőčő ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő ŕřěďńőęěŋĺ£, őŕĺřă¿źěčőś£ ŋă őŕřěďěńěŋĺě 6. Ğăňěšĺň šőńĳłő, ůšő ďřşčőě ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő ś ŕőňőźĳ¿ ŕřěďěńĳŋőčő ŕěřěţőďă ć šěţ śńşůă£ţ, łőčďă őŋ ŕőďďăěšś£ őąőśŋőćăŋĺ¿. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćğ£ć ťĺłśĺřőćăŋŋőě ňŋőęěśšćő C ⊂ R ĺ ŕěřěţőď£ ł ŕřěďěńş ε → 0 ć řăćěŋśšćě

P(ξ ∈ C|η ∈ O_ε(y)) = ∫ C ∫ O_ε(y) p(s, z) dz ds ∫ O_ε(y) p_η(z) dz , ŕőńşůĺň (10.17).

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň ćěřŋşšĳś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş ńěňňż 1. Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1. Řăśśňőšřĺň śńşůăľŋş¿ ćěńĺůĺŋş I_x, £ćń£¿źş¿ś£ ĺŋďĺłăšőřőň śőążšĺ£ D({x}, 1), śőśšő£źěčő ć šőň, ůšő ć šőůłě ŋăţőďĺšś£ ůăśšĺűă:

I_x = { 1, ěśńĺ ć x ěśšĳ ůăśšĺűă; 0, ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě.

Šőčďă P ( ć (x, y] ŋěš ůăśšĺű | ć x ěśšĳ ůăśšĺűă) = = P{D((x, y], 0) | I_x = 1} = E(I_{D((x,y],0)} | I_x = 1).

Ŕőśłőńĳłş ŋőśĺšěńĺ śőążšĺľ D((x, y], 0) ĺ D({x}, 1) ŋě ŕěřěśěłă- ¿šś£, śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż I_{D((x,y],0)} ĺ I_x ŋěğăćĺśĺňż. Ŕő¡šőňş

E(I_{D((x,y],0)} | I_x = 1) = E(I_{D((x,y],0)}) = P ((x, y], 0) = e^{−λ(y−x)}.

Ńĺšěřăšşřă

Łőńňőčőřőć Ă. Ŋ., Ťőňĺŋ Ś. Ć. İńěňěŋšż šěőřĺĺ ťşŋłűĺľ ĺ ťşŋłűĺőŋăńĳŋőčő ăŋăńĺğă, čńăćă 6. Ÿĺř£ěć Ă. Ŋ. Ćěřő£šŋőśšĳ, čńăćă 2, § 7.

Ńěłűĺ£ 11 Ğăďăůă ŕěřłőń£űĺĺ ŋă Z^2

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż řăśśňőšřĺň ğăďăůş ŕěřłőń£űĺĺ ŋă łćăďřăšŋőľ řěÿěšłě. Šěőřĺ£ ŕěřłőń£űĺĺ (ŕřőšěłăŋĺ£) ćőğŋĺłńă ŕěřćőŋăůăńĳŋő ć ťĺğĺłě šćěřďőčő šěńă, ŋő ć ŕőśńěďŋĺě čőďż ŋăţőďĺš ćśě ąőńěě ÿĺřőłĺě ŕřĺňěŋěŋĺ£ ć śăňżţ řăğńĺůŋżţ ěśšěśšćěŋŋżţ ŋăşłăţ. Őśŋőćŋőľ őąžěłš ¡šőľ šěőřĺĺ | śńşůăľŋżě őďŋőřőďŋżě ňŋőęěśšćă ŋă čřăťăţ, řěÿěšłăţ, čřşŕŕăţ, ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ĺğşůă¿šś£ čńőąăńĳŋżě śćőľśšćă šăłĺţ ňŋőęěśšć (ŕřőąńěňă ść£ğŋőśšĺ, śšăšĺśšĺłă őčřăŋĺůěŋŋżţ łőňŕőŋěŋš ĺ š.ŕ.). Ğďěśĳ ňż řăśśňőšřĺň ńĺÿĳ őďŋş ğăďăůş | ŕěřłőń£űĺőŋŋş¿ ğăďăůş şğńőć ŋă łćăďřăšŋőľ řěÿěšłě.

Őąőğŋăůĺň ňŋőęěśšćő şğńőć łćăďřăšŋőľ řěÿěšłĺ Z^2 ůěřěğ V, ă ňŋőęěśšćő řěąěř ůěřěğ E. Ŕăřă v_1, v_2 ∈ Z^2 ěśšĳ řěąřő, (v_1, v_2) ∈ E, šőńĳłő ěśńĺ ||v_1 − v_2|| = 1. Ŋă ňŋőęěśšćě şğńőć (ćěřÿĺŋ) V řăśśňőšřĺň ŋěğăćĺśĺňőě ąěřŋşńńĺěćśłőě śńşůăľŋőě ŕőńě. İšő ğŋăůĺš, ůšő łăęďőľ ćěřÿĺŋě v ∈ V ŕřĺŕĺśăŋă śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă, ŕřĺŋĺňă- ¿źă£ ğŋăůěŋĺ£ +1, −1 ĺ ćśě ¡šĺ śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż ŋěğăćĺśĺňż. Ŕřőśšřăŋśšćőň ¡ńěňěŋšăřŋżţ ĺśţőďőć ąşďěš ˙ = ∏ v∈V {+1, −1}. Ŕřő- ĺğćőńĳŋş¿ šőůłş ĺğ ˙ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ łőŋťĺčşřăűĺěľ ĺ őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ ω = {ω(v)}_{v∈V} . Ć łăůěśšćě σ-ăńčěąřż ˚ ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ σ-ăńčěąřş, ŕőřőęďěŋŋş¿ űĺńĺŋďřĺůěśłĺňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ć ˙ : {ω : ω(v_1) = e_1, ω(v_2) = e_2, . . . , ω(v_n) = e_n}, v_i ∈ V, e_i = ±1.

Ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă ŋă (˙, ˚) ğăďăěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ňěř

P = P_p = ∏ v∈V μ_v, čďě μ_v | řăśŕřěďěńěŋĺě śńşůăľŋőľ ćěńĺůĺŋż, ŋăţőď£źěľś£ ć ćěřÿĺŋě v:

μ_v(ω(v) = +1) = p, μ_v(ω(v) = −1) = 1 − p = q.

Şŕřăęŋěŋĺě 1. Ŕőćšőřĺć řăśśşęďěŋĺ£, ŕřőćěďěŋŋżě ŕřĺ ŕő-

śšřőěŋĺĺ śţěňż Ąěřŋşńńĺ (śň. ńěłűĺ¿ 2), şąěďĺšĳś£, ůšő ňěřă P őŕřěďěńěŋă łőřřěłšŋő.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ść£ğŋżň ŕşšěň ďńĺŋż n ŋă řěÿěšłě Z^2 ŋă-

ğżćăěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěřÿĺŋ (v_1, v_2, . . . , v_{n+1}), v_i ∈ V, šăłă£, ůšő ďń£ ń¿ąőčő i = 1, . . ., n ŕăřă (v_i, v_{i+1}) őąřăğşěš řěąřő: (v_i, v_{i+1}) ∈ E. Ŕşšĳ ŋăğżćăěšś£ śăňőŋěŕěřěśěłă¿źĺňś£, ěśńĺ ćśě v_i řăğńĺůŋż.

Ěśńĺ ω(v) = +1, šő ćěřÿĺŋş v ŋăğőćěň ğăŋ£šőľ, ěśńĺ ęě ω(v) = −1, šő śćőąőďŋőľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Łńăśšěřőň W (v) ğăŋ£šőľ ćěřÿĺŋż v ŋăğő-

ćěň ňŋőęěśšćő ğăŋ£šżţ şğńőć v^′ ∈ V, ďőśšĺęĺňżţ ĺğ v ŕő ść£ğŋżň ŕşš£ň (v, v_1, v_2, . . . , v_k, v^′), śőśšő£źĺň šőńĳłő ĺğ ğăŋ£šżţ şğńőć.

Łőńĺůěśšćő şğńőć ć łńăśšěřě W (v) ąşďěň őąőğŋăůăšĳ |W (v)|. Ćőğňőęěŋ śńşůăľ, łőčďă |W (v)| = ∞. Łńăśšěř | ¡šő śńşůăľŋżľ őąžěłš.

Őďĺŋ ĺğ čńăćŋżţ ćőŕřőśőć ć šěőřĺĺ ŕěřłőń£űĺĺ | řăśŕřěďěńěŋĺě řăğňěřă łńăśšěřă |W (v)|. Őśőążľ ĺŋšěřěś ŕřěďśšăćń£ěš ćěřő- £šŋőśšĳ ŕřőśăůĺćăŋĺ£ ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĳ (ĺńĺ ŕěřłőń£űĺĺ): θ_p(v) = P_p{|W (v)| = ∞}. §śŋő, ůšő ěśńĺ p = 0, šő θ_0(v) = 0. Ěśńĺ ęě p = 1, šő θ_1(v) = 1. Ěśńĺ 0 < p < 1, šő 0 ≤ θ_p(v) < 1.

Őŕřěďěńĺň łřĺšĺůěśłş¿ ćěřő£šŋőśšĳ p_c:

p_c = sup{p ∈ [0, 1] : θ_p(v) = 0}.

Ŕőśłőńĳłş ňěřż μ_v őďĺŋăłőćż ďń£ ćśěţ v, šő łřĺšĺůěśłă£ ćěřő£šŋőśšĳ p_c ŋě ğăćĺśĺš őš v. Őśŋőćŋőľ űěńĳ¿ ŋăśšő£źěľ ńěłűĺĺ £ćń£- ěšś£ ďőłăğăšěńĳśšćő śńěďş¿źěčő şšćěřęďěŋĺ£.

Šěőřěňă 1. Ďń£ ŕěřłőń£űĺőŋŋőľ ğăďăůĺ şğńőć ŋă łćăďřăšŋőľ

řěÿěšłě 1/3 ≤ p_c ≤ 6/7,

šő ěśšĳ ŕřĺ p < 1/3 ďń£ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋż v łńăśšěř W (v) łőŋěůěŋ ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1, ă ŕřĺ p > 6/7 ćěřÿĺŋă v ŕřĺŋăďńěęĺš ąěśłőŋěůŋőňş łńăśšěřş ĺğ ğăŋ£šżţ ćěřÿĺŋ ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăğőąĳěň ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż ŋă ďćă ¡šăŕă. Śŋăůăńă ňż śšřőčő ďőłăęěň, ůšő p_c ≥ 1/3. Ďăńěě ňż ŕőłăęěň, ůšő p_c ≤ 6/7. Ć ¡šőľ ůăśšĺ ŋăÿĺ řăśśşęďěŋĺ£ ąşďşš őŕĺřăšĳś£ ŋă čěőňěšřĺůěśłĺě ńěňňż. Ĺŋšşĺšĺćŋő ĺţ ŕőŋ£šĳ ŋěšřşďŋő, őďŋăłő ĺţ śšřőčőě ďőłăğăšěńĳśšćő, ĺğńőęěŋŋőě, ŋăŕřĺňěř, ć łŋĺčě Łěśšěŋă, ŕřěďśšăćń£ěš śşźěśšćěŋŋżě šřşďŋőśšĺ (ŋě ćěřő- £šŋőśšŋżě), ĺ ňż ěčő ğďěśĳ ŕřőćőďĺšĳ ŋě ąşďěň.

Ďőłăęěň, ůšő p_c ≥ 1/3. Řăśśňőšřĺň śőążšĺě A_n = A_n(v), śőśšő£źěě ć šőň, ůšő śşźěśšćşěš ść£ğŋżľ ŕşšĳ ąěğ śăňőŕěřěśěůěŋĺľ ďńĺŋż n, śőśšő£źĺľ ĺğ ğăŋ£šżţ ćěřÿĺŋ ĺ ĺśţőď£źĺľ ĺğ v. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ b_n ůĺśńő ćśěćőğňőęŋżţ ść£ğŋżţ śăňőŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕşšěľ ďńĺŋż n, ĺśţőď£źĺţ ĺğ v.

Ńěňňă 1. Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ őűěŋłă:

b_n ≤ 4 · 3^{n−1}. (11.1)

Şŕřăęŋěŋĺě 2. Ďőłăğăšĳ ńěňňş 1.

Ŕşśšĳ (v, v_1, v_2, . . . , v_{n−1}, v_n) ěśšĳ ŕşšĳ ąěğ śăňőŕěřěśěůěŋĺľ ďńĺŋż n. Ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ćśě ěčő ćěřÿĺŋż ğăŋ£šż, řăćŋă p^{n+1}. Şůĺšżćă£ ńěňňş 1, ŕőńşůăěň

P(A_n) ≤ p^{n+1}b_n ≤ 4 9 (3p)^{n+1}. (11.2)

Ğăňěšĺň, ůšő śěňěľśšćő śőążšĺľ {A_n} ćńőęěŋŋőě, šő ěśšĳ A_{i+1} ⊆ A_i ďń£ ń¿ąőčő i. Ŕőśłőńĳłş {ω : |W (v)| = ∞} = ∞⋂ n=1 A_n(v), šő P_p{ω : |W (v)| = ∞} = lim_{n→∞} P_p(A_n(v)) ≤ lim_{n→∞} 4 9 (3p)^{n+1}. (11.3)

Śńěďőćăšěńĳŋő, P_p{ω : |W (v)| = ∞} = 0 ŕřĺ p < 1/3. Šěň śăňżň ňż ďőłăğăńĺ, ůšő p_c ≥ 1/3.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă őűěŋłĺ śćěřţş řăśśňőšřĺň ŕěřłőń£űĺőŋŋş¿ ğăďăůş ŋă ďřşčőň čřăťě. Ňŋőęěśšćő ćěřÿĺŋ (şğńőć) ąşďěš šő ęě,

Z^2. Řěąřă ęě ąşďşš ść£ğżćăšĳ ćśě ŕăřż ćěřÿĺŋ, řăśśšő£ŋĺě ňěęďş

łőšőřżňĺ ňěŋĳÿě ĺńĺ řăćŋő √ 2. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ¡šş řěÿěšłş łćăďřăšŋőľ ś ďćşň£ ďĺăčőŋăń£ňĺ (őśŋőćŋş¿ řěÿěšłş, ďń£ łőšőřőľ ďőłăğżćăěšś£ šěőřěňă 1, ňż ŋăğżćăěň łćăďřăšŋőľ). Łřĺšĺůěśłş¿ ćěřő£šŋőśšĳ ďń£ ¡šőľ řěÿěšłĺ ňż őąőğŋăůĺň ~p_c, őŋă őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő. Ŕőćšőř££ ŋăÿĺ řăśśşęďěŋĺ£ ďń£ łćăďřăšŋőľ řěÿěšłĺ ś ďćşň£ ďĺăčőŋăń£ňĺ, ňż ňőęěň ďőłăğăšĳ, ůšő ~p_c ≥ 1/7.

Řăśśňőšřĺň łőŋłřěšŋőě ¡ńěňěŋšăřŋőě śőążšĺě ω, šő ěśšĳ ğăťĺłśĺřşěň łőŋťĺčşřăűĺ¿ ĺğ +1 ĺ −1, ŕřĺŕĺśăŋŋżţ şğńăň řěÿěšłĺ Z^2.

Ńěňňă 2 (čěőňěšřĺůěśłă£). Łńăśšěř W (v) ĺğ ğăŋ£šżţ ćěřÿĺŋ,

śőďěřęăźĺľ v, łőŋěůěŋ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš ğăňłŋşšżľ ŕşšĳ ĺğ śćőąőďŋżţ ćěřÿĺŋ, őąžěňń¿źĺľ ćěřÿĺŋş v ĺ šăłőľ, ůšő ń¿ążě ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋżě ćěřÿĺŋż ¡šőčő ŕşšĺ £ćń£- ¿šś£ śőśěďŋĺňĺ ŋă łćăďřăšŋőľ řěÿěšłě ś ďćşň£ ďĺăčőŋăń£ňĺ. (Šăłőľ ŕşšĳ ňż ŋăğżćăěň ść£ğŋżň ć śňżśńě łćăďřăšŋőľ řěÿěšłĺ ś ďćşň£ ďĺăčőŋăń£ňĺ.)

Ńěňňă 3 (čěőňěšřĺůěśłă£). Ěśńĺ śşźěśšćşěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě

ůĺśńő łőŋšşřőć (š.ě. ğăňłŋşšżţ ŕşšěľ), śőśšő£źĺţ ĺğ śćőąőďŋżţ ćěřÿĺŋ, őąžěňń¿źĺţ ćěřÿĺŋş v ĺ ść£ğŋżţ ć śňżśńě łćăďřăšŋőľ řěÿěšłĺ ś ďćşň£ ďĺăčőŋăń£ňĺ, šő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋżľ łńăśšěř ĺğ ğăŋ£šżţ ćěřÿĺŋ (ść£ğŋżľ ć śňżśńě łćăďřăšŋőľ řěÿěšłĺ).

Ğăňěůăŋĺě. Łńăśšěř ć ńěňňě 3 ŋě őą£ğăšěńĳŋő śőďěřęĺš ćěř-

ÿĺŋş v.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šĺţ ńěňň ňőęŋő ŕřőůĺšăšĳ ć łŋĺčě Ţ. Łěśšěŋă "Šěőřĺ£ ŕřőśăůĺćăŋĺ£ ďń£ ňăšěňăšĺłőć", Ň., Ňĺř, 1986. Ňż ěčő őŕşśłăěň.

Ńěňňă 4. Ěśńĺ p > 6/7, šő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 śşźěśšćşěš ńĺÿĳ

łőŋěůŋőě ůĺśńő ğăňłŋşšżţ łőŋšşřőć ĺğ śćőąőďŋżţ ćěřÿĺŋ, őąžěňń¿źĺţ v ĺ ść£ğŋżţ ć śňżśńě łćăďřăšŋőľ řěÿěšłĺ ś ďćşň£ ďĺăčőŋăń£ňĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ C_n | śőążšĺě, śőśšő£źěě ć šőň, ůšő śşźěśšćşěš ğăňłŋşšżľ łőŋšşř ďńĺŋż n (ąěğ śăňőŕěřěśěůěŋĺľ) ĺğ śćőąőďŋżţ ćěřÿĺŋ, ść£ğŋżľ ć śňżśńě łćăďřăšŋőľ řěÿěšłĺ ś ďćşň£ ďĺăčőŋăń£ňĺ ĺ őąžěňń¿źĺľ v. Šőčďă

P_p(C_n) ≤ (1 − p)^{n+1}R_n,

čďě R_n | ůĺśńő šăłĺţ łőŋšşřőć. Ĺğ łőňąĺŋăšőřŋżţ śőőąřăęěŋĺľ ńěčłő ŕőńşůăěň, ůšő R_n ≤ n · 8 · 7^{n−1}. Šăłĺň őąřăğőň,

P_p(C_n) ≤ 8 49 n(7(1 − p))^{n+1}.

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ŕřĺ p > 6/7 śţőďĺšś£ ř£ď ĺğ ćěřő£šŋőśšěľ ∞∑ n=1 P(C_n) < ∞.

Šěŕěřĳ ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ őďŋő ćăęŋőě şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋěłőšőřă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śőążšĺľ C_1, C_2, . . . ğăďăŋŋżţ ŋă őďŋőň ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Őŕřěďěńĺň śőążšĺě {C_n ą.ů.}, śőśšő£źěě ć šőň, ůšő ŋăśšşŕĺš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő śőążšĺľ ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ C_n:

{C_n ą.ů.} = ∞⋂ n=1 ⋃ k≥n C_k. Ńěňňă 5 (Ńěňňă Ąőřěń£ | Łăŋšěńńĺ).

Ěśńĺ ∑ P(C_n) < ∞, šő P{C_n ą.ů.} = 0.

Ěśńĺ ∑ P(C_n) = ∞ ĺ śőążšĺ£ C_1, C_2, . . . ŋěğăćĺśĺňż, šő P{C_n ą.ů.} = 1.

Ňż ďőłăęěň ńěňňş Ąőřěń£ | Łăŋšěńńĺ ŕőśńě ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż.

Ŕřĺňěŋ££ ńěňňş Ąőřěń£ | Łăŋšěńńĺ, ŕőńşůăěň, ůšő ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 ŕřőĺśţőďĺš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő śőążšĺľ C_n, śńěďőćăšěńĳŋő, ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 śşźěśšćşěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğăňłŋşšżţ śăňőŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ łőŋšşřőć, őţćăšżćă¿źĺţ v. Ńěňňă 4 ďőłăğăŋă.

Ĺğ ńěňň 3 ĺ 4 śńěďşěš, ůšő ŕřĺ p > 6/7 ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1 śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋżľ łńăśšěř ĺğ ğăŋ£šżţ ćěřÿĺŋ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łńăśšěř £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň, ść£ğŋżň ć śňżśńě łćăďřăšŋőľ řěÿěšłĺ.

Ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż ŋăň őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě.

Ńěňňă 6. Ěśńĺ Pp{|W (v)| = ∞} = 0 ďń£ ń¿ąőľ v, šő ćěřő£š-

ŋőśšĳ šőčő, ůšő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋżľ łńăśšěř ĺğ ğăŋ£šżţ ćěřÿĺŋ, řăćŋă 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śőążšĺě, śőśšő£źěěě ć šőň, ůšő śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋżľ łńăśšěř ĺğ ğăŋ£šżţ ćěřÿĺŋ, ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ śőążšĺľ:

{ω : ∃ ąěśłőŋěůŋżľ łńăśšěř } = ⋃ v∈V {ω : |W (v)| = ∞}. Ćěřő£šŋőśšĳ łăęďőčő śőążšĺ£, śšő£źěčő ć őąžěďĺŋěŋĺĺ, řăćŋă 0, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ćěřő£šŋőśšĳ őąžěďĺŋěŋĺ£ řăćŋă ŋşń¿:

P_p{śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋżľ łńăśšěř} = 0.

Ğăćěřÿăěň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ĺšăł, ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő ŕřĺ p > 6/7

P_p{ω : śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋżľ łńăśšěř} = 1.

Ĺğ ńěňňż 6 śńěďşěš, ůšő śşźěśšćşěš v, šăłă£ ůšő P_p{|W (v)| = ∞} > 0. Ŋő łřĺšĺůěśłă£ ćěřő£šŋőśšĳ ŋě ğăćĺśĺš őš v ć śĺńş ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőľ őďŋőřőďŋőśšĺ řăśśňăšřĺćăěňőčő ąěřŋşńńĺěćśłőčő ŕőń£. Šěň śăňżň ďőłăğăŋă ćěřţŋ££ őűěŋłă ďń£ łřĺšĺůěśłőľ ćěřő£šŋőśšĺ šěőřěňż 1: p_c ≤ 6/7.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż Ąőřěń£ { Łăŋšěńńĺ. Śőążšĺ£ ⋃ k≥n C_k ćńőęěŋŋżě, ŕő¡šőňş ć śĺńş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřż

P{C_n ą.ů.} = P {^∞⋂ n=1 ⋃ k≥n C_k } = limP ( ⋃ k≥n C_k ) ≤

≤ lim ∑ k≥n P(C_n), őšłşďă ĺ śńěďşěš ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż.

Ěśńĺ śőążšĺ£ C_1, C_2, . . . ŋěğăćĺśĺňż, šő šăłęě ŋěğăćĺśĺňż ĺ ĺţ ďőŕőńŋěŋĺ£ —C_1, —C_2, . . . Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő N ≥ n P (^N⋂ k=n —C_k) =^N ∏ k=n P( —C_k).

Ŕő¡šőňş P (^∞⋂ k=n —C_k) =^∞ ∏ k=n P( —C_k).

Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ŋěřăćěŋśšćőň log(1 − x) ≤ −x, 0 ≤ x < 1, ŕőńşůĺň: log ∞∏ k=n (1 − P(C_k)) = ∞∑ k=n log(1 − P(C_k)) ≤ ≤ − ∞∑ k=n P(C_k) = −∞. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ąőčő n P (^N⋂ k=n —C_k) = 0.

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő P{C_n ą.ů.} = 1.

Ńĺšěřăšşřă

Łěśšěŋ Ţ. Šěőřĺ£ ŕřőśăůĺćăŋĺ£ ďń£ ňăšěňăšĺłőć. Ň., Ňĺř, 1986. Ň.Ć. Ňěŋĳÿĺłőć Ň. Ć., Ňőńůăŋőć Ś. Ă., Śĺďőřěŋłő Ă. Ť. Šěőřĺ£ ŕěřłőń£űĺĺ ĺ ŋěłőšőřżě ŕřĺńőęěŋĺ£. Ć łŋĺčě "Ĺšőčĺ ŋăşłĺ ĺ šěţŋĺłĺ. Šěőřĺ£ ćěřő£šŋőśšěľ, ňăšěňăšĺůěśłă£ śšăšĺśšĺłă. Šěőřěšĺůěśłă£ łĺąěřŋěšĺłă." Ň., ĆĹŊĹŠĹ, 1986, š. 24, ś. 53-110.

Ňăńżÿěć Ćăďĺň Ăńěłśăŋďřőćĺů Ňěŋĳÿĺłőć Ňĺţăĺń Ćăśĺńĳěćĺů Ŕěšřőćă Ěńěŋă Ŋĺłőńăěćŋă

ĆĆĚĎĚŊĹĚ Ć ŠĚŐŘĹđ ĆĚŘŐ§ŠŊŐŚŠĚĽ

Ň.: Ĺğďăšěńĳśšćő ňěţăŋĺłő-ňăšěňăšĺůěśłőčő ťăłşńĳšěšă ŇČŞ, 1997.|117 ś.

Ŕőďŕĺśăŋő ć ŕěůăšĳ 27.04.1997 č. Ťőřňăš 60×901/16. Őąžěň 7,5 ŕ.ń. Ğăłăğ 8. Šĺřăę 500 ¡łğ.

Ĺğďăšěńĳśšćő ňěţăŋĺłő-ňăšěňăšĺůěśłőčő ťăłşńĳšěšă ŇČŞ č. Ňőśłćă, Ńěŋĺŋśłĺě čőřż.

Ńĺűěŋğĺ£ ŋă ĺğďăšěńĳśłş¿ ďě£šěńĳŋőśšĳ ŃŘ N 020806, őš 23.08.1993č.

Őšŕěůăšăŋő ŋă šĺŕőčřăťśłőň őąőřşďőćăŋĺĺ ňěţăŋĺłő-ňăšěňăšĺ-ůěśłőčő ťăłşńĳšěšă ĺ ťřăŋłő-řşśśłőčő űěŋšřă ĺň. Ă.Ň. Ń£ŕşŋőćă.