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����������� �� ��������� V ���������� �������� ����������� �������������
��� ��������� ����� K � ���� ������ �������� + �������� ���� ��������� ���������
V � �������� ��������� · ��������� ��������� V �� �������� ���� K� ������� �������
������� ��������� �������� �����������

��� a+ b = b+ a ∀a, b ∈ V �

���� (a+ b) + c = a+ (b+ c) ∀a, b, c ∈ V �

����� ∃0 ∈ V : a+ 0 = a ∀a ∈ V �

���� ∀a ∈ V ∃(−a) : a+ (−a) = 0�

��� λ · (a+ b) = λ · a+ λ · b ∀a, b ∈ V � ∀λ ∈ K�

���� (λ+ µ) · a = λ · a+ µ · a ∀a ∈ V � ∀λ, µ ∈ K�

����� λ · (µ · a) = (λµ) · a ∀a ∈ V � ∀λ, µ ∈ K�

������ 1 · a = a ∀a ∈ V �

������ � �������� ���������� �� V ��������� �������� ������� � ��������� � ��������
� ��������� ������� ��� ����� K�
�������� ��������� V ������ ���������� ���������� � �������� ����K� ���������

��� �������� ������ �� ����� �������� ���� ��������� ·�



�������� ��������� �������������

��� ������� ������� � ��������� V ��������� �����������

���� ��� ������ �������� �������� ������� ��������� �����������

����� 0 · a = 0 ∀a ∈ V �

���� λ · 0 = 0 ∀λ ∈ K�

��� (−a) = (−1) · a ∀a ∈ V �

���� ���� λ · a = 0� �� ���� λ = 0� ���� a = 0�

���������������

��� ���� 0′ � ������ ������� �������� �� 0 = 0 + 0′ = 0′�

���� ���� b+ a = 0� �� (−a) = (−a) + 0 = (−a) + b+ a = (−a) + a+ b = 0 + b = b�

����� 0 = a + (−a) = 1a + (−a) = (1 + 0)a + (−a) = 1a + 0a + (−a) = a + 0a + (−a) =
a+ (−a) + 0a = 0 + 0a = 0a�

���� ���� λ = 0� �� ��������� 0 · 0 = 0 �������� � ���������� ������� ���� λ ̸= 0� ��
a+λa = λλ−1a+λ0 = λ(λ−1a+0) = λ(λ−1a) = a� � λ0 = 0 ������� �� ��������������
�������� ���������

��� a + (−1)a = 1a + (−1)a = (1 + (−1))a = 0a = 0� ������� (−1)a = (−a) � ����
�������������� ��������� ���������

���� ����� λ · a = 0� ���� λ ̸= 0� �� a = λ−1λa = λ−10 = 0�

�



������� �������� ������������

��� ���������� ��������� �� ������ �������� {0} �������� �������� ������������� ���
����� ������

���� ��������� �������� �� ������� �� ���������� � �������������

����� ������ �� n ������ V = {a1, . . . , an : ai ∈ K}� ��� �������� � ��������� �� �������
������������ �������������

���� ��������� Kn[t] � ��������� ����������� ������� �� ���� n � �������������� ��
���� K �� ���������� t�

��� ��������� ������� F (x)� ������������ �� ��������� ������������ ��������� X�
�� ��������� � ��������� K�

���� ��������� ������� ���������� ������� �������� ����������

����� R �������� �������� ������������� ��� ����� Q�

������ C �������� �������� ������������� ��� ����� R�



����������� �� ����� ���� �������� ������������ V � �������� �������� ���������
������������� �������� ����������� f : V → K� ���������� ����������� f(a + b) =
f(a) + f(b) � f(λa) = λf(a) ∀a, b ∈ V,λ ∈ K�

���� ��������� �������� ������������ �������� �������� ������������� ���� �����
������ ������������ ������������� � V ��



����������� �� ����� ���� �������� ������������ W � ��� �������� ������������
V ⊂ W ���������� ����������������� ���� ��� �������� ������������ ��������� �����
�������� � ������������ W � ����� ���� ��������� ��������� ���������
�� a+ b ∈ V ∀a, b ∈ V �
�� λa ∈ V ∀a ∈ V,λ ∈ K�

����� �� ��������������� V ��������� ������������ W ���� �������� ��������
������������� ��� ��� �� ����� � � ���� �� ����������� ��� � W �

��������������� ��� ������� ����������� ��������� ������������ ���������� ����
��� �������� V �������� ���������� W � � ��� ��������� W ��� ��������� �� �������
������ �
������� ��������������� ����� ������������ W � ��� ��������� �������� ��

���������� ����� ��������� ��������� ����� ������������������
�� {0}�
�� ��������� ���� ��������� ������������ ���������� ��������� ��������
�� ���� ������������ W �



�������� ������������

����������� �� �������� ������������� ���������� ������ (A, V,+)� ���������
�� ��������� A� ���������� ������������ V � �������� �������� + : A × V → A� �����
���������� ����� ������� ��������� A � ��������� ���������� ������������� ��� ����
� ���������� ���������� ������� ��������� A�� ������� ������������� ��������� �����
������
�� ��� ����� A,B ∈ A ���������� ������������ ������ v ∈ V � ����� ��� B = A+ v�
�� A+ 0 = A ��� ������ A ∈ A� ��� 0 � ������� �������
�� (A+ v) + w = A+ (v + w) ��� ����� A ∈ A, v, w ∈ V �

� ����������� ��������� ������������ ����� �������� ���� ���� � ����� ������
(A, V )� ������ ���� �� ��������� �������� ����� ������������ V ������� � ����� �� � ��� ��
��������� � ������� �� �������� ������������ A� �������� ��������� ������������
���� ���������A� �������� �������� ����� ���� ����� A,B ∈ A ���������� ����������
������ v ���������� B = A+ v ��������� �� � ����� ������ ������������ AB�
��������
�� A � ��� ������� ���������� V � ��������� ��������� ������������ �������� �����

������ + � ���������� ������� � ������
�� ���������� ������� �������� ��������� AX = B� ��� A� ��������X,B � ��������

����� A � ��������� ������� ���� �������� V � ��������� ������� ��������������
���������� ������� AX = 0� + � ������������ ��������� ���� XB ∈ A � X0 ∈ V � ��
XB +X0 ∈ A�
�� ������� ������������ ��������� ������������ V � � �������� A ������� ��� ��� + �

�������� �������� � ���� ��������� �������������
��������� ������ ����������� ��� ������� ������������ ������������ ����� �������

���� � ��������� ��������������� � ������ �������� ����������� ��������� ������
������ ������ ��������� ������������ ������� � ���������� �� ����������� ������
������� ��������� ������������ ��������� ������ ��� ��� ���������� ����� ���� �����
���������� � �������� ����� � �������� ��������� ������������� ������������ A �
V � �� ����� ������ �������� �������� ���������� ������������ ��������



������������������

����������� �� ����� ���� �������� ������������ W � ��� ������� a ∈ W � ��� ����
������������ V ⊂ W � �������� ���������������� ���������� ��������� ���� ��������
���� a+ v� ��� v ∈ V �

��� �������� ��������������� ������ ������������ ������������ a+ V �

����� �� �������� ��������������� a + V �������� �������� ����������������
������������ W ����� � ������ ������ ����� a ∈ V �

���������������
�� ���� a ∈ V � �� a+ V = 0 + V = V ���������� ��� �����������
�� ����� a+V �������� ����������������� ���� a ∈ a+V � �� 2a ∈ a+V � ��� �����������

������������� ���������� b ∈ V � ������ ��� 2a = a+ b� �� ����� ��������� ��� a = b� ����
a ∈ V � �

����� �� a1 + V = a2 + V ⇐⇒ a1 − a2 ∈ V �

���������������
⇒� ����� a1 + V = a2 + V � ����� a1 ∈ a1 + V = a2 + V � ������� �������� ����� ������

b ∈ V � ��� a1 = a2 + b� ���� a1 − a2 ∈ V �
⇐� ����� a1 − a2 ∈ V � ���� a1 − a2 = v ∈ V � ������� ������������ ������� b ∈ a1 + V �

����� b = a1 + b′ ��� ��������� ������� b′ ∈ V � �������� ��� b ∈ a2 + V � ��������������
b = a1 + b′ = a2 + (v + b′)� ������ v + b′ ∈ V � �

����������� �� �������������������� W/V ��������� ������������ W ��� ����
������������ V ���������� ��������� {a + V : a ∈ W} � ��������� ���� ��������
��������������� ������������ W � �������� ���������������� V � � ������������� ��
��� ���������� ��������� (a + V ) + (b + V ) := (a + b) + V � � ��������� �� ��������
λ(a+ V ) := λa+ V �

����� ��� ������������������ ��������� ������������ ���� �������� ��������
��������������

���������������
�� ������� �������� ��� ��������� ���� � ������������������ �������� ����������

���� ����� �� �� �� ����� �������� ��������������� � �������� a � b� �� ������� ���
�� � �� �� ���������������� ������� ��� ��� �������� ���� ��������� ������������
������������ ����

a1 + V = a2 + V, b1 + V = b2 + V,

��
a1 − a2 = v ∈ V, b1 − b2 = w ∈ V,

�������

(a1 + b1) + V = (a2 + b2 + v + w) + V = (a2 + b2) + (v + w) + V = (a2 + b2) + V,

���� �������� ���������� ����������
�� �������� �������� ��������� ������������� ����� �������� ����������� ���������

������ �� ������ �������� �������� ���

λ((a+ V ) + (b+ V )) = λ((a+ b) + V ) = λ(a+ b) + V =

= (λa+ λb) + V = (λa+ V ) + (λb+ V ) =

= λ(a+ V ) + λ(b+ V ).

�


