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��������� � ������������ ���������� ������� �� ���������� ������������� ����� ���
������ ����� ������������ V �� ��������� ������������� (·, ·)�
���������� ������������ ���������� ������� g � ��������������� �� ����������

��� ������� Q(x) = g(x, x)�
����� t ∈ R� �������������� a(t) ���������� ����������������� ���� ��� ����������

a1(t), . . . , an(t) ��������������� ������� a(t) ���������������� ����� ���������� ���
��� ����������� �� ������� �� ������ ������� � ������� ��� ���������� �������� �����
���� ���������� �� ������ ��������� ����������� �������������� a ��������� a′ ���
da
dt
� ���������� �������� ������� Q(a(t)) = g(a(t), a(t))�

����� ���
dQ(a(t))

dt
= 2g(a(t), da(t)

dt
)�

��������������� ������� ������ ����� gij � ������������ ������� ������������
���������� ������� �� ������� ������������ ��������� ai(t) � ���������� �������
������� � ���� ������� �����

dQ(a(t))

dt
=

d

dt

n∑

i,j=1

gija
i(t)aj(t) =

=
n∑

i,j=1

(
gij

dai(t)

dt
aj(t) + gija

i(t)
daj(t)

dt

)
=

= g

(
a(t),

da(t)

dt

)
+ g

(
da(t)

dt
, a(t)

)
=

= 2g

(
a(t),

da(t)

dt

)
.

�
��� ����������� ��������� ����������� �� ����� ��������������� ��������

������� ��� ����������� ������� f � �������� �� ��������� ������������ ������
���� S ⊂ Rn ��������� ������ ������������� �������� � ��������� ����� x ∈ S�

�������� ��� ����������� � ������� f(x) = Q(x) �� ��������� �������� x ���������
������ ���� S = {x ∈ V : |x| = 1}� ����� ���������� ������ a ∈ S� �� ������� �������
Q(x) ��������� ������ ��������� �� ��������� S�
������� ������ b ∈ V � � ���������� �������������� x(t) = cos ta+ sin tb�

����� ��� ���� (a, b) = 0� �� g(a, b) = 0�

��������������� ��� ��� ������� Q(x) ��������� ��������� ��� x = a� �������
h(t) = Q(x(t)) ��������� ��������� ��� t = 0 ����� x(0) = a�� ��� ������� �����������
������� ������� d

dt
h(t)|t=0 = 0� �� ����� ��� 0 = g(x(0), dx

dt
|t=0) = g(a, b) ����� dx

dt
|t=0 = b��

�

������� ��� ����� Q � ������������ ������� �� ���������� ������������ V � ���
��� ���������� ����������������� ����� e1, . . . , en� � ������� ������� G ������� Q
����� ������������ ����



��������������� ���������� �� �������� �� ������������ ���� n = dimV = 1� ��
����������� �������� � ���������� ������� ���� ������ ������� ������������ �����
���� ����� a � ������ ��������� �������� ������� ������� Q(x) ��������� ���������
�� S� ������� ��� � �������� ������� ��������� �������� e1 = a� � �������� ��� �� ��������
����������� ������ ����� V ��������� e2, . . . , en� ��������� � ���� ������ ������������
������������ ������� ����� gij = g(ei, ej)� �� ����� �� ��������� ��� g1i = 0 = gi,1 ���
i = 2, . . . , n� ��������� g11 = λ1� ����� ������� ������������ ������� Q � ���������

������ ����� ��� G =




λ1 0 · · · 0
0
��� G′

0


� ������� G′ � ������� ������������ ������� ��

��������������� L = ⟨e2, . . . , en⟩� dimL = n− 1� �� ������������� ��������� � L �����
������ ����������������� ������ � ������� ������� ���� ������� ����� ������������

���� eG′ =



λ2

� � �
λn


�

�

����� ��� ��������� � ������� ������������ ��� ����������� � ��������� �� ���
���������� ������������ ����������

��������������� ����� G � ������� ������������ ������� Q � ��������� �����
������������� ������� � eG � �� �� ������� � ������ ����������������� ������� �����
eG = CtGC� ��� C � ������������� ������� ��������� �

det( eG− λE) = det(CtGC − λE) = det(Ct(G− λE)C) = det(G− λE),

������� ����� ���������� det(G− λE) �� ������� �� ������ ����������������� �������

�� ���� eG =



λ1

� � �
λn


� �� ��� ����� ����� λ1, . . . ,λn�

�

����������� ��� ���� ������������ ��� ���������� ������������ ����� ��������
��� �������� ������� ���������������� ������ ��� ���� ���������� ������������ ���
������ ���������� �������� ����� ������� Q� � ������ ���������� � �������������
���� �������� ����������� � ������� �����

��������� � ���������� ������������ ��������� Q(x) = 1 ������ ����������� �������
�������� � �� ��������� � ������� ���� ����� ��� λ1(x

1)2 + λ2(x
2)2 + λ3(x

3)3 = 1�

���� ������������ ���������� �������

������� ��� ����� �� ��������� ������������ V ������ ��� ���������� �������
������ ������� g � h� � ����� g ������������ ����������� ���� g(x, x) > 0 ∀x ̸= 0�
����� ���������� ����� � V � � ������� ������������ ������� ������� g ����� ����
������� ���� � ������� ������� h � ������������ ����� ������� ������� g ���������
� ������� ������� h � �������������

��������������� ���� �������������� ������� � ���� ���� ��������� ������� g �����
�������� ����������� �� �� V � �� ������� ����� ���������� ��������� ������������ ��



������� (a, b) := g(a, b) ���� ������� ���������� ������������ ����� ������������� ����
����������� �� V ����� ������ ��������� ����������� ������������� ��� ���� � �����
����������������� ������ ������������� ���������� ������ ��� ���������� ����������
���� ������� ����� ���� �� � ������� ������� g� ����� ���������� �� ����������
������� ���������� ����������������� ������ � ������� ������� ������� h ����� ���
���������� ���� �
�������� ��� ����� ������������ ��� ������� h � ������������ ������ ����������

������������ det(H − λG)� ��� H � ������� ������� h� � G � ������� ������� g �
��������� ������ e1, . . . , en� ������ ��������� ������������ � ������� ������� g� �����
e′1, . . . , e

′
n � ����������������� ����� ��� ��������� � ���������� ���������� ������

��������� ����� H ′ � G′ � ������� ���� ������� � ������ e′1, . . . , e
′
n� ����� ����� C �

������� �������� �� ������ e′1, . . . , e
′
n � e1, . . . , en� ����� G = CtG′C � H = CtH ′C� �������

���� ����� e′1, . . . , e
′
n ��������������� �� G

′ = E� �������

det(H − λG) = det(CtH ′C − λCtEC) = detCt
| {z }

̸=0

det(H ′ − λE) detC| {z }
̸=0

,

�������������� ���������� det(H − λG) � det(H ′ − λE) ���������� ���� �������� ����
�������� ������ �� ����� ���������� ���� ������������ �������� ������������� ����
������� h � ��� ����� ���������� det(H ′ − λE)� �� ��� ����� ����� ������� �����
����� det(H − λG)� ��������� ��������� ���������� ���������� ������������������
����������� ��� ���� ������������ ���������� ��������
���������� ������������� ������� ����� x � ����������� ������ ������� H ′� �����

������ ������������ �������� λ� ����� X � ������� ��������� ����� ������� � �����
������������� ������ e1, . . . , en� � X ′ � ������� ��������� ����� �� ������� � ��������
������� ������ e′1, . . . , e

′
n� ����� ����� X ′� ����� ������ ��������� (H ′ − λE)X ′ = 0�

���� X ′ = CX� �� ��� ��������� ����������� ��������� (H ′−λE)CX = 0� �������� ���
����� �� Ct � ������� Ct(H ′ − λE)CX = 0� ���� (H − λG)X = 0�
����� �������� �� �������� ��������� ������������

����� ��� ����� ���������� det(H − λG) �� ������� �� ������ ������ � �������
�� ������������� ���������� ������������� ���� ������� ������� h� � ����������
�������� ������������� ������ ������ ��� ������� ������� ��������� (H − λG)X = 0�

������� �� �������� ��� ���������� ������������� �������������� ���� �� �����
�� ���� ������� ������������ ����� ���������� ������������ �������� g � h ������

��������� G =

(
0 1
1 0

)
� H =

(
1 0
0 −1

)
� �� ���� �� ��� �� �������� ������������

������������� ��������� ��� ���������� ������ ��������������� ������� �������� ���
��� ��������� det(H − λG) = 0 ������ ����� ������������ ����� ����� ��� ����� ����
������������ �������� ������� ������������� ���� ������� h�� �� ��� ��������� ��
����� ������������ ������� �������������� ������ ������ �� �����������

������������ � ���������� ��������� �������������� ������
����������� ����������� ���������� ��������� ������������

����������� ��� ������������ ������������ � �������� �� ��� ������������� ����
��������� ���������� �������� ���������� ���������������� ��������������
������������ ������������ � �������� �� ��� ������������� ���������������� ���

�������� �������� ���������� ��������������� ��������������

������ ������ �������� ������������ ���������� ����������� ������������� �������
��� ������������ ������������ �������� ������������ ���������� �������� g� (x, y) =


























