
������� (a, b) := g(a, b) ���� ������� ���������� ������������ ����� ������������� ����
����������� �� V ����� ������ ��������� ����������� ������������� ��� ���� � �����
����������������� ������ ������������� ���������� ������ ��� ���������� ����������
���� ������� ����� ���� �� � ������� ������� g� ����� ���������� �� ����������
������� ���������� ����������������� ������ � ������� ������� ������� h ����� ���
���������� ���� �
�������� ��� ����� ������������ ��� ������� h � ������������ ������ ����������

������������ det(H − λG)� ��� H � ������� ������� h� � G � ������� ������� g �
��������� ������ e1, . . . , en� ������ ��������� ������������ � ������� ������� g� �����
e′1, . . . , e

′
n � ����������������� ����� ��� ��������� � ���������� ���������� ������

��������� ����� H ′ � G′ � ������� ���� ������� � ������ e′1, . . . , e
′
n� ����� ����� C �

������� �������� �� ������ e′1, . . . , e
′
n � e1, . . . , en� ����� G = CtG′C � H = CtH ′C� �������

���� ����� e′1, . . . , e
′
n ��������������� �� G

′ = E� �������

det(H − λG) = det(CtH ′C − λCtEC) = detCt
| {z }

̸=0

det(H ′ − λE) detC| {z }
̸=0

,

�������������� ���������� det(H − λG) � det(H ′ − λE) ���������� ���� �������� ����
�������� ������ �� ����� ���������� ���� ������������ �������� ������������� ����
������� h � ��� ����� ���������� det(H ′ − λE)� �� ��� ����� ����� ������� �����
����� det(H − λG)� ��������� ��������� ���������� ���������� ������������������
����������� ��� ���� ������������ ���������� ��������
���������� ������������� ������� ����� x � ����������� ������ ������� H ′� �����

������ ������������ �������� λ� ����� X � ������� ��������� ����� ������� � �����
������������� ������ e1, . . . , en� � X ′ � ������� ��������� ����� �� ������� � ��������
������� ������ e′1, . . . , e

′
n� ����� ����� X ′� ����� ������ ��������� (H ′ − λE)X ′ = 0�

���� X ′ = CX� �� ��� ��������� ����������� ��������� (H ′−λE)CX = 0� �������� ���
����� �� Ct � ������� Ct(H ′ − λE)CX = 0� ���� (H − λG)X = 0�
����� �������� �� �������� ��������� ������������

����� ��� ����� ���������� det(H − λG) �� ������� �� ������ ������ � �������
�� ������������� ���������� ������������� ���� ������� ������� h� � ����������
�������� ������������� ������ ������ ��� ������� ������� ��������� (H − λG)X = 0�

������� �� �������� ��� ���������� ������������� �������������� ���� �� �����
�� ���� ������� ������������ ����� ���������� ������������ �������� g � h ������

��������� G =

(
0 1
1 0

)
� H =

(
1 0
0 −1

)
� �� ���� �� ��� �� �������� ������������

������������� ��������� ��� ���������� ������ ��������������� ������� �������� ���
��� ��������� det(H − λG) = 0 ������ ����� ������������ ����� ����� ��� ����� ����
������������ �������� ������� ������������� ���� ������� h�� �� ��� ��������� ��
����� ������������ ������� �������������� ������ ������ �� �����������

������������ � ���������� ��������� �������������� ������
����������� ����������� ���������� ��������� ������������

����������� ��� ������������ ������������ � �������� �� ��� ������������� ����
��������� ���������� �������� ���������� ���������������� ��������������
������������ ������������ � �������� �� ��� ������������� ���������������� ���

�������� �������� ���������� ��������������� ��������������

������ ������ �������� ������������ ���������� ����������� ������������� �������
��� ������������ ������������ �������� ������������ ���������� �������� g� (x, y) =



g(x, y) = x1y1 + . . . + xpyp − xp+1yp+1 − . . . − xnyn� ���� � ���������� ���� ������� g
��� ����� � ����� ����� ���� g ������������ ����������� �� ��������������� ���������
���� �������� ������ ����������� ������� G ������� g �������� ���������� �������
������
� ���������������� ������ ����� ��������� ��� ����� e1, . . . , en ��������������� ����

g(ei, ej) =

{
0 i ̸= j
±1 i = j

� � ��������������� ������ ����� ����������� ���� g(x, x) = 0

��� ������ ������� x� ��������� ��� ������� ������������� ���������������� �����

��� ����� ���




0 1
−1 0

0

� � �

0
0 1
−1 0



����� ��� ������ ������� �� ���� ������� ���

����� ���������� ������ ������������ ��������������� ������� g�� ��������������
����������� ������ ����� ������� ������� g ����� ��������� ��� � ������ e1, . . . , e2m�
���������� ����� e1, e3, . . . , e2m−1, e2, e4, . . . , e2m� � ���� ������ ������� ������� g �����

���




1

0
� � �

1
−1

� � � 0
−1



� ����� ����� ���������� �������������� � ����������

������ ������������ �������� ������� g �� ���� �������� ����� �������� �� ���������
������������� ���� ����� ����������� ��� ���������������� ��� ����������������

����������� ��� ������ x ̸= 0 ���������� ����������� ���� g(x, x) = 0�

�������� ��� � ���������� ������������� ���������� �������� �� ����������� �
���������������� ������������ � ���������� ��������� ������������� � ����������
(p, n − p, 0) ������ � ������������ (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) �������� �� ������ i, j�
��� i � p� j > p� �������� �����������

���������� � ���������������� ������������ ��������� ���� ������ �������� �� ���
���������������� ������ � �������������������
����������� � ��������������� ������������ ���������� ��������� ���� ������ ���

������ �� ������������ ������ � �������������

����� ��� ������ �� ���� ���� �������� �������� ������ ��� �����������

��������������� ��� ��� ��� ������ � ������ ���� ������������������ ��� �������
�������� ������� ��������������� ���������� ������� ����� � ��� ���� � ��� �� ���
G� ���� C � ������� ��������� �� G = CtGC� ����� (Ct)−1GC−1 = G� ������� �������
C−1 ����� � ��� �� ���������� ���� C1 � C2 ������������� ��������� G = CtGC� ��
(C1C2)

tG(C1C2) = Ct
2(C

t
1GC1)C2 = Ct

2GC2 = G� � C1C2 ����� ������������� ����� ���
�������� �������� ��������� �������� ������� �������� �������� �� ��������� ������ �
���� ��� ����� ������������� ����� ����������

�
��� ������ ����� ����������� �������� � ������������

• ������������������� ������ O(p, q) � ������ ������ �������� � ����������������
������������ � ���������� (p, q, 0) ����� q = 0� �� ������ O(p, 0) �������� �������
������� � ���������� O(p)��



• ��������������� ������ Sp(2m) � ������ ������ �������� � ��������������� ����
��������� ����������� 2m�

����� �������� ���� ����� � ����� �������������
������ O(2) � ������ ������ �������� �� ������������������ ������ � ����������

��������� �� ���������� ����� ������ ������ ����� ������������ ��� ��������������
����� ��������� ���������� ��������� ��� ������ ���� ���� ���������� ������������ ��

��� ������ ������� �� ��������� ���� φ � ��� ������� ����� ���

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
� �

���� ���������� ��������� �� ��� ��� � ���������� � ����������� � ������� ����� ���(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
�

������ O(1, 1)� � ���� ������ ��������� ������������ ������ �������� g(x, y) = x1y1−
x2y2 � ������ � ������������ x, y ����� ����� ����� ±1� ���� x2 − y2 = ±1� ���� ���� ���
����� ����� �� ����� �� ��������� x2−y2 = 1 ��� x2−y2 = −1� � ���� ������ �����������
����� e1 = (1, 0)� e2 = (0, 1) ����� ����� ������������������ �� ��� �������� �������
e1 ������ ������� �������� ������ e2 ����� �������������� �� ������� ������� � �����
����������������� ����� e′1, e

′
2 ����� ����������� ������������ ������ y = x� � ����

������ ������� �������� ������ ������������� ������� Ct

(
1 0
0 −1

)
C =

(
1 0
0 −1

)
�

����� ����� ��� �� ���� ��� � ������ O(2)� � ������ ��������� ������ �������

(
chφ shφ
shφ chφ

)
,

(
−chφ −shφ
shφ chφ

)
,

(
chφ shφ
−shφ −chφ

)
,

(
−chφ −shφ
−shφ −chφ

)
.

������� ������ �������� ��� ������������������� ������ ������� �� ������� ����������
���������� ������ ��������������� ������ Sp(2)� ������� ���������� ��������

����� ����� ���

(
0 1
−1 0

)
� ������� �������� ������ ������������� �������

Ct

(
0 1
−1 0

)
C =

(
0 1
−1 0

)
� ��� ����������� ������� det = 1 ������������� �����

�������� ������ Sp(2) ��������� � ������� ������� ������� ��������� �������������
SL2(R)� ������ ��� ������� ������������ ������������� ��������������� ������ ��
��������� �� � ������� ��� ���������� ����

��������������� ������������� ���������� ���������������

����� W � ��������������� ������������ � ������������� ���������������� ��������
��� �������� g�

����������� ��� ��������������� V ⊂ W ���������� ����������� ���� V ⊂ V ⊥g �

����� ��� V ��������� ����� � ������ ������ ����� g(x, y) = 0 ��� ���� x, y ∈ V �

��������������� ��������� ��� V ⊥g = {x ∈ W : g(x, y) = 0 ∀y ∈ V }� ���� g(x, y) = 0
��� ���� x, y ∈ V � ���� x ∈ V � �� x ∈ V ⊥g � ���� V ⊂ V ⊥g � �������� ���� V ⊂ V ⊥g � �� ���
������ x ∈ V ����� x ∈ V ⊥g � ���� g(x, y) = 0 ��� ������ y ∈ V ��� ������� g(x, y) = 0 ���
����� x, y ∈ V �� �

����� ��� ���� ��������������� V ⊂ W ���������� �� dimV � 1
2
dimW � ������

���������� ��������������� ������������ ����������� dimW
2

�����������



��������������� ��� ��� ������� g ������������ �� dimV ⊥g = dimW − dimV �
������� ��������� V ⊂ V ⊥g � �� dimV ⊥g � dimV � �������������� dimW = dimV +
dimV ⊥g � 2 dimV � ������ dimV � dimW

2
�

������� ����������� ����� e1, . . . , em, em+1, . . . , e2m� ��� m = dimW
2
� � ����� V =

⟨e1, . . . , em⟩� ���� ���� ����� ������������ �� � ���� ������ ������� g ����� ���(
0 E

−E 0

)
� � ������� ����������� g|V ������� g �� V �������� ������ �������� ����

����������� g(x, y) = 0 ��� ����� x, y ∈ V � ������� V ��������� � ����� �����������
dimV = dimW

2
� �

����������� ��� ���������� ��������������� ������������ ����������� ����������
������������

��������� ����������� ����������� ��� ����� ���������� ��������������� �����
������� � �����������

����� ��� ��� ������ ����������� ��������������� V ⊂ W ���������������� ����
��������� ���������� ����� ���������� ��������������� eV � ��� V ⊂ eV �
�������� ��� ��������������� eV � ��������� � ������ �� ������������
��������������� ����� dimV = r � m = dimW

2
� ������ � ���� ���������������

������� g �� W � dimV ⊥g = 2m − r � V ⊂ V ⊥g � ��������� ����� g′ ����������� �����
��� g �� V ⊥g � ��������� ������� g′ ���������� �������������� ���� g ������������ ��
(V ⊥g)⊥g = V � Ker g′ = V ⊥g ∩ (V ⊥g)⊥g = V � �������� g′ � ����������� ���� � ��������
��� � ��������� ������ e1, . . . , em−r| {z }

m−r

, em−r+1, . . . , e2m−2r| {z }
m−r

, e2m−2r+1, . . . , e2m−r| {z }
r

�� ������� �����

����� ���

(
0 E 0

−E 0 0
0 0 0

)
� ���� V = Ker g� �� ��� �������� ��������� ������ ��������� ����

V = ⟨e2m−2r+1, . . . , e2m−r⟩� ������� � V ������� em−r+1, . . . , e2m−2r� ������� ����������

��������������� eV = ⟨em−r+1, . . . , e2m−2r, e2m−2r+1, . . . , e2m−r⟩� ���� ��������� �������� V

� ������������� �������� ������������ ���� ������� g ������������ ����� ���� �� eV
�� ������� ����������� g �� eV �������� ������ ������ �������� ��������� �� ������ �

dim eV = r + (m− r) = m� �

�������� ������������� �������

����� � ��������� ������������ V ����������� n ������ ������������ ������� Q� ���
������ ������� f � ����� a� ��������� ��������� ��������� Q(x) + 2f(x) + a = 0�
��������� ����� r ���� ������������ ������� Q�

����� ��� ����� �������� � ���������� ������ ����� ���� �� ��������� ������

� x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · ·− x2

r = 1� ��� 0 � k � r�

�� x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · ·− x2

r = 0� ��� k � r
2
�

��� x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · ·− x2

r = 2xr+1� ��� k � r
2
�

��������������� ������������ ������� ���������� ������� ������ � ���� x2
1+· · ·+

x2
k − x2

k+1 − · · ·− x2
r� ���� ����� ����� �������� ������� �������� ���������� � �������

������ r� �� ��� �������� ����� ����� ������� ������ �������� � ���� 2xr+1 � ��������
��� ���� ���� ����� ���������� ���� �� ��������� ������ ��������� ����� �� ��������
����� ����������� � � ����������� �� ���������� ��������� �������� ��� � ��� ��� �




















