
�������� �����������

����������� �� ����� V,W � ��� ��������� ������������ ��� ����� ����� K� �����
������� f : V → W ���������� ��������� ���� ∀x, y ∈ V � λ ∈ K ����������� ���������
f(x+ y) = f(x) + f(y) � f(λx) = λf(x)�

������� ��������� V ′ � ��� ��������� �������� ����������� ��� W = K�
����� e1, . . . , en � ����� � V � � e′1, . . . , e

′
m � ����� � W � ���� x = xiei ∈ V � �� f(x) =

f(xiei) = xif(ei)� ����� ��� ���������� �������� ������� � ����� ������ ���������� �����
�� �������� �� �������� ��������� ���� f(ei) = aki e

′
k �a

k
i � ������������ ����������

������� f(ei) �� ������ e′�� ����� f(x) = xiaki e
′
k = yke′k � ���������� �������� �� ������

e′1, . . . , e
′
k� ���������� xi ������� x � ������ ������������ V � ���������� yk ��������

����������� f(x) � ������ ������������ W ������� ��������� �������������




y1

���
ym


 =




a11 . . . a1n
���

� � �
���

am1 . . . amn







x1

���
xn


 ,

���� � ��������� ������ Y = AX� ��� Y � X � ������� ��������� �������� f(x) � x
��������������� � ������� Af = A = (aki ) �������� ��������� ������������ ��������
������������ f �� ������������ �����
�� ������ ��� ������� ������� � V � W ��������� ����������� ������� ���������

����������� f ��� ������� Af � ������ ��� ������������� ������ ����������� �������
���������� ���������� ����������� ����� ���������� �������� ����������� L(V,W )
�� V � W � ���������� ������ Mm,n(K) � �������������� �� ���� K ������� m× n�

����� �� L(V,W ) ∼= Mm,n(K)�

��������������� ���������� ���������� ��� ����������� ���� ���������� �������
����� L(V,W ) → Mm,n(K) ����� ��������� �� ��� ������� �� ����� ��� ��� �����������
�� L(V,W ) �������� �
��������
�� ���������� ����������� f(x) ≡ 0� ��� ����� ��������������� ������� ������� Af =

0�
�� ���� W = V � � ����������� ������������� f = id : V → V � ���� f(x) = x ∀x ∈ V � ��

��� ������������� ��������� ������� Af = E�
�� ����������� f(x) = λx ������������� ������� Af = λE�
��� ��� �������� ��� ������������ f 7→ Af ������� �� ������ ������� � �������������

V � W �
������� ������ � V �������� �������� C1� � � W �������� �������� C2�� ������ �����

�������� ��������� � ������� ������� ��������� ������������ ���� � ��������������
������� ���������� ���� ������� ��������� ������������ Y = AfX� �� � ����� �����

��� �X = C1
eX� Y = C2

eY � ����� C2
eY = AfC1

eX� ���� eY = C−1
2 AfC1

eX = eAf
eX� ������������

�������� ������� ��� ������� ��������� � ����� ������� eAf = C−1
2 AfC1�

����������� �� ����� Ker f ��������� ����������� f : V → W ���������� ������
���� ���� ��������� ����������� � ����� Ker f = {x ∈ V : f(x) = 0}�
������� Im f ��������� ��������� f : V → W ���������� ��������� �������� y ∈ W �

��� ������� ���������� ��������� Im f = {y ∈ W : ∃x ∈ V, f(x) = y}�
����� �� ���� ������ ��������� ��������� �������� �������� ���������������� �

V � ����� ������ ��������� ��������� �������� �������� ���������������� � W �



��������������� �������������� ��������� ���� ������ ���������� ��� ��� ������
���� �������� ������������ �������� �������� � ��������� �� �������� ��������� �
������ ����� ���� x, y ∈ Ker f � λ ∈ K� �� f(x) = f(y) = 0� ������� f(x+ y) = 0� f(λx) = 0
� x+ y,λx ∈ Ker f � �������� ��� ������ ��������� ����������� �

����� �� dimKer f + dim Im f = dimV �

��������������� ����� e1, . . . , er � ����� � Ker f � �������� ��� �� ������
e1, . . . , er, er+1, . . . , en ����� ������������ V � �������� ��� dim Im f = n − r� ��� �����
���������� ����� �������� f(er+1), . . . , f(en) � �������� ��� �� �������� ������� � Im f �
�� �������� �������������� ����� λr+1f(er+1)+. . .+λnf(en) = f(λr+1er+1+. . .+λnen) = 0�

������������� λr+1er+1+ . . .+λnen ∈ Ker f � �� ����� λr+1er+1+ . . .+λnen = µ1e1+ . . .+µrer
��� ��������� µ1, . . . , µr� ���� ������� e1, . . . , en ������� ����������� �� ��� λi = 0 �� µj

������ ������������� ������� f(er+1), . . . , f(en) ������� �����������
�� ��������������� ������� ������������ y ∈ Im f � ������������� ���������� �����

x ∈ V � ��� f(x) = y� ���� x = xiei ������������� �� ������� i� ������������ �� �
�� n�� �� y = f(x) = f(xiei) = xif(ei)� ��� �������� �������� ����������� ��������
f(er+1), . . . , f(en)� ���� ��� i = 1, . . . , r ei ∈ Ker f � f(ei) = 0�
������������� f(er+1), . . . , f(en) � ����� � Im f � ������ ��� �������� ����������� ����

��� �
���� W = V � �� �� ������� ����������� ������������ � ����� ����� �����������

���������� ��������� ������������ ������� ��������� ��������� ������ �����������
��� ���� � ����� ����������� ������������ V ������� ���� � ��� �� ������ ����� ���
�������� � ������� ������ ������� ��������� ��������� ���������� ��������� ��������
eAf = C−1AfC� ��� C � ������� ��������� � Af � ������� ��������� � ������ �������

����������� �� ��������� det f ���������� det f = detAf �

����� ����������� ���� ����������� ����� ����� ��� �������� �� �������� �� ������
������ � ������������� ���� ������� ��� ������ ������ � �������� �������� C� �����

det eAf = det(C−1AfC) = detC−1 detAf detC = detAf .

����������� �� ��������� ���� tr f ��������� ��������� ���������� tr f = trAf

������ ������������ ��������� ������� Af ��

���������� ���������� ��� ����������� ����������

tr eAf = tr(C−1AfC) = tr(AfCC−1) = trAf .

����������� �� ��������� ���� rk f ��������� ��������� ���������� rk f = rkAf �

�� ����� ��������� �� ����� �������� �� ������ �������

����������� �� ����������� ���� �������� ���������� f, g : V → V ����������
�������� ��������� f ◦ g, g ◦ f : V → V � ��� (f ◦ g)(x) = f(g(x)) � (g ◦ f)(x) = g(f(x))�

����� ����� ��������� ��� � ������������� ������ Af◦g = Af · Ag� ����� ����� ����
������� ��� ��� ��������� ���������� ��������� ��� ������� ������ ����� ���������
� ������������ ���� ��������� �������� ���������� ����� ��������� ������ � ���������
���� ������� ������ ������������� ���������



������������ ���������������

����������� ��� ����� ��� �������� �������� f : W → W � V ⊂ W � �������
��������� � W � ��� ���������� ������������ ���������������� ������������ f � ����
��� ����� ����� � ��� ������ ���� f(V ) ⊂ V �

��������
�� V = Ker f ����� ������������ ����������������� ���� ∀x ∈ V f(x) = 0 ∈ V �
�� V = Im f ����� ������������ ����������������� ���� �� ����������� Im f �����

������ �������� ��� ������������
���������� ��������� ������� ����������� ����� V � ������������ ������������ f

��������������� � W � ����� e1, . . . , er � ����� � V � �������� ��� �� ������ e1, . . . , en
� W � ����� Af � ������� ��������� � ���� ������� ����� ��� ����� ��������� ����

Af =

(
⋆ ⋆
0 ⋆

)
� ���� �� ����� ������� �� ������ � ������ �� ��� ������ ����������

�������� e1, . . . , er � er+1, . . . , en� ������ � ������ ����� ���� ����� ������ ���� �����
�������������� ���� V ������������ �� f(ei) ∈ V ��� 1 � i � r� �������������� f(ei) =
α1
i e1 + . . .+αr

i er� ������������ � ���� ���������� �� ������ � ��� i�� ������� �������
Af � � ����� �� r + 1, . . . , n��� ������ ����� �����
����W = V1⊕V2� ��� V1, V2 � ������������ ���������������� �� � ������ ������� ����

������� Af ����� �������� � ��� ������� ����� ����� ��������� ���� Af =

(
⋆ 0
0 ⋆

)
�

�������������� ����� ���������� ������������

����������� ��� ����� V � ������������ ������������ f ���������������� �����
�������� f1 : V → V � ������������ ���������� f1(v) = f(v)� v ∈ V � ���������� ���������
���� ��������� f �� ��������������� V � ����� ������������ f |V �
�������� ��������� f |V ����� ����� ������� ���� ������� ��������� f � ���� Af =(
Af1 ⋆
0 ⋆

)
�

������������� ���������� ����������� �������� � �����������
�������

����������� ��� �������� �������� f : V → V ���������� �������������� ����
��������� ���� �� ��������� ��������
�� det f ̸= 0�
�� Ker f = {0}�
�� Im f = V �
�� rk f = dimV �
�� ∃g : V → V � ����� ��� g ◦ f = f ◦ g = id� ���� ���������� �������� ���������

����� ��� ��� ��� ���� ������� �������������

��������������� 2) ⇐⇒ 3)� ���� dimV = dimKer f + dim Im f �
1) ⇐⇒ 2)� ����� ���������� ��������� ������ x ∈ Ker f � ������� ����� ����� � V �

����� x ��� ������ �������� ������� ����� � ������� ��������� Af ������ �������
����� �������� ����� det f = 0� �������� ���� det f = 0� �� � ������� ��������� AfX =
0 ���������� ��������� �������� ���� ��� ��������� ��������� f ��������� ���������
������ ��������� � �� �� ����� Ker f ̸= {0}�
1) ⇐⇒ 4) � ��� �� ����� �� ����� ������ ��������



1) ⇐⇒ 5)� ���� det f ̸= 0 � Af � ������� ��������� f � �� detAf ̸= 0� �������������
���������� �������� ������� A−1

f � �� ������������� ��������� �������� g� ���� AfA
−1
f =

A−1
f Af = E� �� f ◦ g = g ◦ f = id� �������� ���� ���������� �������� ��������� �� ���

������� ����� �������� � ������� ��������� f � ������������� det f = detAf ̸= 0�
���������� �������� �������� ����� �� ����������� ������������
��������� ��� �������� �� ���� �� ���� ������� �� ����������� ���������� ���������

����

����������� �������� � ����������� �������

����������� ��� ����� f � �������� �������� � �������� ������������ V � ���� ���
���������� ����� λ ∈ K � ��� ���������� ���������� ������� v ∈ V ����������� ���������
f(v) = λv� �� λ ���������� ����������� ��������� ��������� f � � v � �����������
�������� ��������� f � ���������� ������������ �������� λ�

����� ��� λ �������� ����������� ��������� ��������� f ����� � ������ ������
����� �������� f − λ · id ���������

���������������
=⇒: ���� f(v) = λv� �� (f − λ · id)(v) = 0� ������� ���� ��������� (f − λ · id) ��������

��������� ������ v� ������ ������� ������������� ����� ����������
⇐=: ������������� (f−λ·id) �������� ������� �������������� ���� � ����� ����������

������� � �������� v ����� ��������� ������ �� ���� Ker(f − λ · id)� ����� f(v) = λv� �
���������� ������������ V (λ) = Ker(f − λ · id) � ���������������� ��������� �� ����

����������� ��������� ���������� ������ � ���� �� ������������ �������� λ� � ��
�������� ��������

����� ��� ������������ V (λ) ����������� ������������ ��������� f �

��������������� ���� x ∈ V (λ)� ���� (f − λ · id)(x) = 0� ����� f(x) = λx ∈ V (λ)� �

����� ��� ����� K � ������������� ��������� ���� ����� ����� ��������� f ∈
Kn[x]� deg f > 0� ����� �������� ��������� ���� ����������� ������ ����� � ������ ����
������ f : W → W � ��� dimW > 1� ���������� ������������� ������������ �������
��������� ��������� �� ���� � �� ����� ��������������

��������������� ���������� ��������� det(f − λ · id) = 0� � ���� ��������������
����������� ����� ��� ��������� ����� ������ λ0� ����� λ0 ����� ����������� ���������
f � ����� dimV (λ0) > 0 � V (λ0) ������������ ���� V (λ0) ̸= W � �� ��� ������������� ����
�� �������� ����������� ��� V (λ0) = W � �� f ����� ��� f = λ0 · id� ���� �������� ������
���������� ��������� �� ������ � ����� ����� ��������������� ����� ������������� �

���������

���� W = V1 ⊕ V2� �� ��� ������ ������� w ����� ����� ������������ ���������� ����
w = v1+v2� ��� v1 ∈ V1� v2 ∈ V2� ���������� �������� �������� f : W → W � ������������
�������� f(w) = v1� ���� v1 = v1 + 0� �� f(V1) ⊂ V1� ���� V1 ����������� ������������ f �
����� ���� �� ��������������� ����� f |V1 = idV1 � ���� ��� ������� �� V2 ��������� � �� ��
V2 ∈ Ker f � �� ����� ���� V2 = Ker f � ���� ���� f(w) = 0� �� � ���������� w = v1 + v2
����� v2 = 0� ���� w ∈ V2�

����������� ��� ��������� ���������� ���� ���������� ����������� ������������
��� ��� ������ ����������� ����� V2 �� V1�




























