
1) ⇐⇒ 5)� ���� det f ̸= 0 � Af � ������� ��������� f � �� detAf ̸= 0� �������������
���������� �������� ������� A−1

f � �� ������������� ��������� �������� g� ���� AfA
−1
f =

A−1
f Af = E� �� f ◦ g = g ◦ f = id� �������� ���� ���������� �������� ��������� �� ���

������� ����� �������� � ������� ��������� f � ������������� det f = detAf ̸= 0�
���������� �������� �������� ����� �� ����������� ������������
��������� ��� �������� �� ���� �� ���� ������� �� ����������� ���������� ���������

����

����������� �������� � ����������� �������

����������� ��� ����� f � �������� �������� � �������� ������������ V � ���� ���
���������� ����� λ ∈ K � ��� ���������� ���������� ������� v ∈ V ����������� ���������
f(v) = λv� �� λ ���������� ����������� ��������� ��������� f � � v � �����������
�������� ��������� f � ���������� ������������ �������� λ�

����� ��� λ �������� ����������� ��������� ��������� f ����� � ������ ������
����� �������� f − λ · id ���������

���������������
=⇒: ���� f(v) = λv� �� (f − λ · id)(v) = 0� ������� ���� ��������� (f − λ · id) ��������

��������� ������ v� ������ ������� ������������� ����� ����������
⇐=: ������������� (f−λ·id) �������� ������� �������������� ���� � ����� ����������

������� � �������� v ����� ��������� ������ �� ���� Ker(f − λ · id)� ����� f(v) = λv� �
���������� ������������ V (λ) = Ker(f − λ · id) � ���������������� ��������� �� ����

����������� ��������� ���������� ������ � ���� �� ������������ �������� λ� � ��
�������� ��������

����� ��� ������������ V (λ) ����������� ������������ ��������� f �

��������������� ���� x ∈ V (λ)� ���� (f − λ · id)(x) = 0� ����� f(x) = λx ∈ V (λ)� �

����� ��� ����� K � ������������� ��������� ���� ����� ����� ��������� f ∈
Kn[x]� deg f > 0� ����� �������� ��������� ���� ����������� ������ ����� � ������ ����
������ f : W → W � ��� dimW > 1� ���������� ������������� ������������ �������
��������� ��������� �� ���� � �� ����� ��������������

��������������� ���������� ��������� det(f − λ · id) = 0� � ���� ��������������
����������� ����� ��� ��������� ����� ������ λ0� ����� λ0 ����� ����������� ���������
f � ����� dimV (λ0) > 0 � V (λ0) ������������ ���� V (λ0) ̸= W � �� ��� ������������� ����
�� �������� ����������� ��� V (λ0) = W � �� f ����� ��� f = λ0 · id� ���� �������� ������
���������� ��������� �� ������ � ����� ����� ��������������� ����� ������������� �

���������

���� W = V1 ⊕ V2� �� ��� ������ ������� w ����� ����� ������������ ���������� ����
w = v1+v2� ��� v1 ∈ V1� v2 ∈ V2� ���������� �������� �������� f : W → W � ������������
�������� f(w) = v1� ���� v1 = v1 + 0� �� f(V1) ⊂ V1� ���� V1 ����������� ������������ f �
����� ���� �� ��������������� ����� f |V1 = idV1 � ���� ��� ������� �� V2 ��������� � �� ��
V2 ∈ Ker f � �� ����� ���� V2 = Ker f � ���� ���� f(w) = 0� �� � ���������� w = v1 + v2
����� v2 = 0� ���� w ∈ V2�

����������� ��� ��������� ���������� ���� ���������� ����������� ������������
��� ��� ������ ����������� ����� V2 �� V1�



��������� �������� ������������� ���������� ���� f � ��������� �� f 2 = f � �������
�������� ������������

������� ��� ���� f 2 = f � �� �������� f : W → W �������� ���������� ����������
����� ��� ��������� V1 � V2�

��������������� ������� V1 = Im f � V2 = Ker f � �������� ��� f � �������� �����
V2 �� V1�
������� �������� ��� W = V1 ⊕ V2� ����� ��� W = V1 + V2 � V1 ∩ V2 = {0}� ���������

��� ���������� ��������� ������ a ∈ V1 ∩ V2� ����� a ∈ Ker f � ���� f(a) = 0 � a ∈ Im f � ����
���������� ����� ������ b ∈ W � ��� f(b) = a� �����

a = f(b) = f 2(b) = f(a) = 0,

�������������� a = 0� �� ��������� ��� V1 � V2 ������������� �������� ������ �����
� V1 ⊕ V2 ⊂ W � ��� ����

dim(V1 ⊕ V2) = dimV1 + dimV2 = dimKer f + dim Im f = dimW,

�� V1 ⊕ V2 = W �
������� ������ ������������ ������ w ∈ W � ����� w = v1 + v2� ��� v1 ∈ V1� v2 ∈ V2�

�������������� f(w) = f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) = f(v1) + 0 = f(v1)� ���� v2 ∈ Ker f �
��� �������� ��������� ���� ���� v1 ∈ Im f � �� f(v1) = v1� ����� b ∈ W � �������� v1�
���� f(b) = v1� ����� v1 = f(b) = f 2(b) = f(v1)� ������������� �������� f �������������
�������� ���������� �������������� ����� V2 �� V1� �
������� ��������� �������������� � ������� ������������ �� ������� ��������������

V1 � V2 ����� ��������� ����




1
� � � 0

1
0

0
� � �

0



� ��� ���������� ������ ����� ����

�������� ��������������� V1�

���������� �� ����������

����� f : V → V � �������� ��������� ����� ������� ���������� p(t) ∈ Kn[t] �����
��������� � ������������ �������� �� ���������� ��������

a0 + a1t+ a2t
2 + . . .+ ant

n 7→ a0id+ a1f + a2f
2 + . . .+ anf

n.

���� ��������� �� ���������� ����� ���������� ����������� �� ����� ���������� �����
p(f)�
����������� ����� ���������� ��������� �� �������� ��� ������� A ��������� p(A)

�������� p(A) = a0E+a1A+a2A
2+. . .+anA

n� ��� E � ��������� �������� ��������� ���
������������� ������ ������� ������� ����������� ����������� ����� ����������� �
���������� ��� ����������� � ����������� �� ���������� ��������� ����������������
��� ����������� �� �������
����� ��� ����������� ��� p(f) � ������� ��������� ����� ��������� p(t) ����������

������������ ����������� ��� ��������� f �
������� ���� f = id� �� p(t) = t − 1 ����� ������������ ������������ ���� p(f) =

f − id = 0�

����� ��� � ������ ��������� f ���������� ������������ ����������



��������������� ����� dimV = n� ���������� ��������� f 0 = id, f 1 = f, f 2, . . . , fn2

| {z }
n2+1

�

����������� ���������� ������������ �������� ���������� ����� n2� ������������� ���
��������� ���������� �� ���������� ������ ������������ ������� ��������� ����� ���
�������� ����� ����� a0, a1, . . . , an2 � �� ��� ������ ����� ��� a0id+ a1f + . . .+ an2fn2

= 0�
�� ����� ��������� ��� ��������� p(t) = a0 + a1t+ . . .+ an2tn

2
���������� �������� f � �

����������� ���������

����������� ��� ��������� p(t) ���������� ����������� ����������� ��� ������
���� f � ���� �� ���������� ���� ��������� ����� ���������� ������� ����� ���� �������
������ ����������� � ��� ������� ����������� ����� ��

���������� ����� ���������� ����������� ��������� ��� ������ ������ �����������

����� ��� ��� ������ ��������� f ����������� � ������ ������������� ���������
��� ����������

��������������� �� �������������� �� ��� ��������� ��� ��� ������ ���������
���������� ������������ ���������� ������� �� ����� ������� �� ���� ������������
����������� ���������� � ���������� �������� � �������� �� �� ������� ������������
��� ��� ���������� �� ����������� ����� ����������� ������������
�� ��������������� ��������� ��� p1(t) � p2(t) � ��� ����������� ���������� ���

������� ���� �� ��������� f � ����� deg p1 = deg p2 � �� ������� ������������ ����� ��
������� ��������� p1(t)− p2(t) ����� ������������ ����������� ������� �������� ���
������������ �������������� �

����� ��� ����� λ ����� ����������� ��������� ��������� f ����� � ������ ������
����� λ � ������ ������������ ���������� ��� f �

��������������� ����� λ � ����������� �������� ��������� f � ����� ����������
����� ��������� ������ x� ��� fx = λx� ����� p(t) � ����������� ���������� ���� p(f) ≡
0� ����� p(f)x = 0� �������������

p(λ)x = a0x+ a1λx+ . . .+ anλ
nx = a0x+ a1fx+ . . .+ anf

nx = p(f)x = 0,

������� p(λ) = 0 ���� ��� x ̸= 0��
�������� ����� λ � ������ ������������ ����������� ����� p(t) = (t − λ)q(t)� deg q <

deg p� ������� q(t) �� ���������� f � �������������� ���������� ����� ��������� ������ x�
��� q(f)x = y ̸= 0� �����

(f − λ · id)y = (f − λ · id)q(f)x = p(f)x = 0,

�������������� y � ��� ����������� ������ ��������� f � � λ � ��� ����������� ���������
�

������������������ ���������

����������� ��� ��������� Pf (t) = det(f − λ · id) ���������� ������������������
����������� ��������� f �

�������� ��� ������������������ ��������� ����� ���������� � ��� � ������ �������
������������ PA(t) = det(A− λE)� ��� A � ��������
������� ���� ��������� ������������� ������������������� ����������� ���� ���

�������� � ���� Pf (t) = a0 + a1t + . . . + ant
n� �� ����� an = (−1)n� an−1 = (−1)n−1 tr f �

a0 = det f �



����� ��� λ �������� ����������� ��������� ��������� f ����� � ������ ������
����� λ � ������ ������������������� ���������� Pf (t)�

��������������� ���� λ � ����������� ��������� �� �������� g = f − λ · id ������
������� ������������� det(f − λ · id) = 0� ���� λ � ������ Pf (t)� �������� ���� λ � ������
Pf (t)� �� det(f − λ · id) = 0� ������������� �������� f − λ · id ������������ ������� λ
�������� ����������� ��������� ��������� f � �
���� V ⊂ W � ������������ ���������������� ������ ��� �� ������ ������� ���������

f : W → W ����� ���� Af =

(
Af1 ⋆
0 Af ′

)
� ��� f1 � ����������� f �� V � � f ′ � �������

��������� ������ ���� det f = det f1 det f
′� �� Pf (t) = Pf1(t)Pf ′(t)�

����� ��� ����� V (λ) � ������������ ���������������� ������������ �����������
�� ���������� ����������� ������������ �������� λ� ����� ��������� ����� ������
�������������� ���������� �� ������ ����������� ��������������� V (λ)�

��������������� ���� f1 � ����������� ��������� f �� V (λ)� �� ��� ������
x ∈ V (λ) ����� ������ ��� f1x = λx� ������� ������� ����� ��������� ����� ���

Af1 =




λ 0
� � �

0 λ


� � ������� ��������� f � ���� Af =




λ 0
� � � ⋆

0 λ
0 Af ′


� ������

�������� Pf (t) = Pf1(t)Pf ′(t) = (λ− t)dimV (λ) ·Pf ′(t)� ������� ��������� ����� λ �� ������
����������� ��������������� V (λ) ��� ����� ���� � ������� ���� λ �������� ������
���������� Pf ′(t)�� �

������� �� ������������������ ������������������ ��������� Pf (t) ��������� f :
W → W ���������� ���� ��������� ���� Pf (f) = 0�

��������������� � ���� ������� ������������ ������������ ����� ��������� � ����
��������� �� ������� ���������� �������� ���� �������� PA(A) = 0 ��� ������������
������� A�
������� �������� ������� ���� ��� �������� λ� ��� ������� ��� ����������� � ����

(A− λE)−1 = 1
PA(λ)

C(λ)� ��� C(λ) � �������� ������������ �� ������� ������� A− λE�

������
(A− λE)C(λ) = PA(λ)E. ���

��� ��������� �������� ����������� ��� ���� λ� ����� ������ ������������������� ����
�������� � ��������� ��� ����� ����� ���������� ��������� ������� �� ������������ ��
�� ������������� ������� ���������� ����� ��������� ��� ���� �������� λ� ��������
������� C(λ)� ��������� �� ������������ �� �������� λ� C(λ) = C0 +C1λ+C2λ

2 + . . .+
Cn−1λ

n−1� ��� C0, C1, . . . , Cn−1 � �������� �������� � ����� �� ���� ������� ����������
��������� ��������� PA(λ) = a0+a1λ+a2λ

2+ . . .+anλ
n � �������� ��������� ���������

��� �� �������� λ� ���� ��� ������ ������� ������� ��������� ������������� ����� �
������ ����� ���������� ����������

AC0 = a0E

AC1 − C0 = a1E

AC2 − C1 = a2E

. . . . . .

ACn−1 − Cn−2 = an−1E

−Cn−1 = anE.






































