
�������� ��� ������������������ ��������� ����� ���������� � ��� � ������ �������
������������ PA(t) = det(A− λE)� ��� A � ��������
������� ���� ��������� ������������� ������������������� ����������� ���� ���

�������� � ���� Pf (t) = a0 + a1t + . . . + ant
n� �� ����� an = (−1)n� an−1 = (−1)n−1 tr f �

a0 = det f �

����� ��� λ �������� ����������� ��������� ��������� f ����� � ������ ������
����� λ � ������ ������������������� ���������� Pf (t)�

��������������� ���� λ � ����������� ��������� �� �������� g = f − λ · id ������
������� ������������� det(f − λ · id) = 0� ���� λ � ������ Pf (t)� �������� ���� λ � ������
Pf (t)� �� det(f − λ · id) = 0� ������������� �������� f − λ · id ������������ ������� λ
�������� ����������� ��������� ��������� f � �
���� V ⊂ W � ������������ ���������������� ������ ��� �� ������ ������� ���������

f : W → W ����� ���� Af =

(
Af1 ⋆
0 Af ′

)
� ��� f1 � ����������� f �� V � ������ ����

det(Af − λE) = det(Af1 − λE) det(Af ′ − λE)� �� Pf (t) = Pf1(t)Pf ′(t)�

����� ��� ����� V (λ) � ������������ ���������������� ������������ �����������
�� ���������� ����������� ������������ �������� λ� ����� ��������� ����� ������
�������������� ���������� �� ������ ����������� ��������������� V (λ)�

��������������� ���� f1 � ����������� ��������� f �� V (λ)� �� ��� ������
x ∈ V (λ) ����� ������ ��� f1x = λx� ������� ������� ����� ��������� ����� ���

Af1 =




λ 0
� � �

0 λ


� � ������� ��������� f � ���� Af =




λ 0
� � � ⋆

0 λ
0 Af ′


� ������

�������� Pf (t) = Pf1(t)Pf ′(t) = (λ− t)dimV (λ) ·Pf ′(t)� ������� ��������� ����� λ �� ������
����������� ��������������� V (λ) ��� ����� ���� � ������� ���� λ �������� ������
���������� Pf ′(t)�� �

������� �� ������������������ ������������������ ��������� Pf (t) ��������� f :
W → W ���������� ���� ��������� ���� Pf (f) = 0�

��������������� � ���� ������� ������������ ������������ ����� ��������� � ����
��������� �� ������� ���������� �������� ���� �������� PA(A) = 0 ��� ������������
������� A�
������� �������� ������� ���� ��� �������� λ� ��� ������� ��� ����������� � ����

(A− λE)−1 = 1
PA(λ)

C(λ)� ��� C(λ) � �������� ������������ �� ������� ������� A− λE�

������
(A− λE)C(λ) = PA(λ)E. ���

��� ��������� �������� ����������� ��� ���� λ� ����� ������ ������������������� ����
�������� � ��������� ��� ����� ����� ���������� ��������� ������� �� ������������ ��
�� ������������� ������� ���������� ����� ��������� ��� ���� �������� λ� ��������
������� C(λ)� ��������� �� ������������ �� �������� λ� C(λ) = C0 +C1λ+C2λ

2 + . . .+
Cn−1λ

n−1� ��� C0, C1, . . . , Cn−1 � �������� �������� � ����� �� ���� ������� ����������
��������� ��������� PA(λ) = a0+a1λ+a2λ

2+ . . .+anλ
n � �������� ��������� ���������

��� �� �������� λ� ���� ��� ������ ������� ������� ��������� ������������� ����� �



������ ����� ���������� ����������

AC0 = a0E

AC1 − C0 = a1E

AC2 − C1 = a2E

. . . . . .

ACn−1 − Cn−2 = an−1E

−Cn−1 = anE.

������� ������ ��������� �� E� ������ � �� A� ������ � �� A2� � ����� � ������� ����� �
������ ����� ��������� a0E+a1A+a2A

2+ . . .+anA
n = PA(A)� � � ����� � ��� ���������

������� ������������ ���� ���������� ��� PA(A) = 0� �

����������������� ���������

����������� ��� �������� f ���������� ������������������ ���� ���������� �����
������ ��� ������� ����� ��������� � ���� ������ ������������

��������
�� ��������� �������������� �����������������
�� ������������� ��������� �� ���������������� ����� ��� �� ��������� ��� ��� �����

������������ ������������� ������� ����� �����

����� ��� ����� ������������������ ��������� Pf (t) ����� n = dimW ���������
������� ����� �������� f ������������������

��������������� ����� λ1, . . . ,λn � ����� Pf (t)� ���� ����������� �������� ���������
f � � a1, . . . , an � ���������� �� ����������� �������� ���� fai = λiai� i = 1, . . . , n� ����
�� �� ������ ��� a1, . . . , an � ������ �� ������� ��������� � ���� ������ ����� �� ����

Af =




λ1 0
� � �

0 λn


�

�������� ��� a1, . . . , an �������� �������� ��� ����� ��� ���������� �������� ��������
������������� ���� �������� ���� ��� �� ���������� ��������� � ������������ ���������
������ �������� �������� �� ���������� ������� ����������� ���������
�� ���� ��������� ������ a1 ������� �� ����� ������� �������� ��������� �� ���� ������

������� �����������
�� ����������� �������� ����� ������ k − 1 �������� ������� ����������� ��������

��� ����� � ������ k �������� ���� ������� ����������� ����������� ��������� ���� ���
���� ���������� ������� α1, . . . ,αk� �� ��� ������ ����� ���� α1a1+ . . .+αkak = 0� ��������
�� ������ k− 1 �������� �� ������������� ������� ����������� ��������� ������ ����
�������� ���������� ���������� ak = −α1

αk
a1−. . .−αk−1

αk
ak−1� �������� �������� f � �����

������ ����� ���������� �������� ��� fak = f(−α1

αk
a1−. . .− αk−1

αk
ak−1)� ���� λkak = −α1

αk
λ1a1−

. . .− αk−1

αk
λk−1ak−1� ��� � ������ �������� λkak = λk(−α1

αk
a1−. . .− αk−1

αk
ak−1)� ��������� �����

����� � ������ ������ ��������� �������� ��� (λk−λ1)
α1

αk
a1+ . . .+(λk−λk−1)

αk−1

αk
ak−1 = 0�

���� ��� λi ��������� �� �� �������� ������������� �������� a1, . . . , ak−1 �������� ��� ���
������������ α1, . . . ,αk−1 ����� ����� �� ����� αk = 0� ������ ������� �������� �����
��������� ������� �� k ��������� �

����� ��� ��� ������������� ��������� ����� ������� ������ ��������� �����

�������� � ������������������ ����




λ1 ⋆
� � �

0 λn


 ������� �������



��������������� �������� �� ����������� �������������
�� ���� dimW = 1� �� ����������� ��������� ���� ����� ������� ������� � ��������

������������������
�� ����� ����������� ����� ��� dimW < n� ������� ��� ��� dimW = n� ���� ���� ���

����������� ��������� ������������������ ��������� ����� ������ λ� �� ����� ���������
��� ���������� ��� ������������� ����������� ������� ������� ��������� ����������

������������ ��������������� V � ����� ������� ��������� f ����� ��� Af =

(
λ ⋆
0 Af ′

)
�

�� ������������� �������� ������� Af ′ ����� �������� � ������������������ ����

Af ′ =




λ1 ⋆
� � �

0 λn−1


� ����� ������� Af =




λ ⋆
λ1 ⋆

0
� � �

0 λn−1


 ����� ����� �������

������������ �

����� ��� ���� ������� ��������� ������������������ �� �� ������� ���������
����� ����������� �������� ����� ����������

��������������� ����� Af =




λ1 ⋆
� � �

0 λn


� ����� Af−t·id =




λ1 − t ⋆
� � �

0 λn − t


� � det(f − t · id) = (λ1 − t) · . . . · (λn − t)� ���� λ1, . . . ,λn �

��� ����� ������������������� ����������� � ������ ����������� ��������� �

����� ��� ����� �������� f ������ ��� � ������������� ��������� ���� ��������
����������� ��������� Pf (t) ����� ������������ ������ λ� ����� ��������� �������
��������� g = f − λ · id ����� �����

��������������� ���� � ��������� f ������ ���� ����������� �������� λ� �� � �������

��� ������ ��� ������� ����� ����� ��� Af =




λ ⋆
� � �

0 λ


� ������� ��������� g � ����

������ ����� ��� Ag =




0 ⋆
� � �

0 0


� ������������������ ��������� ��������� g �����

��� Pg(t) = (−1)ntn� �� ��������� �� �������� ������������� �� Pg(g) = (−1)ngn = 0�
������� gn = 0� �

��������� ������

���������� �������� f � �������� � ������ e1, . . . , en ��������

Jn(λ) =




λ 1
λ 1

� � � � � �
λ 1

λ




.
























