
����� ������� ���������� ���������� ������� ������� n� � ����������� ��������� λ�
�������� ������ ��������� �� �������� �������� �������� ���� f(e1) = λe1� f(e2) = λe2 +
e1� f(e3) = λe3 + e2�� � � � f(en) = λen + en−1�
���������� ��� ���������� ������ ���������� ������������������� �������� ���

����� ������� �������� ����������� ���������

�������������� ������� � �������� ���������������

��������� ����� V
(1)
λ ��������������� ����������� �������� ��������� f � ����������

������������ �������� λ ������� � ������� ���������� ����� ��� ����� �������� ���

V
(1)
λ = Ker(f − λ · id)�
���������� ��������� V

(2)
λ = Ker(f − λ · id)2� V (3)

λ = Ker(f − λ · id)3 � ����
���������� ������� ��������� ���� � ����� �������������� {0} ⊂ V

(1)
λ ⊂ V

(2)
λ ⊂ . . . ⊂

V �
������ v ���������� �������������� �������� ���� ������� ��������� f � ����������

������������ �������� λ� ���� v ∈ V
(2)
λ � v /∈ V

(1)
λ � ����������� �������������� ��������

������� k� ���� v ∈ V
(k+1)
λ � v /∈ V

(k)
λ �

�������� ��� ���� �������������� V
(k)
λ ��������������� � ������ k�

��������� ������������� � ������� ��������� ��� ��������� ������������� �� ������

������ �������� ������������������ ������������ dimV
(1)
λ � dimV

(2)
λ � dimV

(3)
λ � . . .

�� ����� �������������� ����������� ������� �������� �������� ����� k� ��� ��������
�������� ����� ���� ������������������ ���������

����������� ��� ���� �� �������� ���� ���� ������� V
(k−1)
λ � V

(k)
λ �������� �� ���

����� ��������� � ������� ���� V
(i)
λ = V

(i+1)
λ ��� i > k�

��������������� ��������� f − λ · id ����� g� �� ������� �� ����� gkx = 0 ⇐⇒
x ∈ Ker gk ⇐⇒ x ∈ Ker gk−1 ⇐⇒ gk−1x = 0� �������� ��� gk+1x = 0 ⇐⇒ gkx = 0� ���� ���
Ker gk+1 = Ker gk�
���� gkx = 0� ��� ��������� gk+1x = g(gkx) = 0� �������� ���� gk+1x = 0� �� gk(gx) =

0 ⇐⇒ gk−1(gx) = 0 ��� ��������� �������������� gkx = 0� �� ��������� ��� Ker gk+1 =
Ker gk� �������� ��� �������� ������ ����� ���� ������� ��� Ker gk+2 = Ker gk+1 � ����
�
��������� ����� p ��� ������ � �������� ���������� ������������ ������� �������

�������� V
(k)
λ � ����� ∪∞

k=1V
(k)
λ = V

(p)
λ � ��������� ��� ������������ ����� Vλ � ������� ���

�������� ���������������� ��������� f � ���������� ������������ �������� λ�

����������� ��� ��������������� Vλ ⊂ W ����������� ������������ ���������
f �

��������������� ������� ������������ ������ x ∈ Vλ� ���� (f −λ · id)p(x) = 0� �����
(f − λ · id)pf(x) = f(f − λ · id)p(x) = f(0) = 0� ������� f(x) ∈ Vλ� �

������� � ���������� ������������ � ������ ����� ��������
��������������

����� ��� ����� f : V → V � λ � ��� ����������� ��������� ����� ����� �����
���������� V � ������ ������ V = Vλ ⊕W � ��� W � ������������ ����������������
������ ����������� ��������� f �� W ���������



��������������� ��� ����������� �������� ����� �������� ��� λ = 0� ��� �����
���������� ������� �� ��������� f � ��������� f − λ · id�
������� W = Im f p � �������� ��� V = Vλ ⊕ W = Ker fn ⊕ Im f p� ����������

����� Im f p ��������� ���� y ∈ Im f p� �� ���������� ����� x� ��� y = f p(x)� �����
f(y) = f p+1(x) ∈ Im f p+1� �� Im f p+1 ⊂ Im f p� � ����������� ���� ������� ����������
���� ��������� ����������� ��������������� ����� ������� Im f p+1 = Im f p�
�������� ��� ����� V0 � W � ������� ��� ����� ���������� ��������� ��� �� ���

��������� ����� ����� ��� ��� ����� ������������ ���� � ������ ����� �����������
����� ������������� �� ����� ��� ����������� � �������� ����� ���������� ��� dimV =
dimV0 + dimW � ���� V = V0 ⊕W �
����� v ∈ V0 ∩ W � v ̸= 0� ���� v ∈ V0� �� f p(v) = 0� � ���� v ∈ W � �� v = f p(w)

��� ���������� ������� w ∈ V � ����� f p(w) = v ̸= 0� f 2p(w) = f p(v) = 0� �� ����� ���

f p(w) ̸= 0� �������� ��� w /∈ V0� � �� ����� ��� f 2p(w) = 0� �������� ��� w ∈ V
(2p)
0 = V0�

���������� ������������ ����������� ��� V0 ∩W = {0}�
������� ������� ��� ����������� f �� W ������������ ���� �� ��� ���� �� ���� ���

� ��� �� ����������� ��������� ��������� f |W � ���� ����������� �� ����������� ������
v ∈ W � v ̸= 0� f(v) = 0� �� ��� �� ��������� ��� v ∈ V0� �� V0 ∩W = {0}� ����� � �� �����
���� ����������� ��������� ��� f |W � �

������� ��� ����� ��� �������� f : V → V ���� ������������� ��������� �������
����� ������������ V �������� ������ ������ ���� �������� ��������������� ����
V = Vλ1 ⊕ . . .⊕ Vλk

� ��� λ1, . . . ,λk � ��� ����������� �������� ��������� f �

��������������� �������� ������ ����� ��� ���������� ������ ����� �������
���������� ������� V = Vλ1 ⊕ W � ������ �� �������������������� ���� ������� ����
������ f � ��� ������� �� ������� ���������� ������������ f |Vλ1

� f |W � ��������
��� ����������� �������� f |W � λ2,λ3, . . . ,λk� ��������� ���� �������� �� ���������
��� ������������� �������������� ���� ����� k��������� ���������� ����� �� �������
V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ . . . ⊕ Vλk

⊕ W ′� �� W ′ = {0} � ����� �������� ����������� f |W ′ �����
����� ��� ���� ����������� �������� ����� ������������� ���������� �������� �� ���� �
f � ������������� �
�������� ��� ����������� ��������� �� �������� ��������������� ����� ������������

����������� ���������

��������� ���������� ����� ���������

������� �� �������� � ���������� ������� ��������� � ���������� ������� ���
������ ��������� f ���������� ������ � ������� ��� ������� Af ����� �����������
����� ������� ����������� � ��������� �� ������������ ������ ���������

���������������
�� �������������� �� ������� � �������� ����������� � ���������� ������ �������

��������� f ����� ������������������� ���

Af =




Af |Vλ1
Af |Vλ2

� � �
Af |Vλk


 ,

������� ���������� �������� ������� ��� ���������� � ������������ ����������� ����
������� �������� �������� ����������� ��������� f �� �������� ����������������



������� �� ����� ������������ ��� ����������� ��������� ��� f ����� ������������
����������� ��������� ����� ��� ����������� �������� ����� �������� ��� ��� ���������
��� �������� ����� �����
���� ������ � ��������� ����� � ������������� � ������� ��������� ����� ��������� ����

� �������� ������������ V = V0 = V
(p)
0 � ������� �������� ������������ ��������������

V
(1)
0 ⊂ V

(2)
0 ⊂ . . . ⊂ V

(p)
0 �

��� ��������������� L ⊂ V ������� �������� er+1, . . . , en ���������� �������������
������� ������������� ��������������� L�� ����� ������ ����������� ������� �������
��������� L� ��� ���������� ������� ����� ������������ V � � ����� ���������������
������������ ����� ������� ������������� ����� ������������ ������ ����������������

�� ������ ���� ���������� ��������������� V
(p−1)
0 ⊂ V

(p)
0 = V � ������� �����������

��� ����� e1, . . . , eq ������������ ����� ���������������� ��������� �� ����� �������� ��

�������������� �������� ������� p−1� ��������� f(V
(p)
0 ) = V

(p)
0 � f(e1), . . . , f(eq) ∈ V

(p−1)
0 �

�������� ��� ������� �������� f(e1), . . . , f(eq) ������� ���������� ������������ ������

������ ��������������� V
(p−2)
0 � ���� α1f(e1)+ . . .+αqf(eq) = f(α1e1+ . . .+αqeq) ∈ V

(p−2)
0 �

�� α1e1 + . . . + αqeq ∈ V
(p−1)
0 � � �� ����������� �������� e1, . . . , eq �������� ��� ���

α1 = . . . = αq = 0� �������� ������� �������� f(e1), . . . , f(eq) �� �������������� ������ �

V
(p−1)
0 ������������ ��������������� V

(p−2)
0 ��������� g1, . . . , gs� ���� ������������� �����

V
(p−1)
0 ������������ ��������������� V

(p−2)
0 ������� �� �������� f(e1), . . . , f(eq), g1, . . . , gs�

� ����� �������������� ������ �������� �������� f � ����� ���������� ������� ������

��� ����� �������� �� �������������� ������ V
(p−2)
0 ������������ ��������������� V

(p−3)
0 �

���� ������� ����� ���������� �� ������ ���� �� ��������������� V
(1)
0 � ��� ��������

����������������
������� ���������� ������� � ���� ��������

e1 . . . eq
f(e1) . . . f(eq) g1 . . . gs
f 2(e1) . . . f 2(eq) f(g1) . . . f(gs) h1 . . . hr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f p−1(e1) . . . f p−1(eq) f p−2(g1) . . . f p−2(gs) f p−3(h1) . . . f p−3(hr) . . . l1 . . . lt

������� ������ ������� �������� ����� ��������������� V
(1)
0 � ������� �������������

������� �������� ������������� ����� � V
(2)
0 ������������ V

(1)
0 � ������� ������� ����

��������� ������� ���������� ����� ��������������� V
(2)
0 � �������� � ��� ������� ����

���� � ����� �������� �������� ����� ��������������� V
(3)
0 � � ���� � ������ ��� �������

������� ���������� ����� ������������ V � �������� ���������� ��� ��� � ����� ������ �
������� ������� ��������� ������� �� ���������� �������
��� ����� ���������� ������������ ������� �������� �������� ��������� f p−1(e1) =

ẽ1� f
p−2(e1) = ẽ2���� e1 = ẽp� ���� ẽ1 � ����������� ������� ���������� �������� ���������

���� ��������� �� f(ẽ1) = 0� ������ �� ������������ f(ẽ2) = f p−1(e1) = ẽ1� f(ẽ3) = ẽ2�����
����� L1 = ⟨ẽ1, . . . , ẽp⟩ � �������� �������� �������� ������� ��������� ����� L1 �������
��� � ����� ���� �������� ������������ ����������������� ��� ���� ������� ���������
f � ������������� �� L1� ����� ��� ���������� ������ � ������� ����������� ��������
��� ����������� ������� ������� ������� �������� ������������ ��������������� L2� �
������� ����������� f �� L2 ����� �������� ���������� �������� � ���� ����� �����
���� ������� ��������� f ������� �� �������� ���������� ������� ������� �������� �
��������
�� ��������������� ���� ��������� ��� ����� �� �������� �� �� ������� �� �������

��������� f � ���������� ���������� ������ ���������� ���������� ������ ��������
������ ����������� � ����������� ��������� λ ���� � �� ��� ��� ����� �����������
����������� �������� λ � ��������� ���������� ������� ��� �����������


































