
������� �� ����� ������������ ��� ����������� ��������� ��� f ����� ������������
����������� ��������� ����� ��� ����������� �������� ����� �������� ��� ��� ���������
��� �������� ����� �����
���� ������ � ��������� ����� � ������������� � ������� ��������� ����� ��������� ����

� �������� ������������ V = V0 = V
(p)
0 � ������� �������� ������������ ��������������

V
(1)
0 ⊂ V

(2)
0 ⊂ . . . ⊂ V

(p)
0 �

��� ��������������� L ⊂ V ������� �������� er+1, . . . , en ���������� �������������
������� ������������� ��������������� L�� ����� ������ ����������� ������� �������
��������� L� ��� ���������� ������� ����� ������������ V � � ����� ���������������
������������ ����� ������� ������������� ����� ������������ ������ ����������������

�� ������ ���� ���������� ��������������� V
(p−1)
0 ⊂ V

(p)
0 = V � ������� �����������

��� ����� e1, . . . , eq ������������ ����� ���������������� ��������� �� ����� �������� ��

�������������� �������� ������� p−1� ��������� f(V
(p)
0 ) = V

(p)
0 � f(e1), . . . , f(eq) ∈ V

(p−1)
0 �

�������� ��� ������� �������� f(e1), . . . , f(eq) ������� ���������� ������������ ������

������ ��������������� V
(p−2)
0 � ���� α1f(e1)+ . . .+αqf(eq) = f(α1e1+ . . .+αqeq) ∈ V

(p−2)
0 �

�� α1e1 + . . . + αqeq ∈ V
(p−1)
0 � � �� ����������� �������� e1, . . . , eq �������� ��� ���

α1 = . . . = αq = 0� �������� ������� �������� f(e1), . . . , f(eq) �� �������������� ������ �

V
(p−1)
0 ������������ ��������������� V

(p−2)
0 ��������� g1, . . . , gs� ���� ������������� �����

V
(p−1)
0 ������������ ��������������� V

(p−2)
0 ������� �� �������� f(e1), . . . , f(eq), g1, . . . , gs�

� ����� �������������� ������ �������� �������� f � ����� ���������� ������� ������

��� ����� �������� �� �������������� ������ V
(p−2)
0 ������������ ��������������� V

(p−3)
0 �

���� ������� ����� ���������� �� ������ ���� �� ��������������� V
(1)
0 � ��� ��������

����������������
������� ���������� ������� � ���� ��������

e1 . . . eq
f(e1) . . . f(eq) g1 . . . gs
f 2(e1) . . . f 2(eq) f(g1) . . . f(gs) h1 . . . hr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f p−1(e1) . . . f p−1(eq) f p−2(g1) . . . f p−2(gs) f p−3(h1) . . . f p−3(hr) . . . l1 . . . lt

������� ������ ������� �������� ����� ��������������� V
(1)
0 � ������� �������������

������� �������� ������������� ����� � V
(2)
0 ������������ V

(1)
0 � ������� ������� ����

��������� ������� ���������� ����� ��������������� V
(2)
0 � �������� � ��� ������� ����

���� � ����� �������� �������� ����� ��������������� V
(3)
0 � � ���� � ������ ��� �������

������� ���������� ����� ������������ V � �������� ���������� ��� ��� � ����� ������ �
������� ������� ��������� ������� �� ���������� �������
��� ����� ���������� ������������ ������� �������� �������� ��������� f p−1(e1) =

ẽ1� f
p−2(e1) = ẽ2���� e1 = ẽp� ���� ẽ1 � ����������� ������� ���������� �������� ���������

���� ��������� �� f(ẽ1) = 0� ������ �� ������������ f(ẽ2) = f p−1(e1) = ẽ1� f(ẽ3) = ẽ2�����
����� L1 = ⟨ẽ1, . . . , ẽp⟩ � �������� �������� �������� ������� ��������� ����� L1 �������
��� � ����� ���� �������� ������������ ����������������� ��� ���� ������� ���������
f � ������������� �� L1� ����� ��� ���������� ������ � ������� ����������� ��������
��� ����������� ������� ������� ������� �������� ������������ ��������������� L2� �
������� ����������� f �� L2 ����� �������� ���������� �������� � ���� ����� �����
���� ������� ��������� f ������� �� �������� ���������� ������� ������� �������� �
��������
�� ��������������� ���� ��������� ��� ����� �� �������� �� �� ������� �� �������

��������� f � ���������� ���������� ������ ���������� ���������� ������ ��������
������ ����������� � ����������� ��������� λ ���� � �� ��� ��� ����� �����������
����������� �������� λ � ��������� ���������� ������� ��� �����������



������ ����� rk(λ) = rk(f − λ · id)k � Nk(λ) � ���������� ���������� ������ �������
����� k� ���������� ������������ �������� λ� ��� ������������������� ������ �����
����� ������� �� ������� ����� ��������� � ������������ ����� ��������� ��� ���
���������� �������� rk+1(λ) − rk(λ) ����� ��������� ������ ������� ���������� ����
��������� �������� λ� ��������� ����� ��������� ������ Jm(λi − λ) �� �������� ���
���������� ����� ������ � ����� ������� ���� ������ �������������
���������� �������� r0(λ)− r1(λ)� ��� ������ �������� ������ ������ � �����������

��������� λ ����� �������� ����� �� ���� ���� ������ ������� k×k ����� k − 1� ���� ��
������� ������� ��� ������������ ������� ������ ������ ������ � �������� r0(λ)−r1(λ)
������ ������ �������� ���� ��� �������� ����� ������ ���������� ������� �������������
r0(λ)− r1(λ) = N1(λ) +N2(λ) +N3(λ) + . . .�
���������� �������� r1(λ)−r2(λ)� ��� ������ ������� 1×1 ����� �������� ����� �����

� ��� ������ ������� n×n ��� n � 2 ���� ������ ����� n − 1� � ���� �� �������� �����
n−2� � �� �������� ����� �������� ������� �������� r1(λ)−r2(λ) ����� ���������� ������
������� n×n ��� n � 2� ���� r1(λ)− r2(λ) = N2(λ)+N3(λ)+ . . .� ���������� ��������� ���
r2(λ)− r3(λ) = N3(λ) +N4(λ) + . . . � ����� ri−1(λ)− ri(λ) = Ni(λ) +Ni+1(λ) + . . .� �������
�� ����������� ��������� ������������ �������� Ni(λ) = (ri−1(λ) − ri(λ)) − (ri(λ) −
rr+1(λ)) = ri−1(λ) − 2ri(λ) + rr+1(λ)� ���� ����� �� ������ ������ �� �������� �� � �����
Ni(λ) �� ������ �� �������� ������������� ���������� ������ ������� ������� ����� ����
� �� ��� ������� ���������� ����� ��������� ����������� � ��������� �� ������������
������� �� ������� ��� �������� �

������� �� ���������� � �� ������

���� ������� f(x) ���������� �������� ���� ����� ���������� ����� ������������ �� ���
��� ����� �������� ������� �������� ������� ����� ����� ���������� ����� �������

f(t) = f(λ) + f ′(λ)
1!

(t − λ) + f ′′(λ)
2!

(t − λ)2 + . . . + f (m)(λ)
m!

(t − λ)m + rm �� �������� ����������
���������� ����� ������ ��������� ���������� ���� � ����� ���������� ���� ������� A

� ��������� ������� A =




λ 1 0
� � � � � �

λ 1
0 λ


� �� f(A) =




f(λ) f ′(λ)
1!

. . . f (n−1)(λ)
(n−1)!

� � � � � �
���

f(λ) f ′(λ)
1!

0 f(λ)


�

���� �������� ������� f(A) ������������ ������ ��������� ������� f(t) � �� n− 1 ����
�������� � ����� t = λ� � ��� ����������� ����� ������� �������� ����� ��� �����������
��������� ������� �������� ���� ������� ������ �� ����� �� ����� ����� ������� ����
���� ��� ���� �������� �������� �� �� n−1�� ������������ � �� ������� ��������� p(t)�
������ p(A) = f(A)� � ��������� �������� ���������� �� ������� �� ������ ���� ����

���� ������������ �� �� ����� �������� � ���������� ������ A′ =




A1 0
� � �

0 Am


�

��� A1, . . . , Am � ���������� ������� ���� f(A′) =




f(A1) 0
� � �

0 f(Am)


 � f(A) =

Cf(A′)C−1� �� ������� ������� ��� ���������� �������� �� k − 1�� ������������ ���
k � ������������ ������ ���������� ������ � ���������� ����� ������� A� ����� ��
������� ����� ��������� p(t)� ��� p(A) = f(A)� ���� ��������� ���������� ����������
��������
������� ������ ����������� f(A) �� ������� �� ������� ���������� � ����������

����� � ���������� ��� ���� ������� A ��������� � ����������� ���� J(A) � �������



���� ��������� ������ ��������� C � D� ���� ���� A = CJ(A)C−1 = DJ(A)D−1� �� ����
���� D−1C � f(J(A)) �������������� ��� ����� ������� f � ��� ������� ����������
f(J(A))�

������������� � ����������������

�������������

����������� ��� ����� V � ��������� ������������ ��� ����� ����������� �����
C� ���������� ������������ VR� ��������� �� ��� �� ��������� ��� � V � ������ ������
�������� ��������� �� ��� ����������� ����� �� ����������� ���������� ������ ��
������������ ������ ����� VR ����� �������� ������������� ��� ����� ������������
����� R� ��� ���������� �������������� ������������ V �

����� e1, . . . , en � ����� � ������������ V � ����� �� �� ����� ������� ������������ VR�
��� ��� �� ��� ������� �������� �� ��������� ������������ � ������������� ������
��� � �� ����������� ����� �� ������ �� ����� ��������� ������� � VR ����� �������
e1, . . . , en, ie1, . . . , ien ������������ ������������� dimR VR = 2dimC V ������� � dim �����
������� ��� ����� ����� �� ������������� ����������� ��������������

����������� ��� ����� ��� �������� f : V → V � ����� ���� ��������� �������������
��� �� ������������ VR� ���������� �������������� ��������� f � ������������ fR�

���������� ��� ������� ������� ���������� f � fR� ����� � ������ e1, . . . , en ���������
���� V f(ek) = cjkej� ������� Af = (cjk) ��������� f ����� ��������� �� ������������
� ����� ������ ������ ���� �� �������� � ��� ����������� ������ ���� Af = A + iB� ���

A = (Re cjk)� B = (Im cjk)� ����� ������� ��������� fR � ������ e1, . . . , en, ie1, . . . , ien �����

����� ��� AfR =

(
A −B
B A

)
� ��������� detAfR � ��� ���� ������� ��������� ����������

��� �������������� ��� �������� � ��������� ������� AfR �

(
A −B
B A

)
→

(
A− iB −B − iA

B A

)
→

→
(

A− iB −B − iA+ i(A− iB)
B A+ iB

)
=

(
A− iB 0

B A+ iB

)
,

�������
detAfR = det(A− iB) det(A+ iB) = det(Af ) · detAf = | detAf |2.

����������� ���������

����������� ��� ����� V � ��������� ������������ ��� R� ����������� ����������
�� V ���������� ����� �������� �������� j : V → V � ��� j2 = −id�

����� ������������ V ����� ������������� ��� ��������� ������������ ��� C� ��� ���
�� V ����� ������ �������� ��������� �� ����������� ������ (a + ib)v := av + bj(v)�
��� ��� ��� ����������� ��������� ��������� ������ ����������� ���������� ��������������
����������� �����������

����� ��� ����� j � ����������� ��������� �� ������������ ��������� ����
��������� V � �����
�� dimV ������

�� � ���������� ������ ������� ��������� j ����� ��� Aj =

(
0 −E
E 0

)
�








































