
���� g = f ∗� �

��������� �� ���� f ∗ � ��������� ����������� � f � �� (f ∗)∗ = f �

����� �� ���� V � ������������ ��������������� ������������ f � �� V ⊥ � ���
���������� ��������������� ������������ f ∗�

��������������� ������� ������������ ������ v ∈ V ⊥� ����� ∀u ∈ V �����
(f ∗(v), u) = (v, f(u)) = 0� ���� v ∈ V ⊥� � f(u) ∈ V � �������������� f ∗(v) ∈ V ⊥ ��� ���
���� v ∈ V ⊥� �
� ������ ���������� ����������� �������� �������� � ������������ ��������� �����

���� �������� ���������� � ������������ L(V ) �������� ����������� ������� ��������
����� �������� ����� �� ������� ��� ��� ������������ ���������� �������� ����� � � ���
������� ������ � ������ ��������� ����������� ��� �������� ��������� � ������������
���������� �� �������� �������� �����������

����������� �� �������� f ���������� ��������������� ���� ����������������
���� f ∗ = f � �������� f ���������� ������������������� ���� f ∗ = −f �

�������� ��� ��� ������ ���������� ����� ��������� ��� �� ��������� ��� � ���
����������� ���� ������� ��������������� ��������� �������� �������������� �� �����
�������� �������� ������� ������������������� ��������� �������� ������������������
� ����

����� �� ����� �������� ������������ ������� �������������� � ���� ����� ����
������������ � ������������������� �����������

��������������� ���������� ������� ���� ���� ������� f = 1
2
(f + f ∗) + 1

2
(f − f ∗)�

������ ��������� ������� � �������������� ��������� � ������ � �������������������
�������������� ������� �� ����� ��� ���� �������� ������������ �������������� � ���
����������������� �� �� ����� ����� �

����� �� ����� λ � ����������� �������� ���������������� ���������� ����� λ ∈ R�

��������������� ����� ��� �������������� ��� ����� �������� ���� � ���������
������� � ������� �� �� � ����� ����������� ����� v � ��������������� �����������
������� f(v) = λv� ����� λ(v, v) = (λv, v) = (f(v), v) = (v, f ∗(v)) = (v, f(v)) = (v,λv) =
λ(v, v)� ��������� v ̸= 0� λ = λ� �

����� ��� ����� λ � ����������� �������� ������������������� ���������� �����
� ���������� ������ λ = 0� � � ��������� � λ ����� ������� λ ∈ iR�

��������������� �������������� ���������� ���������� ������ � ���������� ����
��� λ(v, v) = (λv, v) = (f(v), v) = (v, f ∗(v)) = −(v, f(v)) = −(v,λv) = −λ(v, v)� ������
λ = −λ� � ��������� ������ λ(v, v) = (λv, v) = (f(v), v) = (v, f ∗(v)) = −(v, f(v)) =
−(v,λv) = −λ(v, v)� ������ λ = −λ� �

����� ��� ����� λ1,λ2 � ��������� ����������� �������� ���������������� ���
������������������� ���������� � v1, v2 � ��������������� ����������� ��������� ���
��� v1 ⊥ v2�



��������������� λ1(v1, v2) = (λ1v1, v2) = (f(v1), v2) = (v1, f
∗(v2)) = ±(v1, f(v2)) =

±(v1,λ2v2) = ±λ2(v1, v2)� ���� (v1, v2)(±λ2 − λ1) = 0�
���������� ������ ������������ ±λ2 − λ1� ���� f ������������� �� ����������� ����

����� ����������� � ���� � ����� ���� λ1 − λ2� ���� f ���������������� �� �����������
�������� ����� ����� � ���� � ������ ���� −λ1 + λ2� � ����� ������� ��� ���������
������� �� ����� �������������� ���� ����� ������ ������������ (v1, v2) = 0� �

����� ��� ���� L � ������������ ��������������� ������������ �������������
���� ��� ������������������� ��������� f � �� L⊥ ����� ����� ����������� �������
������ f �

��������������� ��������� ���� L⊥ ����������� ������������ f ∗ = ±f � �

������������ ��� ������� ���������������� ���������

������� ��� ��� ������ ���������������� ��������� f : V → V ���������� ���
��������������� ������ � ������� ��� ������� ����� ������������ ��� � ����������
���� ������� �� ���������� ��������� ������������ ��� ������� ����������������
��������� ����������� � ��������� �� ������������ ������������ ����������

��������������� �������� �������������� ������� �� �������� �� �����������
�������������
�� ����� dimV = 1� ��������� Af = (a) � ������������ �������� � ������ ����

����������� ������ a ����� ������������ ������� ���� a = a�
�� ��������� ��� ������� �������� ��� dimV � n� ������� �� ��� dimV = n+ 1�
������� �������� ������ �������� ������������� ����� v � ����������� ������ ������

���� f � L = ⟨v⟩� ����� V = L⊕L⊥� ������ L � L⊥ ��� ����������� ������������ f � �����

������� ��������� f ����� ��� Af =

(
a 0
0 Af ′

)
� ��� ����������� f ′ ��������� f �� L⊥

���� �������������� �������������� �� ������������� ��������� ��� ����� �������� �
�������� ����� � ����� ������� Af ����� ������������� ������� ���� a = a� �� ���������
����� ������������ ������
������ �������� � ������ ��������� ������������� �� ������ ��� � ������ ���������

��� ����� ������������ ����� ���������� ���� ����������� ���� ��������� ����������
��� ���������������� ���� � ����� ��������� ���� ���� �� ���� ���������� ������������
���������������� �� ����� ����������� ���������� ����������� ������� ���� �� � ����
�� ��������� ������� ���� ��������� ������������ ���������������� �� ��� �������

����� ��� Af =

(
a11 a12
a21 a22

0

0 Af ′

)
� �� ������������� �������� ������� ���������

��� f ′ �� ������������� ���������� � ������������� ��������������� ����� �������

���� �������� ���� ����������� � ��������� ������� A =

(
a11 a12
a21 a22

)
� ���� At = A� ��

a21 = a12� ��� ����������� �������������� ��� �����������

����� ��� � ��������� ������������ ������� ������������������ ���������
����� ������������ ������

���������������

det

(
a11 − t a12
a21 a22 − t

)
= t2 − (a11 + a22)t+ a11a22 − a212.



������������ ����� ���������� �����D = (a11+a22)
2−4(a11a22−a212) = (a11−a22)

2+4a212 �
0� �
����� λ1,λ2 � ����������� ����� ������� A� ����� � ������� ������������ �� ���������

��� ��������� ��� ����� ��� A =

(
λ1 0
0 λ2

)
� ���� λ1 = λ2� �� �� ������ ����� �������

��� ����������������� ����������� ������� � �������� ������ ���������� �������������
���� �� λ1 ̸= λ2� �� ���������� � ����������� ������� ��� ������������� ������������
���� ������
�������������� ������������� ������������� ���� ���������� �������������� �������

�� ����� ��� �� ��������� ��� ����� ����� ������������������� ���������� � ������ ��
���������� �

������������ ��� ������� ������������������� ���������

������� ��� � ������ ������������������� ��������� f : V → V � ��������� ����
��������� V ���������� ����������������� ������ � ������� ��� ������� Af �����
������������ ��� � ����� ������� ������� �� ����������

��������������� �� ������ ��� ���� L ⊂ V ����������� ������������ f � �� � L⊥

����� ����������� ������������ f � ������������� ������� ��������� f ����� ��������
� ������������� ���� ������ �� ��������� ����� �� ������ ��� ����� � �� ���������

��������������� ����� ����� ������������������� Af =




λ1 0
� � �

0 λn


� �

������� ��� � ������ ������������������� ��������� f : V → V � ����������
������������ ���������� ����������������� ������ � ������� ������� Af �����
������������������� ���� ������ ��� ����� ���� ���������� ������� ������ ���� ����

������� ������� ���

(
0 a
−a 0

)
� a ∈ R�

��������������� ���� � ��������� f ������� ���������� ������������ ������������
����� �� �������������� � �������� ��������� � ��������� �������� ������� �������� ����
�������� ������� ����� ����� �������� ��������� ������������ ��������������� L ⊂ V �
��� ���� ��� ������������� ���������� L⊥ ����� ������������ � �� ������������� ���
������ ����� �������� ��� ������� ����������� ��������� f �� L⊥ ��� ����� ���������
���� ���������� ������� ����������� f �� L � ������������ ����������������� ������
���������� ��������������� L� ��� ��������� �������� ������� � ���� ����� ����������
�� �� ��������� ����� ����� � ��� ��������� � ��������������� �� ����� ������
�������������� ������������� ���� ������ ������������������ ���������� � ������

���� �� ������������ ������ ����� ������� �� ����� ��� ��� ����� ������������ ������
������������� ����������� ���������� �

���������

����������� ��� �������� �������� f : V → V ���������� ����������� ���� |f(a)| =
|a| ��� ������ ������� a ∈ V ����� ���� �� ��������� ����� ����������

����������� ��� �������� f �������� ���������� ����� � ������ ������ ����� ��
��������� ��������� �������������


