
��� ���� ��� ������������� ���������� L⊥ ����� ������������ � �� ������������� ���
������ ����� �������� ��� ������� ����������� ��������� f �� L⊥ ��� ����� ���������
���� ���������� ������� ����������� f �� L � ������������ ����������������� ������
���������� ��������������� L� ��� ��������� �������� ������� � ���� ����� ����������
�� �� ��������� ����� ����� � ��� ��������� � ��������������� �� ����� ������
�������������� ������������� ���� ������ ������������������ ���������� � ������

���� �� ������������ ������ ����� ������� �� ����� ��� ��� ����� ������������ ���
���������������� ����������� ���������� ���� ������������ ��� ������� ������� ��

��������� ������

(
0 a1

−a1 0

)
, . . . ,

(
0 ak

−ak 0

)
� n − 2k ������� ���������� ������� ��

����� ������������������� ���������� � ��� ����� ±ia1, . . . ,±iak � � ��������� n− 2k�
��� ���������� ������������� ����� k � a1, . . . , ak �� ������ ������� �

���������

����������� ��� �������� �������� f : V → V ���������� ����������� ���� |f(a)| =
|a| ��� ������ ������� a ∈ V ����� ���� �� ��������� ����� ����������

����������� ��� �������� f �������� ���������� ����� � ������ ������ ����� ��
��������� ��������� �������������

��������������� ���� f ��������� ��������� ������������� �� ��� � ���������� ���
������� � ����� ��������� �������� ��������� �������� ������������ ����� f ���������
����� �������� ����� �����������
�� � ������� ����� ������������ V ���������� ������� ��� ������������ ������� a, b ∈

V � ����� (a+ b, a+ b) = (a, a)+ (b, b)+ 2(a, b)� ������ (a, b) = 1
2
((a+ b, a+ b)− (a, a)− (b, b))�

�������������� �������� f ��������� ��������� �������������
�� ���������� ������ ������� ����� ������������ V ��������� ����� (a + b, a + b) =

(a, a) + (b, b) + (a, b) + (a, b) = (a, a) + (b, b) + 2Re(a, b)� ������ Re(a, b) = 1
2
((a + b, a + b)−

(a, a) − (b, b))� �������������� ������������ ����� ���������� ������������ ������������
���� ������ ib ������ b� ��������

(a+ ib, a+ ib) = (a, a) + (ib, ib) + (a, ib) + (ib, a) = (a, a) + (b, b) + i(a, b)− i(b, a) =

= (a, a) + (b, b) + i(a, b)− i(a, b) = (a, a) + (b, b)− 2 Im(a, b),

������������� ������ ����� ���������� ������������ ����� ���������� ����� �����
��������� Im(a, b) = −1

2
((a+ ib, a+ ib)− (a, a)− (b, b)) �� ������� ���� ������������ �

����� ��� ��������� ��� ����������� �������������
�� �������� f ��������� ��������� �������������
�� �������� f ��������� ��������� ����������������� ����� � ������������������
�� �������� f ��������� ������������ ����������������� ����� � ���������������

����
�� � ����� ����������������� ������ ������� Af ��������� f �������� ���������

A
t

fAf = E�

���������������
1) ⇒ 3) ��������� ���� (f(ai), f(aj)) = (ai, aj) = δij�
2) ⇒ 1)� ����� a1, . . . , an � ����������������� ������ bi = f(ai)� � b1, . . . , bn � �����

����������������� ������ ������� ������������ ������� x = xiai � y = yiai� �����
f(x) = xibi� f(y) = yibi� � (f(x), f(y)) = (xibi, y

jbj) = xi(bi, bj)y
j = xi(ai, aj)y

j = (x, y)�
������� f ��������� ��������� �������������



����� �������� ������ ��� ������� ������������ �3) ⇒ 2) � ���������� �������� ���
�� � �� �������������
3) ⇒ 4)� ������� ����������������� ����� a1, . . . , an� ����� G(f(a1), . . . , f(an))| {z }

=E

=

A
t

f G(a1, . . . , an)| {z }
=E

Af � ���� A
t

fAf = E�

4) ⇒ 3)� ��� ������ ������������������ ������ a1, . . . , an ����� G(f(a1), . . . , f(an)) =

A
t

f G(a1, . . . , an)| {z }
=E

Af � ������� A
t

fAf = E� �������������� ������� f(a1), . . . , f(an) ����� ���

��������������� �

������������� � ��������� ���������

����������� ��� ��������� ����������� ��������� ������������ � ���������� ����
���������� ���������� �������������� � ��������� ������������� � ����������

����� ��� ����� �������� f ��������� � ���������� ��� ��������� ������������
V � � L ⊂ V � ������������ ���������������� ���� f ��������� ��������� �������������
�� L⊥ ���� ������������

��������������� ������� ������������ ������ a ∈ L⊥� ���� ��������� ��� f(a) ∈
L⊥� ����� ��� (f(a), v) = 0 ��� ������ v ∈ V � �� ������ ��� f(L) ⊆ L� ��� ���������
����������������� ����� ��������� � ����������������� ������ �� dim f(L) = dimL�
������������� f(L) = L� ����� �������� ����� ������ w ∈ L� ��� v = f(w)� � �����
(f(a), v) = (f(a), f(w)) = (a, w) = 0� ��� � ����������� ��������� �

����� ��� ���� f � ��������� ��������� �� ��� ��� ����������� �������� �� ���
���� ����� �� ���� �� f � �������������� �� ��� ��� ����������� �������� ����� ±1�

��������������� ����� λ � ����������� ��������� ����� ��� ������������ �������
v ��������� ��������� f(v) = λv� ���� �������� ��������� ��������� ������������� ��
(v, v) = (f(v), f(v)) = (λv,λv) = λλ(v, v) = |λ|2(v, v)� � ���� v ̸= 0� �� (v, v) ̸= 0� ����
����������� |λ|2 = 1� ���� |λ| = 1� ���� �� �������� f �������������� �� ����� �����
(v, v) = λ2(v, v) � ������������ λ� �������������� λ = ±1� �

����� ��� ���� f � ��������� ��������� �� ��� ����������� �������� ����������
��������� ����������� ���������� ������� �������������

��������������� ����� λ1 ̸= λ2� � f(v1) = λ1v1� f(v2) = λ2v2 �v1 � v2 � �����������
��������� ����� (v1, v2) = (f(v1), f(v2)) = (λ1v1,λ2v2) = λ1λ2(v1, v2)� �������������� ����
(v1, v2) = 0� ���� v1 ⊥ v2� ���� λ1λ2 = 1� �� �� ������ ������� ��������� |λ1| = |λ2| = 1�
����� λ−1

1 = λ1� ������� λ1λ2 = λ−1
1 λ2 = 1� ������ �������� ��� λ1 = λ2� ��� ����������

�� �������������� �������������� ������� v1 � v2 ������������� �
����������� ����������� ����� � ��� ������������� ����������� �� � ��������������

��������� ����� ���� �� ����� ���� ��������� ����������� ���������

������� ��� �� ���� f : V → V � ��������� ��������� �� ���������� ��������
���������� ������ � ������� ��� ������� Af ������������ ������ �� ��������� �����
������ �� ������ ������ ��

�� ���� f : V → V � ������������� ��������� �� ���������� �����������������
������ � ������� Af ����� ������������������� ��� � ������� ������� � � �� ������



���������� ����� � ��� ±1� � ��������� ����� ����� ���

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
��� �����

������ ���� φ�
�� ��������� ������������ ���� ������ ���������� � �������������� ���������

����������� � ��������� �� ������������ ������������ ��������� � ��������� ����
����

���������������
�� ����� λ � ����������� �������� ��������� f ���� ����������� ���� ���� C ���������

����� ��������� � v � ����������� ������� ���������� ����� ��������� ����� L = ⟨v⟩ �
���������� ������������� ����������� �������� v � ����� ������������� ����� �����
��� ������������� ���������� L⊥ ����� ����� ������������ �� ���������� ����� ������
��������� ���� ����������� �������� ������ �������������� �� ���������
���� dimV = 1� �� ����������� ������� ���������
����� ������� ����� ��� ������ dimV = n� ������� �� ��� dimV = n + 1� �������

���������� ������������ ��������������� L� ����������� ����������� ��������� �����

V = L⊕ L⊥� � ������� Af ����� ��� Af =

(
λ

A′

)
� ��� A′ � ������� ��������� f |L⊥ �

����������� f |L⊥ ��������� f �� L⊥ ����� ����� ��������� ���� ��� f ��������� ����
������ �������������� �������������� �� ������������� �������� ������� A′ �����
����������� � ��������� ����� �� ����� � ��� ������� ����� ������������ � ����� �����
��������� �� ��������� ����� ������ ����������� �������� ��������� f �� ��� ���������
����� �� ��� ��� �� ������ ����� ��
�� ���� � ��������� f ���� ������������ ����������� ��������� �� � ��� ����� ���

������� ��� ��� ��� � � ������ ���������� ���������� ���� �� �� ���� �� � ��������� f
�������� ��������� ������������ ��������������� L� �� ������������� ��������� ���
����������� f |L⊥ ���������� ����������������� ����� � L⊥� � ������� ������� ����
�� ��������� ����� ��������� ���� ����� ������� ��������� ��������� f ����� �������
������������� � ��� ������ ����� ������� ������������ ��������������� L�� ����� ����
������ ����
����������� ��������� f �� ��������� ��������������� L ����� �������� �����������

��� ����������� ������� � L ������������ ����������������� ����� e1, e2� ��������
�� ����� ������� f(e1) ������ ���� ����� �� ��� ���������� � ������ e1, e2 ����� ���
(cosφ, sinφ) ��� ���������� ���� φ� ����� (x, y) � ���������� f(e2) � ���� �� ������� ���
��� x2+y2 = 1 � x cosφ+y sinφ = 0� ������ ���������� ��� �������� x = − sinφ� y = cosφ
� x = sinφ� y = − cosφ� ������ ������� ��� �������� � � ���� ������ ��������� ����
� ������� ����������� f �� L � ����� ��������� ���� ������ ������� ���� �������(

cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
� �������� ��� ����� ������� ����� ������������ ����������� ��������

��� ����������������� ��������� ����� λ2 − 1�� ��� ������� ����� �������� � ������
�������� ���� � ������� ±1 �� ���������� ��� ������������ ������ ������������� �
���� ��� �������� f �� ����� ���������� ������������ ���������������
�� � ������ ���������� ��������� �������������� ��������� ���� �� ��������� ��� �����

����� ������������������� ���������� � ������ �� ���������� � ������ �������������
�� ��������� ����� ������������������� ���������� ��������� ������ �������� ����
��������� ������� ������������������� ���������� ���������� �������������� �������
��� ������ ���� ������������ ����������� �

��������������� � ������������� ���������� ���������� �����
������������ ����������� ����� �� ���������

����������� ��� �������� f : V → V ���������� ���������������� ����



�� f ∗ = f �
�� (fv, v) � 0 ��� ������ v ∈ V

����������� � ������ ���� ����������� ����� ������ ������� �������� ����������
�������� � � ������������ � ����

����� ��� �������� f �������� ��������������� ⇐⇒ � ��������� ������������
������ ������ ��� ������� ����������� � ���������������� ���������� �� ����������

���������������
⇒: ���� f ∗ = f � �� ���������� ����������������� ����� e1, . . . , en� � ������� �������

��������� ������������ Af =




λ1 0
� � �

0 λn


� λi ∈ R� ����� (fei, ei) = λi � 0 ��� ����

i = 1, . . . , n�
⇐: ��������� �

����� �� ����������� ����������� ������� ���� f � ��������������� ��������� ��
���������� �� ������ ������������� ����� ��������������� �������� g� ��� g2 = f �

���������������
�������������� ���� f � ���������������� �� � ��������� ����������������� ������

��� ������� ����� ��� Af =




λ1 0
� � �

0 λn


� ������ ��� λi � 0� ������� �������� g �

�������� Ag =




√
λ1 0

� � �

0
√
λn


 � ���� �� ������� ����� g2 = f �

��������������� ����� ������ � ���������� g� ����������� ����� ���������� ��� ����
����� ��������������� �������� h� ��� h2 = f � � ��������� ������ a1, . . . , an ������

�� ��������� g ����� ��� Ag =




√
λ1 0

� � �

0
√
λn


� � ���� �������� h �������������

���� �� � ��� ������� � ��������� ������� ������ ������� ������ b1, . . . , bn ����� ���

Ah =




µ1 0
� � �

0 µn


� ���� λi � µ2

i � ��� ����������� �������� ��������� f �� ������

����������� �� µi ��������� �
√
λi � ��������� �� ������������� ��� ����������� ������

��� ����� �������� ��� ��� ��� ������������ ���� ����� µi � �������� ��������� �
√
λi�

�������� ��������� u� ����������� ���� ����� � ������� u(ai) = bi� �����

(u∗hu)ai = (u∗h)bi = u∗µibi = µiu
∗bi =

√
λiu

∗bi =
√
λiai = gai,

�������������� u∗hu = g � h = ugu∗ ����� �������� u ������� � u−1 = u∗�� ������� ���
����� ����� ��������� � �������� �������

f = g2 = (u∗hu)2 = u∗huu∗hu = u∗h2u = u∗fu,

������� uf = fu� ���� �������� u �������������� � f � ���� �� u ��� �������������� � �
g� ���� ���� �� ���� ����� ��������� ug = gu� �� ����� ���������� ��� ��� h = ugu∗ =
guu∗ = g� ��� ��� � ����� ���������



������� ����������������� u � g� ����� ������� ��������� u � ������ a1, . . . , an �����

��� Au =




u1
1 . . . u1

n
���
� � �

���
un
1 . . . un

n


 �� ���� ������ ������� ���������� f � g ����� ������������

����� �����

Auf = AuAf =




u1
1 . . . u1

n
���
� � �

���
un
1 . . . un

n







λ1 0
� � �

0 λn


 =




λ1u
1
1 . . . λnu

1
n

���
� � �

���
λ1u

n
1 . . . λnu

n
n


 ,

����������� Afu =




λ1u
1
1 . . . λ1u

1
n

���
� � �

���
λnu

n
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�� ����� ���������� f 1/2�

����� ��� �������� f ������������� ����� � ������ ������ ����� f = h∗h ���
���������� ��������� h�

���������������
���� f �������������� �� � �������� ��������� h ����� ����� ���������� ������ �� f �
���� f = h∗h� �� f ∗ = (h∗h)∗ = h∗(h∗)∗ = h∗h = f � ���� f � ���������������� ���

������ ������� a ����� (fa, a) = (h∗ha, a) = (ha, ha) � 0� �������������� f � ���������
�������� �
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��� ��� ������� ������������ ������ �� ��������� ����� ������������� ������

����� ��� ���� �������� f : V → V ������������ �� ������� ⟨a, b⟩ := (fa, b)� ���
a, b ∈ V � ������ ������� ��������� ������������ ⟨·, ·⟩ � ������������ ������������ V ��
��������� ������������� (·, ·)�
��������������� �������� ����������� ������� ���������� �������������
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�� �������������� ������� �� ����������������� f �
�� ������������� ��������������� ⟨a, b⟩ � 0� ���� ⟨a, b⟩ = (fa, a) = (g2a, a) = (ga, ga) �

0� ��� g � ��������������� ���������� ������ �� f � ������ �������� g ������������
��������� ������� ������ f = g2 ��� �� ����������� ��������� ⟨a, a⟩ = 0 ������������
(ga, ga) = 0� ��� ga = 0� �� �� ����������� g ������ �������� a = 0� �


















































