
����������� �� ����� ���� �������� ������������ W � ��� ������� a ∈ W � ��� ����
������������ V ⊂ W � �������� ���������������� ���������� ��������� ���� ��������
���� a+ v� ��� v ∈ V �

��� �������� ��������������� ������ ������������ ������������ a+ V �

����� �� �������� ��������������� a + V �������� �������� ����������������
������������ W ����� � ������ ������ ����� a ∈ V �

���������������
�� ���� a ∈ V � �� a+ V = 0 + V = V ���������� ��� �����������
�� ����� a+V �������� ����������������� ���� a ∈ a+V � �� 2a ∈ a+V � ��� �����������

������������� ���������� b ∈ V � ������ ��� 2a = a+ b� �� ����� ��������� ��� a = b� ����
a ∈ V � �

����� �� a1 + V = a2 + V ⇐⇒ a1 − a2 ∈ V �

���������������
⇒� ����� a1 + V = a2 + V � ����� a1 ∈ a1 + V = a2 + V � ������� �������� ����� ������

b ∈ V � ��� a1 = a2 + b� ���� a1 − a2 ∈ V �
⇐� ����� a1 − a2 ∈ V � ���� a1 − a2 = v ∈ V � ������� ������������ ������� b ∈ a1 + V �

����� b = a1 + b′ ��� ��������� ������� b′ ∈ V � �������� ��� b ∈ a2 + V � ��������������
b = a1 + b′ = a2 + (v + b′)� ������ v + b′ ∈ V � �



����������� �� �������������������� W/V ��������� ������������ W ��� ����
������������ V ���������� ��������� {a + V : a ∈ W} � ��������� ���� ��������
��������������� ������������ W � �������� ���������������� V � � ������������� ��
��� ���������� ��������� (a + V ) + (b + V ) := (a + b) + V � � ��������� �� ��������
λ(a+ V ) := λa+ V �

����� �� ������������������ ��������� ������������ ���� �������� ��������
��������������

���������������
�� ������� �������� ��� ��������� ���� � ������������������ �������� ����������

���� ����� �� �� �� ����� �������� ��������������� � �������� a � b� �� ������� ���
�� � �� �� ���������������� ������� ��� ��� �������� ���� ��������� ������������
������������ ����

a1 + V = a2 + V, b1 + V = b2 + V,

��
a1 − a2 = v ∈ V, b1 − b2 = w ∈ V,

�������

(a1 + b1) + V = (a2 + b2 + v + w) + V = (a2 + b2) + (v + w) + V = (a2 + b2) + V,

���� �������� ���������� ����������
�� �������� �������� ��������� ������������� ����� �������� ����������� ���������

������ �� ������ �������� �������� ���

λ((a+ V ) + (b+ V )) = λ((a+ b) + V ) = λ(a+ b) + V =

= (λa+ λb) + V = (λa+ V ) + (λb+ V ) =

= λ(a+ V ) + λ(b+ V ).

�



�������� ����������� ��������

����������� �� ����� ���� �������� ������������ V � ��������� ������� �������
����� �������� {vi : i ∈ I} ⊂ V ����� ������������� ���� ��������� �������� I ��� �������
� ������� ��������� ������� �I = {1, . . . , n}�� �� �������� ����������� ���������� ���
������� ���� λ1v1 + . . .+ λnvn� ��� λi � ��� ����� ��������� �� ���� K� ���� ���������
I ����������� �������� ����������� ����������� ������� �������� ���������� �������
��� ������������ �����

∑
i∈I λivi� � ������� ���� �������� ����� �������� λi ������� ��

�����

����������� �� �������� ��������� ������� �������� ��������� ������������ ���
�������� ��������� ���� ��������� ���������� �� �������� ������������

�������� �������� ������� �������� e1, . . . , en ����� ������������ ⟨e1, . . . , en⟩�
����������� �� ������� �������� {ai : i ∈ I} ���������� ������� ���������� ����

���������� ����� λi� �� ��� ������ ����� ������ ���
∑

k∈I λiai = 0� � ��������� ������
������� �������� ���������� ������� ������������

����� �� ���� ������� �������� {ai : i ∈ I} ������� ��������� �� ���� �� ���
�������� �������� ����������� ����������

��������������� ����� λ1a1 + . . .+ λkak = 0� ������ ���������� λi ̸= 0� ����� �����
λiai = −λ1a1 − . . . − λi−1ai−1 − λi+1ai+1 − . . .λkak� ������� ��� ����� ����� ��������� ��
λ−1
i � �������� ��� ai ���� �������� ���������� ��������� ��������� �

����� ��� ���� ������� �������� a1, . . . , an ������� ����������� � ������� ������
��� a1, . . . , an, an+1 ������� ��������� �� an+1 �������� �������� ����������� ��������
a1, . . . , an�

��������������� ���������� �������������� ���������� ������ � ��� ���� �������
����� ��� ���� λn+1 = 0� �� ��������� ����������� λi ��������� ����� ������ n ���������
�� ����� ������ n �������� ������� ��������� ��� ������������ �������������� �

����� ��� ����� ���� ������� ����������� ������� �������� e1, . . . , en � �����
���������� ������� ����������� ������� �������� f1, . . . , fm ∈ ⟨e1, . . . , en⟩� ����� m �
n�

��������������� ����� fi = ai1e1 + . . .+ ainen� aij ∈ K� i = 1, . . . ,m� ���� f1, . . . , fm �
������� ����������� ������� ��������� ��

x1f1 + . . .+ xmfm = 0 ⇐⇒ x1 = . . . = xm = 0. ���

���������� � �������� ���������� �� ��� ��������� fi ����� e1, . . . , en� ���������

0 = x1(a11e1 + . . . a1nen) + . . .+ xm(am1e1 + . . .+ amnen) =

= (x1a11 + . . .+ xmam1)e1 + . . .+ (x1a1n + . . .+ xmamn)en,

��� ����������� ����� e1, . . . , en � ������� ����������� ������� ��������� ������� �����
������ {

x1a11 + . . .+ xmam1 = 0
. . .

x1a1n + . . .+ xmamn = 0.

���� m > n� �� ��� ������� ����� ��������� �������� ��� ������������ ���� �



�����������

����������� ��� ��������� ���� ������� ��������� ����� S � �������� ������� ����
����� � ��������� �������� ������������ V � ������

�� ���� S ������� ������ �� 0 ∈ V � �� ���� r(S) := 0�
�� ����� e1 � ������������ ��������� ������ �� ������� S� ���� ���������� �����

������ e2� ��� ������� {e1, e2} ����� ������� ������������ �� ���������� ��� �������
��������� ����� ������ ���������� ����� ������ e3� ��� ������� {e1, e2, e3} ����� �������
������������ �� ����� ������������� ��� ������� ��������� � �����

��� ���� ��������� � ���� ���������� �� �������� ����� ���� �� ������ �� �������
����������� ������� �������� {e1, . . . , en} � ����� ��� ������ ����� ����� ������ en+1�
����� ��������� ��� �������� �� ��������� ���� ��� r(S) := n�

��� ���� ��������� � ���� �� ���������� �� �������� ����� �� ���� r(S) := ∞�

�������� ��� ���� ����������� ���������� ������� ������������ ���� ��������� ��� �
����� ����� ���������� �� �������� ��� �������� ������� �������� e1, . . . , en � f1, . . . , fm�
� ����� m ̸= n� ����� ��� ����������� �������� ����� �������� ��� m > n� ��� ���� ��
����������� � ������� �������� e1, . . . , en ������ ������ �������� �� ������ �������� ��
��� fi ∈ ⟨e1, . . . , en⟩� i = 1, . . . ,m� � �� ����� �� ����� m � n� �������� �������������

������ ������������ ��� ���� ������ ��� ��� �������� ������� �������� e1, . . . , en� �
������ ������ ������ �������� f1, f2, . . . �� ������������� �� �� ����� �������� ����� ��
����� ������� �������� f1, . . . , fn+1 ������� ����������� � ��� ���� ���������� ����� ��
���� �������������

����������� ��� ����������� ��������� ������������ V ����� dimV := r(V )� ����
��������� V ���������� �������������� ���� dimV < ∞� � ��������� ������ ���������
���� ���������� �����������������

������� ���������������� ��������� ������������ ��������� R ��� ����� Q� ����
��������� ����������� ������� �� ������� �����������

����������� ��� ������� ����������� ������� �������� � ������������ V ����������
������������� ���� ��� ���������� ������ ������� ������� ������� �������� ����������
������� ����������

��������� ��� � ����� ������������� ������������ ���������� ������������
�������� ������������ ������� ���������

��������� ��� ���� ������� v1, . . . , vn ���������� ����� ��������� ������������ V �
�� ����� ������ v ∈ V ����� ����������� � ���� �������� ���������� ���� ��������
������������ ��������

����������� ��� ������������ ������� �������� ���������� ������� �������������

���������������� ������������ �� ����� �� ����� ������������� � ����� ����� �
��� ��������� ������������ ����� � ������� ��������� � ������ ������������� ����
��������� �������� ����������� �������� �������� ���������� ����� ����������� �
���������������� ������ ������� ������ ���� ����������������� ������������� ������
�������



����� ��� ����� ���� ��������������� V ���������� ���������� ������������ W �
� ����� e1, . . . , er � ����� � V � ����� ��� ����� ��������� �� ������ ����� �������������

��������������� ���� e1, . . . , er � ������ �� ��� ������� ������� ����������� ������
������ �������� ��������� ���� � ����������� ����� ������� ��������� �� ������� �����
����� ������������� �

����� ��� ���� V � ��������������� ���������� ������������ W � �� dimV �
dimW � ���� �� dimV = dimW � �� V = W �

��������������� �� ���������� ����� �������� ��� ���������� �������� � ������
��������������� �� ��������� ���������� �������� � ������ ����� ������������� ������
�������� ������ ����������� ������ ������� ������ ������������ ����� V ̸= W � ����
���������� ������ w ∈ W � w /∈ V � ������� ����� e1, . . . , er � V � ����� ������� ��������
e1, . . . , er, w ����� ������� ����������� � W � ��� ����������� ���� dimW = r� ��������
������� ���� λ1e1+ . . .+λrer+λv = 0 � ���� �� ���� �� ������������� �� ����� ����� ��
λ ̸= 0 ������������� � ���� ��� e1, . . . , er � ����� � V �� �� ����� ������ w ���� ��������
���������� �������� e1, . . . , er� ��� ������������ �������������� �

���������� ������ ����������� ����� ������� � ���������������� �������



������� ��� ����� V � ��������������� ���������� ������������ W � �����

dimV + dimW/V = dimW.

��������������� ����� dimV = r� dimW = n� ������� ������������ �����
e1, . . . , er � V � �������� ��� �� ������ e1, . . . , er, er+1, . . . , en � W � �������� ��� er+1 +
V, . . . , en + V ����� ������� � W/V �

�� ������� �������� ������������� ���� ������� �������� � W/V � ����� ��� �������
��������� ����� ���������� �� ��� ������ ���� λr+1, . . . ,λn ∈ K� ����

λr+1(er+1 + V ) + . . .+ λn(en + V ) = 0 + V.

������� ������� ������� (λr+1er+1 + . . . + λnen) + V = 0 + V � ������� ���������� �����
������ v ∈ V � ��� v = λr+1er+1+ . . .+λnen� ��� ��������� v ∈ V � ��� ����� ����������� �
���� v = λ1e1 + . . .+ λrer� ����� ��������� ��� λ1e1 + . . .+ λrer − λr+1er+1 − . . .− λnen = 0�
�� ����� ������� �������� e1, . . . , en ������� ��������� ��� �������� ��� ��� ��� ����� �
W �

�� ������� ������� ��� ����� ������ �� W/V �������� �������� ����������� ��������
er+1 + V, . . . , en + V � ������� ������������ ������ a + V �� ������������������� W/V �
���� a ∈ W � �� a = λ1e1 + . . .+ λrer + λr+1er+1 + . . .+ λnen� �����

a+ V = λ1e1 + . . .+ λrer| {z }
∈V

+λr+1er+1 + . . .+ λnen + V =

= λr+1er+1 + . . .+ λnen + V = λr+1(er+1 + V ) + . . .+ λn(en + V ),

����� �������� er+1+V, . . . , en+V �������� ������� � W/V �� �������������� dimW/V =
n− r� ������ �������� ����������� �������� �


