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������������ ��������������� ���������� ������ �� ���������������� ��������� f
�� ����� ���������� f 1/2�

����� ��� �������� f ������������� ����� � ������ ������ ����� f = h∗h ���
���������� ��������� h�

���������������
���� f �������������� �� � �������� ��������� h ����� ����� ���������� ������ �� f �
���� f = h∗h� �� f ∗ = (h∗h)∗ = h∗(h∗)∗ = h∗h = f � ���� f � ���������������� ���

������ ������� a ����� (fa, a) = (h∗ha, a) = (ha, ha) � 0� �������������� f � ���������
�������� �

����������� ��� �������� f ���������� �������������� ���� �� ������������� �
��������

��� ������ �������������� ��������� ���������� ����������������� ������ � �����
��� ��� ������� ������������ ������ �� ��������� ����� ������������� ������

����� ��� ���� �������� f : V → V ������������ �� ������� ⟨a, b⟩ := (fa, b)� ���
a, b ∈ V � ������ ������� ��������� ������������ ⟨·, ·⟩ � �������������������� ���������
���� V �� ��������� ������������� (·, ·)�
��������������� �������� ����������� ������� ���������� �������������
�� ���������� ��������� ���� �������� f �������� � ��������� ������������ (·, ·) �����

��������
�� �������������� ������� �� ����������������� f �
�� ������������� ��������������� ⟨a, b⟩ � 0� ���� ⟨a, b⟩ = (fa, a) = (g2a, a) = (ga, ga) �

0� ��� g � ��������������� ���������� ������ �� f � ������ �������� g ������������
��������� ������� ������ f = g2 ��� �� ����������� ��������� ⟨a, a⟩ = 0 ������������
(ga, ga) = 0� ��� ga = 0� �� �� ����������� g ������ �������� a = 0� �
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�� ������� ����������� ����� �� ������ ��� ��� ��������� ��� ���������� ��������
���������� � ���������� � ���� z = r · eiφ� ��� r � 0 � ������������ ������ � |eiφ| = 1�
������������ ��� �������� ������� ����� ������������ � �������� ����������

������� �� �� �������� ������������ ��� ������ ��������� f : W → W ����������
���������� � ������������ ���� ���������� f = uh� ��� u � ��������� ���� �������
��������� � h � ���������������� ������ �������� h ��������� ����������� � ���� f
�������� �� � u ��������� �����������
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�������������� �������� ������ ��� ������� ����� f ��������
�������������� ���� f �������� �� � f ∗ �������� �� �������������� � f ∗f �������� ���

��� ����� f ∗f � ���������������� �������������� �� �������������� ����� h = (f ∗f)1/2�
����� h � ��������������� � ���������� ���� h2 = f ∗f � ���� ���������� ����������
������ �� ���� �������������� �������� h−1� ���������� �������� u = fh−1� �����
u∗ = (h−1)∗f ∗ = h−1f ∗ � u∗u = h−1f ∗fu = h−1h2h−1 = id� �������������� u � ���������
���� �������������� ��������� �� �������� ������� ���������� f = uh�
��������������� ����� f = uh = vk� ��� u, v � ��������� ���������������� � h, k �

��������������� ���������� ����� ����� h2 = f ∗f = (vk)∗vk = k∗v∗vk = k∗k = k2� ���� h
� k � ��� ��������������� ���������� ����� �� f ∗f � �������������� k = h ������ �� ��
���������� ������������ f�� �� ������� u = v = fh−1�
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���������� ����� � ������ ������ ����� � ��������� ����������������� ������ ���
������� ������������
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����� ������� ����������� ��������� ������������ ����� λ � ����������� ��������
��������� f � Vλ = {v ∈ W : fv = λv} ⊂ W � ��������������� ����������� ���������
���������� λ� ��������������� Vλ� ��������� ������������ ������������ f � ����� ���
��������� ����� ������������ f ∗� �������������� ������� ������������ v ∈ V � �����
f ∗fv = f ∗λv = λf ∗v� �� � ������ �������� f ∗fv = ff ∗v� ������� f(f ∗v) = λf ∗v� ��������
������� ������ f ∗v �������� ������������ ���������� ���� �� ������������ ��������
λ� ������� f ∗v ∈ Vλ� ��� � ���������� �������������� Vλ ������������ f
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�� ������ ���� ���� ��������������� ����������� ������������ f � �� �������������
���������� ����������� ������������ f ∗� ���� Vλ ����������� ������������ ����� ����
������� f � f ∗� �� � V ⊥

λ ����� ����������� ������������ ����� �����������
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��� ��� ��� � � ���������� �������� � ���������� � ������������� ����� ������� ���
���������� ��������������� Vλ� ����� � ���������� ����������������� ������ �������
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0 ⋆
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� ����������� ��������� f �� Vλ � V ⊥
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���������� �������� �������������� � ��� ������� ������������
�������� ���� ����������� ������� ����� Vλ = W � � ���� ������ f = λ · id� � ���
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�������������� ���������� ����������� �������������� �� ������� ������� ������
��������� Af � Ag ����� �������� � ���� aij(λi−λj) = 0 ��� ���� i, j = 1, . . . , n� � �������

�������������� Af∗ � Ag ����� ��� aij(λi − λj) = 0 ��� ���� i, j = 1, . . . , n� ���� aij ̸= 0�

�� ������� λi − λj = 0 ����������� ������� λi − λj = 0�
�

������������� ���������� ���� ������������� ����������
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������� ��� ����� f � g � ���������� ��������� � ��������� ������������ W �
����������������� ������ � ������� ������� ����� ���������� ������������ �����
������ ����� � ������ ������ ����� f � g ������������

��������������� ���� ��������� ����� ����������� �� ��������� ������������ ����
����������� �� ������� � ���� ������� �������� ������������ ��� fg = gf � �����
fg∗ = g∗f � ����� Vλ = {v ∈ W : fv = λv} � ����������� ���������������� �� ���
������ ��� ��� ����������� ��� f � � ��� ������������� ���������� V ⊥
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