
��� ������������ ��������� �������� ������������� ����� (T +λS)⊗R = T ⊗R+λS⊗R��
������������ ����� (T ⊗ S)⊗R = T ⊗ (S ⊗R)�� �� �� �������������
��������
�� ������������ ������� v ∈ V � �������� ������� f ∈ V ′ � ������ v ⊗ f ∈ Θ1

1� ���
�������� ��� ���� ������ ��������� �� ����� ����������� ������� ������������ ������
a ∈ V � ������� h ∈ V ′� �������� ��� (v ⊗ f)(a, h) = h(v) · f(a)�
�� ������� ��� �������� ������� g, h ∈ V ′� ����� g ⊗ h ����� �������� ���� (2, 0) �����

���������� ���������� (g ⊗ h)(v1, v2) = g(v1) · h(v2)�

������������ ����������� ��������

�������� ������ � ������������� �������� ��������� ����������� ����� e1, . . . , en �
������������ V � ��� ����� ��������������� ������������ ����� ε1, . . . , εn � ������������
������������ V ′� ���� ������ � ��� ������������ �������� �� �� �������� ������������
���������� �� �������� ��������� ����

T (v1, . . . , vp, f
1, . . . , f q) = T (vi11 ei1 , . . . , v

ip
p eip , f

1
j1
εj1 , . . . , f q

jq
εjq) =

= vi11 · . . . · vipp · f 1
j1
· . . . · f q

jq
· T (ei1 , . . . , eip , εj1 , . . . , εjq),

��� vikk � ���������� ������� vk� � f l
jj
� ���������� �������� ������� f l�

��������� T (ei1 , . . . , eip , ε
j1 , . . . , εjq) = T

j1,...,jq
i1,...,ip

∈ K� �������� ������������ ������ ��

����� ��������� ������� T � ������������ ����� ����� T
j1,...,jq
i1,...,ip

� ��� �������� �� ��������
��������� ������������ ���� ����� ����� ����� �������� �� ������ ������� ���������� ���
���������� ��� ����� ��� �������� �� ������ ������ � �������� ����� �� ������� ��
������ ei � ������ eei� � C = (cki ) � ������� ��������� ���� eei = cki ek� ����� ������������
����� εi ���� �������� �� eεi� ������ ������� �������� D = (dik) = C−1� djkc

k
i = δji � ����

eεi = dikε
k� �����

eT l1,...,lq
k1,...,kp

= T (eek1 , . . . , eekp , eεl1 , . . . , eεlq) =
= T (ci1k1ei1 , . . . , c

ip
kp
eip , d

l1
j1
εj1 , . . . , d

lq
jq
εjq) =

= T (ei1 , . . . , eip , ε
j1 , . . . , εjq) · ci1k1 · . . . · c

ip
kp
· dl1j1 · . . . · d

lq
jq
=

= T
j1,...,jq
i1,...,ip

· ci1k1 · . . . · c
ip
kp
· dl1j1 · . . . · d

lq
jq
.

��������
�� ���� x � ������� �� exk = dki x

i� ����� ����� ��������� ��������� ���������� �������
��� ��������
�� ���� f � �������� �������� �� efk = cikfi� ����� ����� ��������� ��������� �����

������ ����������� �������� � ��������� ������������ �� ������������ ������ �����
������ ������������ ����� �������� �������� ������� ��������� ������������ V ′� �
��� ����������
�� �������� ��������� ����� ��������� ����������

eT l1,...,lq
k1,...,kp

= T
j1,...,jq
i1,...,ip

· ci1k1 · . . . · c
ip
kp
· dl1j1 · . . . · d

lq
jq
.

������ �� ����� ���� ������ �������������� ����������� �������� ������ � ��� �����

����� T
j1,...,jq
i1,...,ip

� ������� ��� ������ ��������� ������������� �� ���������� �������
��� � ���������� ����������� ������� ������������� ��� ��� �� ������ ������ ���

���� ��������� ������������ ����� ������������ ������������ ������� T � ��� �������
T (ei1 , . . . , eip , ε

j1 , . . . , εjq) = T
j1,...,jq
i1,...,ip

�



���������� ��� ���� ������ � ������ �������� ���� (0, 2)� ����� (aij) � �������
��������� ���������� �������� ���� ��� �� �� ������ ������ ���� (2, 0)� ������������
��� ������� (aij) �������� � ��������� �������� �������� ������� ����� aij� ���� aijajk =
δik�

����� �� aij �������� �������� ���� (0, 2)� ���� ���� ����� ����� ��� �������� �
������� ������ ���������� �� ������� eakl = aijdki d

l
j�

��������������� � ����� ������ ��������� ��������� eaklealm = δkm� ��������� ���
�� ealm = ajic

j
l c

i
m� ��� C = (cim) � ������� ��������� ����� eaklajicjl cim = δkm� ������� ��

������������ �� ������������� ��������� ��� ����� ����� ��������� �� �������� ���
������ ������� � ������� �������� ���������� ��� cki d

j
k = δji �� eaklajicjl cimdmp = δkmd

m
p � ����

eaklajicjl δip = dkp� ��� eaklajpcjl = dkp� ������������� ������ ������������ ������� (aij)� ����
���� ��� ajpa

pr = δrj � ������� ��� ����� �������������� ��������� �� apr �� �����������

����� ������� eaklajpaprcjl = aprdkp� ��� eaklcrl = aprdkp� ��� ��� ������� ��� ����� ���������

�� dnr ������������� �� r � ���������������� ���� ��� crl d
n
r = δnl � eaklδnl = eakn� �������

eakn = aprdkpd
n
r � �

����� � ������������ ��������

�������� ����� � ������������ �������� Θq
p� ������� � ��������� � ��� ������� ����

(0, 1) � (1, 0) ��������������� ���������� ������������ εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq � ���
������� �� �������� ���� (0, 1) � �������� ���� (1, 0)� ������������� ���� �������� ������
��� ���� (p, q)� ����� ����� ��������� ������������ ��������� np+q� ���� �� n ����������
���� ������� p � �� n �������� ���� ������� q� �������� ��� ��� �������� �����������
��� ������ ����� �������� ����� � Θq

p� ������� ��� ���������� ���� �������� ��������
������ ������� �������������� �� ������� ���������� �� �������� ���������

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq(ek1 , . . . , ekp , ε
l1 , . . . , εlq) =

= εi1(ek1) · . . . · εip(ekp) · εl1(ej1) · . . . · εl1(ejq) =
= δi1k1 · . . . · δ

ip
kp
· δl1j1 · . . . · δ

lq
jq
=

=

{
1, i1 = k1, . . . , ip = kp, j1 = l1, . . . , jq = lq,
0, .

����� �� ��������� ������������ ���� εi1⊗ . . .⊗εip⊗ej1⊗ . . .⊗ejq �������� �������
� Θq

p�

��������������� ������� ������� �������� ������������� ���� �������������
����� ���������� ����� ����� λ

j1,...,jq
i1,...,ip

� ��� �������� ���������� λ
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . . ⊗
εip ⊗ ej1 ⊗ . . . ⊗ ejq � �������� ���� ������� ��� ������������ �������� � ����������
ek1 , . . . , ekp , ε

l1 , . . . , εlq � �������

λ
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq(ek1 , . . . , ekp , ε
l1 , . . . , εlq)| {z } = 0 ���

������������ ��������� ����� �� ���� i1 = k1, . . . , ip = kp, j1 = l1, . . . , jq = lq � � �
��������� �������� �������������� ��������� ��� ����� ���� �������� � ����

λ
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq(ek1 , . . . , ekp , ε
l1 , . . . , εlq) = λ

l1,...,lq
k1,...,kp

= 0.



��� ���� ��� ��������� ����� ����� ��� ������ ������ �������� k1, . . . , kp, l1, . . . , lq� �� ���

λ
l1,...,lq
k1,...,kp

����� ����� �������� ������������� ���������
������������� ������� ��� ����� ������ ����� ����������� � ���� �������� ��������

��� ���� �������� ��������� ��� ����� ���������� �������� ���������

T = T
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq . ���

� ����� �������������� ��� ��������� ���������� ��������� �� �������� ����������
���� ek1 , . . . , ekp , ε

l1 , . . . , εlq � ����� ����� ��������� �� ����������� ����� T
j1,...,jq
i1,...,ip

� � ����

��� ������ ��� �� ��� ������ ������� ����� ����� T
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . . ⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . . ⊗
ejq(ek1 , . . . , ekp , ε

l1 , . . . , εlq) = T
j1,...,jq
i1,...,ip

� ����� ��������� ���������� ���� ��� �������������

������� T �� ����� ��� ���������� � �������� ���������� ���� ������ ����� T
j1,...,jq
i1,...,ip

�������� ������������ ����� ������� � ��������� ������� �

�������� ��������� ��� �������

�������� ������ � ���������� �������������� �������� ���������� � �������� ����
(1, 1)�

����������� �� ����� ����� ������������ ���������� Θ1
1
∼= L(V )�

��������������� ����� ��� �������� �������� f : V → V � ��� ���� �� ���� �������
��� ���������� ������� Tf = Tf (v,φ) � ����� ��������� �v ∈ V � � ����� �����������
�φ ∈ V ′� ������������ ��������� ��� ���������� Tf (v,φ) := φ(f(v)) ∈ K� Tf ��������
������ �������� ������������ ������������ �� ���� ����������� ������������ f �→ Tf

������ �������� ����������� L(V ) → Θ1
1� ����������� �������� �� ������� �� ������

�������� ��������� ��� ����������� L(V ) → Θ1
1 ����� ������������� ����� ����� ����

�������
������ � ��� ������ �������� ��� � ����������� � ���������
������ ������� ����������� ����������� L(V ) � Θ1

1 ��������� ���� ����� (dimV )2��
������� ���� ��������� ���� ��� ��� � ����� ����������� ������� ����� ���� ��� ����
Tf = 0� �� � f = 0� ����� Tf (v,φ) = 0 ��� ����� v ∈ V � φ ∈ V ′� ���� ��� ������ φ
φ(f(v)) = 0� �������������� f(v) = 0� ��� ���� ��� ����� ��� ���� �������� v ∈ V � �� �����
f = 0� �
������ �� ����� ������������� �������� ��������� � ������� ���� (1, 1)�
��������� ������������� �������� �������� � ����� ������ �������� (δji )� ��������

� ����� ����� ��� ������ ��������� δji �������� ��������� ������� ��������� �����

��������� ��������� eδkl = δji c
i
ld

k
j = cild

k
i � ���� � ���� �������� ����� cild

k
i = δkl � ���� D = C−1

� CD = E� ������� ������ ��������� ������������� �������� �������� ���� (1, 1)�

������� ��������

����� T ∈ Θq
p � ������ � ���� �� ����� ������ � ����� ������� ���������� ���� p, q > 0�

����� e1, . . . , en � ����� � V � ����������� ���� ��������� � ���� ����������� ��������
������ ��� ����� ������ �� ������� ����������� �� �� ����� �������� �������� ��������
ei � εi � ��������� ������������ ������� sT �� p − 1 �������� � q − 1 �����������
���������� �� �������

(sT )(v2, . . . , vp, f
2, . . . , f q) := T (ei, v2, . . . , vp, ε

i, f 2, . . . , f q),














