
��� ���� ��� ��������� ����� ����� ��� ������ ������ �������� k1, . . . , kp, l1, . . . , lq� �� ���

λ
l1,...,lq
k1,...,kp

����� ����� �������� ������������� ���������
������������� ������� ��� ����� ������ ����� ����������� � ���� �������� ��������

��� ���� �������� ��������� ��� ����� ���������� �������� ���������

T = T
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq . ���

� ����� �������������� ��� ��������� ���������� ��������� �� �������� ����������
���� ek1 , . . . , ekp , ε

l1 , . . . , εlq � ����� ����� ��������� �� ����������� ����� T
j1,...,jq
i1,...,ip

� � ����

��� ������ ��� �� ��� ������ ������� ����� ����� T
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . . ⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . . ⊗
ejq(ek1 , . . . , ekp , ε

l1 , . . . , εlq) = T
j1,...,jq
i1,...,ip

� ����� ��������� ���������� ���� ��� �������������

������� T �� ����� ��� ���������� � �������� ���������� ���� ������ ����� T
j1,...,jq
i1,...,ip

�������� ������������ ����� ������� � ��������� ������� �

�������� ��������� ��� �������

�������� ������ � ���������� �������������� �������� ���������� � �������� ����
(1, 1)�

����������� �� ����� ����� ������������ ���������� Θ1
1
∼= L(V )�

��������������� ����� ��� �������� �������� f : V → V � ��� ���� �� ���� �������
��� ���������� ������� Tf = Tf (v,φ) � ����� ��������� �v ∈ V � � ����� �����������
�φ ∈ V ′� ������������ ��������� ��� ���������� Tf (v,φ) := φ(f(v)) ∈ K� Tf ��������
������ �������� ������������ ������������ �� ���� ����������� ������������ f �→ Tf

������ �������� ����������� L(V ) → Θ1
1� ����������� �������� �� ������� �� ������

�������� ��������� ��� ����������� L(V ) → Θ1
1 ����� ������������� ����� ����� ����

�������
������ � ��� ������ �������� ��� � ����������� � ���������
������ ������� ����������� ����������� L(V ) � Θ1

1 ��������� ���� ����� (dimV )2��
������� ���� ��������� ���� ��� ��� � ����� ����������� ������� ����� ���� ��� ����
Tf = 0� �� � f = 0� ����� Tf (v,φ) = 0 ��� ����� v ∈ V � φ ∈ V ′� ���� ��� ������ φ
φ(f(v)) = 0� �������������� f(v) = 0� ��� ���� ��� ����� ��� ���� �������� v ∈ V � �� �����
f = 0� �
������ �� ����� ������������� �������� ��������� � ������� ���� (1, 1)�
��������� ������������� �������� �������� � ����� ������ �������� (δji )� ��������

� ����� ����� ��� ������ ��������� δji �������� ��������� ������� ��������� �����

��������� ��������� eδkl = δji c
i
ld

k
j = cild

k
i � ���� � ���� �������� ����� cild

k
i = δkl � ���� D = C−1

� CD = E� ������� ������ ��������� ������������� �������� �������� ���� (1, 1)�

������� ��������

����� T ∈ Θq
p � ������ � ���� �� ����� ������ � ����� ������� ���������� ���� p, q > 0�

����� e1, . . . , en � ����� � V � ����������� ���� ��������� � ���� ����������� ��������
������ ��� ����� ������ �� ������� ����������� �� �� ����� �������� �������� ��������
ei � εi � ��������� ������������ ������� sT �� p − 1 �������� � q − 1 �����������
���������� �� �������

(sT )(v2, . . . , vp, f
2, . . . , f q) := T (ei, v2, . . . , vp, ε

i, f 2, . . . , f q),



� ������� ��������������� ������������ �� ������� i� ��������� ��� ����������� ����
���� sT �� ������� �� ������ ������� ���� ��� ��� ���������� ����� ����������������� ��
���������� ������� ����� (sT )

i,j2,...,jq
i,i2,...,ip

������ ����� ������������ ������������ �� �������

i�� ��� �������� � ������� ������ �����

eT l1,...,lq
k1,...,kp

= T
j1,...,jq
i1,...,ip

· ci1k1 · . . . · c
ip
kp
· dl1j1 · . . . · d

lq
jq
;

(fsT )l2,...,lqk2,...,kp
= eT k,l2,...,lq

k,k2,...,kp
= T

j1,j2,...,jq
i1,i2,...,ip

· ci1k|{z} ·c
i2
k2
· . . . · cipkp · dkj1|{z} ·d

l2
j2
· . . . · dlqjq .

������������ ������������ ��������� ����� ci1k d
k
j1
= δi1j1 � ���� CD = E� ������� ���������

��������� �������� ��������� i1 = j1� ��������� i1 = j1 = i� �����

eT l1,...,lq
k1,...,kp

= T
i,j2,...,jq
i,i2,...,ip

· ci2k2 · . . . · c
ip
kp
· dl2j2 · . . . · d

lq
jq
= (sT )

j2,...,jq
i2,...,ip

· ci2k2 · . . . · c
ip
kp
· dl2j2 · . . . · d

lq
jq
.

���� ���������� (sT )
j2,...,jq
i2,...,ip

������������� ������������� �� ���������� ������� �������

�������������� sT � ������ ���� (p− 1, q− 1)� ���� ������ ���������� �������� �������
T � ����� �������� ������� ����� ��������� ��������� ��� �� ���������� ������� ���
������ ��������� ��������� ��������� ������� ������ ������� �� �������� ���� �������
���� ������� ��������� ���������� ������ ���������
��������
�� ������� �������� �������� � ������ ���� (1, 1)� ����������� ������� ����� �������

����� ��� ��� �������� f : V → V � ������� �������� �������� (f j
i )� �������� �����

������� ����� ����� f i
i ������ ������������ ����������� ���� � ������ ������ ������� �

��� ����� sf = tr f �
�� ���������� ������ ������� ������� ���� (2, 2)� ������� ���������� ������� g� ����

������ ���� (2, 0)� � ��� ������� a, b � ������� ���� (0, 1)� ����� g⊗ a⊗ b ����� ��������
���� (2, 2)� ���������� ����� ������� (g⊗a⊗ b)klij = gija

kbl� ��� gij � ������� ����������

������� g� ����� ��� ������ ������� ����� ������� ������� s(g⊗a⊗b) = gija
ibj = g(a, b)�

�������� � ��������� ��������

����� ��� ���� ��������� ������������ V � ���� ��������� ������������ ��� R �� �������
��� ������������� (·, ·)� ����� ���������� ������������ ���������� V ∼= V ′� ������� �
������ ������� ����� �������� ��������� �������� �� ����������� � ��������� ������
���� ������� ������ ���� (0, 1)� ���� ������ T : V ′ → R� ����������� ��� � ����������
(T, ·) : V → R� ����� �������� ������������ ���������� ����������� �������� Θ1

0 �
Θ0

1� � ����������� ��� �������� ��������� �������� ����� G = (gij) � ������� �����
���������� ������������ (·, ·)� ������� ������� T � ������������ T i �������� � �����
�������� Tj = gijT

i ���� ������������ ���� ��������� g � T � ������� �� ������� i�� �����
������� �� � ������� T �������� �������
������� ��� ��������� ����� ����������� �������� ��������� ��������
��������� ������� � ��� ����������� Θq

p → Θq−1
p+1� ������� ������� T

j1,...,jq
i1,...,ip

������ �

������������ ������ gij ·T j,j2,...,jq
i1,...,ip

� ����� �� �������� ������ ������ j1� ���������� �����
�������� ����� ������ ������� �������
�������� �������� ����������� ������� ����� � ��������� �������� ��� �����

������������ ������� G−1 = (gij) ���������� ��� ������� ����� �������� � ��� gij

���� ������ ���� (0, 2)�� ������ T
j1,...,jq
i1,...,ip

�������� �������� ������� ��������� � ������

gij · T j1,...,jq
i,i2,...,ip

∈ Θq+1
p−1�



�������� ���������������� ������� �����

���������� �������� ������������ Θ0
p �������� � ������ ������� ���������� ���� �����

�������� ������� �� p ��������� ����� ���������� ������ ������������ Sp� ���� �����
������������ ������������ σ ∈ Sp� �� ����� ���������� �������� �������� fσ : Θ0

p → Θ0
p

��������� �������� ����� T ∈ Θ0
p� ���� T = T (v1, . . . , vp)� ��������� fσ(T ) = σT � ���

(σT )(v1, . . . , vp) := T (vσ(1), . . . , vσ(p))� ��� �������� ������������ ���������� ����� ������
��� ��������� � ������ � ��������� ������� �� ������ � � ��������� �� ������� ������
��������� fσ � �������� ��������� ����� ����� fσ1fσ2 = fσ1σ2 � ���������� �������� T �
σT ������� ����� ����� ���������� (σT )i1,...,ip = (σT )(ei1 , . . . , eip) = T (eiσ(1)

, . . . , eiσ(p)
) =

Tiσ(1)
, . . . , iσ(p)�

��������� ��� ������ ����������� ������ �� ����� ������ � ����� �������� ������ �
��������� ����� �������� ��� �������������� ���� K �������� ��� ������� ��� ��������
����� �������� ��� K = R�
�������� �������� ��������������� ����������� � ������� �������� ��������������

������

Alt : Θ0
p → Θ0

p; AltT :=
1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σσT.

���� �������� ����� ��������� ���� �������� ������ �������� ����������� ������� ����
��� T ∈ Θ0

p ������������������ ���� ������� �������� ���� σT = (−1)σT ��� �����
������������ σ ∈ Sp� � ������������ ���� �������� � ������� ��������� ��������� ����
������������ Λp ⊂ Θ0

p ���� ������������������ �������� ��������� ����� ��� ���������
������������������ �������� � ���������������� ���� ���������������� ���������� ����
p = 2� �� ������� ������������������ ������������ ������� Tij = −Tji�

����� �� �������� Alt �������� ���������� �������������� �� ���������������
������� ���� Λp�

��������������� ��� ����������� ��������� ����������

����������� �� σ(AltT ) = Alt(σT ) = (−1)σ AltT �

��������������� �������� ������������ σ � ������� AltT �

σ(AltT ) = σ
( 1

p!

∑

ρ∈Sp

(−1)ρρT
)
=

1

p!

∑

ρ∈Sp

(−1)ρ((σρ)T ),

���� σ � ��� �������� ��������� ����� ρ ��������� ��� ������ Sp� ������������ τ =
σρ ���� ��������� ��� ������ Sp� ������� ���������� ��������� ����� �������� ����
σ(AltT ) = 1

p!

∑
τ∈Sp

(−1)ρτT � �� ��������� (−1)τ = (−1)ρ(−1)σ� ��

σ(AltT ) =
1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)σ(−1)ττT = (−1)σ
( 1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)ττT
)
= (−1)σ AltT,

���� �� ��������� ��� σ(AltT ) = (−1)σ AltT � ������ �������� ��� Alt(σT ) = (−1)σ AltT �
�� ����������� Alt(σT ) = 1

p!

∑
ρ∈Sp

(−1)ρ((ρσ)T )� ��������� τ = ρσ � �������

Alt(σT ) =
1

p!

∑

ρ∈Sp

(−1)ρ((ρσ)T ) =
1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)ρ(τT ) =
1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)τ (−1)σ(τT ) =

= (−1)σ
( 1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)τ (τT )
)
= (−1)σ AltT.


































