
�������� ���������������� ������� �����

���������� �������� ������������ Θ0
p �������� � ������ ������� ���������� ���� �����

�������� ������� �� p ��������� ����� ���������� ������ ������������ Sp� ���� �����
������������ ������������ σ ∈ Sp� �� ����� ���������� �������� �������� fσ : Θ0

p → Θ0
p

��������� �������� ����� T ∈ Θ0
p� ���� T = T (v1, . . . , vp)� ��������� fσ(T ) = σT � ���

(σT )(v1, . . . , vp) := T (vσ(1), . . . , vσ(p))� ��� �������� ������������ ���������� ����� ������
��� ��������� � ������ � ��������� ������� �� ������ � � ��������� �� ������� ������
��������� fσ � �������� ��������� ����� ����� fσ1fσ2 = fσ1σ2 � ���������� �������� T �
σT ������� ����� ����� ���������� (σT )i1,...,ip = (σT )(ei1 , . . . , eip) = T (eiσ(1)

, . . . , eiσ(p)
) =

Tiσ(1)
, . . . , iσ(p)�

��������� ��� ������ ����������� ������ �� ����� ������ � ����� �������� ������ �
��������� ����� �������� ��� �������������� ���� K �������� ��� ������� ��� ��������
����� �������� ��� K = R�
�������� �������� ��������������� ����������� � ������� �������� ��������������

������

Alt : Θ0
p → Θ0

p; AltT :=
1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σσT.

���� �������� ����� ��������� ���� �������� ������ �������� ����������� ������� ����
��� T ∈ Θ0

p ������������������ ���� ������� �������� ���� σT = (−1)σT ��� �����
������������ σ ∈ Sp� � ������������ ���� �������� � ������� ��������� ��������� ����
������������ Λp ⊂ Θ0

p ���� ������������������ �������� ��������� ����� ��� ���������
������������������ �������� � ���������������� ���� ���������������� ���������� ����
p = 2� �� ������� ������������������ ������������ ������� Tij = −Tji�

����� �� �������� Alt �������� ���������� �������������� �� ���������������
������� ���� Λp�

��������������� ��� ����������� ��������� ����������

����������� �� σ(AltT ) = Alt(σT ) = (−1)σ AltT �

��������������� �������� ������������ σ � ������� AltT �

σ(AltT ) = σ
( 1

p!

∑

ρ∈Sp

(−1)ρρT
)
=

1

p!

∑

ρ∈Sp

(−1)ρ((σρ)T ),

���� σ � ��� �������� ��������� ����� ρ ��������� ��� ������ Sp� ������������ τ =
σρ ���� ��������� ��� ������ Sp� ������� ���������� ��������� ����� �������� ����
σ(AltT ) = 1

p!

∑
τ∈Sp

(−1)ρτT � �� ��������� (−1)τ = (−1)ρ(−1)σ� ��

σ(AltT ) =
1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)σ(−1)ττT = (−1)σ
( 1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)ττT
)
= (−1)σ AltT,

���� �� ��������� ��� σ(AltT ) = (−1)σ AltT � ������ �������� ��� Alt(σT ) = (−1)σ AltT �
�� ����������� Alt(σT ) = 1

p!

∑
ρ∈Sp

(−1)ρ((ρσ)T )� ��������� τ = ρσ � �������

Alt(σT ) =
1

p!

∑

ρ∈Sp

(−1)ρ((ρσ)T ) =
1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)ρ(τT ) =
1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)τ (−1)σ(τT ) =

= (−1)σ
( 1

p!

∑

τ∈Sp

(−1)τ (τT )
)
= (−1)σ AltT.



�
�������� ������ ���������� � �������������� ������
�� ��������� ��� ImAlt ⊂ Λp� �������������� ��������� σ(AltT ) = (−1)σ AltT � �� ��

����������� AltT ∈ Λp ��� ������ T ∈ Θ0
p� ������� ImAlt ⊂ Λp�

�� �������� ��� ���� T ∈ Λp� �� AltT = T � �������������� ��������� T ∈ Λp� ��
σT = (−1)σT �

AltT =
1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σσT =
1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σ(−1)σT =
1

p!

∑

σ∈Sp

T =
1

p!
p!T = T.

�� ��������� ��� Alt2 = Alt� ���� ��� Alt(AltT ) = AltT ��� ������ T ∈ Θ0
p� ��������

������� � ��� �� ��������� ��� S = AltT ∈ Λp� � ��� � ��� AltS = S� ��������� AltT
������ S� ������� Alt(AltT ) = AltT � �

������� ���������� ��� ��������

��������� ������ ���������� ��������� ��� ������� ���� � ������� ��������� �����
����� ������������� ∧�� ��� T ∈ Λp� S ∈ Λq ������� T ∧ S := Alt(T ⊗ S)�

����� �� ��������� ���� ������� ��������� ��������� �������� ���������� �����
������� ��� ����� ������� ���� T ∈ Λp� S ∈ Λq� R ∈ Λr

�� (T + λS) ∧R = T ∧R + λS ∧R �������������������
�� S ∧ T = (−1)pqT ∧ S ��������������������� �
�� (T ∧ S) ∧R = T ∧ (S ∧R) ������������������

��������������� �� ���������������� ������� �� ���������������� �������� ⊗ �
���������� ��������� Alt�
�� �� �����������

S ∧ T = Alt(S ⊗ T ) =
1

(p+ q)!

∑

σ∈Sp+q

σ(S ⊗ T );

T ∧ S = Alt(T ⊗ S) =
1

(p+ q)!

∑

σ∈Sp+q

σ(T ⊗ S).

���������� ���������� �������� σ(S ⊗ T ) � σ(T ⊗ S)� �����

σ(S ⊗ T )i1,...,ip+q = (S ⊗ T )iσ(1),...,iσ(p+q)
=

= Siσ(1),...,iσ(q)
· Tiσ(q+1),...,iσ(p+q)

; ���

σ(T ⊗ S)i1,...,ip+q = (T ⊗ S)iσ(1),...,iσ(p+q)
=

= Tiσ(1),...,iσ(p)
· Siσ(p+1),...,iσ(p+q)

. ���

���������� ��� ���������� ������� � S � T � ���������� ��� � ���� ������� � ��� � ���
σ(1), . . . , σ(q), σ(q + 1), . . . , σ(p+ q)� � ������� � ��� � ��� σ(p+ 1), . . . , σ(p+ q), σ(1), σ(q)�
����� τ � ������������

(
p+ 1 . . . p+ q 1 . . . p
1 . . . q q + 1 . . . p+ q

)
.



������ ��� ����� ������� σ(S ⊗ T ) = στ(T ⊗ S)� �������

S ∧ T =
1

(p+ q)!

∑

σ∈Sp+q

(−1)σσ(S ⊗ T ) =

=
1

(p+ q)!

∑

σ∈Sp+q

(−1)τ (−1)στ (στ)(S ⊗ T ) =

= (−1)τ
1

(p+ q)!

∑

ρ∈Sp+q

(−1)ρρ(S ⊗ T ) = (−1)τT ∧ S,

� ��� �������� ���������� (−1)τ � ��� ���������� ����� ������������ ���� ����������
���������� ������������ ������������� �� ������������� ����� ������� ��� ��� �����
����� ������������ pq� ���� (−1)τ = (−1)pq� ��� � ����������� ���������
�� ������ ������������� ����������� T1 ∧ T2 ∧ . . . ∧ Tk := Alt(T1 ⊗ T2 ⊗ . . . ⊗ Tk)� ���

�������������� ��������������� ��� ����� ����������� ��������� ����������

����������� �� Alt((AltQ)⊗R) = Alt(Q⊗R) = Alt(Q⊗ (AltR)) ��� ����� ��������
Q ∈ Θ0

p� R ∈ Θ0
q�

��������������� ����������� ��������������� ������� �� �������� ������� �����
�������� ������������ ��������� �������� ⊗ �������� ��������� ����������������� �
�������� Alt ������� �����

Alt((AltQ)⊗R) = Alt
(( 1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σσQ
)
⊗R

)
=

=
1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σ Alt(σQ⊗R).

������ ������������ σ ∈ Sp �������� � ������������ ����� ������������ eσ ∈ Sp+q� �����
��� �� ������ p �������� ��������� ��� σ� � ��������� ��������� �� ������ ����

eσ =

(
1 . . . p p+ 1 . . . p+ q

σ(1) . . . σ(p) p+ 1 . . . p+ q

)
.

��� ����� ��������� (−1)�σ = (−1)σ�
����� σQ⊗R = eσ(Q⊗R)� �

Alt((AltQ)⊗R) =
1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σ Alt(eσ(Q⊗ R)) =

=
1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σ(−1)�σ Alt(Q⊗R) =

=
1

p!

∑

σ∈Sp

Alt(Q⊗R) =
1

p!
p! Alt(Q⊗R) =

= Alt(Q⊗R).

�
������� ������ ��������������� �������� ���������� ��������� Q = T ⊗ S� �����

AltQ = Alt(T ⊗ S) �

(T ∧ S) ∧R = Alt((T ∧ S)⊗R) = Alt(Alt(T ⊗ S)⊗R) =

= Alt((AltQ)⊗R) = Alt(Q⊗R) = Alt(T ⊗ S ⊗R) =

= T ∧ S ∧R.



���������� �������� ��� T ∧ (S ∧R) = T ∧ S ∧R� ���� (T ∧ S) ∧ R = T ∧ (S ∧R)� �

����� � ������������ ������� ����

�������� ����� � ������������ ������������������ �������� Λp� ��� ��� ��������� ���
����� � ������������ Θ0

p �������� ������������ ������������ ���� εi1 ⊗ . . .⊗εip � ������

��� �������������� �� ��������������� Λp ��� ������������ ��������� � εi1 ∧ . . .∧ εip =
Alt(εi1 ⊗ . . . ⊗ εip) � ���������� ������� ����������� �������������� ���� ik = il� ��
εik ∧ εil = 0� ������� �� ������ ����� �������� ��� ������������� � ������� �����������
������������� �������� ������ ���� εik ∧ εil = −εil ∧ εik � �� ����� ����� �������� ���
������������ � ���������������� ��������� � �������� ������ ������������ � ��������
�� ��������������� ��������� �� ������������ ���� ������ ��� i1 < . . . < ip� ����� �����
������������� ������������ ����� Cp

n� ��� n = dimV � ��������� ��� ����� ������ �����
���� �������� ����������� �������� εi1∧ . . .∧εip � i1 < . . . < ip� ���� �� ������ �� ��������
������ �������� ������� ��������� �������� ������� ��� �������������� ����� ��� ���
������� �������� ������������� �������� ������� Λp ���������� �������� �� ��������
��������������
����� �������� ���������� ���� �������� ����� �����

∑

i1<...<ip

λi1,...,ipε
i1 ∧ . . . ∧ εip = 0.

��������� ��� ����� � ����

∑

i1<...<ip

λi1,...,ip

( 1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σ εiσ(1) ⊗ . . .⊗ εiσ(p)| {z }
)
= 0. ���

������������ �������� � ��� �������� ������ � ������������ Θ0
p � ��� ������� �������

����� ������ ����� ��������� ��������� ���� ���� �������������� ���� ������ ��� ���
������������ �������� ����� ��������� �������� ��� ��� �������� ��������� ��������
������ � ���� ������ ��������� �������� ��� ����� ���������

. . .+ λi1,...,ip

∑

σ∈Sp

εiσ(1) ⊗ . . .⊗ εiσ(p) + . . .+ λj1,...,jp

∑

ρ∈Sp

εjρ(1) ⊗ . . .⊗ εjρ(p) + . . . .

��������� ��� ���������� ����� σ, ρ ∈ Sp � ������� i1, . . . , ip� j1, . . . , jp� ��� εiσ(1) ⊗ . . .⊗
εiσ(p) = εjρ(1) ⊗ . . . ⊗ εjρ(p) � ���� iσ(1) = jρ(1), . . . , iσ(p) = jρ(p)� �������� � ������������ τ =
ρσ−1� ����� i1 = jτ(1), . . . , ip = jτ(p)� �� ������� i � j � ��� ����������� �� ������������
�������������� τ � ������������� ������������� ������� σ = ρ � ����� i1 = j1, . . . , ip = jp�
�������������� ��� ��������� � ��� ��������� ������ ��� ������������ � ��� ����� �����
��� � ���������� �������� ������������� ������� �������� εi1 ∧ . . . ∧ εip � i1 < . . . < ip� �
��� ��� ��� �������� ������� � Λp� �

����� ����� �������� ������������ � �������������� ��������
������������

���������� ������������ Λ1� ��� ��������� � Θ
0
1 � � V ′� ������� ��� ���������� ��������

��������� ��� �������� ������� �� V �

������� �� ����� φ1, . . . ,φp ∈ Λ1 = V ′� ����� φ1 ∧ . . .∧φp = 0 ����� � ������ ������
����� ��������� φ1, . . . ,φp ������� ���������


