
����������� � ����� ��������������

����� �� ����� ���� ��� �������� ��������������� V1 � V2 ������������ W � �����
V1 ∩ V2 ����� �������� �������� �����������������

��������������� ��� �������������� ���������� ���������� ��� ��������� V1 ∩ V2

�������� ������������ �������� �������� � ��������� �� �������� ���� ��������� V1

� V2 �������� ������������ ���� ��������� �� ∀x, y ∈ V1 ∩ V2, ∀λ ∈ K ��������� ���
x+ y,λx ∈ V1 � x+ y,λx ∈ V2� �������������� x+ y,λx ∈ V1 ∩ V2� �
���������� � ������� �� ������������ ����������� �������������� V1 ∪ V2 � �����

������ �� ����� �������� ����������������� ��������� ���� V1 = ⟨
√
2⟩� � V2 = ⟨

√
3⟩ ���

����� Q� �� ������
√
2 +

√
3 �� ����� ������������ V1 ∪ V2�

����������� �� ������ V1 + V2 �������������� V1 � V2 ���������� ��������� ����
�������� v ∈ W � ������� ����� ����������� � ���� ����� v = v1 + v2� ��� v1 ∈ V1 �
v2 ∈ V2� ���� V1 + V2 = ⟨V1 ∪ V2⟩ ��������� �������� ����������� �������� V1 � V2��

����� �� ��� ����� ���� �������������� V1 � V2 �� ����� V1 + V2 ����� �����
�������� ��������������

��������������� ������� ������������ ������� a, b ∈ V1 + V2�

a = a1 + a2, b = b1 + b2, a1, b1 ∈ V1, a2, b2 ∈ V2.

�����
a+ b = (a1 + b1) + (a2 + b2) ∈ V1 + V2.

���������� ������������� ��� ��� λ ∈ K� a ∈ V1 + V2� �� ������������ λa ����� �
V1+V2� ��������� ��� ��� ������� ����������� ��������� ������������ ����� ����������
������������� V1 + V2 �������� �������� �������������� �



������� �� dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2)�

��������������� ����� e1, . . . , er � ����� � V1 ∩V2� dim(V1 ∩V2) = r� ���� V1 ∩V2 ⊂ V1

� V1 ∩ V2 ⊂ V2� �� ������ �� ���� ��������������� V1 � V2� ���� ����� ����� ���������
�� �������
����� e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p � ����� � V1� dimV1 = r + p� e1, . . . , er, er+p+1, . . . , er+p+q �

����� � V2� dimV2 = r + q� �������� ��� e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p, er+p+1, . . . , er+p+q � �����
� V1 + V2�
�� ��������� ��������������� ����� λ1e1 + . . .+ λr+p+qer+p+q = 0� �����

λ1e1 + . . .+ λrer + λr+1er+1 + . . .+ λr+per+p| {z }
∈V1

=

= −(λr+p+1er+p+1 + . . .+ λr+p+qer+p+q)| {z }
∈V2

= v,

�������������� v ∈ V1 ∩ V2� � ��� ����� ��������� �� ������ ��������������� V1 ∩ V2�
v = α1e1 + . . .+ αrer� �����

0 = v − v = α1e1 + . . .+ αrer + λr+p+1er+p+1 + . . .+ λr+p+qer+p+q,

�������������
λr+p+1 = . . . = λr+p+q = 0 � α1 = . . . = αr = 0,

���� e1, . . . , er, er+p+1, . . . , er+p+q ������� ���������� ���� ����� V2�� ������� v = 0� ��
�����

v = λ1e1 + . . .+ λrer + λr+1er+1 + . . .+ λr+per+p = 0,

� �� �������� ������������� ������� �������� e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p ���� ����� V1� ���
�������� ���

λ1 = . . . = λr = λr+1 = . . . = λr+p = 0.

����� ��� λi = 0� i = 1, . . . , r+p+q� ������������� e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p, er+p+1, . . . , er+p+q

������� �����������
�� ����������������� ������� ������������ ������ a ∈ V1+V2� a = a1+a2� ��� a1 ∈ V1�

a2 ∈ V2� �������� ������� a1 � a2 �� ������� � ��������������� �����������������

a1 = λ1e1 + . . .+ λrer + λr+1er+1 + . . .+ λr+per+p,

a2 = µ1e1 + . . .+ µrer + µr+p+1er+p+1 + . . .+ µr+p+qer+p+q,

�����

a = (λ1 + µ1)e1 + . . .+ (λr + µr)er + λr+1er+1 + . . .+ λr+per+p +

+ µr+p+1er+p+1 + . . .+ µr+p+qer+p+q,

���� ����� ������ a ∈ V1 + V2 ���� �������� ���������� ������� ��������
e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p, er+p+1, . . . , er+p+q� �������������� ��� ������� �������� �������� ���
����� � V1 + V2� ������� dim(V1 + V2) = r + p + q� ������ ������� ����������� ��������
�



������ ����� ��������������� ������� ������ �����

����������� �� ����� �������������� V1 + V2 ���������� ������ ������ ��������
����� V1 ⊕ V2�� ���� V1 ∩ V2 = {0}�
��������� �� dim(V1 ⊕ V2) = dimV1 + dimV2�

��������������� ����������� ��������� �������� �������� �� ���������� ������
��� �

����� �� ��������� ����������� ������������

��� ����� V1 + V2 �������

��� dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2)�

��� ���������� ������ ������� a ���� a = v1 + v2� ��� v1 ∈ V1� v2 ∈ V2� ������������

��� ���� 0 = v1 + v2� ��� v1 ∈ V1� v2 ∈ V2� �� v1 = v2 = 0�

��������������� ��� ��� ��� ⇐⇒ ���� �������� �� ������� � ������������ ����� �
������������
��� ⇒ ���� ����� 0 = v1 + v2� v1 ∈ V1� v2 ∈ V2� �� v1 ̸= 0� � ������������� � v2 ̸= 0�

����� ��������� ��� v2 = −v1� ���� v2 ∈ V1 � � ������������� V1 ∩ V2 ∋ v2 ̸= 0� ���� ����� ��
�������
��� ⇐ ���� ���� ����� �� ������� �� ∃v ∈ V1 ∩ V2� v ̸= 0� ����� v ∈ V1� −v ∈ V2 �

0 = v + (−v) � ������������ � ���
������� ��� ⇒ ���� ����� � ���������� ������� a ���� ��� ����������� a = v1 + v2 =

v′1 + v′2� v1, v
′
1 ∈ V1� v2, v

′
2 ∈ V2� ����� 0 = (v1 − v′1)| {z }

∈V1

+(v2 − v′2)| {z }
∈V2

� �� ����� v1 − v′1 = v2 − v′2 = 0�

��� ��� ���⇐ ��� ��������� ���� ��� � ������� ������ ���� ��� ����� ��� ������ ��������
����� � ��� �������� �������� �
������� ������ ����� ����� �������� �� ����� �������� ����� ��������������� ����

�� V1 + . . .+ Vn ����� ������� ����

∀i = 1, . . . , n Vi ∩ (V1 + . . .+ Vi−1 + Vi+1 + . . .+ Vn) = {0}. ���

���� ����� V1+ . . .+Vn ������� �� ��� ������ ������� a �� ���� ����� ���������� ����
a = v1 + . . .+ vn� ��� vi ∈ Vi� i = 1, . . . , n� ������������
���������� ������� ��� ����� �������� ��� ������� Vi ∩ Vj = {0} ∀i, j = 1, . . . , n� ���

������� ���� ����� ��� ������ ��������� ������������ ���� �������� ��������������
� ����� ������ �� ����� ����� ���� �� ��� ����� ������ ������� �� ����� ���� ���� �
���� ���� ����� ������ ������� ������ ����� ����������� � ���� ����� �������� ������
���� ������� ������������� ��� ���������� �� ����� ������������



������� ������ �����

����������� �� ������� ������ ������ ���� �������� ����������� V1� V2 ��� �����
����� K ��� ����������� ���������� ����������������� ������ ������������� �������
���� ����� �������� ������������ V1 ⊕ V2 ��� ����� K� ��������� �� ���� ��� (v1, v2)� ���
vi ∈ Vi� i = 1, 2� � ���������� �������� � ��������� �� ��������
�� (v1, v2) + (v′1, v

′
2) = (v1 + v′1, v2 + v′2)�

�� λ(v1, v2) = (λv1,λv2)�
��� vi, v

′
i ∈ Vi� λ ∈ K�

���� ��� ���� ������������ ���� ������������ V1 � V2 � �������������� �������
������ ����� ��������� �������� V1 ↔ (V1, 0) � V2 ↔ (0, V2)� �� �� ����� �������������
��� ��������������� ������������ V1⊕V2� ����� �������������� ��������� ������������
K⊕ · · ·⊕K � Kn�



����������

����������� �� ����� ���� �������� ������������ V � ����� e1, . . . , en ����� ����
���������� ����� ����� ������ x ∈ V ����� ����������� � ���� x = λ1e1 + . . . + λnen�
����� λ1, . . . ,λn ∈ K ���������� ������������ ������� x � ���� �������

������������ ����������� ��������� ������� �� ������� ������ ��������� ���������
����� � ����������������
������ ��������� ���������� ��� ������ ���������� ������� � ��������� �� ������

����� ������ �� ������ � ������� ���� �� xi� � x
i� ������ ������� ������ ����� x = x1e1 +

. . . + xnen� ��� ���� ����� ��������
∑n

i=1 x
iei� �� ����� ����� ������ xiei� �� ����� ����

������������ ����� ��� �� ��������� ���� �������������� ���������� �������� ��

����� ����� ���������� � ���� ��������� ���� x =




x1

���
xn


� ����� ������ ������� ������

����� ��������������� ��������� � ������ � ��������

������ ���������

����� ��� ���� ��� ������ e1, . . . , en � ee1, . . . , een ������ ���������� ������������� �����
����� �������� ��������� ����������

ee1 = c11e1 + . . .+ cn1en,

. . . . . . . . .

een = c1ne1 + . . .+ cnnen,

������� ����������� ������ ���������� ���������

(ee1 . . . een) = (e1 . . . en)




c11 . . . c1n
���
� � �

���
cn1 . . . cnn


 .

�������

C =




c11 . . . c1n
���
� � �

���
cn1 . . . cnn




���������� �������� �������� �� ������ e1, . . . , en � ������ ee1, . . . , een�
����� ��� ����� x1, . . . , xn � ���������� ������� x � ������ e1, . . . , en� � ex1, . . . , exn

� ���������� ����� �� ������� � ������ ee1, . . . , een� �����




x1

���
xn


 = C




ex1

���
exn


 .

��������������� ��� ��� xjej = x = exieei = exiejc
j
i = (exicji )ej� �� �������� �������

������� �������� e1, . . . , en ������� ��������� ���������� x
j = exicji ∀j ����������������

������������ �� ������� i�� �



����������� ��������� �����������

����������� ��� ����� ���� ��� �������� ������������ V � W ��� ����� �����
K� ����� ���������� ����� ������� ������������ ����������� f : V → W ����������
������������� ���� ��������� ��������� ������� �������� ������������
�� f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) ∀v1, v2 ∈ V �
�� f(λv) = λf(v) ∀v ∈ V,λ ∈ K�
��� �������� ������������ V � W ���������� ����������� �V ∼= W �� ���� �����

���� ���������� ����� �� ����� �����������

����� ��� ���� f : V → W � ����������� �� �������� ����������� f−1 : W → V
����� ����� �������������

��������������� ������� �������� ��� ����������� f−1 ����������� ��������� �����
������� f ������� ����������� ������� ������ ������ ������ ����� ��� f−1(w1 + w2) =
f−1(w1) + f−1(w2) ∀w1, w2 ∈ W ������� ����� ������������ ������������

f(f−1(w1) + f−1(w2)) = f(f−1(w1)) + f(f−1(w2)) = w1 + w2 = f(f−1(w1 + w2)),

������������� f−1(w1) + f−1(w2) = f−1(w1 +w2)� ���� ����������� f ������� �����������
�
������������ �������� ���������� ���������������� ���� �������� ����������
• �������������� ����� V ��������� W � �� W ��������� V ��
• �������������� ������ ������������ ��������� ������ ����� �
• �������������� ����� V ��������� W � W ��������� U � �� V ��������� U��
������ ��� �������� �� ���������� ������ ����� ������������


