
����� ��� ���� dimV = n� �� V ��������� ������������ Kn �������� ������� ��
n ����������

��������������� ����� e1, . . . , en � ����� � V � ����� �������� ����������� f : V →

Kn ��������� �������� ���� x = xiei� �� f(x) =




x1

���
xn


� ����� ���������� ��� ���

����������� ����� ������������� � ������������� V ∼= Kn� �

��������� ��� ���� dimV = dimW � �� V ∼= W �

��������������� ����� dimV = dimW = n� ����� V ∼= Kn ∼= W � �
����� � ���������

����� ��� ���� V ∼= W � �� dimV = dimW �

��������������� ��������� ��� dimV < dimW � ����� e1, . . . , en � ����� � W � �����
������� f(e1), . . . , f(en) ∈ V ������ ���� ������� ������������� �������������� ����
λ1f(e1)+ . . .+λnf(en) = 0� ��� �������� � ����� ������ ����� ��������� ����������� f−1�
������� λ1e1 + . . . + λnen = 0� ������ λ1 = . . . = λn = 0� �� �� �������� �������������
������������ ������������� dimV < n� �

����� ��� ����� dimV = dimW � � ����������� f : V → W ������������� �������
�� �����������

�� f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) ∀v1, v2 ∈ V �
�� f(λv) = λf(v) ∀v ∈ V,λ ∈ K�
����� e1, . . . , en � ����� � V � ����� f �������� ������������ ����� � ������ ������

����� f(e1), . . . , f(en) � ����� � W �

��������������� ���� f � ����������� �� �� ��������� λ1f(e1) + . . . + λnf(en) = 0
������� f(λ1e1 + . . . + λnen) = 0� ������ ���������� ��� λ1e1 + . . . + λnen = 0� ������� ���
λi = 0�
�������� ����� f(e1, . . . , f(en)) � ����� � W � ��� �������� �������� �������������

����������� f ���������� ���������� ��� ����������� f−1 ��������� ����������� �����
w ∈ W ����� ���������� �� ������ w = w1f(e1) + . . .+wnf(en)� ����� ��������� �������
����� g : W → V ���������� g(w) = w1e1 + . . . + wnen� ��������� �������� �����������
��� g = f−1� �



������������ ��������� ������������

��������� ��� �������� ������������ �� ��������� ������������ V ���� ����� K�
���������� ����������� f : V → K� ��������������� �������� ����������
�� f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) ∀v1, v2 ∈ V �
�� f(λv) = λf(v) ∀v ∈ V,λ ∈ K�
������� �� ��������� V ′ ���� �������� ������������ f : V → K� ���������
�� (f1 + f2)(v) = f1(v) + f2(v)� f1, f2 ∈ V ′�
�� (λf)(v) = λf(v)� f ∈ V ′� λ ∈ K�
��� �������� ���������� V ′ � �������� ������������� ��� ������������ ����������

������������ ������������� � V �

����� ��� V ∼= V ′�

��������������� ����� e1, . . . , en � ����� � V � ��������� ����������� εi ∈ V ′�

i = 1, . . . , n� ����������� εi(ej) = δij �δ
i
j � ������ ���������� ���� δij =

{
1 i = j
0 i ̸= j

� ���

������� f(xiei) = xif(ei)� �� �������� ����������� �� ������������ ������� ���������
������������ ���������� ����������� �� �������� �������� � ������������ ����� ����
����� ���� ����������� εi ��������� ������ ������ ����������
�������� ��� ε1, . . . , εn ����� ������� � V ′� ��� ����� ����� �������� �������� �����

��������� � ���������������
�� �������� ��������������
���� f = λ1ε

1 + . . .+ λnε
n = 0 ���������� ���� � V ′ ��������� ��� f(v) = 0 ��� ������

������� v ∈ V �� �� f(ei) = λi = 0� ���� ��� λi = 0� ������������� ��� ����������� �������
�����������
�� ���������������
���� ��������� ��� ∀f ∈ V ′� ∃λ1, . . . ,λn ∈ K ����� ��� f = λiε

i� ������� ������������
���������� f ∈ V ′� ������ ���� x = xiei� �� f(x) = xif(ei)� ������� λi = f(ei)� �����
�������� ���

f(x) = xif(ei) = xiλi = λix
jεi(ej) = λiε

i(xjej) = λiε
i(x),

��� � ����������� ��������� �
����� ε1, . . . , εn ���������� ������������ ������� � ������ e1, . . . , en�



����� ��� ���� ������ e1, . . . , en � ee1, . . . , een � ������������ V � ������������ � ���
������ ε1, . . . , εn � eε1, . . . , eεn � ������������ V ′� ����� C � ������� �������� �� ������
e1, . . . , en � ee1, . . . , een� ������ ������� �������� �� ������ ε1, . . . , εn � eε1, . . . , eεn� �������
������������ ���������� f ∈ V ′� ����� f = fiε

i = efjeεj� ��� fi � efj � ��� ����������
����������� f � ������� ε1, . . . , εn � eε1, . . . , eεn ��������������� �������� �������� �����
������� f �� ������� eek ����� ���������� � ����� �������� f(eek) = efjeεj(eek) = efk� � �
������ �������� f(eek) = fiε

i(cjkej) = fic
i
k� ��� ��� (ee1 . . . een) = (e1 . . . en)C� ������ �������

��� ��� efk = fic
i
k� ������������� ( ef1 . . . efn) = (f1 . . . fn)C� ��� ������ �����������������

������������� �������� t�




f1
���
fn


 = (C−1)t




ef1
���
efn


�

��������� ��� ������� � �������� ��������� ��������� ��� ������ ������ � ��������
������������� ��������� ��� �������� �������� �� ������ ε1, . . . , εn � ������ eε1, . . . , eεn
�������� ������� (C−1)t� ���� ��� ������ ������� ���������� (eε1 . . . eεn) = (ε1 . . . εn)(C−1)t�
����� �� �������� ��������� ������������

����� ��� ����� C � ������� �������� �� ������ e1, . . . , en � ������ ee1, . . . , een �
�������� ������������ V � ����� ������������ ������ ε1, . . . , εn � eε1, . . . , eεn � ���� ���
����� ������� ���������� (eε1 . . . eεn) = (ε1 . . . εn)(C−1)t� � ���������� ����������� f �

���� ������������ ������� ������� ���������� ( ef1 . . . efn) = (f1 . . . fn)C�



�� ��������� ��� V ∼= V ′� ������ ����� ����������� f : V → V ′ ������� �� ������
������ � ������������ V � �������������� ����� V = R� ����� ������� �������� �����
��������� ����� e ∈ R� ������� ����� ��� ���� ����� ee = λe� λ ̸= 0, 1� ����� ε � �����
� V ′� ������������ � e� ���� ε(e) = 1� � eε � ������������ ����� � ee� ���� eε(ee) = 1� ��
eε = λ−1e� ���������� f : V → V ′� ���������� ������ e� ����� ��������� ��������

∀x = αe� f(x) = αε� �������� � ������ ee� ����� ���������� ef : V → V ′ ����� ����������

��������� �������� ef(x) = ef(αλ−1ee) = αλ−2ε� ���� ������ ������ ������ � ������������
V ���� ������ ������������

������������ ���������� ����� ������������� � ���

������ ������������

���������� ������������� ������������ � �������������� ��� ���������� ������ �����
�������� �������������� V ′′ = (V ′)′� �������� ������������ V ′′ � ��� �������� �����
������� �� ������������ V ′� ���� �������� ����������� ������� �������� �������� ����
������ V ′� ��������� ��� dimV ′′ = dimV ′ = dimV �
��������� ����������� φ : V → V ′′� ��� ������� ������� x ∈ V ���������� φ(x) =

φx ������ ���������� ����������� ��������� ��������� V ′� � ���� ��������� �����
f ∈ V ′ ��������� �������� φx(f) = f(x)� ��������� ��� φx � ��� �������� �����������
V ′ → K� ����� ����� φ(x1 + x2) = φ(x1) + φ(x2) � φ(λx) = λφ(x)� �������� ��� φ ����
����������� ��� ����� ������� ��������� ��� �� ������� φx = 0 �������� ��� x = 0�
������� φx = 0 ��������� ��� ��� ������ ���������� f ∈ V ′ φx(f) = 0� ���� f(x) = 0�
�� ������������ ������ � V � �� ������� ����� ���������� ����� ����� ���� �������
������� x = 0� �������������� ���� ��� �������� ������� ����� e1 = x, e2, . . . , en � V � �����
��� ����������� ε1 ����� ε1(x) = 1 ̸= 0�
��� ��� φx = 0 ⇐⇒ x = 0� �� ��� ������������� ������ e1, . . . , en � V �������

φe1 , . . . ,φen ������� ����������� ��� ��������� dimV ′′ = n� ��� ������� ���������� �����
������������ V ′′� ������������� φ � �����������
��� ���������� ����� ������������ �� �� ���� �� ������������ ����� ������ �� ���

���������� ������ ��� �������������� ����� ��� ��� ������������ ������� ���� �������
���� �� ������� �� ������ ������ � ������������ V � � ��� ����������� ������������ �
������� ��� ������ ������������ V � ����� ����������� ���������� ��������������
���� V � V ′′ ��������� ������������ �� �� ����� ��� ��� ������������ ������ �����

��������� � �������� �� ������������ V � V ′ ��� �� ������������ ���� � ����� �V ′ �
������������ � V � � V = V ′′ � ������������ � V ′��
����� ������� ��� ����� φe1 , . . . ,φen � V ′′ � ������������ � ������ ε1, . . . , εn� ����

ε1, . . . , εn � ������������ ����� � e1, . . . , en� ��� �������������� ����������� V � V ′′�
������ φe1 , . . . ,φen � e1, . . . , en �������������� � ����� ������ e1, . . . , en � ε1, . . . , εn �����
������� ��������������



������� ������������ ������������ ������������ �����������

���������� ������������ Kn[x] ����������� ������� �� ���� n � �������������� ��
���� K �� ���������� x ∈ K� ����������� ������������ x = x0� � ������� ����������
p(x) �������� � ������������ ����� p(x) 7→ p(x0) ∈ K� ������ x0 ������ ���� �����������
evx0 : Kn[x] → K� ����

evx0(p(x) + q(x)) = p(x0) + q(x0) = evx0(p(x)) + evx0(q(x))

� evx0(λp(x)) = λevx0(p)x� �� ����������� evx0 ������� ��� ������� x0� ����� ��������
������ �������� x0 ������ ������� evx0 ������������� ������������ Kn[x]

′�

����� ��� ���� x0, x1, . . . , xn � ������� ��������� ��������� �� evx0 , evx1 , . . . , evxn

����� ������� � ������������ ������������ Kn[x]
′�

��������������� ���� ��� ������� ��������� ����� � ������������ Kn[x]� �������
����� ������������ � evx0 , evx1 , . . . , evxn � �� ������ ����� ���������� ��� evx0 , evx1 , . . . , evxn

����� ������������ � ������ � Kn[x]� ���� ����� ������� � Kn[x]
′� �������� ����� ������

��� ����� ����� ����� ���������� p0(x), p1(x), . . . , pn(x)� ��� evxi
(pj(x)) = δji � ���� ����

����� i�� ������� evxi
�� ���� �������� ������������ ����� pi(x)� ����� �� � �� pi(x) �����

�� ��� ���������� ����� ���������� ���������� ��������� ���������������� �������
���������

pi(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

�������� ��� ��� ���������� �������� ������
�� �������� �������������� p(x) = λip

i(x) = 0 ������� ���� ��� λi = 0� ���� p(xi) = λi ∀i�
�� ��������������� ������� ������������ ��������� p(x)� ����� p(x) = p(xi)p

i(x)� ����
�������� �������� ����������� ����������� pi(x)�
������� �������� ��������� ������������� ��������������� ������������ �� �������

i��
����� �������� �� ��������� ��� p0(x), p1(x), . . . , pn(x) � ����� � Kn[x]� � ������ �����

�������� � ���� ����� evx0 , evx1 , . . . , evxn ����� ������� � Kn[x]
′� �
























