
��������� � ��������� ������������

����������� �� �������� ������������ V ��� ����� R ���������� ����������� ����
�� ��� ���������� ������� f : V × V → R ���� ���������� ������������� f(a, b) = (a, b)
� ���������� ��������� ��������������� ��������������� ��������� ����������
�� ���������� �� ������� ���������� (a, b + λc) = (a, b) + λ(a, c) ��� ����� a, b, c ∈ V �

λ ∈ R�
�� ��������������� (b, a) = (a, b) ��� ����� a, b ∈ V �
�� ������������� ��������������� (a, a) � 0 ��� ������ a ∈ V � ������� ���� (a, a) = 0�

�� a = 0�

������ ��� ��������� ������� �������� ��� ������� ����� ����� �������� � �� �������
���������� ���� ��� ����������

����������� �� �������� ������������ V ��� ����� C ���������� ���������� ����
�� ��� ���������� ������� f : V × V → C ���� ���������� ������������� f(a, b) = (a, b)�
���������� ��������� ��������������� ��������������� ��������� ����������
�� ���������� �� ������� ���������� (a, b + λc) = (a, b) + λ(a, c) ��� ����� a, b, c ∈ V �

λ ∈ C�
�� ������������ (b, a) = (a, b) ��� ����� a, b ∈ V �
�� ������������� ��������������� (a, a) � 0� ������� ���� (a, a) = 0� �� a = 0� ����

(a, a) = (a, a) ��������� ��� �� ����� (a, a) ������������ � ����������� (a, a) � 0 �����
������

��������� ������ �������� ����� ��������� ��� (a + λb, c) = (a, c) + λ(b, c)� ���� ���
����������������� �� ������� ���������� ����� ������� ���������� �����������������
�������
����� V = R[t] � ������������ ����������� ��� ����� R ���� ���� �� �������� ����

����� ����� ��������������� ������������ �� ������ ������������ ���� � �� �����������
�������������� ������������ ������������� ��������� ������� ��� ������������ �����
�������� ����� a, b� a < b� ��������� ��������� ������������ ���� ����������� p(t), q(t)

�� ��������� �������� (p(t), q(t)) =
∫ b

a
p(t)q(t) dt� ��� ��� ��������� ������ ��� �������

���������� ������������� ����� �������� �� ������� ���������� �������� �������������

��������������� �������������� (p(t), p(t)) =
∫ b

a
p2(t) dt � 0� �������� �� �������������

��� ������� �������������� ������� ����
∫ b

a
p2(t) dt = 0� �� p(t) ≡ 0� ����������� ���

������������ ����������� ��� ����� C ��������� ������������ ����� ������ ��������

(p(t), q(t)) =
∫ b

a
p(t)q(t) dt�



����������� �� ������ ������� a � ���������� ��� ��������� ������������ �����
������ ����� |a| =

√
(a, a)�

��� ����������� ���������� ���� (a, a) � 0�

����� � ������������ ������������������� ��� ����� ���� �������� a, b ���������
��� �������� ������������ ����� ����� ����������� |(a, b)| � |a| · |b|�
��������������� ������ � ����� �������� � ������������� � ������� ����������

��������� ������� (a−λb, a−λb) � 0� �������������� ��� ���� λ ∈ R ����� ������������
����������� (a, a)− 2λ(a, b)+λ2(b, b) � 0� ������������� ������������ ����� �����������
��������� ���������������� ���� (a, b)2 − (a, a)(b, b) � 0� �������� (a, a)(b, b) � ������
����� � �������� ������� �������� ������� ������������
�������� ������ � ������������ ������� ������� ������������ λ ∈ C� �����

(a− λb, a− λb) = (a, a)− λ(b, a)− λ(a, b) + |λ|2(b, b) � 0.

���� (a, b) � ����������� ������ �� ��� ���������� ���� φ ��������� ��������� (a, b) =
|(a, b)|eiφ� ����������� ������ ���� λ� ��� ������� λeiφ = µ ∈ R� ����� ��� ���������
������� ����� ���������� � ����

(a− λb, a− λb) = (a, a)− 2µ|(a, b)|+ µ2(b, b).

������ ��������� ��� � ������������ ������� �������� ������ ���������� �

����� � ������������ �������������� ��� ����� ���� �������� a, b ��������� ���
�������� ������������ ����� ����� ����������� |a+ b| � |a|+ |b|�
��������������� �� ����������� ����������������� �������� ��� (a, b) + (b, a) �

2|a| · |b|� ������� � ����� ������ ����������� (a, a) + (b, b)� �������

(a+ b, a+ b) = (a, a) + (b, b) + (a, b) + (b, a) � (a, a) + (b, b) + 2|a| · |b| = (|a|+ |b|)2,

������ ������� ����������� ������������� �



������� ���������������

����������� �� ��� ������� a, b ���������� �������������� �a ⊥ b�� ���� (a, b) = 0�
������� �������� e1, . . . , en ���������� ������������������ ���� (ei, ej) = δij� ���� ����
������� ������� ������������ � ����� ������� �� ��� ����� ��

����� �� ����������������� ������� �������� �������� ������� ������������

��������������� ����� λ1e1 + . . . + λnen = 0� ������� �������� ��� ����� �����
��������� ������� �� ������ ei� (ei,λ1e1 + . . .+ λnen) = λ1(ei, e1) + . . .+ λn(ei, en) = λi = 0�
�
����� e1, . . . , ej � ��������� ������� ����������� ������� ��������� ��������� �����

Vi �������� �������� ������ i ��������� Vi = ⟨e1, . . . , ei⟩� � ������� �������������
������� �������������� V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vj�

����� �� ���������� ����� ����� ������� ������������� �������� a1, . . . , aj� ���
��� ������� ������ i �������� �������� ⟨a1, . . . , ai⟩ ��������� � Vi�

��������������� ��������� �� ���������� ���������
�� ��� j = 1 ����������� ���������
�� ����� ��� ����������� ��������� ��� ���������� ��������� ������� j� ������� ���

��� j + 1� ���� ����������� ����� ��� j ��������� �� �� ����� �������� ��� �������
a1, . . . , aj � ���������� ���������� ��� ���������� ���������� �� ������������� ������
���� ⟨a1, . . . , aj⟩ = ⟨e1, . . . , ej⟩� ����� �������� a1, . . . , aj �� ����� ���� �������� �������
������ dim⟨a1, . . . , aj⟩ < j = dim⟨e1, . . . , ej⟩)�
�������� ������ aj+1 � ����

aj+1 = ej+1 + λ1a1 + . . .+ λjaj. ���

�������� �������� �������� a1, . . . , aj+1 ��������� � ⟨e1, . . . , ej+1⟩ ��� ����� λi� �������
�� ����� ��������� ������������ λi ���� ����� ����������� ������� (aj+1, ai) = 0 ���
���� i = 1, . . . , j� ���������� ��������� ������������ ����� ������ ��� �� ai�

0 = (aj+1, ai) = (ej+1, ai) + λ1(a1, ai) + . . .+ λj(aj, ai).

��������� (ak, ai) = 0 ��� k ̸= i �� ������������� ��������� �� 0 = (ej+1, ai) + λi(ai, ai)�

������������� λi = − (ej+1,ai)

(ai,ai)
������������ ������� �� ����� ���� aj ̸= 0�� �

����� �������� ����� �������� ������ aj+1� ���� �� ������� ej+1 ������� ��� �������
������� �������� �� ������� a1, . . . , aj� ���� ����� ��������������� ���������� �������
�������������
����� e1, . . . , en � ����� � �������� ������������ V � �������� � ���� ������� �����

����������� ������������ � ������� ������ ����� V � a1, . . . , an� ���� ��������������
������ ���� �� ���������� ����� ����������� V � �� ��������� ⟨a1, . . . , an⟩ = V � ��� �������
�����������

����� �� ������� C �������� �� ������ e1, . . . , en � ������ a1, . . . , an ���������������
���� � ��������� �� ����������

��������������� ��������� ⟨e1, . . . , ej⟩ = ⟨a1, . . . , aj⟩� ��� ����� λ1, . . . ,λj ∈ K ���
�������� ����� µ1, . . . , µj ∈ K� ��� λ1a1 + · · ·+ λjaj = µ1e1 + · · ·+µjej� ����� ������� ���
������ ���

aj+1 = ej+1 + µ1e1 + · · ·+ µjej,



����

a1 = e1;

a2 = e2 + µ1
2e1;

a3 = e3 + µ1
3e1 + µ2

3e2;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an = en + µ1

ne1 + · · ·+ µn−1
n en−1.

������� ������� �������� ����� ���

C =




1 µ1
2 µ1

3 µ1
4

��� µ1
n

0 1 µ2
1 µ2

2

��� µ2
n

0 0 1 µ3
1

��� µ3
n

���
���

���
���

���
���

0 0 0 0 0 1




.

�



������������� �������� �������������

����������� ��� ����� e1, . . . , en ��������� ��� �������� ������������ V ����������
�������������� ���� (ei, ej) = 0 ��� i ̸= j� �� ���������� ������������������ ���� ��
������������� � (ei, ei) = 1� i = 1, . . . , n�

���� e1, . . . , en � ������������� ������ �� ����� ee1, . . . , een� ��� eei = 1√
(ei,ei)

ei� i = 1, . . . , n�

� ������������������

����������� ��� ������� C � �������������� �� R ���������� �������������� ����

CtC = E� ������� C � �������������� �� C ���������� ���������� ���� C
t
C = E

������ ����� C ���������� �������� ���������� �� ������� C ������� ���� ��������� ��
�� ���������� �������������

����� ��� ����� e1 . . . , en � ����������������� ����� ��������� ���������� ����
��������� V � ������� C � ������� �������� � ������ ee1, . . . , een� ����� ee1, . . . , een �����
������������� ����� � ������ ������ ����� ������� C ������������� ������������

��������������� ����� C =



c11 · · · c1n
���

� � �
���

cn1 · · · cnn


� ����� eei = cjiej� eek = clkel� �������

(eei, eek) = (cjiej, c
l
kel) = cjic

l
k(ej, el) =

∑n
j=1 c

j
ic

j
k� ������������������� ������ ee1, . . . , een ����

�������� ����� ���
∑n

j=1 c
j
ic

j
k = 0 ��� i ̸= k� �

∑n
j=1 c

j
ic

j
i = 1� i = 1, . . . , n� ��

∑n
j=1 c

j
ic

j
k �

��� ������� ������� C
t
C � ��������� i � k�

�
����� �������� ������������� ����������� ������� � ��� ������� �������� �� �����

�������������� ������ � �������������������
���� ������������� ������� ������� ��� ���������� �������� ����������� � ��������

���������� �������� �� ��� ������� ������������ ����������� ���� ��� ���������������
����������������
















