
������� ��� ����� ��������� ������� C ��������� ������������ �������������
� ���� ������������ C = QR� ��� Q � ������������� ����������� �������� � R �
������������������ � �������������� ������� �� ����������

��������������� ����� e1, . . . , en � ����������������� ������ ����������� C ����
������ �� ������������� ��� ������� �������� � ���������� ������� ������ ee1, . . . , een�
�������� � ������ ee1, . . . , een ������� ��������������� ������������� � ���������� ���
������ ������� ������������� ����� ea1, . . . ,ean� ����������� ���� � ������� ��� �����
������������� ����� a1, . . . , an� ��������� ������� �������� �� ������ ee1, . . . , een � �����
�� ea1, . . . ,ean ����������������� � ��������� �� ���������� ������� �������� �� ������
ee1, . . . , een � ������ a1, . . . , an ���� ������������������ �� �� ��������� ����� ���� ������
������� ������������� ����� ����� �� ������ ������� eai �� �� �������� ��������� ���
������� ����� T �
����� (ee1, . . . , een) = (e1, . . . , en)C� (a1, . . . , an) = (ee1, . . . , een)T � ������ (a1, . . . , an) =

(e1, . . . , en)CT � ��������� ����� a1, . . . , an ������������������ ������� CT � ��������
�������� �������� �� ������ ������������������ ������ � ������� �����������������
��� �������� ������������� ������������ ��������� �� Q� ����� CT = Q� ���������
����� R = T−1� ����� C = QR� �������� �������� � ������������������ ����� �������
����������� � �� �� ��������� ����� ������������� ������
�� �������� ������������� ���������� ������������� � ���� ������������� �������

�� �������� ��������������� ����� C = Q1R1 = Q2R2� ��� Q1� Q2 ������������� �����
�������� � R1� R2 ����������������� � �������������� ������� �� ���������� �����
Q−1

2 Q1 = R2R
−1
1 � ������� �������� ����������� ��� ��� ������������� ����������� ����

����� ��� � ����������������� � �������������� ������� �� ���������� �������� �����
��� ���� �������� �������� � ������������ ����������� ���� �� ������� ����� ��������
������������� ������� Q = Q−1

2 Q1 ����� ����������������� � �������������� ������
�� �� ��������� R = R2R

−1
1 � �������� ���������� ��� ������������ �������� �������

�������� ������������ ������������� ����������� � ����������������� � �����������
���� ������� �� ���������� �������� ��������� ��������� ���������� ����� �������

Q =




q11 q12 q13 · · · q1n
0 q22 q23 · · · q2n
0 0 q33 · · · q3n
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · qnn


� �� ��������������� ������������� ��������� ��� �������

������� �������� ����������������� ������ ��������� ����� ������� ������� ���������
��� q11 = 1 ���������� ��� �� ��������� ������ ���� ������������� ������� �������
��������� ������� � ������� �������� ���� q12 = 0� ��������������� �������� ������� �
������ � ������ ���� q13 = q23 = 0 � ����

�



������������� ����������

����������� ��� ����� V ⊂ W � ��������������� ��������� ��� �������� ����
���������� ������������� ����������� V ⊥ � V � W ���������� ���������� ���������
�� ��������� ������������� ���� �������� �� V � ���� V ⊥ = {v ∈ V : (v, w) = 0 ∀w ∈ W}�

��������� ������� ������������ ��� V ⊥ �������� ����������������� � �� ������ ����
�����������

����� ��� W = V ⊕ V ⊥�

��������������� ����� e1, . . . , ek � ����� � V � �������� ��� �� ������ ����� ����
��������� W ��������� ek+1, . . . , en� �������� ������� ��������������� �������������
������� ������������� ����� a1, . . . , ak, ak+1, . . . , an � W � ������ ��� ������ ����� �����
������� � V � ���� ⟨a1, . . . , ak⟩ = ⟨e1, . . . , ek⟩ = V � �������� ��� ������� ak+1, . . . , an �����
���� ����� � V ⊥� ����� v ∈ V ⊥� v = ν1a1 + . . .+ νkak + νk+1ak+1 + . . .+ νnan � ����������
������� v �� ������ ������������ W � ������������ ν1, . . . , νk ������ ���� ���������
��� ��� ����� ������ v �� ��� �� ����������� ���� �������� a1, . . . , ak� ����� � ���������
���� ������ k ��������� ��������� ������� � ������ a1, . . . , an ����� ����� �� ���� ������
����������� V ⊥� �������������� ������������ ������ w ∈ W ����� ���� ����������� �
���� ����� ���� ��������� � �� V � �� V ⊥� w = λ1a1 + . . .+ λkak| {z }

∈V

+λk+1ak+1 + . . .+ λnan| {z }
∈V ⊥

�

���� W = V + V ⊥�
�������� ��� ��� ����� ������� ������� ������������ ������ v ∈ V ∩V ⊥� ���� v ∈ V ⊥�

�� (v, w) = 0 ��� ������ ������� w ∈ V � ��������� v ∈ V � �� ����� � �������� w �����
��� ������ v� ����� (v, v) = 0� ������� v = 0� �������������� ����������� ������� ������
�� �������� �������� � ����� � ������� �
�� ���������� � ������ ����� W = V ⊕ V ⊥ �������� ��� ����� ������ a ∈ W �����

������������ �������� ����������� � ���� a = a0 + a⊥� ��� a0 ∈ V � a⊥ ∈ V ⊥� ������
a0 ���������� ��������������� ��������� ������� a �� ��������������� V � � ������ a⊥
���������� ������������� ������������ ������� a�
����� ������� ������ ���������� ������� a� a = a1 + a2� ��� a1 ∈ V � �� �� a2 ��������

������� ������� ����� ����� ����� �����

����������� ��� |a2| � |a⊥|�
��������������� ��������� a0 − a1 = b ∈ V � ����� a = a1 + a2 = a0 − (a0 − a1) + a2 =

a0 + (a2 − b)� �������������� a2 − b = a⊥� ���� a2 = a⊥ + b� ����� (a2, a2) = (a⊥, a⊥) +
2 (a⊥, b)| {z }

=0

+(b, b) � (a⊥, a⊥)� ������ �������� |a2| � |a⊥|� �

����������� ��� ����� ����� ����� ���������� ��������� � ���������� ���������

���� ���������� �������� (ca, b) := arc cos (a,b)
|a|·|b| �

������ ��� ��� ����������� ���������� ���� −1 � (a,b)
|a|·|b| � 1� � �� ������������ ��������

������� ���� ���� ����� ���� ����� � ������ ������ ����� ������� ������������ � ���� �
������ ����� � ������ ������ ����� ������� �������������
� ����������� ������ ��������� ���������� ������� ���������� ���� ��������� � ����

���������� ������������� � ���������� ������������ ��� ������ ����� ��� ������ ����
����������� ������

����������� ��� ����� c = a1 + b1 = a2 + b2� a1 ⊥ b1� a2 ⊥ b2 � |b1| < |b2|� �����
(da1, c) < (da2, c)�



��������������� ��������� (ai, c) = (ai, ai + bi) = |ai|2� i = 1, 2� �� cos(dai, c) = |ai|
|c| � �

�� ������� �������� sin(dai, c) = |bi|
|c| � ��� � ���������� ������������

����������� ��� ������������ �� ��� ��� � ������ (da, a0) � (da, a1)�
��������������� ������ ����� ����� λ� ����� ������ λa1 ��� �� ����������� ����

���� b = a− λa1�

(λa1, a− λa1) = 0 ⇔ (a1, a− λa1) = 0 ⇔ (a1, a)− λ (a1, a1)| {z }
̸=0

= 0 ⇔ λ =
(a1, a)

(a1, a1)
.

���� (a1, a) � 0� �� ���� (da, a1) � π/2 � ����������� ��������� ���� (a1, a) > 0� �� λ > 0
� ���� ����� a � a1 ����� ���� ����� a � λa1� �������� ���������� ������ ��������
��������� ������������ �

����������� ��� ����������� d(a, V ) �� ������� a �� ��������������� V ����������
���������� �� ���� ��������� ���� ��������� ����������� ������� ������� �������

��������� V � ������ ��������� ���� d(a, V ) := mina1∈V |a − a1|� ����� (da, V ) ����� ����
����� a � ���������������� V ���������� ���������� �� ���� ����� ����� �������� a

� ������������ �������� a1 ∈ V � ���� (da, V ) := mina1∈V (da, a1)�
��������� ��� d(a, V ) = |a⊥| � ���������� �� ������� �� ��������������� ����� �����

������������� ������������ ��� �������� ������� �� ���������������� � (da, V ) = (da, a0)
� ���� ����� �������� � ���������������� ����� ���� ����� �������� � ��� ���������
�� ������ ����������������

����������� ��� �������� ������������ (A, V,+) ���������� ���������� ������
��� �������������� ���� �������� ������������ V �������� �����������

��� ��������� �������� � ����������� ����� ������� � ����� ������ � ��������
����������������� ���� A,B ∈ A� �� ��� ��� ����� ���������� ������ v ∈ V � B =
A+ v� � ����������� |AB| ����������� ������� ����� ������� v� ���� L ⊂ V � ��������
���������������� � ���� �������� ��������������� B ������ ��� B = {A+ v : v ∈ L}� ��
����������� �� ����� B �� ��������� ��������������� B ����������� ������� ����������
����� �������� v ������������� ���������� B = A+ v� � �������� ����������������
L�



����� ���������� ���������

��������� ��� �� ��������� ������������ ��������� ������� � ����� ������� ��� ������
��� ��������� ���� �� ������������� ��� �������� �������� b ������� ������� �� ������
� a1, . . . , an� � ����� �������� ��� ����������� b = a1x

1 + . . . + anx
n� ���� ������ �����

������� ������������ x1, . . . , xn� �� ������ m ��������� ���� �������� ����� m > n�

� ������ ������� ���������

{
a11x

1 + . . .+ a1nx
n = b1

. . . . . . . . .
am1 x

1 + . . .+ amn x
n = bm

� ������ ������� ��� ���������

�������� ������� �� ����� �������� ������� ��� ���� ����� �������� ������������
������� x1, . . . , xn � ��� ������� ��� ���������� �������� bj �� cj = aj1x

1 + . . .+ ajnx
n ���

��� ����������� � �������� ���������� ������ ����������� ������ �� ����� ���������
���������� ���������

√
(b1 − c1)2 + . . .+ (bm − cm)2 = |b − c|� ��� ����� ����� �������

b− c� ����� ������ ����� ���������������
���������� �������

a1 =




a11
���
am1


 , . . . , an =




a1n
���
amn


 , b =




b1

���
bm


 .

����� V = ⟨a1, . . . , an⟩� ������ m ������� ������ n� � ������� a1, . . . , an ������� �����
������� ���� ��� �������� ������� ��������� ������� ��������� �������� �� �����������
����� ���������� ���������� ����� ��������������� V � ����� �������� ��� ��� ��� ����
����� � ������� a1, . . . , an ������� �����������
������������ ������ b �� ��������������� V � ������� ���������� b = b0 + b⊥� �� ���

�� �������� ������ |b⊥| = |b − b0| ����� ���������� ������ ��������� ����������� b �
V � ���� b0 ���������� ������� ����������� ������������ ��������������� ����� �����
���� �������� ������ b0 �� ������ ��������������� V � b0 = x1a1 + . . .+ xnan� ������ ����
��������� ������������ � ��������� ������� �������� ��������� ����������

(a1, x
1a1 + . . .+ xnan) = (a1, b)

. . . . . . . . . . . .

(an, x
1a1 + . . .+ xnan) = (an, b),

���� ���� ������ ������� ��������� ���� ������������

{
(a1, a1)x

1 + . . .+ (a1, an)x
n = (a1, b)

. . . . . . . . .
(an, a1)x

1 + . . .+ (an, an)x
n = (an, b).

����� ��� ������ ���������� x1, . . . , xn ������� b0� ������� � ���� ���� ���������������
������� ���� ������� ���������

G = G(a1, . . . , an) =




(a1, a1) . . . (a1, an)
���

� � �
���

(an, a1) . . . (an, an)




���������� �������� ������ ����� �� ��������� ��� �� ������������ ������� �� �����
����� ������� a1, . . . , an ������� �����������



��������������� � ������� �����

����������� ��� ����� a1, . . . , an � ������� �������� � ��������� ������������ V �
����������������� ��������� �� ������� a1, . . . , an ���������� ��������� �������� ����
���� Π(a1, . . . , an) = {x ∈ V : x = x1a1 + . . .+ xnan, 0 � x1, . . . , xn � 1}�
����������� ��� ��������� n������� ����� Voln ��������������� Π(a1, . . . , an) ���

���������
�� ���������� ����� Vol1Π(a1) := |a1| � ��� ����� ��������
��

Voln Π(a1, . . . , an) := Voln−1 Π(a1, . . . , an−1) · d(an, ⟨a1, . . . , an−1⟩).
��������� ��� ����� ���� ��������������� ��������� ������������ ����� ������������

���� ������������� ������ �� ������� �������� ��� ����������� ��������� �������� ��
��������� ��������

������� ��� (Voln Π(a1, . . . , an))
2 = detG(a1, . . . , an)�

��������������� ��� ���������
�� ��� n = 1� ��������� |a1|2 = (a1, a1)�
�� ����� ����������� ����� ��� ����������� n − 1� ������� ��� ��� ����������� n�

������������ ������ an �� �������� �������� �������� a1, . . . , an−1� an = (an)0+(an)⊥ =
λ1a1 + . . . + λn−1an−1 + b� ��� b = (an)⊥ ����� b ����������� �������� a1, . . . , an−1� � |b| =
d(an, ⟨a1, . . . , an−1⟩)� ������



detG(a1, . . . , an) = det




(a1, a1) . . . (a1, an)
���

� � �
���

(an, a1) . . . (an, an)


 =

= det




(a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1,λ1a1 + . . .+ λn−1an−1 + b)
���

� � �
���

���
(an, a1) . . . (an, an−1) (an,λ1a1 + . . .+ λn−1an−1 + b)


 =

= det




(a1, a1) . . . (a1, an−1) λ1(a1, a1) + . . .+ λn−1(a1, an−1) + (a1, b)
���

� � �
���

���
(an, a1) . . . (an, an−1) λ1(an, a1) + . . .+ λn−1(an, an−1) + (an, b)


 =

= λ1 det




(a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, a1)
���

� � �
���

���
(an, a1) . . . (an, an−1) (an, a1)




| {z }
=0

+ . . .

. . .+ λn−1 det




(a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, an−1)
���

� � �
���

���
(an, a1) . . . (an, an−1) (an, an−1)




| {z }
=0

+

+det




(a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, b)
���

� � �
���

���
(an, a1) . . . (an, an−1) (an, b)


 =

= det




(a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, b)| {z }
=0

���
� � �

���
���

(an−1, a1) . . . (an−1, an−1) (an−1, b)| {z }
=0

(an, a1) . . . (an, an−1) (an, b)| {z }
=(b,b)




=

= det




(a1, a1) . . . (a1, an−1)
���

� � �
���

(an−1, a1) . . . (an−1, an−1)


 · (b, b) = detG(a1, . . . , an−1) · |b|2 =

= (Voln−1 Π(a1, . . . , an−1))
2 · |b|2 = (Voln Π(a1, . . . , an))

2.
















