
����� �� ������� a1, . . . , an ������� �������� ����� � ������ ������ �����
detG(a1, . . . , an) = 0�

��������������� ���� ������� a1, . . . , an ������� ��������� ��� ��� �����������
��������� ����� �������� ��� an = λ1a1 + . . . + λn−1an−1� ����� Voln Π(a1, . . . , an) =
Voln−1 Π(a1, . . . , an−1) · d(an, ⟨a1, . . . , an−1⟩)| {z }

=0

= 0� �������������� �� ���������� ��������

detG(a1, . . . , an) = 0�
����� ������ detG(a1, . . . , an) = 0� ������� �������� ����������� �������� a1, . . . , an�

���� a1 = 0� �� �������� ����������� ��������� ������������ ��� a1 ̸= 0� � ����������
������������������ �����

0 ̸= Vol1 Π(a1),Vol2(a1, a2, ), . . . ,Voln Π(a1, . . . , an) = 0.

���������� ����� ����� k� ��� Volk−1 Π(a1, . . . , ak−1) ̸= 0� � Volk Π(a1, . . . , ak)��� ����
Volk Π(a1, . . . , ak) = Volk−1 Π(a1, . . . , ak−1) · d(ak, ⟨a1, . . . , ak−1⟩)� �� d(ak, ⟨a1, . . . , ak−1⟩) = 0�
���� ak ∈ ⟨a1, . . . , ak−1⟩� ������������� ������� a1, . . . , ak� � �������� � a1, . . . , an� �������
��������� �
����� V � ��������� ��� �������� ������������� a1, . . . , an � b1, . . . , bn � ��� ������ �

������������ V � � C =




c11 . . . c1n
���
� � �

���
cn1 . . . cnn


 � ������� �������� �� ������� ������ � ��������

���������� ��� ������� ������� ����� G = G(a1, . . . , an) � G
′ = G(b1, . . . , bn)� ���������

bk = cikai � �������� ������� G′ ����� g′ij = (bi, bj) = (cki ak, c
l
jal) = cki (ak, al)c

l
j = cki gklc

l
j�

�� G′ = C
t
GC� ���� ����� a1, . . . , an ��� ������������������ �� G = E =




1 0
� � �

0 1




� G′ = C
t
C�

����������� �� ������������ ���������� ������� G �������� �������� �����
��� ���������� ������ ������� ����������� �������� ����� � ������ ������ ����� ���

�������� ����� ������������� ������� C� ��� G = C
t
C�

���������������
⇒: ����� G = G(a1, . . . , an)� ������� � ������������ ����������������� ������ ����� C

� ������� �������� �� ����� ������������������ ������ � ����� a1, . . . , an� �����G = C
t
C�

⇐: ����� G = C
t
C� ����� C ����� ������� �������� �������� �� ���������� �����

�������������� ������ a1, . . . , an � ������ b1, . . . , bn� � ����� G � ��� ������� ����� ���
�������� b1, . . . , bn� �



���������� ������� �������

����������� �� ����� V � ��������� ������������ ��� �����K� ������� g : V ×V →
K ���������� ���������� ��������� ���� ��� ������� �� ������� ���������� ����

g(a1 + a2, b) = g(a1, b) + g(a2, b) ∀a1, a2, b ∈ V ;

g(λa, b) = λg(a, b) ∀a, b ∈ V,λ ∈ K;

g(a, b1 + b2) = g(a, b1) + g(a, b2) ∀a, b1, b2 ∈ V ;

g(a,λb) = λg(a, b) ∀a, b ∈ V,λ ∈ K.

���� ������� ����� e1, . . . , en � ������������ V � �� ���������� ������� ����� ���
������ �������� G = (gij)� ��� gij = g(ei, ej)� ������ ����� ����� �������������� ��
���������� ������������������� ������������ ����� ����������� ��������� � �����
������� ���������� ���� ����� ������� ������ �������� ������� � ������ �������
������ ������ ��������
�������
���� g(a, b) = (a, b) � ������� ��������� ������������ � ���������� ������������� ��

g ����� ���������� ��������� � �� ������� G ����� ������ �������� ������ ������� ��
������� ���������� ������� ����� �������� ��� �� ��������� ������� ������
���� G � ������� ���������� ������� g� �� �������� ���� ������� �� ���� �����

�������� ����������������� �� ������� g(x, y) = g(xiei, y
jej) = xig(ei, ej)y

j = xigijy
j ����

� ��������� �����

g(x, y) = (x1 . . . xn)G




y1

���
yn


 .

��� ������ ������ e′k = cikei� ��� C = (cik) � ������� ��������� ������� ����������
������� ��������� ��������� ��������

g′kl = g(e′k, e
′
l) = g(cikei, c

j
l ej) = cikg(ei, ej)c

j
l = cikgijc

j
l ,

���� G′ = CtGC� ��� G′ � ������� ��� �� ���������� ������� � ����� �������
�� ��������� ���������� ������� ����� ������������ ������� ���������� ��������

�� ��������� ������������ ���� ��� �� ����� K�� ������ ����������� ����� ������������
����� n2� ��� n = dimV � ������������ ��� B(V )� ��������� ��� B(V ) ∼= Mat(n× n)�



����������� �� ������ ���������� ������� ���������� ���� �� ������� � ������
������� ������� rk g = rkG�

������� �������� � ������� ������ ����������� ��� ��� ����������� ���������� ����

����������� ��������� ������� �������� C ��������� rkCtGC = rkC
t
GC = rkG�

����������� �� ����� ����� ���������� ������� g ∈ B(V ) ���������� ���������
GL = {a ∈ V : g(a, b) = 0 ∀b ∈ V }� ������ ����� ���������� ������� ����������
��������� GR = {a ∈ V : g(b, a) = 0 ∀b ∈ V }�
��������� ��� ��������� GL � GR �������� ����������������� � V �

����� �� ����������� ������ � ������� ���� ��������� � ����� dimGL = dimGR =
dimV − rk g�

��������������� ������� � ��������� ����� ������� �������������� ������� x =
(x1 . . . xn) ������ ���� GL�

x = (x1 . . . xn) ∈ GL ⇔ (x1 . . . xn)G




y1

���
yn


 = 0, ∀




y1

���
yn


 .

���������� ������ (x1 . . . xn)G = (u1 . . . un)� ��� ��� ������ �����������∑n
i=1 u

iyi = 0 ��� ����� �������� (y1 . . . yn)� � ��������� � ��� ������
y1=0 . . . yk−1=0 yk=1 yk+1=0 . . . yn=0)� ������ �������� ��� uk = 0� � � ���� ������������
��� ������ ������ k ��������� ��� ��� ������ (u1 . . . un) = (x1 . . . xn)G �������� ��������
������������� ��������� (x1 . . . xn)G = 0�

x = (x1 . . . xn) ∈ GL ⇔ Gt




x1

���
xn


 = 0.

������� ����������� ������������ ������� ��������� ��������

dimGL = dimV − rkGt = dimV − rkG = dimV − rk g.

����������� ������� ����������� ������� ���� GR ������� ���������� ��������� �
�������� ����������� ������������ �� �������� ��������� ��������������� �

����������� �� ���������� ������� g ���������� �������������� ���� dimGL =
dimGR = 0 ���� ������� ����������� ����� ��� detG ̸= 0 ��� rk g = dimV ��

��������

�� ����� G =

(
0 1
0 0

)
� ������ ����� � ������ ����� g(a, b) = (a1 a2)

(
0 1
0 0

)(
b1

b2

)
=

a1b2� �������������� GL = ⟨e2⟩ � GR = ⟨e1⟩� ��� e1, e2 � ������
�� ���������� ������� ����� ���� ����������� �� ���� ������������� �� ���� ���

��������� �� ���������������� ��������� ����� G =

(
−1 0
0 1

)
� ���������� ������

a =

(
1
1

)
� ��������������� V = ⟨a⟩� ���� g(a, a) = 0� �� ��� ����� ���� ��������

b, c ∈ V ����� ������������ ������� a� g(a, b) = 0� ���� ����������� ���������� �������
g �� ��������������� V ���������� � �� ����� ��� ���� ������� g ������������ ����
detG ̸= 0� �������� ��� � ���� ������� ����� � ������ ���� �������� ������ ���� ��
������ ������ ��� ������� ������������



�

������������ � ���������������� ���������� �������
���� g : V × V → K � ���������� �������� �� ������� (a, b) 7→ g(b, a)� ���������� ��

������� g ������� ������� � ������� ����������� ����� �������� ���������� ���������
�� ����� �� ���������� gt� gt(a, b) = g(b, a)�

����������� �� ���������� ������� g ���������� ������������� ���� gt = g� ����
���� g(b, a) = g(a, b)� ����������������� ���� gt = −g� ���� ���� g(b, a) = −g(a, b)�

����������� �� ���� ���������� ������� ����������� ���� �����������������
�� �� ����� � ������ ���� ����������

��������������� �������� ���� ����������� ������ � ������� ������ �
� ������ ������������������ ���������� ������� g ��������� ���������� �� ����

Ker g = Gl = GR�

����������� ��� ������� f : V → K ���������� ������������ �������� ���������
���� ���������� ����� ���������� ������� g� ��� f(a) = g(a, a) ��� ������ a ∈ V �

�������� ��� ���� f � ������������ �������� ��

f(a+ b) = g(a+ b, a+ b) = g(a, a) + g(a, b) + g(b, a) + g(b, b),

�������������� g(b, a)+g(a, b) = f(a+b)−f(a)−f(b)� ���� ���� K �� �������������� � ����
�� �������������� � �� ������ ����� �� ����� �������������� ��������� ��� ����� ����
����� ������������ ������� ��������� �� ��������� ���������� ������� h ����������
h(a, b) = 1

2
(g(a, b)+g(b, a))� ��� ������� �������� ������������ � h(a, a) = g(a, a) = f(a)�

���� �� ����� ������������ ������ ������������ ������� g � ����������� ������������
��������
����� �������� ����������� ������������ ������� ����� ������� ����� �������� �

������ ����������� �������������� ������� g�
�� ��������� ��� ����� ������������ ���������� ������� g ������ ������������

������� f ���������� f(a) = g(a, a)� � ��������� �� ������� g(a, b) = 1
2
(f(a+ b)− f(a)−

f(b)) ����� ������������ ������� ������ ������������ ���������� �������� �����
��� ��� ������������ ������� ����������� ����� �������������� ���� K ������� �� ��

����������� ��� ����� ���������� ������� ��������� ������������ ����������
� ����� ������������ � ���������������� ���������� ��������

���������������
������������� ���������� ���������� ��������� ���� g(x, y) = 1

2
(g(x, y) + g(y, x)) +

1
2
(g(x, y)− g(y, x))�
��������������� ������� ��������� ��� ���� ���������� ������� ������������ ����

�������� � ���������������� �� ��� �������� �������������� ���� g(a, b) = g(b, a) =
−g(b, a)� �� 2g(b, a) = 0� ������� ��������������� ���� �� ����� �� g(b, a) = 0 ��� ���� a, b�
����� ������ ������� g �������� ����� ������������ ���������� ����� g = g1 + g2 =

h1 + h2� ��� g1, h1 ������������ � g2, h2 ���������������� ����� 0 = (g1 − h1) + (g2 − h2)�
������ �������� ��� ��� ������� g2−h2� ��� � ������� g1−h1� ������ ���� ������������
������������ � ����������������� ������� ��� ��� ������� ����� ����� �



�

����� �������� ��������� ������ ��������� � ���������� ��� ������������ �������

������� ��� �� � ����� ������������ ���������� ������� �� ������������ ����
������ ������������ ���������� ������ � ������� �� ������� ����� ������������
��� � ������� 0� ±1 �� ����������
�� � ����� ������������ ���������� ������� �� ����������� ��������� ���������

���� ���������� ������ � ������� �� ������� ����� ������������ ��� � ������� 0� 1
�� ����������

���������������
��� ���������� ������� ������������ ���������� ������� � ����������� ���� ����

���������� ������� �������� ��������� ������ ����������
�� ���������� ������ ��� ����� ������������ ���������� ������� g(x, y) ���������

�� ����������������� �� ����� ������������ ����� Q(x) = g(x, x)� ����� ��������� �
����������� ���� ������������ ����� Q(x) = g11(x

1)2 + 2g12x
1x2 + . . .�

�������� ��� �������
�� ����������� g11 ��� �������� (x1)2 �� ����� ����� ������� ������ �������� ���

�������� (x1)2�

Q(x) = g11

(
(x1)2 +

2g12
g11

x1x2 + . . .+
2g1n
g11

x1xn
)
+

∑

i,j>1

gijx
ixj =

= g11

(
x1 +

g12
g11

x2 + . . .+
g1n
g11

xn
)2

−
∑

i,j>1

g1ig1j
g11

xixj +
∑

i,j>1

gijx
ixj.

������ ������ ���������




ex1 = x1 + g12
g11

x2 + . . .+ g1n
g11

xn,

ex2 = x2,
. . .
exn = xn.

������� Q(x) = g11(ex1)2 + . . .� ��� ���������� ����� ������ ���������� �� ����������
���������� ex1�
�� ������� ��������� ��������� ���� gii(x

i)2 � i > 1� � ���� ������� �� ����� �������
������ ������ ���������� 




xi = ex1,
x1 = exi,
xk = exk, k ̸= 1, i.

����� ���� ������ ����������� eg11 = gii ����� (ex1)2 ��� ������� �� ����� ��� ������
������ � ����������� �������
�� ��� ������������ gii ��� ��������� ��������� (x

i)2 ����� ����� ���� ������ �����
������ � �� �������� ������� ���������� ������� �� ������ ��������� ��������� � Q(x)
���� 2gklx

kxl ������ ������ ������� ������ � ����� ������������ ������ ������ � �����
������� ����� ������ ����������





xk = exk + exl,
xl = exk − exl,
xm = exm, m ̸= k, l

����� ���� ������ ������� ��� � ����� ������������ xkxl = (exk)2 − (exl)2 � � ��� ���� ��
����� ��� �������� 2gkl(exk)2 � 2gkl(exl)2�



����� ��������� ������� �������� (ex1)2 ���������� � Q(x) ���������� �� ����������
ex1� ������������ ����� ������������ ����� ��� �� �������� ����� ������������ ����
����� ��������� ����������� ������������� �������� ��� Q(x) = eg11(ex1)2 + eg22(ex2)2 +

. . .+egnn(exn)2� ������ ������� �������� � ����� ������ ������� eG ������������ �������
Q(x) ����� ������������ � ���������� eg11, eg22, . . . , egnn �� ����������
����� �������� ������������� ������ ����� ���������� �� ������������� ������ ������

�������������� ���� ����� �������������� ��������� ��� � ������ ��� �� ����� ��������
����� ��� ������������� ������������ egii > 0 ���� ������� ����� ��� ���� ���������
����� ������������� egii < 0� � ������� ������� egii = 0�

eg11 > 0, . . . , egkk > 0, egk+1,k+1 < 0, . . . , egk+l,k+l < 0, egk+l+1,k+l+1 = 0, . . . , egk+l+s,k+l+s = 0.

��� ������������ ������� ����� ��������� ��� ������� ������ ��������� ����������
����� ������������ 




x′1 =
√

|eg11|ex1,
. . . ,

x′k+l =
√

|egk+1,k+1|exk+l,
x′m = exm, k+l ≤ m ≤ n

������������ �� ������� ��������� (x′1, . . . , x′n)� ��� ����� ������������ ����� �����
������

Q(x) = (x′1)2 + . . .+ (x′k)2 − (x′k+1
)2 − . . .− (x′k+l

)2.

������ ��� ���������� ���������� ����� ������������ ������������ �����
Q(x)�
� ����������� �� ������ ��� ����� ��������������������� ��������� �� �������

������� � �������������� ���������� ������� ������ ������� ��������� ��������� �
������ ����� ������� ��������������� �� egii�





x′1 =
√

eg11ex1,
. . . ,
x′r =

√
egr,rexr,

x′m = exm, r ≤ m ≤ n

� � ������� ��������� (x′1, . . . , x′n)� ��� ����� ����������� ������������ ����� ������
������ ���������� ����� ����������� ������������ ����������� ���������
����

Q(x) = (x′1)2 + . . .+ (x′r)2.

�������� � ��������������� ������������ ������������ ���������� ������ �� ���
�������� ��� ��� ��� ���������� ������ � ������� ��� ����� ���������� ���

g(x, y) = x1y1 + . . .+ xkyk − xk+1yk+1 − . . .− xk+lyk+l.

����������� ����������� ���������� �������������� ������� ����� ���������� ���

g(x, y) = x1y1 + . . .+ xryr.

��������� ��� ����� r ��������� ��������� ��������� ����� ������ ������ �



�

����� ������� ������������ �����
������ ������� ������ � �������������� ����������� ���� ������������ ����� �����

��������� ���������� ��������� ��� ����������� ���������� ������������ �������
���������� ��� ������������ ������������ ������ � ������ r ������������ ���������
���� �������� ������� �� ������� �� ������� ���������� � ����������� ����� ����������
��� ������ ������ ���� �� ������ ������� ������� ���� �� ��� � ������ ������������
������������ ���������� �������� ���������� ��� �� �������

G =




1
� � � 0

1
−1

� � �
−1

0

0
� � �

0




.

������ � ������������ ��� ������ k � ���������� ������ l � ���������� ����� �������
s � ���������� ������ ������ ��� k+ l = rk g� s = dimW − rk g �������������� k+ l � s ��
������� �� ������ �������

����������� ��� ����� ����� (k, l, s) ���������� ���������� ������������ �������
������ ������� ������������� ���������� ���������

���� ����� Q ������������ �� s = 0� � ��� ����������� k � l ���������� ����� ����
�� ���� �� ��� ��� �� ��������� ������� � ������ ������������� ������� ����������
����� �������� ����� k − l�

������� �� ������ ������� ������������ ������� ����� k ������������� �������
���� ����� ��� � ����� l ������������� ��������� � ���������� ���� ������������
������������ ����� Q(x) �� ������� �� ������� ���������� ����� Q(x) � �����������
�����

��������������� ����� ������� Q(x) ����� ���������� ��� � ���� ������ ��������
e1, . . . , ek, ek+1, . . . , ek+l, ek+l+1, . . . , ek+l+s � ee1, . . . , eek′ , eek′+1, . . . , eek′+l′ , eek′+l′+1, . . . , eek′+l′+s�
������� ��� �� ��� ������ s′ = s � k′ + l′ = k + l� ���������� � W ���������������

V+ = ⟨e1, . . . , ek⟩, V− = ⟨ek+1, . . . , ek+l⟩, V0 = ⟨ek+l+1, . . . , ek+l+s⟩
�

eV+ = ⟨ee1, . . . , eek′⟩, eV− = ⟨eek′+1, . . . , eek′+l′⟩, eV0 = ⟨eek′+l′+1, . . . , eek′+l′+s′⟩.
���� x ∈ V+ � x ̸= 0� �� Q(x) > 0 ������������ �������� ��� ��� ����������� �������

Q(x) �� V+ ������������� �������������� ���� x = x1e1 + . . . + xkek� �� Q(x) = (x1)2 +
. . .+(xk)2 > 0� ����������� ���� x ∈ V−⊕V0� �� Q(x) � 0� ����� �� �������� ����� �����

� ����������������� eV+� eV− � eV0�

����� k > k′� ����� dimV+ = k� dim(eV− ⊕ eV0) = dim eV− + dim eV0 = l′ + s = dimW − k′�
��������������

dimV+ + dim(eV− ⊕ eV0) = k + dimW − l′ > dimW,

������� ����������� ���� �������������� ������������� V+ ∩ (eV− ⊕ eV0) ̸= {0}� �������
������������ ��������� ������ �� ����� ������������ x ∈ V+ ∩ (eV− ⊕ eV0)� ���� x ∈ V+�

x ̸= 0� �� Q(x) > 0� ��� � ������ �������� ���� x ∈ eV− ⊕ eV0� �� Q(x) � 0� ��������
������������� ������ k < k′ ��������������� ����������� �



�

������� ������ �������� ����������
��������� � ���������� ��� ������������ ���������� ���� ������������� �������

����� ���� ���������� � ��� ���������� � ����� ���� ������ ����������
��������� ��� ������� ∆k ������� ������� k ���������� ������� G ����������

������ ������������ �� ������ k ����� � k ���������

������� �� �������� ����� G � ������� ������������ ���������� ������� g �
��������� ������� ����� ��� ������� ������ ∆k �� ������� r = rkG ������� �� ��
����� ���������� ������ � ������� ������� g ����� ��� g(x, y) = ∆1x

1y1 + ∆2

∆1
x2y2 +

. . .+ ∆r

∆r−1
xryr� ��� ∆i � i�� ������� ������

��������������� ����� ������ ����� ����� � ����

e′1 = e1;

e′2 = e2 + c12e
′
1;

e′3 = e3 + c13e
′
1 + c23e

′
2;

. . . . . . . . . . . .

e′n = en + c1ne
′
1 + . . .+ cn−1

n e′n−1,

��� e1, . . . , en � ��� ������ � ������� ��� ���� ������� ������� g� ����� ��������������
������ ���� ��� ������ ��� � ������� �������� ���������������� ��� ������ ������ k
�������� �������� �������� e1, . . . , ek � �������� e

′
1, . . . , e

′
k ���������� ������� ��������

��� ����� �������������� ����������������� ���� ����� ��� C =




1 ⋆
� � �

0 1


� �������

�� ������������ ����� �� ����� ����� ��������� ��������� ������� G ��� ����� ������
��������� �������� � ������������ ��������������� ����� � ��������� ������������
������� ������� �� ���������� ������ ��� ����� �������� ���� ���� �� �����������
������� k ������������ � ������������� ⟨e1, . . . , ek⟩� �� ������� �������� Ck �����
����� ����� ��������� ������������� � ������� �������� ������ ��������� �� �������
G′

k = Ct
kGkCk� ������� ∆′

k = |Ct
k||Gk||Ck| = ∆k��

������������ cji ����� ������ ��������� �������� ������� �� �� ������ ��� ������
��� j � r� ��� r = rkG� ����������� c12 ��������� �� ��������� g(e1, e

′
2) = g(e′1, e

′
2) = 0�

��� ��������� ���� ��������� g(e1, e2) + c12g(e1, e1) = 0� ������� ����� �������� ��������
�� �� ������������� g(e1, e1) = ∆1 ̸= 0� ���������� ����� ����� c13 � c23 �� �������
g(e′3, e

′
1) = g(e′3, e

′
2) = 0� ����� � c14� c

2
4 � c34 � ���� ���� ������ ������ �� ������ ������ r�

�������������� ���� �� ��� ����� ������� e′2, . . . , e
′
k−1� �� ������������ cik ��� ������

�� e′k ������ �� ������� g(e′k, e
′
1) = . . . = g(e′k, e

′
k−1) = 0� ������� ���� ������� ��������

��������� 



c1kg(e
′
1, e

′
1) + . . .+ ck−1

k g(e′k−1, e
′
1) = −g(ek, e

′
1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c1kg(e

′
1, e

′
k−1) + . . .+ ck−1

k g(e′k−1, e
′
k−1) = −g(ek, e

′
k−1)

.

��� ������� ����� �������� ��� ��� �� ������� ����������� � �� ������������ �����
∆k−1 ����� �� �� �� �������� ������� ei �� e

′
i� �� ������� ������� ������ ��������� ��

� k−1�� ������� �������� � ��� ������� ���������� ���� ������������ ������� �������
�� ������������ ����� �������� �� ����� ����� ������� e′1, . . . , e

′
r ������ ������� ���



���� ������� ������� g ������ ���



g(e′1, e
′
1)

� � � ⋆
g(e′r, e

′
r)

⋆ ⋆


 ,

��� ����� ������� ���� � ������������ �������� �������� ��� ���� ���� ����������
��� ������� ����� r ����� �������� ������ �� ���������� ������� ��� �������� g(e′i, e

′
i)

������� �� ���� ��� 1 � i � r�
���������� ������� e′r+1, . . . , e

′
n ������ �� ������� g(e′i, e

′
j) = 0� ���� i � r � j > r� ���

����� ���� ����� e′j = ej − g(ej ,e
′
1)

g(e′1,e
′
1)
e′1− . . .− g(ej ,e

′
r)

g(e′r,e′r)
e′r� ������ ������� ������� g ������ ���




g(e′1, e
′
1)

� � � 0
g(e′r, e

′
r)

0 ⋆


 ,

�� ��������� ���� ���� ������� ����� r� ���� ����� �������� ������ ������� r� �� ������
������ ���� ���� ������� ����� ����� ������������� � ����������� ������ �������
������� g ������ ���

G′ =




g(e′1, e
′
1)

� � � 0
g(e′r, e

′
r)

0

0
� � �

0




.

��������� ∆′
k = ∆k ��� ���� k = 1, . . . , n� ����� ���������

∆1 = ∆′
1 = g(e′1, e

′
1);

∆′
2 = ∆2 = g(e′1, e

′
1)g(e

′
2, e

′
2) = ∆1g(e

′
2, e

′
2) ⇐ g(e′2, e

′
2) =

∆2

∆1

;

∆′
3 = ∆3 = ∆′

2g(e
′
3, e

′
3) = ∆2g(e

′
3, e

′
3) ⇐ g(e′3, e

′
3) =

∆3

∆2

;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆′
r = ∆r = δ′r−1g(e

′
r, e

′
r) = ∆r−1g(e

′
r, e

′
r) ⇐ g(e′r, e

′
r) =

∆r

∆r−1

.

� ����������� ������ e′1, . . . , e
′
n ������� g ����� ���

g(x, y) = g(e′1, e
′
1)x

1y1 + . . .+ g(e′r, e
′
r)x

ryr =

= δ1x
1y1 +

∆2

∆1

x2y2 + . . .+
∆r

∆r−1

xryr,

��� � ����������� ��������� �

����������� ��� ������������ ����� Q(x) � ������������ ������������ V �������
���� ������������ ������������� ���� Q(x) > 0 ��� ������ ���������� x ∈ V ��������
������� ������������ ���� �� ��������� ����� (dimV, 0, 0)��



������� �� ��������� ������������ ������� Q(x) ������������ ���������� �����
� ������ ������ ����� � �� ������� G �� ������������ ������� ��� ������� ������ ���
�����������

��������������� ���� ��� ������� ������ ������������� �� �� ���������� ������
�� ������� Q(x) ����� ��� Q(x) = λ1(x

1)2+ . . .+λn(x
n)2� ��� n � ����������� ���������

����� � λi > 0 ��� ���� i = 1, . . . , n� �������������� Q(x) ������������ �����������
�������� ������������ ��� ������� Q(x) ������������ ����������� ������� ������

��� ��� ��� ������� ������ ����� ����������� ������� ������ ��� detG = ∆n ̸= 0� ����
������� Q(x) ����������� � �� ���� ����� n� ��������� ������� Q(x) ������������
����������� �� � �� ����������� �� ����� ��������������� ����� ����� ������������
�������������� �� �������������� � ��������������� ����Gk � ��� ������� �����������
Q(x) �� ⟨e1, . . . , ek⟩� �� ∆k ̸= 0 ��� ���� k� �������������� ��� ������� ������ ����������
������������� ���������� ��������� ����� ������� g(x, y) = λ1x

1y1+ . . .+λnx
nyn ����

������������� ����� ����� ��� λi ���� ��������������� ����������� ����� ��� ∆i ����
��������������� �

�������������� � ������������������ ���������� ������� ��
���������� ������������

��������� � ������������ ���������� ������� �� ���������� ������������� ����� ���
������ ����� ������������ V �� ��������� ������������� (·, ·)�
���������� ������������ ���������� ������� g � ��������������� �� ����������

��� ������� Q(x) = g(x, x)�
����� t ∈ R� �������������� a(t) ���������� ����������������� ���� ��� ����������

a1(t), . . . , an(t) ��������������� ������� a(t) ���������������� ����� ���������� ���
��� ����������� �� ������� �� ������ ������� � ������� ��� ���������� �������� �����
���� ���������� �� ������ ��������� ����������� �������������� a ��������� a′ ���
da
dt
� ���������� �������� ������� Q(a(t)) = g(a(t), a(t))�

����� ���
dQ(a(t))

dt
= 2g(a(t), da(t)

dt
)�

��������������� ������� ������ ����� gij � ������������ ������� ������������
���������� ������� �� ������� ������������ ��������� ai(t) � ���������� �������
������� � ���� ������� �����

dQ(a(t))

dt
=

d

dt

n∑

i,j=1

gija
i(t)aj(t) =

=
n∑

i,j=1

(
dai(t)

dt
aj(t) + ai(t)

daj(t)

dt

)
=

= g

(
a(t),

da(t)

dt

)
+ g

(
da(t)

dt
, a(t)

)
=

= 2g

(
a(t),

da(t)

dt

)
.

�
��� ����������� ��������� ����������� �� ����� ��������������� ��������

������� ��� ����������� ������� f � �������� �� ��������� ������������ ������
���� S ⊂ Rn ��������� ������ ������������� �������� � ��������� ����� x ∈ S�



�������� ��� ����������� � ������� f(x) = Q(x) �� ��������� �������� x ���������
������ ���� S = {x ∈ V : |x| = 1}� ����� ���������� ������ a ∈ S� �� ������� �������
Q(x) ��������� ������ ��������� �� ��������� S�
������� ������ b ∈ V � � ���������� �������������� x(t) = cos ta+ sin tb�

����� ��� ���� (a, b) = 0� �� g(a, b) = 0�

��������������� ��� ��� ������� Q(x) ��������� ��������� ��� x = a� �������
h(t) = Q(x(t)) ��������� ��������� ��� t = 0 ����� x(0) = a�� ��� ������� �����������
������� ������� d

dt
h(t)|t=0 = 0� �� ����� ��� 0 = g(x(0), dx

dt
|t=0) = g(a, b) ����� dx

dt
|t=0 = b��

�

������� ��� ����� Q � ������������ ������� �� ���������� ������������ V � ���
��� ���������� ����������������� ����� e1, . . . , en� � ������� ������� G ������� Q
����� ������������ ����

��������������� ���������� �� �������� �� ������������ ���� n = dimV = 1� ��
����������� �������� � ���������� ������� ���� ������ ������� ������������ �����
���� ����� a � ������ ��������� �������� ������� ������� Q(x) ��������� ���������
�� S� ������� ��� � �������� ������� ��������� �������� e1 = a� � �������� ��� �� ��������
����������� ������ ����� V ��������� e2, . . . , en� ��������� � ���� ������ ������������
������������ ������� ����� gij = g(ei, ej)� �� ����� �� ��������� ��� g1i = 0 = gi,1 ���
i = 2, . . . , n� ��������� g11 = λ1� ����� ������� ������������ ������� Q � ���������

������ ����� ��� G =




λ1 0 · · · 0
0
��� G′

0


� ������� G′ � ������� ������������ ������� ��

��������������� L = ⟨e2, . . . , en⟩� dimL = n− 1� �� ������������� ��������� � L �����
������ ����������������� ������ � ������� ������� ���� ������� ����� ������������

���� eG′ =



λ2

� � �
λn


�

�

����� ��� ��������� � ������� ������������ ��� ����������� � ��������� �� ���
���������� ������������ ����������

��������������� ����� G � ������� ������������ ������� Q � ��������� �����
������������� ������� � eG � �� �� ������� � ������ ����������������� ������� �����
eG = CtGC� ��� C � ������������� ������� ��������� �

det( eG− λE) = det(CtGC − λE) = det(Ct(G− λE)C) = det(G− λE),

������� ����� ���������� det(G− λE) �� ������� �� ������ ����������������� �������

�� ���� eG =



λ1

� � �
λn


� �� ��� ����� ����� λ1, . . . ,λn�

�

����������� ��� ���� ������������ ��� ���������� ������������ ����� ��������
��� �������� ������� ���������������� ������ ��� ���� ���������� ������������ ���
������ ���������� �������� ����� ������� Q� � ������ ���������� � �������������
���� �������� ����������� � ������� �����

��������� � ���������� ������������ ��������� Q(x) = 1 ������ ����������� �������
�������� � �� ��������� � ������� ���� ����� ��� λ1(x

1)2 + λ2(x
2)2 + λ3(x

3)3 = 1�



���� ������������ ���������� �������

������� ��� ����� �� ��������� ������������ V ������ ��� ���������� �������
������ ������� g � h� � ����� g ������������ ����������� ���� g(x, x) > 0 ∀x ̸= 0�
����� ���������� ����� � V � � ������� ������������ ������� ������� g ����� ����
������� ���� � ������� ������� h � ������������ ����� ������� ������� g ���������
� ������� ������� h � �������������

��������������� ���� �������������� ������� � ���� ���� ��������� ������� g �����
�������� ����������� �� �� V � �� ������� ����� ���������� ��������� ������������ ��
������� (a, b) := g(a, b) ���� ������� ���������� ������������ ����� ������������� ����
����������� �� V ����� ������ ��������� ����������� ������������� ��� ���� � �����
����������������� ������ ������������� ���������� ������ ��� ���������� ����������
���� ������� ����� ���� �� � ������� ������� g� ����� ���������� �� ����������
������� ���������� ����������������� ������ � ������� ������� ������� h ����� ���
���������� ���� �
�������� ��� ����� ������������ ��� ������� h � ������������ ������ ����������

������������ det(H − λG)� ��� H � ������� ������� h� � G � ������� ������� g �
��������� ������ e1, . . . , en� ������ ��������� ������������ � ������� ������� g� �����
e′1, . . . , e

′
n � ����������������� ����� ��� ��������� � ���������� ���������� ������

��������� ����� H ′ � G′ � ������� ���� ������� � ������ e′1, . . . , e
′
n� ����� ����� C �

������� �������� �� ������ e′1, . . . , e
′
n � e1, . . . , en� ����� G = CtG′C � H = CtH ′C� �������

���� ����� e′1, . . . , e
′
n ��������������� �� G

′ = E� �������

det(H − λG) = det(CtH ′C − λCtEC) = detCt
| {z }

̸=0

det(H ′ − λE) detC| {z }
̸=0

,

�������������� ���������� det(H − λG) � det(H ′ − λE) ���������� ���� �������� ����
�������� ������ �� ����� ���������� ���� ������������ �������� ������������� ����
������� h � ��� ����� ���������� det(H ′ − λE)� �� ��� ����� ����� ������� �����
����� det(H − λG)� ��������� ��������� ���������� ���������� ������������������
����������� ��� ���� ������������ ���������� ��������
���������� ������������� ������� ����� x � ����������� ������ ������� H ′� �����

������ ������������ �������� λ� ����� X � ������� ��������� ����� ������� � �����
������������� ������ e1, . . . , en� � X ′ � ������� ��������� ����� �� ������� � ��������
������� ������ e′1, . . . , e

′
n� ����� ����� X ′� ����� ������ ��������� (H ′ − λE)X ′ = 0�

���� X ′ = CX� �� ��� ��������� ����������� ��������� (H ′−λE)CX = 0� �������� ���
����� �� Ct � ������� Ct(H ′ − λE)CX = 0� ���� (H − λG)X = 0�
�� ������ ��� �������� �������������� ��������� ������

����� ��� ����� ���������� det(H − λG) �� ������� �� ������ ������ � �������
�� ������������� ���������� ������������� ���� ������� ������� h� � ����������
�������� ������������� ������ ������ ��� ������� ������� ��������� �(H−λG)X = 0�

������� �� �������� ��� ���������� ������������� �������������� ���� �� �����
�� ���� ������� ������������ ����� ���������� ������������ �������� g � h ������

��������� G =

(
0 1
1 0

)
� H =

(
1 0
0 −1

)
� �� ���� �� ��� �� �������� ������������

������������� ��������� ��� ���������� ������ ��������������� ������� �������� ���
��� ��������� det(H − λG) = 0 ������ ����� ������������ ����� ����� ��� ����� ����
������������ �������� ������� ������������� ���� ������� h�� �� ��� ��������� ��
����� ������������ ������� �������������� ������ ������ �� �����������


