
����� �������� ��������� ������ ��������� � ���������� ���
������������ �������

������� ��� �� � ����� ������������ ���������� ������� �� ������������ ����
������ ������������ ���������� ������ � ������� �� ������� ����� ������������
��� � ������� 0� ±1 �� ����������
�� � ����� ������������ ���������� ������� �� ����������� ��������� ���������

���� ���������� ������ � ������� �� ������� ����� ������������ ��� � ������� 0� 1
�� ����������

���������������
��� ���������� ������� ������������ ���������� ������� � ����������� ���� ����

���������� ������� �������� ��������� ������ ����������
�� ���������� ������ ��� ����� ������������ ���������� ������� g(x, y) ���������

�� ����������������� �� ����� ������������ ����� Q(x) = g(x, x)� ����� ��������� �
����������� ���� ������������ ����� Q(x) = g11(x

1)2 + 2g12x
1x2 + . . .�

�������� ��� �������
�� ����������� g11 ��� �������� (x1)2 �� ����� ����� ������� ������ �������� ���

�������� (x1)2�

Q(x) = g11

(
(x1)2 +

2g12
g11

x1x2 + . . .+
2g1n
g11

x1xn
)
+

∑

i,j>1

gijx
ixj =

= g11

(
x1 +

g12
g11

x2 + . . .+
g1n
g11

xn
)2

−
∑

i,j>1

g1ig1j
g11

xixj +
∑

i,j>1

gijx
ixj.

������ ������ ���������





ex1 = x1 + g12
g11

x2 + . . .+ g1n
g11

xn,

ex2 = x2,
. . .
exn = xn.

������� Q(x) = g11(ex1)2 + . . .� ��� ���������� ����� ������ ���������� �� ����������
���������� ex1�
�� ������� ��������� ��������� ���� gii(x

i)2 � i > 1� � ���� ������� �� ����� �������
������ ������ ���������� 




xi = ex1,
x1 = exi,
xk = exk, k ̸= 1, i.

����� ���� ������ ����������� eg11 = gii ����� (ex1)2 ��� ������� �� ����� ��� ������
������ � ����������� �������
�� ��� ������������ gii ��� ��������� ��������� (x

i)2 ����� ����� ���� ������ �����
������ � �� �������� ������� ���������� ������� �� ������ ��������� ��������� � Q(x)
���� 2gklx

kxl ������ ������ ������� ������ � ����� ������������ ������ ������ � �����
������� ����� ������ ����������





xk = exk + exl,
xl = exk − exl,
xm = exm, m ̸= k, l

����� ���� ������ ������� ��� � ����� ������������ xkxl = (exk)2 − (exl)2 � � ��� ���� ��
����� ��� �������� 2gkl(exk)2 � 2gkl(exl)2�



����� ��������� ������� �������� (ex1)2 ���������� � Q(x) ���������� �� ����������
ex1� ������������ ����� ������������ ����� ��� �� �������� ����� ������������ ����
����� ��������� ����������� ������������� �������� ��� Q(x) = eg11(ex1)2 + eg22(ex2)2 +

. . .+egnn(exn)2� ������ ������� �������� � ����� ������ ������� eG ������������ �������
Q(x) ����� ������������ � ���������� eg11, eg22, . . . , egnn �� ����������
����� �������� ������������� ������ ����� ���������� �� ������������� ������ ������

�������������� ���� ����� �������������� ��������� ��� � ������ ��� �� ����� ��������
����� ��� ������������� ������������ egii > 0 ���� ������� ����� ��� ���� ���������
����� ������������� egii < 0� � ������� ������� egii = 0�

eg11 > 0, . . . , egkk > 0, egk+1,k+1 < 0, . . . , egk+l,k+l < 0, egk+l+1,k+l+1 = 0, . . . , egk+l+s,k+l+s = 0.

��� ������������ ������� ����� ��������� ��� ������� ������ ��������� ����������
����� ������������ 




x′1 =
√

|eg11|ex1,
. . . ,

x′k+l =
√

|egk+1,k+1|exk+l,
x′m = exm, k+l ≤ m ≤ n

������������ �� ������� ��������� (x′1, . . . , x′n)� ��� ����� ������������ ����� �����
������

Q(x) = (x′1)2 + . . .+ (x′k)2 − (x′k+1
)2 − . . .− (x′k+l

)2.

������ ��� ���������� ���������� ����� ������������ ������������ �����
Q(x)�
� ����������� �� ������ ��� ����� ��������������������� ��������� �� �������

������� � �������������� ���������� ������� ������ ������� ��������� ��������� �
������ ����� ������� ��������������� �� egii�





x′1 =
√

eg11ex1,
. . . ,
x′r =

√
egr,rexr,

x′m = exm, r ≤ m ≤ n

� � ������� ��������� (x′1, . . . , x′n)� ��� ����� ����������� ������������ ����� ������
������ ���������� ����� ����������� ������������ ����������� ���������
����

Q(x) = (x′1)2 + . . .+ (x′r)2.

�������� � ��������������� ������������ ������������ ���������� ������ �� ���
�������� ��� ��� ��� ���������� ������ � ������� ��� ����� ���������� ���

g(x, y) = x1y1 + . . .+ xkyk − xk+1yk+1 − . . .− xk+lyk+l.

����������� ����������� ���������� �������������� ������� ����� ���������� ���

g(x, y) = x1y1 + . . .+ xryr.

��������� ��� ����� r ��������� ��������� ��������� ����� ������ ������ �



����� ������� ������������ �����

������ ������� ������ � �������������� ����������� ���� ������������ ����� �����
��������� ���������� ��������� ��� ����������� ���������� ������������ �������
���������� ��� ������������ ������������ ������ � ������ r ������������ ���������
���� �������� ������� �� ������� �� ������� ���������� � ����������� ����� ����������
��� ������ ������ ���� �� ������ ������� ������� ���� �� ��� � ������ ������������
������������ ���������� �������� ���������� ��� �� �������

G =




1
� � � 0

1
−1

� � �
−1

0

0
� � �

0




.

������ � ������������ ��� ������ k � ���������� ������ l � ���������� ����� �������
s � ���������� ������ ������ ��� k+ l = rk g� s = dimW − rk g �������������� k+ l � s ��
������� �� ������ �������

����������� ��� ����� ����� (k, l, s) ���������� ���������� ������������ �������
������ ������� ������������� ���������� ���������

���� ����� Q ������������ �� s = 0� � ��� ����������� k � l ���������� ����� ����
�� ���� �� ��� ��� �� ��������� ������� � ������ ������������� ������� ����������
����� �������� ����� k − l�

������� �� ������ ������� ������������ ������� ����� k ������������� �������
���� ����� ��� � ����� l ������������� ��������� � ���������� ���� ������������
������������ ����� Q(x) �� ������� �� ������� ���������� ����� Q(x) � �����������
�����

��������������� ����� ������� Q(x) ����� ���������� ��� � ���� ������ ��������
e1, . . . , ek, ek+1, . . . , ek+l, ek+l+1, . . . , ek+l+s � ee1, . . . , eek′ , eek′+1, . . . , eek′+l′ , eek′+l′+1, . . . , eek′+l′+s�
������� ��� �� ��� ������ s′ = s � k′ + l′ = k + l� ���������� � W ���������������

V+ = ⟨e1, . . . , ek⟩, V− = ⟨ek+1, . . . , ek+l⟩, V0 = ⟨ek+l+1, . . . , ek+l+s⟩
�

eV+ = ⟨ee1, . . . , eek′⟩, eV− = ⟨eek′+1, . . . , eek′+l′⟩, eV0 = ⟨eek′+l′+1, . . . , eek′+l′+s′⟩.
���� x ∈ V+ � x ̸= 0� �� Q(x) > 0 ������������ �������� ��� ��� ����������� �������

Q(x) �� V+ ������������� �������������� ���� x = x1e1 + . . . + xkek� �� Q(x) = (x1)2 +
. . .+(xk)2 > 0� ����������� ���� x ∈ V−⊕V0� �� Q(x) � 0� ����� �� �������� ����� �����

� ����������������� eV+� eV− � eV0�

����� k > k′� ����� dimV+ = k� dim(eV− ⊕ eV0) = dim eV− + dim eV0 = l′ + s = dimW − k′�
��������������

dimV+ + dim(eV− ⊕ eV0) = k + dimW − l′ > dimW,

������� ����������� ���� �������������� ������������� V+ ∩ (eV− ⊕ eV0) ̸= {0}� �������
������������ ��������� ������ �� ����� ������������ x ∈ V+ ∩ (eV− ⊕ eV0)� ���� x ∈ V+�

x ̸= 0� �� Q(x) > 0� ��� � ������ �������� ���� x ∈ eV− ⊕ eV0� �� Q(x) � 0� ��������
������������� ������ k < k′ ��������������� ����������� �



������� ������ �������� ����������

��������� � ���������� ��� ������������ ���������� ���� ������������� �������
����� ���� ���������� � ��� ���������� � ����� ���� ������ ����������
��������� ��� ������� ∆k ������� ������� k ���������� ������� G ����������

������ ������������ �� ������ k ����� � k ���������

������� �� �������� ����� G � ������� ������������ ���������� ������� g �
��������� ������� ����� ��� ������� ������ ∆k �� ������� r = rkG ������� �� ��
����� ���������� ������ � ������� ������� g ����� ��� g(x, y) = ∆1x

1y1 + ∆2

∆1
x2y2 +

. . .+ ∆r

∆r−1
xryr� ��� ∆i � i�� ������� ������

��������������� ����� ������ ����� ����� � ����

e′1 = e1;

e′2 = e2 + c12e
′
1;

e′3 = e3 + c13e
′
1 + c23e

′
2;

. . . . . . . . . . . .

e′n = en + c1ne
′
1 + . . .+ cn−1

n e′n−1,

��� e1, . . . , en � ��� ������ � ������� ��� ���� ������� ������� g� ����� ��������������
������ ���� ��� ������ ��� � ������� �������� ���������������� ��� ������ ������ k
�������� �������� �������� e1, . . . , ek � �������� e

′
1, . . . , e

′
k ���������� ������� ��������

��� ����� �������������� ����������������� ���� ����� ��� C =




1 ⋆
� � �

0 1


� �������

�� ������������ ����� �� ����� ����� ��������� ��������� ������� G ��� ����� ������
��������� �������� � ������������ ��������������� ����� � ��������� ������������
������� ������� �� ���������� ������ ��� ����� �������� ���� ���� �� �����������
������� k ������������ � ������������� ⟨e1, . . . , ek⟩� �� ������� �������� Ck �����
����� ����� ��������� ������������� � ������� �������� ������ ��������� �� �������
G′

k = Ct
kGkCk� ������� ∆′

k = |Ct
k||Gk||Ck| = ∆k��

������������ cji ����� ������ ��������� �������� ������� �� �� ������ ��� ������
��� j � r� ��� r = rkG� ����������� c12 ��������� �� ��������� g(e1, e

′
2) = g(e′1, e

′
2) = 0�

��� ��������� ���� ��������� g(e1, e2) + c12g(e1, e1) = 0� ������� ����� �������� ��������
�� �� ������������� g(e1, e1) = ∆1 ̸= 0� ���������� ����� ����� c13 � c23 �� �������
g(e′3, e

′
1) = g(e′3, e

′
2) = 0� ����� � c14� c

2
4 � c34 � ���� ���� ������ ������ �� ������ ������ r�

�������������� ���� �� ��� ����� ������� e′2, . . . , e
′
k−1� �� ������������ cik ��� ������

�� e′k ������ �� ������� g(e′k, e
′
1) = . . . = g(e′k, e

′
k−1) = 0� ������� ���� ������� ��������

��������� 



c1kg(e
′
1, e

′
1) + . . .+ ck−1

k g(e′k−1, e
′
1) = −g(ek, e

′
1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c1kg(e

′
1, e

′
k−1) + . . .+ ck−1

k g(e′k−1, e
′
k−1) = −g(ek, e

′
k−1)

.

��� ������� ����� �������� ��� ��� �� ������� ����������� � �� ������������ �����
∆k−1 ����� �� �� �� �������� ������� ei �� e

′
i� �� ������� ������� ������ ��������� ��

� k−1�� ������� �������� � ��� ������� ���������� ���� ������������ ������� �������
�� ������������ ����� �������� �� ����� ����� ������� e′1, . . . , e

′
r ������ ������� ���

���� ������� ������� g ������ ���



g(e′1, e
′
1)

� � � ⋆
g(e′r, e

′
r)

⋆ ⋆


 ,



��� ����� ������� ���� � ������������ �������� �������� ��� ���� ���� ����������
��� ������� ����� r ����� �������� ������ �� ���������� ������� ��� �������� g(e′i, e

′
i)

������� �� ���� ��� 1 � i � r�
���������� ������� e′r+1, . . . , e

′
n ������ �� ������� g(e′i, e

′
j) = 0� ���� i � r � j > r� ���

����� ���� ����� e′j = ej − g(ej ,e
′
1)

g(e′1,e
′
1)
e′1− . . .− g(ej ,e

′
r)

g(e′r,e′r)
e′r� ������ ������� ������� g ������ ���




g(e′1, e
′
1)

� � � 0
g(e′r, e

′
r)

0 ⋆


 ,

�� ��������� ���� ���� ������� ����� r� ���� ����� �������� ������ ������� r� �� ������
������ ���� ���� ������� ����� ����� ������������� � ����������� ������ �������
������� g ������ ���

G′ =




g(e′1, e
′
1)

� � � 0
g(e′r, e

′
r)

0

0
� � �

0




.

��������� ∆′
k = ∆k ��� ���� k = 1, . . . , n� ����� ���������

∆1 = ∆′
1 = g(e′1, e

′
1);

∆′
2 = ∆2 = g(e′1, e

′
1)g(e

′
2, e

′
2) = ∆1g(e

′
2, e

′
2) ⇐ g(e′2, e

′
2) =

∆2

∆1

;

∆′
3 = ∆3 = ∆′

2g(e
′
3, e

′
3) = ∆2g(e

′
3, e

′
3) ⇐ g(e′3, e

′
3) =

∆3

∆2

;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆′
r = ∆r = δ′r−1g(e

′
r, e

′
r) = ∆r−1g(e

′
r, e

′
r) ⇐ g(e′r, e

′
r) =

∆r

∆r−1

.

� ����������� ������ e′1, . . . , e
′
n ������� g ����� ���

g(x, y) = g(e′1, e
′
1)x

1y1 + . . .+ g(e′r, e
′
r)x

ryr =

= δ1x
1y1 +

∆2

∆1

x2y2 + . . .+
∆r

∆r−1

xryr,

��� � ����������� ��������� �

����������� ��� ������������ ����� Q(x) � ������������ ������������ V �������
���� ������������ ������������� ���� Q(x) > 0 ��� ������ ���������� x ∈ V ��������
������� ������������ ���� �� ��������� ����� (dimV, 0, 0)��

������� �� ��������� ������������ ������� Q(x) ������������ ���������� �����
� ������ ������ ����� � �� ������� G �� ������������ ������� ��� ������� ������ ���
�����������

��������������� ���� ��� ������� ������ ������������� �� �� ���������� ������
�� ������� Q(x) ����� ��� Q(x) = λ1(x

1)2+ . . .+λn(x
n)2� ��� n � ����������� ���������

����� � λi > 0 ��� ���� i = 1, . . . , n� �������������� Q(x) ������������ �����������




































