
��� ����� ������� ���� � ������������ �������� �������� ��� ���� ���� ������������
������� ����� r ����� �������� ������ �� ���������� ������� ��� �������� g′ii = g(e′i, e

′
i)

������� �� ���� ��� 1 � i � r�
���������� ������� e′r+1, . . . , e

′
n ������ �� ������� g′ij = g(e′i, e

′
j) = 0� ���� i � r � j > r�

��� ����� ����� ����� e′j = ej − g(ej ,e
′
1)

g(e′1,e
′
1)
e′1 − . . . − g(ej ,e

′
r)

g(e′r,e′r)
e′r� ������ ������� ������� g

������ ��� 


g′11
� � � 0

g′rr
0 ⋆


 ,

�� ��������� ���� ���� ������� ����� r� ���� ����� �������� ������ ������� r� �� ������
������ ���� ���� ������� ����� ����� ������������� � ����������� ������ �������
������� g ������ ���

G′ =




g′11
� � � 0

g′rr
0

0
� � �

0




.

��������� ∆′
k = ∆k ��� ���� k = 1, . . . , n� ����� ���������

∆1 = ∆′
1 = g(e′1, e

′
1);

∆′
2 = ∆2 = g(e′1, e

′
1)g(e

′
2, e

′
2) = ∆1g(e

′
2, e

′
2) ⇒ g(e′2, e

′
2) =

∆2

∆1

;

∆′
3 = ∆3 = ∆′

2g(e
′
3, e

′
3) = ∆2g(e

′
3, e

′
3) ⇒ g(e′3, e

′
3) =

∆3

∆2

;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆′
r = ∆r = ∆′

r−1g(e
′
r, e

′
r) = ∆r−1g(e

′
r, e

′
r) ⇒ g(e′r, e

′
r) =

∆r

∆r−1

.

� ����������� ������ e′1, . . . , e
′
n ������� g ����� ���

g(x, y) = g(e′1, e
′
1)x

1y1 + . . .+ g(e′r, e
′
r)x

ryr =

= ∆1x
1y1 +

∆2

∆1

x2y2 + . . .+
∆r

∆r−1

xryr,

��� � ����������� ��������� �

����������� ��� ������������ ����� Q(x) � ������������ ������������ V �������
���� ������������ ������������� ���� Q(x) > 0 ��� ������ ���������� x ∈ V ��������
������� ������������ ���� �� ��������� ����� (dimV, 0, 0)��

������� �� ��������� ������������ ������� Q(x) ������������ ���������� �����
� ������ ������ ����� � �� ������� G �� ������������ ������� ��� ������� ������ ���
�����������

��������������� ���� ��� ������� ������ ������������� �� �� ���������� ������
�� ������� Q(x) ����� ��� Q(x) = λ1(x

1)2+ . . .+λn(x
n)2� ��� n � ����������� ���������

����� � λi > 0 ��� ���� i = 1, . . . , n� �������������� Q(x) ������������ �����������
�������� ������������ ��� ������� Q(x) ������������ ����������� ������� ������

��� ��� ��� ������� ������ ����� ����������� ������� ������ ��� detG = ∆n ̸= 0� ����



������� Q(x) ����������� � �� ���� ����� n� ��������� ������� Q(x) ������������
����������� �� � �� ����������� �� ����� ��������������� ����� ����� ������������
�������������� �� �������������� � ��������������� ����Gk � ��� ������� �����������
Q(x) �� ⟨e1, . . . , ek⟩� �� ∆k ̸= 0 ��� ���� k� �������������� ��� ������� ������ ����������
������������� ���������� ��������� ����� ������� g(x, y) = λ1x

1y1+ . . .+λnx
nyn ����

������������� ����� ����� ��� λi ���� ��������������� ����������� ����� ��� ∆i ����
��������������� �



���������� ������������� ����������

����������� ��� ����� V ⊂ W � � ��W ������ ������������������ ���������� �����
��� g� ����� V ⊥ = {a ∈ W : g(a, b) = 0 ∀b ∈ V }�
������ ����� ⊥g ������ ⊥� ����� ���� �������� ��� ��� ����������� ������� �� ����

��������������� ������� g�
�������

����� G =

(
−1 0
0 1

)
� ������ e1, e2 � ����� a = e1 + e2� ��������� V1 = ⟨e1⟩� V2 =

⟨e2⟩� V3 = ⟨a⟩� ����� V ⊥
1 = V2� V

⊥
3 = V3� ������ ��� ������������� ���������� ⊥g �

������ ������������ ���������� ������������ ������� �� ����� ������ �� �������
������������� ����������� ������ ���������������� ���������� ������� �������� ���
����� �����������
��������� ��� ���� ���������� ������� g ����������� ��� ���������������� �� ����

��� � ����� ���� ���������� �� ��� ���������� ����� Ker g�

����� ��� dimV ⊥ � dimW − dimV � ������ ��������� ����������� ����� � ������
������ ����� Ker g ∩ V = {0}�
��������������� ������� ����� e1, . . . , er � V � ����� ����� ������ b ∈ V �����

�������� � ���� b = biei� 1 � i � r� ����� ������� a ∈ V ⊥ ������������ ����������
g(a, ei) = 0 ��� ���� i = 1, . . . , r� �������� ��������� ����� �� ������ ����� �������������
����� �� n ��������� ������� a �� ����� ����� ������� �� r �������� ���������

{
g(a, e1) = 0
. . . . . . . . .
g(a, er) = 0.

����������� ������������ ������� ���� ������� ����� ������������ V ⊥� �������������
����������� dimV ⊥ � n− r = dimW − dimV ������ ����� ������������ ������ ��� �����
����� ���� ������� ����� ���� ������� ������������
��������� ����� ����������� ����� � ������ ������ ����� ���� ���� ������� ����� �

�������� r� ���� ��� ������ ������� ����������� ����� ��� ��������� ������������� λi

r∑

i=1

λig(a, ei) = g(a,
r∑

i=1

λiei) = g(a, b) = 0

������ b =
∑r

i=1 λiei ∈ V �� ���� ���� ������� ��������� ������ r� ���� ���� ������ �������
��������� �� ��� ����������� ����� ��� ��� ���������� b ∈ V � b ̸= 0� ��������� g(a, b) = 0
��������� ��� ���� a ∈ W ����� ����������� a 7→ g(a, b) ������������ ����� ������ ��
��� ������� ��� b ∈ Ker g� ���� ������� �������� V ∩ Ker g ̸= {0}� �� ����� ��������
�������������� ��������� ��������� ��� V ∩Ker g = {0}� �

����� ��� V ∩ V ⊥ = Ker gV � ��� gV � ����������� g �� V �

��������������� ������� ������������ ������ a ∈ V ∩V ⊥� ����� a ∈ V � g(a, b) = 0
��� ������ b ∈ V � �������� �� ������������ a ∈ Ker gV �
������� ������������ ������ c ∈ Ker gV � ����� c ∈ V ����� gV ���������� ������ �� V �

� g(c, b) = 0 ��� ������ b ∈ V � �������������� c ∈ V ⊥� ������� c ∈ V ∩ V ⊥� �

��������� ��� ���� Ker gV = {0} ����� ����������� g �� V �� ����������� �� W =
V ⊕ V ⊥�



��������������� ���� V ∩V ⊥ = {0}� �� V +V ⊥ = V ⊕V ⊥ ⊂ W ����� ����� � ��������
������ dim(V ⊕V ⊥) = dimV +dimV ⊥ � dimV +(dimW−dimV ) = dimW � ��������������
V ⊕ V ⊥ = W � �

����� ��� ���� ����������� g �� V � �� V ⊥ ������������ �� (V ⊥)⊥ = V �

��������������� �������� V ⊂ (V ⊥)⊥ ����� ����� ���������� �� ������� �� g�
�������������� ���� a ∈ V � �� g(a, b) = 0 ��� ������ b ∈ V ⊥�
������� ���������� V � (V ⊥)⊥� ��������� ����������� g �� V � V ⊥ ������������

����� ����� ���������� W = V ⊕ V ⊥ = V ⊥ ⊕ (V ⊥)⊥� ������� dimV = dim(V ⊥)⊥� �
�� ���������� ������������ ������������ (V ⊥)⊥ � ��� ��������������� V ������� ��
����������� �

����� ��� ����� W = V ⊕V ⊥� e1, . . . , er � ����� � V � er+1, . . . , en � ����� � V ⊥� �����

� ������ e1, . . . , en ������� ���������� ������� ����� ��� G =

(
⋆ 0
0 ⋆

)
�

��������������� ��������� ��� i � r� j > r �� ��������� ��� i > r� j � r� g(ei, ej) = 0�
��� ��� ������� ei, ej ����������� ��������� ������ ���������� �� � ����� ������ �
������ ������� ����� ������� ����� ����� �



������������������ ���������� �������

����� g � ������������������ ���������� ������� �� ������������ W �
���������� ������� ������� ����� ����������� W �����
�� ���� g(e, e) = −g(e, e)� �� ����� ���������������� ������� �� ���������� ���������

���� ������������ ����� �����
�� � ��������� ������� ���� g �� ������������ ����� ����� �� �������� ����� ����

���� a, b ∈ W � ��� g(a, b) = α ̸= 0� ������� ��� ��� ������� ������� ���� ������
�� ������������� ���� b = λa� �� g(a, b) = λg(a, a) = 0� �������������� ��� �������
�� ����� � ��������� ������������ W � � ���� ������ ������� ������� g ����� ���

G =

(
g(a, a) g(a, b)
g(b, a) g(b, b)

)
=

(
0 α
−α 0

)
� ���� ����� e1 = a� e2 = 1

α
b� ������� � ��� ����

���� G′ =

(
0 1
−1 0

)
� ����� �������� � ����� ������������������ ������� �� �������

��� ������������ ���������� ������ � ������� �� ������� ����� ���� �� ���� ����� �(
0 1
−1 0

)
���

(
0 0
0 0

)
�

������� ��� ��� ����� ���������������� ���������� ������� g �� ������������
��� ����������� ��������� ������������ ���������� ������ � ������� ��� �������

����� ������������������� ��� � �������

(
0 1
−1 0

)
� (0) �� ���������� ���� ���

������������ � ��������� �� ������������ �������

��������������� ���� g ̸= 0� �� �������� ����� ������� ����������� ������� a, b ∈
W � ��� g(a, b) ̸= 0� ��� ����������� �������� ����� �������� ��� g(a, b) = 1� �������
V = ⟨a, b⟩ ⊂ W � ����������� gV ������� g �� V ������������ ���� ������� ������� gV

�����

(
0 1
−1 0

)
� ��������������W = V ⊕V ⊥� � dimV ⊥ = n−2� � V ⊥ �� �������������

�������� ����� ������� ������ ������ ������� � ���� ������� a � b� ������� �������
������
����� ����� ������������������ ���������� ������� ����� ���������� ��� g(x, y) =

x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3 + . . . + x2k−1y2k − x2ky2k−1� �������������� ������� �� ����� ���
����� 2k = rkG �� ������� �� ������ �������

�










