
Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì
íàä íåêîòîðûì ïîëåì K , åñëè çàäàíû îïåðàöèÿ + ñëîæåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
V è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ · ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà V íà ýëåìåíòû ïîëÿ K, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (àêñèîìàì):

(i) a+ b = b+ a ∀a, b ∈ V ,

(ii) (a+ b) + c = a+ (b+ c) ∀a, b, c ∈ V ,

(iii) ∃0 ∈ V : a+ 0 = a ∀a ∈ V ,

(iv) ∀a ∈ V ∃(−a) : a+ (−a) = 0,

(v) λ · (a+ b) = λ · a+ λ · b ∀a, b ∈ V , ∀λ ∈ K,

(vi) (λ+ µ) · a = λ · a+ µ · a ∀a ∈ V , ∀λ, µ ∈ K,

(vii) λ · (µ · a) = (λµ) · a ∀a ∈ V , ∀λ, µ ∈ K,

(viii) 1 · a = a ∀a ∈ V .

Ïåðâûå 4 ñâîéñòâà îïðåäåëÿþò íà V ñòðóêòóðó àáåëåâîé ãðóïïû, à ïîñëåäíèå 4 ñâîéñòâà
� ñòðóêòóðó àëãåáðû íàä ïîëåì K.
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V îáû÷íî íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè, à ýëåìåíòû ïîëÿK� ñêàëÿðàìè

èëè ÷èñëàìè. Îáû÷íî ìû áóäåì îïóñêàòü çíàê óìíîæåíèÿ ·.
Ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà:

(i) íóëåâîé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå V îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî,

(ii) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà îáðàòíûé ýëåìåíò îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî,

(iii) 0 · a = 0 ∀a ∈ V ,

(iv) λ · 0 = 0 ∀λ ∈ K,

(v) (−a) = (−1) · a ∀a ∈ V ,

(vi) åñëè λ · a = 0, òî ëèáî λ = 0, ëèáî a = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(i) åñëè 0′ � äðóãîé íóëåâîé ýëåìåíò, òî 0 = 0 + 0′ = 0′.

(ii) åñëè b+ a = 0, òî (−a) = (−a) + 0 = (−a) + b+ a = (−a) + a+ b = 0 + b = b.

(iii) 0 = a + (−a) = 1a + (−a) = (1 + 0)a + (−a) = 1a + 0a + (−a) = a + 0a + (−a) =
a+ (−a) + 0a = 0 + 0a = 0a.

(iv) åñëè λ = 0, òî ðàâåíñòâî 0 · 0 = 0 äîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå; åñëè λ ̸= 0, òî
a+λa = λλ−1a+λ0 = λ(λ−1a+0) = λ(λ−1a) = a, è λ0 = 0 ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè
íóëåâîãî ýëåìåíòà.

(v) a + (−1)a = 1a + (−1)a = (1 + (−1))a = 0a = 0, ïîýòîìó (−1)a = (−a) â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

(vi) ïóñòü λ · a = 0; åñëè λ ̸= 0, òî a = λ−1λa = λ−10 = 0.



�
Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ:

(i) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà {0} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä
ëþáûì ïîëåì,

(ii) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå,

(iii) íàáîðû èç n ÷èñåë, V = {a1, . . . , an : ai ∈ K}, ãäå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ñêàëÿðû
îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîìïîíåòíî,

(iv) ìíîæåñòâî Kn[t] � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
ïîëÿ K îò ïåðåìåííîé t,

(v) ìíîæåñòâî ôóíêöèé F (x), îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå X,
ñî çíà÷åíèÿì â ìíîæåñòâå K,

(vi) ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

(vii) R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Q,

(viii) C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V . Ëèíåéíîé ôóíêöèåé (ëèíåéíûì
ôóíêöèîíàëîì) íàçûâàþò îòîáðàæåíèå f : V → K, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè: f(a + b) =
f(a) + f(b) è f(λa) = λf(a) ∀a, b ∈ V, λ ∈ K.

(ix) ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (îíî íàçû-
âàåòñÿ äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì ê V ).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî W , åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
V ⊂ W íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, îïðå-
äåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå W , ò.å., åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) a+ b ∈ V ∀a, b ∈ V ,
2) λa ∈ V ∀a ∈ V, λ ∈ K.

Ëåììà 4. Ïîäïðîñòðàíñòâî V ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà W ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì íàä òåì æå ïîëåì è ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè, ÷òî è W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû, ò.ê.
âñå ýëåìåíòû V ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè W , à äëÿ ýëåìåíòîâ W îíè âûïîëíåíû ïî îïðåäå-
ëåíèþ. �
Ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî W � ýòî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà

ïëîñêîñòè, òîãäà ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà áóäóò ïîäïðîñòðàíñòâàìè:
1) {0},
2) ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ íåêîòîðîìó çàäàííîìó âåêòîðó,
3) ñàìî ïðîñòðàíñòâî W .



Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 5. Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà (A, V,+), ñîñòîÿùàÿ
èç ìíîæåñòâà A, âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ + : A × V → A, (ò.å.
ñêëàäûâàòü ìîæíî ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ñ ýëåìåíòîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè ýòîì
â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ýëåìåíò ìíîæåñòâà A), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâàì:
1) äëÿ ëþáûõ A,B ∈ A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð v ∈ V , òàêîé ÷òî B = A+ v;
2) A+ 0 = A äëÿ ëþáîãî A ∈ A, ãäå 0 � íóëåâîé âåêòîð;
3) (A+ v) + w = A+ (v + w) äëÿ ëþáûõ A ∈ A, v, w ∈ V .

Â îáîçíà÷åíèè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ÷àñòî îïóñêàþò çíàê ïëþñ è ïèøóò ïðîñòî
(A, V ). Òàêæå, åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, êàêîå ïðîñòðàíñòâî V èìååòñÿ â âèäó, òî è åãî íå
óêàçûâàþò è ãîâîðÿò îá àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A. Ýëåìåíòû àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
(èëè ìíîæåñòâàA) íàçûâàþò òî÷êàìè. Ëþáàÿ ïàðà òî÷åê A,B ∈ A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
âåêòîð v ðàâåíñòâîì B = A+ v (ñâîéñòâî 1) è òàêîé âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ AB.
Ïðèìåðû:
1) A � ýòî îáû÷íàÿ ïëîñêîñòü, V � äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ ïëîñ-

êîñòè, + � ïðèëîæåíèå âåêòîðà ê òî÷êå.
2) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B, ãäå A� ìàòðèöà,X,B � ñòîëáöû.

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, V � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîîòâåòñâóþùåé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû AX = 0, + � ñóììèðîâàíèå ñòîëáöîâ. Åñëè XB ∈ A è X0 ∈ V , òî
XB +X0 ∈ A.
3) Âîçüìåì êàêîå-íèáóäü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , â êà÷åñòâå A âîçüìåì åãî æå, + �

îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â ýòîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîð-

íûìè è àôôèííûìè ïðîñòðàíñòâàìè, è òåîðèÿ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëíîñòüþ ïàðàë-
ëåëüíà òåîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî
ñëó÷àåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîñòîÿííî ïîìíÿ, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ òî÷åê è âåêòîðîâ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Îòîæäåñòâëÿÿ A è
V , ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî W , åãî ýëåìåíò a ∈ W è åãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî V ⊂ W . Ëèíåéíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ
âèäà a+ v, ãäå v ∈ V .

Äëÿ ëèíåéíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì a+ V .

Ëåììà 7. Ëèíåéíîå ïîäìíîãîîáðàçèå a + V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
ïðîñòðàíñòâà W òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) åñëè a ∈ V , òî a+ V = 0 + V = V (ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà).
2) ïóñòü a+V ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ò.ê. a ∈ a+V , òî 2a ∈ a+V , ÷òî ðàâíîñèëüíî

ñóùåñòâîâàíèþ íåêîòîðîãî b ∈ V , òàêîãî ÷òî 2a = a+ b, íî òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî a = b, ò.å.
a ∈ V . �

Ëåììà 8. a1 + V = a2 + V ⇐⇒ a1 − a2 ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî.
⇒: ïóñòü a1 + V = a2 + V , òîãäà a1 ∈ a1 + V = a2 + V , çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð

b ∈ V , ÷òî a1 = a2 + b, ò.å. a1 − a2 ∈ V .
⇐: ïóñòü a1 − a2 ∈ V , ò.å. a1 − a2 = v ∈ V . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò b ∈ a1 + V .

Òîãäà b = a1 + b′ äëÿ êàêîãî-òî âåêòîðà b′ ∈ V . Ïîêàæåì, ÷òî b ∈ a2 + V . Äåéñòâèòåëüíî,
b = a1 + b′ = a2 + (v + b′), ïðè÷åì v + b′ ∈ V . �



Îïðåäåëåíèå 9. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì W/V ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà W ïî, ïîä-
ïðîñòðàíñòâó V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {a + V : a ∈ W} � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ
ïîäìíîãîîáðàçèé ïðîñòðàíñòâà W , çàäàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâîì V , ñ îïðåäåëåííûìè íà
íåì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, (a + V ) + (b + V ) := (a + b) + V , è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû,
λ(a+ V ) := λa+ V .

Ëåììà 10. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ââåäåííûå íàìè â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå îïåðàöèè êîððåêòíû,

ò.å. êàêèå áû ìû íè áðàëè ýëåìåíòû ïîäìíîãîîáðàçèé â êà÷åñòâå a è b, ìû ïîëó÷èì îä-
íî è òî æå ïîäìíîãîîáðàçèå. Äîêàæåì ýòî äëÿ ñëîæåíèÿ (äëÿ óìíîæåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî): åñëè

a1 + V = a2 + V, b1 + V = b2 + V,

òî
a1 − a2 = v ∈ V, b1 − b2 = w ∈ V,

ïîýòîìó

(a1 + b1) + V = (a2 + b2 + v + w) + V = (a2 + b2) + (v + w) + V = (a2 + b2) + V,

ò.å. ñëîæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî.
2) Ïðîâåðèì ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ââèäó ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ïðîâåðêîé

îäíîãî èç âîñüìè ñâîéñòâ, íàïðèìåð 5).

λ((a+ V ) + (b+ V )) = λ((a+ b) + V ) = λ(a+ b) + V =

= (λa+ λb) + V = (λa+ V ) + (λb+ V ) =

= λ(a+ V ) + λ(b+ V ).

�

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V è íåêîòîðàÿ ñèñòåìà (ìíîæå-
ñòâî) âåêòîðîâ {vi : i ∈ I} ⊂ V ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I (à, çíà÷èò,
è ñèñòåìà âåêòîðîâ) êîíå÷íî (I = {1, . . . , n}), èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íàçûâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå âèäà λ1v1 + . . .+ λnvn, ãäå λi � ýòî ÷èñëà (ñêàëÿðû) èç ïîëÿ K. Åñëè ìíîæåñòâî
I áåñêîíå÷íî, ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ âûðàæå-
íèå àíàëîãè÷íîãî âèäà,

∑
i∈I λivi, â êîòîðîì ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñêàëÿðîâ λi îòëè÷íî îò

íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 12. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, . . . , en ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ⟨e1, . . . , en⟩.

Îïðåäåëåíèå 13. Ñèñòåìà âåêòîðîâ {ai : i ∈ I} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè
ñóùåñòâóþò ÷èñëà λi, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

∑
k∈I λiai = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Ëåììà 14. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ {ai : i ∈ I} ëèíåéíî çàâèñèìà, òî îäèí èç íèõ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ1a1 + . . .+ λkak = 0, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò λi ̸= 0, òîãäà èìååì
λiai = −λ1a1 − . . . − λi−1ai−1 − λi+1ai+1 − . . . λkak, óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà
λ−1
i , ïîëó÷èì, ÷òî ai åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ âåêòîðîâ. �

Ëåììà 15. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ a1, . . . , an, an+1 ëèíåéíî çàâèñèìà, òî an+1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
a1, . . . , an.

Äîêàçàòåëüñòâî. àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé ëåììû, ñ òåì ëèøü çàìå÷à-
íèåì, ÷òî åñëè λn+1 = 0, òî íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò λi íàõîäèòñÿ ñðåäè ïåðâûõ n ñêàëÿðîâ,
íî òîãäà ïåðâûå n âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. �

Ëåììà 16. Ïóñòü äàíà ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, . . . , en è ïóñòü
ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ f1, . . . , fm ∈ ⟨e1, . . . , en⟩, òîãäà m 6
n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fi = ai1e1 + . . .+ ainen, aij ∈ K, i = 1, . . . ,m. Ò.ê. f1, . . . , fm �
ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, òî

x1f1 + . . .+ xmfm = 0 ⇐⇒ x1 = . . . = xm = 0. (1)

Ïîäñòàâëÿÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èç (1) âûðàæåíèå fi ÷åðåç e1, . . . , en, ïîëó÷àåì:

0 = x1(a11e1 + . . . a1nen) + . . .+ xm(am1e1 + . . .+ amnen) =

= (x1a11 + . . .+ xmam1)e1 + . . .+ (x1a1n + . . .+ xmamn)en,

÷òî ðàâíîñèëüíî (ò.ê. e1, . . . , en � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ) ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé: {

x1a11 + . . .+ xmam1 = 0
. . .

x1a1n + . . .+ xmamn = 0.

Åñëè m > n, òî ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1). �

Ðàçìåðíîñòü

Îïðåäåëåíèå 17. Îïðåäåëèì ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ: ïóñòü S - íåïóñòàÿ ñèñòåìà âåê-
òîðîâ â íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V , òîãäà:
1) åñëè S ñîñòîèò òîëüêî èç 0 ∈ V , òî ðàíã r(S) := 0;
2) ïóñòü e1 � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð èç ñèñòåìû S; åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé

âåêòîð e2, ÷òî ñèñòåìà {e1, e2} áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, òî ðàññìîòðèì ýòó ñèñòåìó
âåêòîðîâ; åñëè, äàëåå, ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð e3, ÷òî ñèñòåìà {e1, e2, e3} áóäåò ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó ñèñòåìó âåêòîðîâ, è ò.ä.;
3à) åñëè ïðîöåäóðà â ï.2) çàêîí÷èòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå, ò.å. ìû äîéäåì äî ëèíåéíî

íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ {e1, . . . , en} è äàëåå óæå íåëüçÿ áóäåò íàéòè âåêòîð en+1,
÷òîáû ðàñøèðèòü ýòó ñèñòåìó, òî îïðåäåëèì ðàíã êàê r(S) := n;
3á) åñëè ïðîöåäóðà â ï.2) íå çàêîí÷èòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå, òî ðàíã r(S) := ∞.

Äîêàæåì, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî, äåéñòâóÿ, êàê â
ï.2), äâóìÿ ñïîñîáàìè, ìû ïîëó÷èëè äâå êîíå÷íûå ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, . . . , en è f1, . . . , fm,
è ïóñòü m ̸= n. Òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m > n. Íî, ò.ê. ïî
îïðåäåëåíèþ ê ñèñòåìå âåêòîðîâ e1, . . . , en áîëüøå íåëüçÿ äîáàâèòü íè îäíîãî âåêòîðà, òî
âñå fi ∈ ⟨e1, . . . , en⟩, i = 1, . . . ,m, è ïî ëåììå 16 èìååì m 6 n. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí ñïîñîá íàì äàë êîíå÷íóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, . . . , en, à

âòîðîé ñïîñîá âûáîðà âåêòîðîâ f1, f2, . . . íå çàêàí÷èâàåòñÿ íè íà êàêîì êîíå÷íîì øàãå. Íî
òîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ f1, . . . , fn+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà, è åùå îäíî ïðèìåíåíèå ëåììû 16
äàåò ïðîòèâîðå÷èå.



Îïðåäåëåíèå 18. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàâíà dimV := r(V ). Ïðî-
ñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè dimV < ∞. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòðàí-
ñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Ïðèìåðû áåñêîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: ìíîæåñòâî R íàä ïîëåì Q, ïðî-
ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå (äîêàæèòå).

Îïðåäåëåíèå 19. Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé, åñëè ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî äðóãîãî âåêòîðà ñèñòåìà âåêòîðîâ ñòàíîâèòñÿ
ëèíåéíî çàâèñèìîé.

Ñëåäñòâèå 20. Â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ
(ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ) ñèñòåìà âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 21. Ìàêñèìàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà.

Ñëåäñòâèå 22. Åñëè âåêòîðû v1, . . . , vn ñîñòàâëÿþò áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ,
òî ëþáîé âåêòîð v ∈ V ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ âåêòîðîâ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ìû ïî÷òè íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â íàøåì êóðñå è
âñå ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ, ëåììû è òåîðåìû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ êîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ïîëåçíûì óïðàæíåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà èñòèííîñòè òàêèõ óòâåðæäåíèé â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (èíîãäà ñëîæíî äàæå ïåðåôîðìóëèðîâàòü êîíå÷íîìåðíûå óòâåð-
æäåíèÿ)

Ëåììà 23. Ïóñòü äàíî ïîäïðîñòðàíñòâî V íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà W ,
è ïóñòü e1, . . . , er � áàçèñ â V . Òîãäà åãî ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. e1, . . . , er � áàçèñ, òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû; òîãäà,
ïðîñòî ïðîäåëàâ ïðîöåäóðó ï.2) â îïðåäåëåíèè ðàíãà ñèñòåìû âåêòîðîâ, ìû ïîëó÷èì áàçèñ
âñåãî ïðîñòðàíñòâà. �

Ëåììà 24. Åñëè V � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà W , òî dimV 6
dimW . Åñëè æå dimV = dimW , òî V = W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â áàçèñå
ïîäïðîñòðàíñòâà íå ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâà âåêòîðîâ â áàçèñå âñåãî ïðîñòðàíñòâà, îòñþäà
âûòåêàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü V ̸= W , ò.å.
ñóùåñòâóåò âåêòîð w ∈ W , w /∈ V . Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , er â V . Òîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ
e1, . . . , er, w áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé â W , ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. dimW = r. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè λ1e1+ . . .+λrer+λv = 0 è õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ íå ðàâåí íóëþ, òî
λ ̸= 0 (ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî e1, . . . , er � áàçèñ â V ), íî òîãäà âåêòîð w åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ e1, . . . , er, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. �
Çàìå÷àíèå: âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 25. Ïóñòü V � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà W , òîãäà

dimV + dimW/V = dimW.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimV = r, dimW = n. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ
e1, . . . , er â V è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , er, er+1, . . . , en â W . Äîêàæåì, ÷òî er+1 +
V, . . . , en + V áóäåò áàçèñîì â W/V .
1) äîêàæåì ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â W/V . Ïóñòü îíè ëèíåéíî

çàâèñèìû, òîãäà ñóùåñòâóþò íå âñå ðàâíûå íóëþ λr+1, . . . , λn ∈ K, ò.÷.

λr+1(er+1 + V ) + . . .+ λn(en + V ) = 0 + V.



Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì (λr+1er+1 + . . . + λnen) + V = 0 + V , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé
âåêòîð v ∈ V , ÷òî v = λr+1er+1+ . . .+λnen. Íî, ïîñêîëüêó v ∈ V , åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå v = λ1e1 + . . .+ λrer. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî λ1e1 + . . .+ λrer − λr+1er+1 − . . .− λnen = 0,
òî åñòü, ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, . . . , en ëèíåéíî çàâèñèìà, ÷òî íåâåðíî, òàê êàê ýòî áàçèñ â
W .
2) Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáîé âåêòîð èçW/V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ

er+1 + V, . . . , en + V . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a + V èç ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà W/V .
Ò.ê. a ∈ W , òî a = λ1e1 + . . .+ λrer + λr+1er+1 + . . .+ λnen. Òîãäà

a+ V = λ1e1 + . . .+ λrer︸ ︷︷ ︸
∈V

+λr+1er+1 + . . .+ λnen + V =

= λr+1er+1 + . . .+ λnen + V = λr+1(er+1 + V ) + . . .+ λn(en + V ),

Òàêèì îáðàçîì, er+1+V, . . . , en+V ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â W/V è, ñëåäîâàòåëüíî, dimW/V =
n− r. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ïåðåñå÷åíèå è ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

Ëåììà 26. Ïóñòü äàíû äâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà V1 è V2 ïðîñòðàíñòâà W ,
òîãäà V1 ∩ V2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî V1 ∩ V2

çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû. Ò.ê. ìíîæåñòâà V1

è V2 çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé, òî ∀x, y ∈ V1 ∩ V2, ∀λ ∈ K ïîëó÷àåì, ÷òî
x+ y, λx ∈ V1 è x+ y, λx ∈ V2, ñëåäîâàòåëüíî, x+ y, λx ∈ V1 ∩ V2. �
Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ V1 ∪ V2 â îáùåì

ñëó÷àå íå áóäåò ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Íàïðèìåð, åñëè V1 = ⟨
√
2⟩, à V2 = ⟨

√
3⟩ íàä

ïîëåì Q, òî âåêòîð
√
2 +

√
3 íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü V1 ∪ V2.

Îïðåäåëåíèå 27. Ñóììîé V1 + V2 ïîäïðîñòðàíñòâ V1 è V2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
âåêòîðîâ v ∈ W , êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû v = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1 è
v2 ∈ V2, ò.å. V1 + V2 = ⟨V1 ∪ V2⟩ (ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ V1 è V2).

Ëåììà 28. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ V1 è V2 èõ ñóììà V1 + V2 òàêæå áóäåò
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû a, b ∈ V1 + V2,

a = a1 + a2, b = b1 + b2, a1, b1 ∈ V1, a2, b2 ∈ V2.

Òîãäà
a+ b = (a1 + b1) + (a2 + b2) ∈ V1 + V2.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ λ ∈ K, a ∈ V1 + V2, èõ ïðîèçâåäåíèå λa ëåæèò â
V1+V2. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäóò âûïîëíåíû,
ñëåäîâàòåëüíî V1 + V2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. �

Òåîðåìà 29. dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , er � áàçèñ â V1 ∩V2, dim(V1 ∩V2) = r. Ò.ê. V1 ∩V2 ⊂ V1

è V1 ∩ V2 ⊂ V2, òî êàæäîì èç äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, V1 è V2, ýòîò áàçèñ ìîæíî äîïîëíèòü
äî áàçèñà.



Ïóñòü e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p � áàçèñ â V1, dimV1 = r + p; e1, . . . , er, er+p+1, . . . , er+p+q �
áàçèñ â V2, dimV2 = r + q. Äîêàæåì, ÷òî e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p, er+p+1, . . . , er+p+q � áàçèñ
â V1 + V2:
1) (ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü). Ïóñòü λ1e1 + . . .+ λr+p+qer+p+q = 0, òîãäà

λ1e1 + . . .+ λrer + λr+1er+1 + . . .+ λr+per+p︸ ︷︷ ︸
∈V1

=

= −(λr+p+1er+p+1 + . . .+ λr+p+qer+p+q)︸ ︷︷ ︸
∈V2

= v,

ñëåäîâàòåëüíî, v ∈ V1 ∩ V2, è åãî ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó ïîäïðîñòðàíñòâà V1 ∩ V2,
v = α1e1 + . . .+ αrer, òîãäà

0 = v − v = α1e1 + . . .+ αrer + λr+p+1er+p+1 + . . .+ λr+p+qer+p+q,

ñëåäîâàòåëüíî
λr+p+1 = . . . = λr+p+q = 0 è α1 = . . . = αr = 0,

ò.ê. e1, . . . , er, er+p+1, . . . , er+p+q ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ýòî áàçèñ V2). Ïîýòîìó v = 0. Íî
òîãäà

v = λ1e1 + . . .+ λrer + λr+1er+1 + . . .+ λr+per+p = 0,

è èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p (ýòî áàçèñ V1) çà-
êëþ÷àåì, ÷òî

λ1 = . . . = λr = λr+1 = . . . = λr+p = 0.

Èòàê, âñå λi = 0, i = 1, . . . , r+p+q, ñëåäîâàòåëüíî e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p, er+p+1, . . . , er+p+q

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
2) (ìàêñèìàëüíîñòü). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ∈ V1+V2, a = a1+a2, ãäå a1 ∈ V1,

a2 ∈ V2. Ðàçëîæèì âåêòîðû a1 è a2 ïî áàçèñàì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ,

a1 = λ1e1 + . . .+ λrer + λr+1er+1 + . . .+ λr+per+p,

a2 = µ1e1 + . . .+ µrer + µr+p+1er+p+1 + . . .+ µr+p+qer+p+q,

òîãäà

a = (λ1 + µ1)e1 + . . .+ (λr + µr)er + λr+1er+1 + . . .+ λr+per+p +

+ µr+p+1er+p+1 + . . .+ µr+p+qer+p+q,

ò.å. ëþáîé âåêòîð a ∈ V1 + V2 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ
e1, . . . , er, er+1, . . . , er+p, er+p+1, . . . , er+p+q, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áà-
çèñîì â V1 + V2, çíà÷èò, dim(V1 + V2) = r + p + q, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
�

Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà

Îïðåäåëåíèå 30. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ V1 + V2 íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé (îáîçíà-
÷åíèå V1 ⊕ V2), åñëè V1 ∩ V2 = {0}.

Ñëåäñòâèå 31. dim(V1 ⊕ V2) = dimV1 + dimV2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé òåîðå-
ìû. �



Ëåììà 32. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

(1) ñóììà V1 + V2 ïðÿìàÿ;

(2) dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2);

(3) ðàçëîæåíèå ëþáîãî âåêòîðà a âèäà a = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, åäèíñòâåííî;

(4) åñëè 0 = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, òî v1 = v2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî (1) ⇐⇒ (2), âûòåêàåò èç òåîðåìû î ðàçìåðíîñòÿõ ñóììû è
ïåðåñå÷åíèÿ.
(1) ⇒ (4): Ïóñòü 0 = v1 + v2, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, íî v1 ̸= 0, à ñëåäîâàòåëüíî è v2 ̸= 0,

òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî v2 = −v1, ò.å. v2 ∈ V1 è , ñëåäîâàòåëüíî V1 ∩ V2 ∋ v2 ̸= 0, ò.å. ñóììà íå
ïðÿìàÿ.
(1) ⇐ (4): Åñëè ñóììà íå ïðÿìàÿ, òî ∃v ∈ V1 ∩ V2, v ̸= 0, òîãäà v ∈ V1, −v ∈ V2 è

0 = v + (−v) � ïðîòèâîðå÷èå ñ 4).
Äîêàæåì (4) ⇒ (3). Ïóñòü ó íåêîòîðîãî âåêòîðà a åñòü äâà ðàçëîæåíèÿ, a = v1 + v2 =

v′1 + v′2, v1, v
′
1 ∈ V1, v2, v

′
2 ∈ V2, òîãäà 0 = (v1 − v′1)︸ ︷︷ ︸

∈V1

+(v2 − v′2)︸ ︷︷ ︸
∈V2

. Íî òîãäà v1 − v′1 = v2 − v′2 = 0.

Òî, ÷òî (4)⇐ (3) î÷åâèäíî, ò.ê. (4) � ÷àñòíûé ñëó÷àé (3), ÷òî âåðíî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà,
âåðíî è äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà. �
Ïîíÿòèå ïðÿìîé ñóììû ìîæíî îáîáùèòü íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäïðîñòðàíñòâ: ñóì-

ìà V1 + . . .+ Vn áóäåò ïðÿìîé, åñëè

∀i = 1, . . . , n Vi ∩ (V1 + . . .+ Vi−1 + Vi+1 + . . .+ Vn) = {0}. (2)

Åñëè ñóììà V1+ . . .+Vn ïðÿìàÿ, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a èç ýòîé ñóììû ðàçëîæåíèå âèäà
a = v1 + . . .+ vn, ãäå vi ∈ Vi, i = 1, . . . , n, åäèíñòâåííî.
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå (2) áîëåå ñèëüíîå, ÷åì óñëîâèå Vi ∩ Vj = {0} ∀i, j = 1, . . . , n. Íà-

ïðèìåð, åñëè âçÿòü òðè ïðÿìûå (âåêòîðà, êîëëèíåàðíûå ýòèì ïðÿìûì), ïåðåñåêàþùèåñÿ
â îäíîé òî÷êå, òî ñóììà ëþáûõ äâóõ èç íèõ áóäåò ïðÿìîé ñóììîé, íî ñóììà âñåõ òðåõ �
íåò, ò.ê. ëþáîé âåêòîð òðåòüåé ïðÿìîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû âåêòîðîâ ïåðâûõ
äâóõ ïðÿìûõ, ñëåäîâàòåëüíî åãî ðàçëîæåíèå íå áóäåò åäèíñòâåííî.

Âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà

Îïðåäåëåíèå 33. Âíåøíåé ïðÿìîé ñóììîé äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ V1, V2 íàä
îäíèì ïîëåì K (íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèõñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè îäíîãî ïðîñòðàíñòâà)
íàçûâàåòñÿ íîâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V1 ⊕ V2 íàä ïîëåì K, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð
(v1, v2), ãäå vi ∈ Vi, i = 1, 2, ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû:
1) (v1, v2) + (v′1, v

′
2) = (v1 + v′1, v2 + v′2),

2) λ(v1, v2) = (λv1, λv2),
ãäå vi, v

′
i ∈ Vi, λ ∈ K.

Åñëè ïðè ýòîì îòîæäåñòâèòü ñàìè ïðîñòðàíñòâà V1 è V2 ñ ïîäìíîæåñòâàìè âíåøíåé
ïðÿìîé ñóììû ñëåäóþùèì îáðàçîì: V1 ↔ (V1, 0) è V2 ↔ (0, V2), òî èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà V1⊕V2. Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü
K⊕ · · · ⊕K ñ Kn.



Êîîðäèíàòû

Îïðåäåëåíèå 34. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V è áàçèñ e1, . . . , en ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈ V ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = λ1e1 + . . . + λnen.
×èñëà λ1, . . . , λn ∈ K íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â ýòîì áàçèñå.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ñëåäóåò èç ñâîéñòâ áàçèñà (ëèíåéíàÿ íåçàâèñè-
ìîñòü è ìàêñèìàëüíîñòü).
Ââåäåì íåêîòîðûå ñîãëàøåíèÿ äëÿ çàïèñè êîîðäèíàò. Èíäåêñû ó êîîðäèíàò ìû îáû÷íî

áóäåì ïèñàòü íå ñíèçó, à ñâåðõó, ò.å. íå xi, à xi. Âìåñòî äëèííîé çàïèñè ñóììû x = x1e1 +
. . . + xnen, èëè ÷óòü áîëåå êîðîòêîé

∑n
i=1 x

iei, ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü xiei, íà ñàìîì äåëå
ïîäðàçóìåâàÿ ñóììó (íî íå çàïèñûâàÿ çíàê ñóììèðîâàíèÿ). Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ìû

÷àñòî áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ñòîëáöîâ, ò.å. x =

 x1

...
xn

. Òàêæå îáû÷íî âåðõíèé èíäåêñ
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñòîëáöàì, à íèæíèé � ñòðîêàì.

Çàìåíà êîîðäèíàò

Ïóñòü íàì äàíû äâà áàçèñà e1, . . . , en è ẽ1, . . . , ẽn îäíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òîãäà
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

ẽ1 = c11e1 + . . .+ cn1en,

. . . . . . . . .

ẽn = c1ne1 + . . .+ cnnen,

êîòîðûå ðàâíîñèëüíû îäíîìó ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

(ẽ1 . . . ẽn) = (e1 . . . en)

 c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

 .

Ìàòðèöà

C =

 c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó ẽ1, . . . , ẽn.

Ëåììà 35. Ïóñòü x1, . . . , xn � êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå e1, . . . , en, à x̃1, . . . , x̃n

� êîîðäèíàòû ýòîãî æå âåêòîðà â áàçèñå ẽ1, . . . , ẽn. Òîãäà x1

...
xn

 = C

 x̃1

...
x̃n

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê xjej = x = x̃iẽi = x̃iejc
j
i = (x̃icji )ej, èç ëèíåéíîé íåçàâè-

ñèìîñòè âåêòîðîâ e1, . . . , en ñëåäóåò ðàâåíñòâî êîîðäèíàò: xj = x̃icji ∀j (ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó i). �



Èçîìîðôèçìû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 36. Ïóñòü äàíû äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà V è W íàä îäíèì ïîëåì
K. Òîãäà áèåêòèâíîå (ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ
èçîìîðôèçìîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè):
1) f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) ∀v1, v2 ∈ V ,
2) f(λv) = λf(v) ∀v ∈ V, λ ∈ K.
Äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà V è W íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (V ∼= W ), åñëè ìåæäó

íèìè ñóùåñòâóåò (õîòÿ áû îäèí) èçîìîðôèçì.

Ëåììà 37. Åñëè f : V → W � èçîìîðôèçì, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : W → V
òàêæå áóäåò èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî îòîáðàæåíèå f−1 ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó îòîá-
ðàæåíèå f âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Äîêàæåì òîëüêî ïåðâûé ïóíêò, ò.å., ÷òî f−1(w1 + w2) =
f−1(w1) + f−1(w2) ∀w1, w2 ∈ W (âòîðîé ïóíêò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî):

f(f−1(w1) + f−1(w2)) = f(f−1(w1)) + f(f−1(w2)) = w1 + w2 = f(f−1(w1 + w2)),

ñëåäîâàòåëüíî f−1(w1) + f−1(w2) = f−1(w1 +w2), ò.ê. îòîáðàæåíèå f âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
�
Èçîìîðôíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
• ñèììåòðè÷íîñòè (åñëè V èçîìîðôíî W , òî W èçîìîðôíî V ),
• ðåôëåêñèâíîñòè (ëþáîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ñàìîìó ñåáå) è
• òðàíçèòèâíîñòè (åñëè V èçîìîðôíî W è W èçîìîðôíî U , òî V èçîìîðôíî U).
Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà ìû ïðîâåðèëè, òðåòüå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.

Ëåììà 38. Åñëè dimV = n, òî V èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Kn ñòîëáöîâ (ñòðîê) èç
n ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â V , òîãäà ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f : V →

Kn ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x = xiei, òî f(x) =

 x1

...
xn

. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî

îòîáðàæåíèå áóäåò èçîìîðôèçìîì, à ñëåäîâàòåëüíî V ∼= Kn. �

Ñëåäñòâèå 39. Åñëè dimV = dimW , òî V ∼= W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimV = dimW = n, òîãäà V ∼= Kn ∼= W . �
Âåðíî è îáðàòíîå:

Ëåììà 40. Åñëè V ∼= W , òî dimV = dimW .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî dimV > dimW , ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â V , òîãäà
âåêòîðà f(e1), . . . , f(en) ∈ W äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
λ1f(e1)+ . . .+λnf(en) = 0, òî, ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà îòîáðàæåíèå f−1,
ïîëó÷èì λ1e1 + . . . + λnen = 0, îòêóäà λ1 = . . . = λn = 0. Íî èõ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ dimW < n. �

Ëåììà 41. Ïóñòü dimV = dimW , à îòîáðàæåíèå f : V → W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì ëèíåéíîñòè:
1) f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) ∀v1, v2 ∈ V ,
2) f(λv) = λf(v) ∀v ∈ V, λ ∈ K.
Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â V . Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà f(e1), . . . , f(en) � áàçèñ â W .



Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f � èçîìîðôèçì, òî èç ðàâåíñòâà λ1f(e1) + . . . + λnf(en) = 0
ñëåäóåò f(λ1e1 + . . . + λnen) = 0, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî λ1e1 + . . . + λnen = 0, çíà÷èò, âñå
λi = 0.
Îáðàòíî, ïóñòü f(e1), . . . , f(en) � áàçèñ â W . Äëÿ ïðîâåðêè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè

îòîáðàæåíèÿ f äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f−1 êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ïóñòü
w ∈ W èìååò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó w = w1f(e1) + . . .+wnf(en). Òîãäà îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå g : W → V ðàâåíñòâîì g(w) = w1e1 + . . . + wnen. Î÷åâèäíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,
÷òî g = f−1. �

Äâîéñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V (íàä ïîëåì K)
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : V → K, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëèíåéíîñòè
1) f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) ∀v1, v2 ∈ V ;
2) f(λv) = λf(v) ∀v ∈ V, λ ∈ K.
Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå V ′ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ f : V → K, îïåðàöèè:
1) (f1 + f2)(v) = f1(v) + f2(v), f1, f2 ∈ V ′;
2) (λf)(v) = λf(v), f ∈ V ′, λ ∈ K.
Ýòè îïåðàöèè ïðåâðàùàþò V ′ â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ

äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì ê V .

Ëåììà 42. V ∼= V ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â V . Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû εi ∈ V ′,

i = 1, . . . , n, ðàâåíñòâàìè εi(ej) = δij (δ
i
j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ò.å. δij =

{
1 i = j
0 i ̸= j

. Ïî-

ñêîëüêó f(xiei) = xif(ei), òî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íà ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëà íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ è êîîðäèíàòàìè ýòîãî âåê-
òîðà, ò.å. ôóíêöèîíàëû εi ïîëíîñòüþ çàäàíû íàøèìè óñëîâèÿìè.
Äîêàæåì, ÷òî ε1, . . . , εn áóäåò áàçèñîì â V ′. Äëÿ ýòîãî íóæíî äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçà-

âèñèìîñòü è ìàêñèìàëüíîñòü.
1) ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü:
Åñëè f = λ1ε

1 + . . .+ λnε
n = 0 (ðàâåíñòâî íóëþ â V ′ îçíà÷àåò, ÷òî f(v) = 0 äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà v ∈ V ), òî f(ei) = λi = 0, ò.å. âñå λi = 0. Ñëåäîâàòåëüíî ýòè ôóíêöèîíàëû ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.
2) ìàêñèìàëüíîñòü:
íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ∀f ∈ V ′, ∃λ1, . . . , λn ∈ K òàêèå ÷òî f = λiε

i. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé
ôóíêöèîíàë f ∈ V ′, òîãäà, åñëè x = xiei, òî f(x) = xif(ei). Âîçüìåì λi = f(ei), òîãäà
ïîëó÷èì, ÷òî

f(x) = xif(ei) = xiλi = λix
jεi(ej) = λiε

i(xjej) = λiε
i(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Áàçèñ ε1, . . . , εn íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì áàçèñîì ê áàçèñó e1, . . . , en.
Ïóñòü íàì äàíû áàçèñû e1, . . . , en è ẽ1, . . . , ẽn â ïðîñòðàíñòâå V è äâîéñòâåííûå ê íèì

áàçèñû ε1, . . . , εn è ε̃1, . . . , ε̃n â ïðîñòðàíñòâå V ′. Ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà
e1, . . . , en ê ẽ1, . . . , ẽn, íàéäåì ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà ε1, . . . , εn ê ε̃1, . . . , ε̃n. Âîçüìåì

ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë f ∈ V ′, òîãäà f = fiε
i = f̃j ε̃

j, ãäå fi è f̃j � ýòî êîîðäèíàòû
ôóíêöèîíàëà f â áàçèñàõ ε1, . . . , εn è ε̃1, . . . , ε̃n ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíê-

öèîíàëà f íà âåêòîðå ẽk äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, f(ẽk) = f̃j ε̃
j(ẽk) = f̃k, à ñ



äðóãîé ñòîðîíû, f(ẽk) = fiε
i(cjkej) = fic

i
k, òàê êàê (ẽ1 . . . ẽn) = (e1 . . . en)C. Îòñþäà ïîëó÷à-

åì, ÷òî f̃k = fic
i
k. Ñëåäîâàòåëüíî (f̃1 . . . f̃n) = (f1 . . . fn)C, èëè (ïîñëå òðàíñïîíèðîâàíèÿ,

îáîçíà÷åííîãî èíäåêñîì t)

 f1
...
fn

 = (C−1)t

 f̃1
...

f̃n

.
Ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìóëó ñ ôîðìóëîé èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò ïðè çàìåíå áàçèñà â ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà ε1, . . . , εn ê áàçèñó ε̃1, . . . , ε̃n

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà (C−1)t, ò.å. ýòè áàçèñû ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (ε̃1 . . . ε̃n) = (ε1 . . . εn)(C−1)t.
Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 43. Ïóñòü C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó ẽ1, . . . , ẽn â
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà äâîéñòâåííûå áàçèñû ε1, . . . , εn è ε̃1, . . . , ε̃n ê ýòèì áà-
çèñàì ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (ε̃1 . . . ε̃n) = (ε1 . . . εn)(C−1)t; à êîîðäèíàòû ôóíêöèîíàëà f â

ýòèõ äâîéñòâåííûõ áàçèñàõ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (f̃1 . . . f̃n) = (f1 . . . fn)C.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî V ∼= V ′, îäíàêî âûáîð èçîìîðôèçìà f : V → V ′ çàâèñèò îò âûáîðà
áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå V . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü V = R, òîãäà áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå
íåíóëåâîå ÷èñëî e ∈ R. Âûáåðåì òàêæå åùå îäèí áàçèñ ẽ = λe, λ ̸= 0, 1. Ïóñòü ε � áàçèñ
â V ′, äâîéñòâåííûé ê e, ò.å. ε(e) = 1, à ε̃ � äâîéñòâåííûé áàçèñ ê ẽ, ò.ê. ε̃(ẽ) = 1, òî
ε̃ = λ−1ε. Èçîìîðôèçì f : V → V ′, îòâå÷àþùèé áàçèñó e, çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀x = αe, f(x) = αε. Ïåðåéäåì ê áàçèñó ẽ, òîãäà èçîìîðôèçì f̃ : V → V ′ áóäåò çàäàâàòüñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: f̃(x) = f̃(αλ−1ẽ) = αλ−2ε. Ò.å. ðàçíûå âûáîðû áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå
V äàþò ðàçíûå èçîìîðôèçìû!

Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì è åãî
âòîðûì äâîéñòâåííûì

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê äâîéñòâåííîìó. Îíî íàçûâàåòñÿ âòîðûì äâîé-
ñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì: V ′′ = (V ′)′. Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà V ′′ � ýòî ëèíåéíûå ôóíê-
öèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå V ′, ò.å. ôóíêöèè, àðãóìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà V ′. Î÷åâèäíî, ÷òî dimV ′′ = dimV ′ = dimV .
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : V → V ′′. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ V ôóíêöèîíàë φ(x) =

φx äîëæåí îòîáðàæàòü ôóíêöèîíàëû (ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V ′) â ïîëå ñêàëÿðîâ. Ïóñòü
f ∈ V ′ Îïðåäåëèì çíà÷åíèå φx(f) = f(x). Î÷åâèäíî, ÷òî φx � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
V ′ → K. Êðîìå òîãî, φ(x1 + x2) = φ(x1) + φ(x2) è φ(λx) = λφ(x). Äîêàæåì, ÷òî φ åñòü
èçîìîðôèçì. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî èç óñëîâèÿ φx = 0 ñëåäóåò, ÷òî x = 0.
Óñëîâèå φx = 0 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôóíêöèíàëà f ∈ V ′ φx(f) = 0, ò.å. f(x) = 0.
Íî åäèíñòâåííûé âåêòîð â V , íà êîòîðîì ëþáîé ôóíêöèîíàë ðàâåí íóëþ, åñòü íóëåâîé
âåêòîð, x = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íåâåðíî, âûáåðåì áàçèñ e1 = x, e2, . . . , en â V , òîãäà
äëÿ ôóíêöèîíàëà ε1 èìååì ε1(x) = 1 ̸= 0.
Òàê êàê φx = 0 ⇐⇒ x = 0, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà e1, . . . , en â V âåêòîðû

φe1 , . . . , φen ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íî, ïîñêîëüêó dimV ′′ = n, ýòè âåêòîðû ñîñòàâëÿþò áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà V ′′, ñëåäîâàòåëüíî φ � èçîìîðôèçì.
Ïðè ïîñòðîåíèè ýòîãî èçîìîðôèçìà, ìû íè ðàçó íå èñïîëüçîâàëè áàçèñ (áàçèñ ìû èñ-

ïîëüçîâàëè òîëüêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ýòî èçîìîðôèçì), ïîýòîìó ýòîò èçîìîð-
ôèçì íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå V , à åãî êîíñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíà è
ãîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà V ! Òàêèå èçîìîðôèçìû íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.
Ò.ê. V è V ′′ èçîìîðôíû êàíîíè÷åñêè, òî ìû ìîæåì ýòè äâà ïðîñòðàíñòâà ïðîñòî îòîæ-

äåñòâèòü, è ñìîòðåòü íà ïðîñòðàíñòâà V è V ′ êàê íà äâîéñòâåííûå äðóã ê äðóãó (V ′ �
äâîéñòâåííîå ê V , à V = V ′′ � äâîéñòâåííîå ê V ′).



Ëåãêî âèäåòü, ÷òî áàçèñ φe1 , . . . , φen â V ′′ � äâîéñòâåííûé ê áàçèñó ε1, . . . , εn, åñëè
ε1, . . . , εn � äâîéñòâåííûé áàçèñ ê e1, . . . , en. Ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïðîñòðàíñòâ V è V ′′,
áàçèñû φe1 , . . . , φen è e1, . . . , en îòîæäåñòâÿòñÿ, è òîãäà áàçèñû e1, . . . , en è ε1, . . . , εn áóäóò
âçàèìíî äâîéñòâåííûìè.

Ïðèìåð: äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Kn[x] ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
ïîëÿ K îò ïåðåìåííîé x ∈ K. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå x = x0, è êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó
p(x) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî p(x) 7→ p(x0) ∈ K. Êàæäîå x0 çàäàåò ñâîå îòîáðàæåíèå
evx0 : Kn[x] → K. Ò.ê.

evx0(p(x) + q(x)) = p(x0) + q(x0) = evx0(p(x)) + evx0(q(x))

è evx0(λp(x)) = λevx0(p)x, òî îòîáðàæåíèå evx0 ëèíåéíî äëÿ êàæäîãî x0. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäîå çíà÷åíèå x0 çàäàåò ýëåìåíò evx0 äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Kn[x]

′.

Ëåììà 44. Åñëè x0, x1, . . . , xn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, òî evx0 , evx1 , . . . , evxn

áóäåò áàçèñîì â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Kn[x]
′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íàì óäàñòñÿ ïîñòðîèòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Kn[x], êîòîðûé
áóäåò äâîéñòâåííûì ê evx0 , evx1 , . . . , evxn , òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî evx0 , evx1 , . . . , evxn

áóäåò äâîéñòâåííûì ê áàçèñó â Kn[x], ò.å. áóäåò áàçèñîì â Kn[x]
′. Ïîñòðîèì òàêîé áàçèñ:

Íàì íóæíî íàéòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû p0(x), p1(x), . . . , pn(x), ÷òî evxi
(pj(x)) = δji , ò.å. çíà-

÷åíèå i-é ôóíêöèè evxi
íà âñåõ áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíàõ, êðîìå pi(x), ðàâíî 0, à íà pi(x) ðàâíî

1. Ýòè ìíîãî÷ëåíû ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó
Ëàãðàíæà:

pi(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Äîêàæåì, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû îáðàçóþò áàçèñ.
1) ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü: p(x) = λip

i(x) = 0 òîëüêî, åñëè âñå λi = 0, ò.ê. p(xi) = λi ∀i.
2) ìàêñèìàëüíîñòü: âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí p(x), òîãäà p(x) = p(xi)p

i(x), ò.å.
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ pi(x).
(çäåñü, ñîãëàñíî òåíçîðíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó

i).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî p0(x), p1(x), . . . , pn(x) � áàçèñ â Kn[x], à çíà÷èò äâîé-

ñòâåííûé ê íåìó áàçèñ evx0 , evx1 , . . . , evxn áóäåò áàçèñîì â Kn[x]
′. �

Åâêëèäîâû è óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 45. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè
íà íåì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f : V × V → R äâóõ àðãóìåíòîâ (îáîçíà÷àåòñÿ f(a, b) = (a, b)
è íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó: (a, b + λc) = (a, b) + λ(a, c) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ V ,

λ ∈ R;
2) ñèììåòðè÷íîñòü: (b, a) = (a, b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ V ;
3) ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü: (a, a) > 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ V , ïðè÷åì, åñëè (a, a) = 0,

òî a = 0.

Âèäíî, ÷òî áëàãîäàðÿ âòîðîìó ñâîéñòâó ýòà ôóíêöèÿ òàêæå áóäåò ëèíåéíîé è ïî ïåðâîìó
àðãóìåíòó, ò.å. îíà áèëèíåéíà.



Îïðåäåëåíèå 46. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì C íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì, åñëè
íà íåì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f : V × V → C äâóõ àðãóìåíòîâ (îáîçíà÷àåòñÿ f(a, b) = (a, b),
íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó: (a, b + λc) = (a, b) + λ(a, c) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ V ,

λ ∈ C;
2) ýðìèòîâîñòü: (b, a) = (a, b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ V ;
3) ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü: (a, a) > 0, ïðè÷åì, åñëè (a, a) = 0, òî a = 0. Ò.ê.

(a, a) = (a, a) (ñâîéñòâî 2), òî ÷èñëî (a, a) âåùåñòâåííî, è íåðàâåíñòâî (a, a) > 0 èìååò
ñìûñë.

Èñïîëüçóÿ âòîðîå ñâîéñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî (a + λb, c) = (a, c) + λ(b, c), ò.å. îíà
ïîëó(àíòè)ëèíåéíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé.
Ïðèìåð:
Ïóñòü V = R[t] � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R (ýòî îäèí èç íåìíîãèõ ñëó-

÷àåâ, êîãäà êîíå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè è íå îáÿçàòåëüíî
îãðàíè÷èâàòüñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè), âîçüìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñëà a, b, a < b. Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ p(t), q(t)

ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: (p(t), q(t)) =
∫ b

a
p(t)q(t) dt. Òî, ÷òî âûïîëíåíû ïåðâûå äâà óñëîâèÿ

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñðàçó âûòåêàåò èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà, ïðîâåðèì ïîëîæèòåëüíóþ

îïðåäåëåííîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, (p(t), p(t)) =
∫ b

a
p2(t) dt > 0, èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëü-

íîé ôóíêöèè íåîòðèöàòåëåí, ïðè÷åì, åñëè
∫ b

a
p2(t) dt = 0, òî p(t) ≡ 0. Àíàëîãè÷íî, äëÿ

ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé

(p(t), q(t)) =
∫ b

a
p(t)q(t) dt.

Îïðåäåëåíèå 47. Äëèíîé âåêòîðà a â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî |a| =

√
(a, a).

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê. (a, a) > 0.

Ëåììà 48 (Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ a, b åâêëèäîâà
èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |(a, b)| 6 |a| · |b|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî � âåùåñòâåííîãî � ñëó÷àÿ. Ðàññìîòðèì

ñêàëÿðíûé êâàäðàò (a−λb, a−λb) > 0, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ λ ∈ R èìååì êâàäðàòè÷íîå
íåðàâåíñòâî (a, a)− 2λ(a, b)+λ2(b, b) > 0, ñëåäîâàòåëüíî äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî
òðåõ÷ëåíà íåïîëîæèòåëüíûé, ò.å. (a, b)2 − (a, a)(b, b) 6 0. Ïåðåíîñÿ (a, a)(b, b) â ïðàâóþ
÷àñòü è èçâëåêàÿ êîðåíü, ïîëó÷àåì èñêîìîå íåðàâåíñòâî.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîìïëåêñíîìó ñëó÷àþ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå λ ∈ C. Òîãäà

(a− λb, a− λb) = (a, a)− λ(b, a)− λ(a, b) + |λ|2(b, b) > 0.

Ò.ê. (a, b) � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî äëÿ íåêîòîðîãî óãëà φ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (a, b) =
|(a, b)|eiφ. Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òåìè λ, äëÿ êîòîðûõ λeiφ = µ ∈ R, òîãäà íàø ñêàëÿðíûé
êâàäðàò ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(a− λb, a− λb) = (a, a)− 2µ|(a, b)|+ µ2(b, b).

Äàëåå, äåéñòâóÿ, êàê â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì íóæíûé ðåçóëüòàò. �

Ëåììà 49 (Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ a, b åâêëèäîâà èëè
ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |a+ b| 6 |a|+ |b|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî (a, b) + (b, a) 6

2|a| · |b|. Äîáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà (a, a) + (b, b), ïîëó÷èì

|a+ b|2 = (a+ b, a+ b) = (a, a) + (b, b) + (a, b) + (b, a) 6 (a, a) + (b, b) + 2|a| · |b| = (|a|+ |b|)2,
îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. �



Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè

Îïðåäåëåíèå 50. Äâà âåêòîðà a, b íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (a ⊥ b), åñëè (a, b) = 0.
Ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, . . . , en íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè (ei, ej) = δij, ò.å. åñëè
âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è äëèíà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 1.

Ëåììà 51. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ1e1 + . . . + λnen = 0. Óìíîæèì ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà (ñëåâà) íà âåêòîð ei: (ei, λ1e1 + . . .+ λnen) = λ1(ei, e1) + . . .+ λn(ei, en) = λi = 0.
�
Ïóñòü e1, . . . , ej � íåêîòîðàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Vi ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ïåðâûõ i âåêòîðîâ, Vi = ⟨e1, . . . , ei⟩, è ïîëó÷èì ðàñøèðÿþùóþñÿ
öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vj.

Ëåììà 52. Ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ a1, . . . , aj, ÷òî
äëÿ êàæäîãî íîìåðà i ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ⟨a1, . . . , ai⟩ ñîâïàäàåò ñ Vi.

Äîêàçàòåëüñòâî. (èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåêòîðîâ)
1) Ïðè j = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
2) Ïóñòü ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ êîëè÷åñòâà âåêòîðîâ, ðàâíîãî j, äîêàæåì åãî

äëÿ j + 1. Ò.ê. óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ j âåêòîðîâ, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû
a1, . . . , aj ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè óæå ïîñòðîåíû. Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-
öèè, ⟨a1, . . . , aj⟩ = ⟨e1, . . . , ej⟩, ñðåäè âåêòîðîâ a1, . . . , aj íå ìîæåò áûòü íóëåâîãî âåêòîðà
(èíà÷å dim⟨a1, . . . , aj⟩ < j = dim⟨e1, . . . , ej⟩).
Ïîñòðîèì âåêòîð aj+1 â âèäå

aj+1 = ej+1 + λ1a1 + . . .+ λjaj. (3)

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ a1, . . . , aj+1 ñîâïàäàåò ñ ⟨e1, . . . , ej+1⟩ ïðè ëþáûõ λi, ïîýòîìó
ìû áóäåì ïîäáèðàòü êîýôôèöèåíòû λi òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (aj+1, ai) = 0 äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , j. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé (3) íà ai ñëåâà:

0 = (ai, aj+1) = (ai, ej+1) + λ1(ai, a1) + . . .+ λj(ai, aj).

Ïîñêîëüêó (ai, ak) = 0 ïðè k ̸= i ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, òî 0 = (ai, ej+1) + λi(ai, ai),

ñëåäîâàòåëüíî λi = − (ai,ej+1)

(ai,ai)
(çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, ò.ê. ai ̸= 0). �

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåêòîð aj+1, íàäî èç âåêòîðà ej+1 âû÷åñòü åãî îðòîãî-
íàëüíûå ïðîåêöèè íà âåêòîðû a1, . . . , aj. Ýòîò ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
Ãðàìà�Øìèäòà.
Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ïðèìåíèì ê íåìó ïðîöåññ îðòî-

ãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà è ïîëó÷èì äðóãîé áàçèñ V , a1, . . . , an. Ýòî, äåéñòâèòåëüíî,
áàçèñ, ò.ê. èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî ðàçìåðíîñòè V , è, ïîñêîëüêó ⟨a1, . . . , an⟩ = V , îíè ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Ëåììà 53. Ìàòðèöà C ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó a1, . . . , an âåðõíåòðå-
óãîëüíàÿ, ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ⟨e1, . . . , ej⟩ = ⟨a1, . . . , aj⟩, äëÿ ëþáûõ λ1, . . . , λj ∈ K ñó-
ùåñòâóþò òàêèå µ1, . . . , µj ∈ K, ÷òî λ1a1 + · · ·+ λjaj = µ1e1 + · · ·+µjej. Òîãäà ôîðìóëà (3)
ïðèìåò âèä

aj+1 = ej+1 + µ1e1 + · · ·+ µjej,



ò.å.

a1 = e1;

a2 = e2 + µ1
2e1;

a3 = e3 + µ1
3e1 + µ2

3e2;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an = en + µ1

ne1 + · · ·+ µn−1
n en−1.

Çíà÷èò, ìàòðèöà ïåðåõîäà èìååò âèä

C =


1 µ1

2 µ1
3 µ1

4

... µ1
n

0 1 µ2
3 µ2

4

... µ2
n

0 0 1 µ3
4

... µ3
n

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 1

 .

�

Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû. QR-ðàçëîæåíèå

Îïðåäåëåíèå 54. Áàçèñ e1, . . . , en åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíûì, åñëè (ei, ej) = 0 ïðè i ̸= j. Îí íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè îí
îðòîãîíàëüíûé è (ei, ei) = 1, i = 1, . . . , n.

Åñëè e1, . . . , en � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, òî áàçèñ ẽ1, . . . , ẽn, ãäå ẽi =
1√

(ei,ei)
ei, i = 1, . . . , n,

� îðòîíîðìèðîâàííûé.

Îïðåäåëåíèå 55. Ìàòðèöà C ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè

CtC = E. Ìàòðèöà C ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè C
t
C = E

(çäåñü ÷åðåç C îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû C çàìåíîé âñåõ ýëåìåíòîâ íà
èõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå).

Ëåììà 56. Ïóñòü e1 . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà (ýðìèòîâà) ïðî-
ñòðàíñòâà V , ìàòðèöà C � ìàòðèöà ïåðåõîäà ê áàçèñó ẽ1, . . . , ẽn. Áàçèñ ẽ1, . . . , ẽn îðòî-
íîðìèðîâàííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà C îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C =

c11 · · · c1n
...

. . .
...

cn1 · · · cnn

. Òîãäà ẽi = cjiej, ẽk = clkel, ïîýòîìó

(ẽi, ẽk) = (cjiej, c
l
kel) = cjic

l
k(ej, el) =

∑n
j=1 c

j
ic

j
k. Îðòîíîðìèðîâàííîñòü áàçèñà ẽ1, . . . , ẽn ðàâ-

íîñèëüíà òîìó, ÷òî
∑n

j=1 c
j
ic

j
k = 0 ïðè i ̸= k, è

∑n
j=1 c

j
ic

j
i = 1, i = 1, . . . , n. Íî

∑n
j=1 c

j
ic

j
k �

ýòî ýëåìåíò ìàòðèöû C
t
C ñ èíäåêñàìè i è k.

�
Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû � ýòî ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îðòî-

íîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê îðòîíîðìèðîâàííîìó.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñòîëáöû ìàòðèöû êàê êîîðäèíàòû âåêòîðîâ (çàïèñàííûå â îðòîíîð-

ìèðîâàííîì áàçèñå), òî ýòà ìàòðèöà îðòîãîíàëüíà (óíèòàðíà), åñëè ýòè âåêòîðà-ñòîëáöû
îðòîíîðìèðîâàíû.



Òåîðåìà 57. Ëþáàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà C äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ C = QR, ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà, à R �
âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îáðàòèìîñòü C ïîç-
âîëÿåò åå ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó ïåðåõîäà ê íåêîòîðîìó äðóãîìó áàçèñó ẽ1, . . . , ẽn.
Ïðèìåíèì ê áàçèñó ẽ1, . . . , ẽn ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðîãî ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ã1, . . . , ãn. Íîðìàëèçóåì åãî, è ïîëó÷èì óæå îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ a1, . . . , an. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà ẽ1, . . . , ẽn ê áàçè-
ñó ã1, . . . , ãn âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà
ẽ1, . . . , ẽn ê áàçèñó a1, . . . , an òîæå âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, íî íà äèàãîíàëè ìîãóò áûòü ïðîèç-
âîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà (ò.ê. ìû äåëèëè âåêòîðà ãi íà èõ äëèíû)). Îáîçíà÷èì ýòó
ìàòðèöó ÷åðåç T .
Èòàê, (ẽ1, . . . , ẽn) = (e1, . . . , en)C, (a1, . . . , an) = (ẽ1, . . . , ẽn)T . Îòñþäà (a1, . . . , an) =

(e1, . . . , en)CT . Ïîñêîëüêó áàçèñ a1, . . . , an îðòîíîðìèðîâàííûé, ìàòðèöà CT , ñëóæàùàÿ
ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííî-
ìó, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé). Îáîçíà÷èì åå Q. Òîãäà CT = Q. Îáîçíà÷èì
òàêæå R = T−1. Òîãäà C = QR. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê âåðõíåòðåóãîëüíîé, òàêæå âåðõíå-
òðåóãîëüíà, è íà åå äèàãîíàëè òàêæå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ. Îñòàåò-

ñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü C = Q1R1 = Q2R2, ãäå Q1, Q2 îðòîãîíàëüíûå (óíè-
òàðíûå), à R1, R2 âåðõíåòðåóãîëüíûå ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè. Òîãäà
Q−1

2 Q1 = R2R
−1
1 . Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàê îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàò-

ðèöû, òàê è âåðõíåòðåóãîëüíûå ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè, îáðàçóþò ãðóï-
ïó, ò.å. îáðàòíûå ýëåìåíòû è ïðîèçâåäåíèÿ ïðèíàäëåæàò ýòîé æå ãðóïïå. Òàêèì îáðàçîì,
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q = Q−1

2 Q1 ðàâíà âåðõíåòðåóãîëüíîé ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëà-
ìè íà äèàãîíàëè R = R2R

−1
1 . Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) è âåðõíåòðåóãîëüíîé ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè, ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Ðàññìòîðèì òàêóþ ìàòðèöó

Q =


q11 q12 q13 · · · q1n
0 q22 q23 · · · q2n
0 0 q33 · · · q3n
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · qnn

. Åå îðòîãîíàëüíîñòü (óíèòàðíîñòü) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð-

ñòîëáöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Åäèíè÷íàÿ äëèíà ïåðâîãî ñòîëáöà îçíà÷àåò,
÷òî q11 = 1 (íàïîìíèì, ÷òî íà äèàãîíàëè äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà). Îðòîãî-
íàëüíîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöîâ äàåò q12 = 0. Îðòîãîíàëüíîñòü òðåòüåãî ñòîëáöà ñ
ïåðâûì è âòîðûì äàåò q13 = q23 = 0 è ò.ä.

�

Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

Îïðåäåëåíèå 58. Ïóñòü V ⊂ W � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì V ⊥ ê V â W íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ âñåì âåêòîðàì èç V , ò.å. V ⊥ = {w ∈ W : (v, w) = 0 ∀v ∈ V }.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî V ⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, à íå ïðîñòî ïîä-
ìíîæåñòâîì.

Ëåììà 59. W = V ⊕ V ⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , ek � áàçèñ â V , äîïîëíèì åãî äî áàçèñà âñåãî ïðî-
ñòðàíñòâà W âåêòîðàìè ek+1, . . . , en. Ïðèìåíèâ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà,



ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ a1, . . . , ak, ak+1, . . . , an â W , ïðè÷åì åãî ïåðâàÿ ÷àñòü áóäåò
áàçèñîì â V , ò.ê. ⟨a1, . . . , ak⟩ = ⟨e1, . . . , ek⟩ = V . Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû ak+1, . . . , an îáðà-
çóþò áàçèñ â V ⊥. Ïóñòü v ∈ V ⊥, v = ν1a1 + . . .+ νkak + νk+1ak+1 + . . .+ νnan � ðàçëîæåíèå
âåêòîðà v ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà W . Êîýôôèöèåíòû ν1, . . . , νk äîëæíû áûòü íóëåâûìè,
òàê êàê èíà÷å âåêòîð v íå áûë áû îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì a1, . . . , ak. Âåðíî è îáðàòíîå:
åñëè ïåðâûå k êîîðäèíàò êàêîãî-òî âåêòîðà â áàçèñå a1, . . . , an ðàâíû íóëþ, òî ýòîò âåêòîð
ïðèíàäëåæèò V ⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð w ∈ W ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ � èç V è èç V ⊥: w = λ1a1 + . . .+ λkak︸ ︷︷ ︸

∈V

+λk+1ak+1 + . . .+ λnan︸ ︷︷ ︸
∈V ⊥

,

ò.å. W = V + V ⊥.
Äîêàæåì, ÷òî ýòà ñóììà ïðÿìàÿ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ V ∩V ⊥. Ò.ê. v ∈ V ⊥,

òî (v, w) = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà w ∈ V . Ïîñêîëüêó v ∈ V , ìû ìîæåì â êà÷åñòâå w âçÿòü
ñàì âåêòîð v, òîãäà (v, v) = 0, çíà÷èò, v = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò òîëüêî
èç íóëåâîãî âåêòîðà, è ñóììà � ïðÿìàÿ. �
Èç ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìóþ ñóììó W = V ⊕ V ⊥ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé âåêòîð a ∈ W ìîæíî

åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâèòü â âèäå a = a0 + a⊥, ãäå a0 ∈ V , a⊥ ∈ V ⊥. Âåêòîð
a0 íàçûâàåòñÿ (îðòîãîíàëüíîé) ïðîåêöèåé âåêòîðà a íà ïîäïðîñòðàíñòâî V , à âåêòîð a⊥
íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà a.
Ïóñòü èìååòñÿ äðóãîå ðàçëîæåíèå âåêòîðà a: a = a1 + a2, ãäå a1 ∈ V , (à íà a2 äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèé íåò), òîãäà èìååò ìåñòî

Ëåììà 60. |a2| > |a⊥|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a0 − a1 = b ∈ V , òîãäà a = a1 + a2 = a0 − (a0 − a1) + a2 =

a0 + (a2 − b), ñëåäîâàòåëüíî, a2 − b = a⊥, ò.å. a2 = a⊥ + b. Òîãäà (a2, a2) = (a⊥, a⊥) +
2 (a⊥, b)︸ ︷︷ ︸

=0

+(b, b) > (a⊥, a⊥), îòêóäà ïîëó÷àåì |a2| > |a⊥|. �

Îïðåäåëåíèå 61. Óãëîì ìåæäó äâóìÿ íåíóëåâûìè âåêòîðàìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà (â, b) := arc cos (a,b)
|a|·|b| .

Âèäíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê. −1 6 (a,b)
|a|·|b| 6 1, è íå ïðîòèâîðå÷èò çäðàâîìó

ñìûñëó, ò.å. óãîë ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðà êîëëèíåàðíû, è óãîë �
ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðà îðòîãîíàëüíû.
Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ãåîìåòðèÿ àíàëîãè÷íà îáû÷íîé ãåîìåòðèè. Òàê, íàïðèìåð, â ïðÿ-

ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñ îäèíàêîâîé ãèïîòåíóçîé, ÷åì áîëüøå óãîë, òåì áîëüøå ïðî-
òèâîëåæàùèé êàòåò.

Ëåììà 62. Ïóñòü c = a1+b1 = a2+b2, a1 ⊥ b1, a2 ⊥ b2 è |b1| < |b2|. Òîãäà (â1, c) < (â2, c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó (ai, c) = (ai, ai + bi) = |ai|2, i = 1, 2, òî cos(âi, c) =
|ai|
|c| , à

èç òåîðåìû Ïèôàãîðà sin(âi, c) =
|bi|
|c| , ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 63. (îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è ðàíåå) (â, a0) 6 (â, a1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì òàêîå ÷èñëî λ, ÷òîáû âåêòîð λa1 áûë áû îðòîãîíàëåí âåê-
òîðó b = a− λa1:

(λa1, a− λa1) = 0 ⇔ (a1, a− λa1) = 0 ⇔ (a1, a)− λ (a1, a1)︸ ︷︷ ︸
̸=0

= 0 ⇔ λ =
(a1, a)

(a1, a1)
.

Åñëè (a1, a) 6 0, òî óãîë (â, a1) > π/2 è óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè (a1, a) > 0, òî λ > 0
è óãîë ìåæäó a è a1 ðàâåí óãëó ìåæäó a è λa1. Ïðèìåíèâ ïðåäûäóùóþ ëåììó, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �



Îïðåäåëåíèå 64. Ðàññòîÿíèåì d(a, V ) îò âåêòîðà a äî ïîäïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ
íàèìåíüøåå èç âñåõ âîçìîæíûõ äëèí âåêòîðîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåêòîðû (òî÷êè) ïîäïðî-

ñòðàíñòâà V ñ äàííûì âåêòîðîì, ò.å. d(a, V ) := mina1∈V |a − a1|. Óãëîì (â, V ) ìåæäó âåê-
òîðîì a è ïîäïðîñòðàíñòâîì V íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé èç âñåõ óãëîâ ìåæäó âåêòîðîì a

è ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì a1 ∈ V , ò.å. (â, V ) := mina1∈V (â, a1).

Î÷åâèäíî, ÷òî d(a, V ) = |a⊥| � ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíî äëèíå

îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïðè ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî, à (â, V ) = (â, a0)
� óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàâåí óãëó ìåæäó âåêòîðîì è åãî ïðîåêöèåé
íà äàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Äîïóñòèì, ÷òî ìû èññëåäóåì êàêîå-íèáóäü ïðèðîäíîå ÿâëåíèå è õîòèì îïèñàòü åãî ëèíåé-
íîé ôîðìóëîé, ò.å. ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàêàÿ-òî âåëè÷èíà b ëèíåéíî çàâèñèò îò äðóãèõ
� a1, . . . , an, è õîòèì ïîëó÷èòü ýòó çàâèñèìîñòü b = a1x

1 + . . . + anx
n, ò.å. óçíàòü íåèç-

âåñòíûå êîýôôèöèåíòû x1, . . . , xn. Ìû äåëàåì m èçìåðåíèé (äëÿ òî÷íîñòè áåðåì m > n)

è ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
a11x

1 + . . .+ a1nx
n = b1

. . . . . . . . .
am1 x

1 + . . .+ amn x
n = bm

. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà ïåðåîïðå-

äåëåííàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó íàì íàäî íàéòè íàèáîëåå ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå x1, . . . , xn â òîì ñìûñëå, ÷òî îòêëîíåíèå çíà÷åíèé bj îò cj = aj1x

1 + . . .+ ajnx
n áó-

äåò íàèìåíüøèì. Â êà÷åñòâå îòêëîíåíèÿ óäîáíî ðàññìîòðåòü êîðåíü èç ñóììû êâàäðàòîâ
îòêëîíåíèé êîîðäèíàò

√
(b1 − c1)2 + . . .+ (bm − cm)2 = |b − c|, ÷òî ðàâíî äëèíå âåêòîðà

b− c. Áóäåì èñêàòü òàêîå ïñåâäî-ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì âåêòîðû

a1 =

 a11
...
am1

 , . . . , an =

 a1n
...
amn

 , b =

 b1

...
bm

 .

Ïóñòü V = ⟨a1, . . . , an⟩. Îáû÷íî m íàìíîãî áîëüøå n, è âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Åñëè îíè âñå-òàêè ëèíåéíî çàâèñèìû, ñëåäóåò îòáðîñèòü êàêîå-òî èõ êîëè÷åñòâî,
÷òîáû îñòàâøèåñÿ îáðàçîâàëè áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî óæå ñäå-
ëàíî, è âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ñïðîåêòèðóåì âåêòîð b íà ïîäïðîñòðàíñòâî V . Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå b = b0 + b⊥, è, êàê

ìû äîêàçàëè ðàíåå, |b⊥| = |b − b0| áóäåò íàèìåíüøåé äëèíîé âåêòîðîâ, ñîåäèíÿþùèõ b ñ
V , ò.å. b0 îïðåäåëÿåò èñêîìîå ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííîå ïñåâäî-ðåøåíèå. ×òîáû íàéòè
åãî, ðàçëîæèì âåêòîð b0 ïî áàçèñó ïîäïðîñòðàíñòâà V , b0 = x1a1 + . . .+ xnan. Òîãäà, âçÿâ
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ âåêòîðàìè áàçèñà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(a1, x
1a1 + . . .+ xnan) = (a1, b)

. . . . . . . . . . . .

(an, x
1a1 + . . .+ xnan) = (an, b),

ò.å. íàäî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (óæå êâàäðàòíóþ):{
(a1, a1)x

1 + . . .+ (a1, an)x
n = (a1, b)

. . . . . . . . .
(an, a1)x

1 + . . .+ (an, an)x
n = (an, b).

Ðåøèâ åå, íàéäåì êîîðäèíààòû x1, . . . , xn âåêòîðà b0, êîòîðûå è åñòü íàøå ïñåâäî-ðåøåíèå.



Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

G = G(a1, . . . , an) =

 (a1, a1) . . . (a1, an)
...

. . .
...

(an, a1) . . . (an, an)


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà. Äàëåå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ,
êîãäà âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïàðàëëåëåïèïåäû. Ìàòðèöà Ãðàìà

Îïðåäåëåíèå 65. Ïóñòü a1, . . . , an � ñèñòåìà âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .
Ïàðàëëåëåïèïåäîì, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû a1, . . . , an íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (òî-
÷åê) Π(a1, . . . , an) = {c ∈ V : c = x1a1 + . . .+ xnan, 0 6 x1, . . . , xn 6 1}.

Îïðåäåëåíèå 66. Îïðåäåëèì n-ìåðíûé îáúåì Voln ïàðàëëåëåïèïåäà Π(a1, . . . , an) èí-
äóêòèâíî:
1) îäíîìåðíûé îáúåì Vol1Π(a1) := |a1| � ýòî äëèíà âåêòîðà;
2)

Voln Π(a1, . . . , an) := Voln−1Π(a1, . . . , an−1) · d(an, ⟨a1, . . . , an−1⟩).

Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåì åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ,
ò.å. íåçàâèñèìîñòü îáúåìà îò ïîðÿäêà âåêòîðîâ ïðè èíäóêòèâíîì ïåðåõîäå, âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 67. (Voln Π(a1, . . . , an))
2 = detG(a1, . . . , an).

Äîêàçàòåëüñòâî. (ïî èíäóêöèè)
1) Ïðè n = 1, î÷åâèäíî, |a1|2 = (a1, a1).
2) Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ðàçìåðíîñòè n − 1, äîêàæåì åãî äëÿ ðàçìåðíîñòè n.

Ñïðîåêòèðóåì âåêòîð an íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ a1, . . . , an−1: an = (an)0+(an)⊥ =
λ1a1 + . . . + λn−1an−1 + b, ãäå b = (an)⊥ (ò.å. b îðòîãîíàëåí âåêòîðàì a1, . . . , an−1) è |b| =
d(an, ⟨a1, . . . , an−1⟩). Èìååì:



detG(a1, . . . , an) = det

 (a1, a1) . . . (a1, an)
...

. . .
...

(an, a1) . . . (an, an)

 =

= det

 (a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, λ1a1 + . . .+ λn−1an−1 + b)
...

. . .
...

...
(an, a1) . . . (an, an−1) (an, λ1a1 + . . .+ λn−1an−1 + b)

 =

= det

 (a1, a1) . . . (a1, an−1) λ1(a1, a1) + . . .+ λn−1(a1, an−1) + (a1, b)
...

. . .
...

...
(an, a1) . . . (an, an−1) λ1(an, a1) + . . .+ λn−1(an, an−1) + (an, b)

 =

= λ1 det

 (a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, a1)
...

. . .
...

...
(an, a1) . . . (an, an−1) (an, a1)


︸ ︷︷ ︸

=0

+ . . .

. . .+ λn−1 det

 (a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, an−1)
...

. . .
...

...
(an, a1) . . . (an, an−1) (an, an−1)


︸ ︷︷ ︸

=0

+

+det

 (a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, b)
...

. . .
...

...
(an, a1) . . . (an, an−1) (an, b)

 =

= det



(a1, a1) . . . (a1, an−1) (a1, b)︸ ︷︷ ︸
=0

...
. . .

...
...

(an−1, a1) . . . (an−1, an−1) (an−1, b)︸ ︷︷ ︸
=0

(an, a1) . . . (an, an−1) (an, b)︸ ︷︷ ︸
=(b,b)


=

= det

 (a1, a1) . . . (a1, an−1)
...

. . .
...

(an−1, a1) . . . (an−1, an−1)

 · (b, b) = detG(a1, . . . , an−1) · |b|2 =

= (Voln−1Π(a1, . . . , an−1))
2 · |b|2 = (Voln Π(a1, . . . , an))

2.

Ëåììà 68. Âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
detG(a1, . . . , an) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåêòîðû a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû, òî, áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî an = λ1a1 + . . . + λn−1an−1. Òîãäà Voln Π(a1, . . . , an) =
Voln−1 Π(a1, . . . , an−1) · d(an, ⟨a1, . . . , an−1⟩)︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå,

detG(a1, . . . , an) = 0.
Ïóñòü òåïåðü detG(a1, . . . , an) = 0. Ïîêàæåì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ a1, . . . , an.

Åñëè a1 = 0, òî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 ̸= 0, è ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

0 ̸= Vol1 Π(a1),Vol2(a1, a2, ), . . . ,Voln Π(a1, . . . , an) = 0.



Ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð k, ÷òî Volk−1Π(a1, . . . , ak−1) ̸= 0, à Volk Π(a1, . . . , ak)=0. Ò.ê.
Volk Π(a1, . . . , ak) = Volk−1 Π(a1, . . . , ak−1) · d(ak, ⟨a1, . . . , ak−1⟩), òî d(ak, ⟨a1, . . . , ak−1⟩) = 0,
ò.å. ak ∈ ⟨a1, . . . , ak−1⟩. Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîðû a1, . . . , ak, à ,çíà÷èò, è a1, . . . , an, ëèíåéíî
çàâèñèìû. �
Ïóñòü V � åâêëèäîâî èëè ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî, a1, . . . , an è b1, . . . , bn � äâà áàçèñà â

ïðîñòðàíñòâå V , è C =

 c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

 � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà ê âòîðîìó.

Ïîñìîòðèì, êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû Ãðàìà G = G(a1, . . . , an) è G′ = G(b1, . . . , bn). Ïîñêîëüêó

bk = cikai è ýëåìåíòû ìàòðèöû G′ ðàâíû g′ij = (bi, bj) = (cki ak, c
l
jal) = cki (ak, al)c

l
j = cki gklc

l
j,

òî G′ = C
t
GC. Åñëè áàçèñ a1, . . . , an áûë îðòîíîðìèðîâàííûì, òî G = E =

 1 0
. . .

0 1


è G′ = C

t
C.

Ëåììà 69. Ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà G ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà äëÿ íåêî-
òîðîãî íàáîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà C, ÷òî G = C
t
C.

Äîêàçàòåëüñòâî.
⇒: ïóñòü G = G(a1, . . . , an), âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ïóñòü C

� ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ýòîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â áàçèñ a1, . . . , an, òîãäàG = C
t
C.

⇐: ïóñòü G = C
t
C, òîãäà C ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò íåêîòîðîãî îðòî-

íîðìèðîâàííîãî áàçèñà a1, . . . , an ê áàçèñó b1, . . . , bn, è òîãäà G � ýòî ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ
âåêòîðîâ b1, . . . , bn. �

Áèëèíåéíûå ôóíêöèè (ôîðìû)

Îïðåäåëåíèå 70. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Ôóíêöèÿ g : V ×
V → K íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé, åñëè îíà ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, ò.å.

g(a1 + a2, b) = g(a1, b) + g(a2, b) ∀a1, a2, b ∈ V ;

g(λa, b) = λg(a, b) ∀a, b ∈ V, λ ∈ K;

g(a, b1 + b2) = g(a, b1) + g(a, b2) ∀a, b1, b2 ∈ V ;

g(a, λb) = λg(a, b) ∀a, b ∈ V, λ ∈ K.

Åñëè âûáðàòü áàçèñ e1, . . . , en â ïðîñòðàíñòâå V , òî áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ ìîæíî çà-
ïèñàòü ìàòðèöåé G = (gij), ãäå gij = g(ei, ej). Ïðè÷åì (åñëè áàçèñ çàôèêñèðîâàí), òî
ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè è áèëè-
íåéíûìè ôóíêöèÿìè, ò.å. ëþáàÿ ìàòðèöà çàäàåò êàêóþ-òî ôóíêöèþ è ðàçíûå ìàòðèöû
çàäàþò ðàçíûå ôóíêöèè.
Ïðèìåð.
Åñëè g(a, b) = (a, b) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî

g áóäåò áèëèíåéíîé ôóíêöèåé, à åå ìàòðèöà G áóäåò ïðîñòî ìàòðèöåé Ãðàìà. Ïîýòîìó íà
ìàòðèöó áèëèíåéíîé ôóíêöèè ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îáîáùåíèå ìàòðèöû Ãðàìà.
Åñëè G � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè g, òî çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà äâóõ ëþáûõ

âåêòîðàõ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå g(x, y) = g(xiei, y
jej) = xig(ei, ej)y

j = xigijy
j èëè,



â ìàòðè÷íîé ôîðìå

g(x, y) = (x1 . . . xn)G

 y1

...
yn

 .

Ïðè çàìåíå áàçèñà e′k = cikei, ãäå C = (cik) � ìàòðèöà ïåðåõîäà, ìàòðèöà áèëèíåéíîé
ôóíêöèè èçìåíèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g′kl = g(e′k, e
′
l) = g(cikei, c

j
l ej) = cikg(ei, ej)c

j
l = cikgijc

j
l ,

ò.å. G′ = CtGC, ãäå G′ � ìàòðèöà òîé æå áèëèíåéíîé ôóíêöèè â íîâîì áàçèñå.
Íà ìíîæåñòâå áèëèíåéíûõ ôóíêöèé ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ñòðóêòó-

ðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (íàä òåì æå ïîëåì K), ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
áóäåò n2, ãäå n = dimV . Îáîçíà÷àåòñÿ îíî B(V ). Î÷åâèäíî, ÷òî B(V ) ∼= Mat(n× n).

Îïðåäåëåíèå 71. Ðàíãîì áèëèíåéíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ðàíã åå ìàòðèöû â ïðîèç-
âîëüíîì áàçèñå, rk g = rkG.

Ôîðìóëû ïåðåõîäà ê äðóãîìó áàçèñó ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ìàòðèöà ïåðåõîäà C îáðàòèìà, rkCtGC = rkG.

Îïðåäåëåíèå 72. Ëåâûì ÿäðîì áèëèíåéíîé ôóíêöèè g ∈ B(V ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
GL = {a ∈ V : g(a, b) = 0 ∀b ∈ V }. Ïðàâûì ÿäðîì áèëèíåéíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî GR = {a ∈ V : g(b, a) = 0 ∀b ∈ V }.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà GL è GR ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V .

Ëåììà 73. Ðàçìåðíîñòè ëåâîãî è ïðàâîãî ÿäåð ñîâïàäàþò è ðàâíû dimGL = dimGR =
dimV − rk g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì â ìàòðè÷íîé ôîðìå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà x =
(x1 . . . xn) ëåâîìó ÿäðó GL:

x = (x1 . . . xn) ∈ GL ⇔ (x1 . . . xn)G

 y1

...
yn

 = 0, ∀

 y1

...
yn

 .

Ðàññìîòðèì ñòðîêó (x1 . . . xn)G = (u1 . . . un). Äëÿ íåå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ∑n
i=1 u

iyi = 0 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé (y1 . . . yn), â ÷àñòíîñòè è äëÿ íàáîðà
y1=0, . . . , yk−1=0, yk=1, yk+1=0, . . . , yn=0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî uk = 0, à â ñèëó ïðîèç-
âîëüíîñòè âûáîðà íîìåðà k ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿ ñòðîêà (u1 . . . un) = (x1 . . . xn)G ÿâëÿåòñÿ
íóëåâîé. Òðàíñïîíèðóåì ðàâåíñòâî (x1 . . . xn)G = 0:

x = (x1 . . . xn) ∈ GL ⇔ Gt

 x1

...
xn

 = 0.

Íàõîäèì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ïîñëåäíåé ñèñòåìû:

dimGL = dimV − rkGt = dimV − rkG = dimV − rk g.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿÿ ïðàâîìó ÿäðó GR ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé è
âû÷èñëÿÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà åå ðåøåíèé, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî. �



Îïðåäåëåíèå 74. Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè dimGL =
dimGR = 0 (ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî detG ̸= 0 èëè rk g = dimV ).

Ïðèìåðû:

1) ïóñòü G =

(
0 1
0 0

)
. Íàéäåì ëåâîå è ïðàâîå ÿäðî: g(a, b) = (a1 a2)

(
0 1
0 0

)(
b1

b2

)
=

a1b2. Ñëåäîâàòåëüíî, GL = ⟨e2⟩ è GR = ⟨e1⟩, ãäå e1, e2 � áàçèñ.
2) áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íåâûðîæäåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, íî áûòü âû-

ðîæäåííîé íà ïîäïðîñòðàíñòâå! Íàïðèìåð, ïóñòü G =

(
−1 0
0 1

)
, ðàññìîòðèì âåêòîð

a =

(
1
1

)
è ïîäïðîñòðàíñòâî V = ⟨a⟩. Ò.ê. g(a, a) = 0, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ

b, c ∈ V (ò.å. êîëëèíåàðíûõ âåêòîðó a) g(b, c) = 0, ò.å. îãðàíè÷åíèå áèëèíåéíîé ôóíêöèè
g íà ïîäïðîñòðàíñòâî V âûðîæäåíî, â òî âðåìÿ êàê ñàìà ôóíêöèÿ g íåâûðîæäåíà, ò.ê.
detG ̸= 0. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ëåâîå è ïðàâîå ÿäðî ñîâïàëè, ïîòîìó (êàê ìû
óâèäèì äàëåå) ÷òî ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà.

Ñèììåòðè÷íûå è êîñîñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå ôóíêöèè

Åñëè g : V × V → K � áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ (a, b) 7→ g(b, a), ïîëó÷åííàÿ èç
ôóíêöèè g çàìåíîé ïåðâîãî è âòîðîãî àðãóìåíòîâ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé.
Ìû áóäåì åå îáîçíà÷àòü gt, gt(a, b) = g(b, a).

Îïðåäåëåíèå 75. Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè gt = g, ò.å.
åñëè g(b, a) = g(a, b); êîñîñèììåòðè÷íîé, åñëè gt = −g, ò.å. åñëè g(b, a) = −g(a, b).

Óòâåðæäåíèå 76. Åñëè áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà (èëè êîñîñèììåòðè÷íà),
òî åå ëåâîå è ïðàâîå ÿäðà ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî (ñì. îïðåäåëåíèå ëåâîãî è ïðàâîãî ÿäåð). �
Â ñëó÷àå (êîñî)ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè g êîððåêòíî îïðåäåëåíî åå ÿäðî

Ker g = Gl = GR.

Îïðåäåëåíèå 77. Ôóíêöèÿ f : V → K íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé (ôîðìîé),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî f(a) = g(a, a) äëÿ ëþáîãî a ∈ V .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî

f(a+ b) = g(a+ b, a+ b) = g(a, a) + g(a, b) + g(b, a) + g(b, b),

ñëåäîâàòåëüíî, g(b, a)+g(a, b) = f(a+b)−f(a)−f(b). Åñëè ïîëå K íå õàðàêòåðèñòèêè 2 (ïî-
ëÿ õàðàêòåðèñòèêè 2 ìû âîîáùå äàëåå íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü, ïîñêîëüêó íàì ÷àñòî ïðè-
äåòñÿ èñïîëüçîâàòü äåëåíèå ïîïîëàì), òî îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ h ðàâåíñòâîì
h(a, b) = 1

2
(g(a, b)+g(b, a)). Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è h(a, a) = g(a, a) = f(a),

ò.å. åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g â îïðåäåëåíèè êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ìîæíî ñäåëàòü áîëåå æåñòêèì, à

èìåííî ïîòðåáîâàòü ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè g.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g çàäàåò êâàäðàòè÷íóþ

ôóíêöèþ f ðàâåíñòâîì f(a) = g(a, a), è íàîáîðîò, ïî ôîðìóëå g(a, b) = 1
2
(f(a+ b)− f(a)−

f(b)) ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ çàäàåò ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ. ßñíî,
÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K îòëè÷íà îò 2.

Óòâåðæäåíèå 78. Ëþáàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå
â ñóììó ñèììåòðè÷íîé è êîñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíûõ ôóíêöèé.



Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ î÷åâèäíî, ò.ê. g(x, y) = 1

2
(g(x, y) + g(y, x)) +

1
2
(g(x, y)− g(y, x)).
Åäèíñòâåííîñòü. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îäíîâðåìåííî ñèì-

ìåòðè÷íà è êîñîñèììåòðè÷íà, òî îíà íóëåâàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè g(a, b) = g(b, a) =
−g(b, a), òî 2g(b, a) = 0, ïîýòîìó (õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå ðàâíà 2) g(b, a) = 0 äëÿ âñåõ a, b.
Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ g îáëàäàåò äâóìÿ ðàçëîæåíèÿìè óêàçàííîãî âèäà, g = g1 + g2 =

h1 + h2, ãäå g1, h1 ñèììåòðè÷íû, à g2, h2 êîñîñèììåòðè÷íû. Òîãäà 0 = (g1 − h1) + (g2 − h2),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êàê ôóíêöèÿ g2−h2, òàê è ôóíêöèÿ g1−h1, äîëæíà áûòü îäíîâðåìåííî
ñèììåòðè÷íîé è êîñîñèììåòðè÷íîé, ïîýòîìó îáå ýòè ôóíêöèè ðàâíû íóëþ. �

Ìåòîä Ëàãðàíæà âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ è íîðìàëüíûé âèä
ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 79. 1) ó ëþáîé ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè íà âåùåñòâåííîì âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì åå ìàòðèöà èìååò äèàãîíàëüíûé
âèä ñ ÷èñëàìè 0, ±1 íà äèàãîíàëè.
2) ó ëþáîé ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì åå ìàòðèöà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä ñ ÷èñëàìè 0, 1
íà äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè ê íîðìàëüíîìó âèäó âîñ-

ïîëüçóåìcÿ ìåòîäîì Ëàãðàíæà âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ.
Ìû óñòàíîâèëè ðàíåå, ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g(x, y) îäíîçíà÷-

íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå Q(x) = g(x, x). Áóäåì ïðèâîäèòü ê
íîðìàëüíîìó âèäó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q(x) = g11(x

1)2 + 2g12x
1x2 + . . ..

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
à) Êîýôôèöèåíò g11 ïðè êâàäðàòå (x1)2 íå ðàâåí íóëþ. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò, ñî-

äåðæàùèé (x1)2:

Q(x) = g11

(
(x1)2 +

2g12
g11

x1x2 + . . .+
2g1n
g11

x1xn
)
+
∑
i,j>1

gijx
ixj =

= g11

(
x1 +

g12
g11

x2 + . . .+
g1n
g11

xn
)2

−
∑
i,j>1

g1ig1j
g11

xixj +
∑
i,j>1

gijx
ixj.

Ñäåëàâ çàìåíó êîîðäèíàò 
x̃1 = x1 + g12

g11
x2 + . . .+ g1n

g11
xn,

x̃2 = x2,
. . .
x̃n = xn.

ïîëó÷èì Q(x) = g11(x̃
1)2 + . . ., ãäå ìíîãîòî÷èå ñòîèò âìåñòî ñëàãàåìûõ, íå ñîäåðæàùèõ

ïåðåìåííóþ x̃1.
á) g11 = 0, íî èìååòñÿ íåíóëåâîå ñëàãàåìîå âèäà gii(x

i)2 ñ i > 1. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì
ñäåëàòü äðóãóþ çàìåíó êîîðäèíàò: xi = x̃1,

x1 = x̃i,
xk = x̃k, k ̸= 1, i.



Ïîñëå ýòîé çàìåíû êîýôôèöèåíò g̃11 = gii ïåðåä (x̃1)2 óæå îòëè÷åí îò íóëÿ, ÷òî ñâîäèò
çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.
â) âñå êîýôôèöèåíòû gii ïðè êâàäðàòàõ êîîðäèíàò (x

i)2 ðàâíû íóëþ. Ýòîò ñëó÷àé ìîæíî
ñâåñòè ê á) ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò: ñíà÷àëà ìû íàéäåì íåíóëåâîå ñëàãàåìîå â Q(x)
âèäà 2gklx

kxl (ýòîãî íåëüçÿ ñäåëàòü òîëüêî ó ôîðìû òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ), à çàòåì
ñäåëàåì òàêóþ çàìåíó êîîðäèíàò: xk = x̃k + x̃l,

xl = x̃k − x̃l,
xm = x̃m, m ̸= k, l

Ïîñëå ýòîé çàìåíû (òîëüêî óæå â íîâûõ êîîðäèíàòàõ) xkxl = (x̃k)2 − (x̃l)2 è ó íàñ åñòü íà
âûáîð äâà êâàäðàòà 2gkl(x̃

k)2 è 2gkl(x̃
l)2.

Ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà (x̃1)2 îñòàâøèåñÿ â Q(x) ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå
x̃1, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó óæå îò ìåíüøåãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Ïðè-
ìåíèâ î÷åâèäíîå èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷èì, ÷òî Q(x) = g̃11(x̃

1)2 + g̃22(x̃
2)2 +

. . .+ g̃nn(x̃
n)2. Ãîâîðÿ äðóãèìè ñëîâàìè, â íîâîì áàçèñå ìàòðèöà G̃ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

Q(x) áóäåò äèàãîíàëüíîé ñ ýëåìåíòàìè g̃11, g̃22, . . . , g̃nn íà äèàãîíàëè.
Äàëåå èçó÷åíèå âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò êîìïëåêñíîãî. "Ìåíÿÿ ìåñòà-

ìè" ïåðåìåííûå, ò.å. äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò êàê â ñëó÷àå á), ìû ìîæåì äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû g̃ii > 0 èäóò ïåðâûìè (åñëè îíè åñòü êîíå÷íî),
çàòåì îòðèöàòåëüíûå g̃ii < 0, è íàêîíåö íóëåâûå g̃ii = 0:

g̃11 > 0, . . . , g̃kk > 0, g̃k+1,k+1 < 0, . . . , g̃k+l,k+l < 0, g̃k+l+1,k+l+1 = 0, . . . , g̃k+l+s,k+l+s = 0.

Ýòó äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ìîæíî óïðîñòèòü åùå áîëüøå, ñäåëàâ ñëåäóþùåå ïðåîáðàçî-
âàíèå "ãîìîòåòèè": 

x′1 =
√
|g̃11|x̃1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′k+l =
√

|g̃k+1,k+1|x̃k+l,
x′m = x̃m, k+l ≤ m ≤ n

Îêîí÷àòåëüíî (â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x′1, . . . , x′n)) âèä íàøåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû áóäåò
òàêîâ:

Q(x) = (x′1)2 + . . .+ (x′k)2 − (x′k+1
)2 − . . .− (x′k+l

)2.

Äàííûé âèä íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âèäîì âåùåñòâåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
Q(x).
Â êîìïëåêñíîì æå ñëó÷àå íåò íóæäû "ñîðòèðîâàòü" êâàäðàòû êîîðäèíàò íà ïîëîæè-

òåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå, äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ïîäðÿä ñíà÷àëà íåíóëåâûå êâàäðàòû, à
êîðåíü ìîæíî èçâëå÷ü íåïîñðåäñòâåííî èç g̃ii:

x′1 =
√

g̃11x̃
1,

. . . ,
x′r =

√
g̃r,rx̃

r,
x′m = x̃m, r ≤ m ≤ n

È â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x′1, . . . , x′n)) âèä íàøåé êîìïëåêñíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (íàçû-
âàåìûé íîðìàëüíûì âèäîì êîìïëåêñíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû) áóäåò âûãëÿäåòü
òàê:

Q(x) = (x′1)2 + . . .+ (x′r)2.

Ïåðåõîäÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìå, ìû çà-
êëþ÷àåì, ÷òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì îíà èìååò íîðìàëüíûé âèä

g(x, y) = x1y1 + . . .+ xkyk − xk+1yk+1 − . . .− xk+lyk+l.



Àíàëîãè÷íî, êîìïëåêñíàÿ áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò íîðìàëüíûé âèä

g(x, y) = x1y1 + . . .+ xryr.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî r íåíóëåâûõ êâàäðàòîâ ðàâíÿåòñÿ ðàíãó äàííîé ôîðìû. �

Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Òåïåðü îáñóäèì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè íîðìàëüíîãî âèäà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (ñèììåò-
ðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè), çàäàííîé íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå W . Äëÿ êîìïëåêñíîé
áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè íîðìàëüíûé âèä îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÷èñëîì
� ðàíãîì r êâàäðàòè÷íîé (áèëèíåéíîé) ôóíêöèè, ïîýòîìó íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâå-
äåíèÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé
ôóíêöèè. Íîðìàëüíûé âèä åå ìàòðèöû

G =



1
. . . 0

1
−1

. . .
−1

0

0
. . .

0


.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òðè ÷èñëà: k � êîëè÷åñòâî åäèíèö l � êîëè÷åñòâî ìèíóñ åäèíèö,
s � êîëè÷åñòâî íóëåé. Âèäíî, ÷òî k+ l = rk g, s = dimW − rk g ñëåäîâàòåëüíî, k+ l è s íå
çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà.

Îïðåäåëåíèå 80. Íàáîð ÷èñåë (k, l, s) íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé âåùåñòâåííîé êâàäðà-
òè÷íîé ôóíêöèè (ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè).

Åñëè ôîðìà Q íåâûðîæäåíà, òî s = 0, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ k è l äîñòàòî÷íî çíàòü õîòÿ
áû îäíî èç íèõ èëè èõ ðàçíîñòü. Ïîýòîìó â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé ôóíêöèè ñèãíàòóðîé
÷àñòî íàçûâàþò ÷èñëî k − l.

Òåîðåìà 81 (Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû). ×èñëî k ïîëîæèòåëüíûõ êâàäðà-
òîâ, òàêæå êàê è ÷èñëî l îòðèöàòåëüíûõ êâàäðàòîâ â íîðìàëüíîì âèäå âåùåñòâåííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(x) íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ôîðìû Q(x) ê íîðìàëüíîìó
âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ Q(x) èìååò íîðìàëüíûé âèä â äâóõ ðàçíûõ áàçèñàõ:
e1, . . . , ek, ek+1, . . . , ek+l, ek+l+1, . . . , ek+l+s è ẽ1, . . . , ẽk′ , ẽk′+1, . . . , ẽk′+l′ , ẽk′+l′+1, . . . , ẽk′+l′+s,
ïðè÷åì, êàê ìû óæå çíàåì, s′ = s è k′ + l′ = k + l. Ðàññìîòðèì â W ïîäïðîñòðàíñòâà

V+ = ⟨e1, . . . , ek⟩, V− = ⟨ek+1, . . . , ek+l⟩, V0 = ⟨ek+l+1, . . . , ek+l+s⟩

è
Ṽ+ = ⟨ẽ1, . . . , ẽk′⟩, Ṽ− = ⟨ẽk′+1, . . . , ẽk′+l′⟩, Ṽ0 = ⟨ẽk′+l′+1, . . . , ẽk′+l′+s′⟩.

Åñëè x ∈ V+ è x ̸= 0, òî Q(x) > 0 (íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òàê êàê îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè
Q(x) íà V+ íåâûðîæäåíî). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x = x1e1 + . . . + xkek, òî Q(x) = (x1)2 +
. . .+(xk)2 > 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè x ∈ V−⊕V0, òî Q(x) 6 0. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî

ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè Ṽ+, Ṽ− è Ṽ0.



Ïóñòü k > k′, òîãäà dimV+ = k, dim(Ṽ− ⊕ Ṽ0) = dim Ṽ− + dim Ṽ0 = l′ + s = dimW − k′.
Ñëåäîâàòåëüíî,

dimV+ + dim(Ṽ− ⊕ Ṽ0) = k + dimW − k′ > dimW,

çíà÷èò, ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ íåòðèâèàëüíî, V+ ∩ (Ṽ− ⊕ Ṽ0) ̸= {0}. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð èõ ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ, x ∈ V+ ∩ (Ṽ− ⊕ Ṽ0). Ò.ê. x ∈ V+,

x ̸= 0, òî Q(x) > 0, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò.ê. x ∈ Ṽ− ⊕ Ṽ0, òî Q(x) 6 0. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé k < k′ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà ßêîáè. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà

Ñèãíàòóðà è íîðìàëüíûé âèä ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé (èëè êâàäðàòè÷íîé) ôóíêöèè
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû è áåç íàõîæäåíèÿ â ÿâíîì âèäå çàìåíû êîîðäèíàò.
Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâûì ∆k ìèíîðîì ïîðÿäêà k êâàäðàòíîé ìàòðèöû G íàçûâàåòñÿ

ìèíîð, ñîñòàâëåííûé èç ïåðâûõ k ñòðîê è k ñòîëáöîâ.

Òåîðåìà 82 (ßêîáè). Ïóñòü G � ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè g â
íåêîòîðîì áàçèñå. Ïóñòü âñå óãëîâûå ìèíîðû ∆k äî ïîðÿäêà r = rkG îòëè÷íû îò 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ôóíêöèÿ g èìååò âèä g(x, y) = ∆1x

1y1 + ∆2

∆1
x2y2 +

. . .+ ∆r

∆r−1
xryr, ãäå ∆i � i-é óãëîâîé ìèíîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü íîâûé áàçèñ â âèäå

e′1 = e1;

e′2 = e2 + c12e
′
1;

e′3 = e3 + c13e
′
1 + c23e

′
2;

. . . . . . . . . . . .

e′n = en + c1ne
′
1 + . . .+ cn−1

n e′n−1,

ãäå e1, . . . , en � òîò áàçèñ, â êîòîðîì íàì äàíà ìàòðèöà ôóíêöèè g. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
óäîáíî òåì, ÷òî (òàêæå êàê â îáû÷íîì ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè) äëÿ ëþáîãî íîìåðà k
ëèíåéíûå îáîëî÷êè âåêòîðîâ e1, . . . , ek è âåêòîðîâ e′1, . . . , e

′
k ñîâïàäàþò. Ìàòðèöà ïåðåõîäà

ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè âåðõíåòðåóãîëüíà, ò.å. èìååò âèä C =

 1 ⋆
. . .

0 1

, ïîýòîìó
åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó èçìåíåíèå ìàòðèöû G ïðè òàêîé çàìåíå
êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ñòðîê è ñòîëáöîâ, îïðåäåëèòåëè
óãëîâûõ ìèíîðîâ íå èçìåíÿþòñÿ (èíà÷å ýòî ìîæíî ïîêàçàòü òàê: åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ
ïåðâûìè k êîîðäèíàòàìè è ïðîñòðàíñòâîì ⟨e1, . . . , ek⟩, òî ìàòðèöà ïåðåõîäà Ck òàêæå
áóäåò èìåòü åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü, è ìàòðèöà óãëîâîãî ìèíîðà èçìåíèòñÿ ïî ôîðìóëå
G′

k = Ct
kGkCk, ïîýòîìó ∆′

k = |Ct
k||Gk||Ck| = ∆k).

Êîýôôèöèåíòû cji áóäåì èñêàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ìû èõ íàéäåì äëÿ èíäåê-
ñîâ j 6 r, ãäå r = rkG. Êîýôôèöèåíò c12 îïðåäåëèì èç ðàâåíñòâà g(e1, e

′
2) = g(e′1, e

′
2) = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî äàåò óðàâíåíèå g(e1, e2) + c12g(e1, e1) = 0, êîòîðîå èìååò ðåøåíèå, ïîñêîëü-
êó ïî ïðåäïîëîæåíèþ g(e1, e1) = ∆1 ̸= 0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè c13 è c23 èç óñëîâèÿ
g(e′3, e

′
1) = g(e′3, e

′
2) = 0, çàòåì íàéäåì c14, c

2
4 è c34 è ò.ï. ïîêà íèæíèé èíäåêñ íå ñòàíåò

ðàâíûì r. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû óæå íàøëè âåêòîðû e′2, . . . , e
′
k−1, òî êîýôôèöèåíòû cik

äëÿ âåêòîðà e′k èùóòñÿ èç óñëîâèÿ g(e′k, e
′
1) = . . . = g(e′k, e

′
k−1) = 0, êîòîðîå äàåò ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c1kg(e
′
1, e

′
1) + . . .+ ck−1

k g(e′k−1, e
′
1) = −g(ek, e

′
1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c1kg(e

′
1, e

′
k−1) + . . .+ ck−1

k g(e′k−1, e
′
k−1) = −g(ek, e

′
k−1)

.



Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, òàê êàê åå ìàòðèöà íåâûðîæäåíà � åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí
∆k−1 (åñëè áû ìû íå çàìåíèëè âåêòîðû ei íà e

′
i, òî ìàòðèöà ñèñòåìû ïðîñòî ñîâïàäàëà áû ñ

k−1-ì óãëîâûì ìèíîðîì, à ïðè çàìåíàõ óêàçàííîãî âèäà óãëîâûå ìèíîðû íå èçìåíÿþòñÿ).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì íàéòè âåêòîðû e′1, . . . , e

′
r íîâîãî áàçèñà. Ïðè ýòîì ìàòðèöà

ôóíêöèè g ïðèìåò âèä 
g(e′1, e

′
1)

. . . ⋆
g(e′r, e

′
r)

⋆ ⋆

 ,

ãäå ëåâûé âåðõíèé óãîë � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Îòìåòèì, ÷òî ðàíã ýòîé äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöû ðàâåí r (ðàíã óãëîâîãî ìèíîðà íå ìåíÿåòñÿ), ïîýòîìó âñå çíà÷åíèÿ g′ii = g(e′i, e

′
i)

îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè 1 6 i 6 r.
Îñòàâøèåñÿ âåêòîðû e′r+1, . . . , e

′
n íàéäåì èç óñëîâèÿ g′ij = g(e′i, e

′
j) = 0, åñëè i 6 r à j > r.

Äëÿ ýòîãî ìîæíî âçÿòü e′j = ej − g(ej ,e
′
1)

g(e′1,e
′
1)
e′1 − . . . − g(ej ,e

′
r)

g(e′r,e
′
r)
e′r. Òåïåðü ìàòðèöà ôóíêöèè g

ïðèìåò âèä 
g′11

. . . 0
g′rr

0 ⋆

 ,

à, ïîñêîëüêó ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí r, ò.å. ðàíãó óãëîâîãî ìèíîðà ïîðÿäêà r, òî ïðàâûé
íèæíèé óãîë ýòîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ. Îêîí÷àòåëüíî, â ïîñòðîåííîì áàçèñå ìàòðèöà
ôóíêöèè g ïðèìåò âèä

G′ =



g′11
. . . 0

g′rr
0

0
. . .

0

 .

Ïîñêîëüêó ∆′
k = ∆k äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, èìååì ðàâåíñòâà

∆1 = ∆′
1 = g(e′1, e

′
1);

∆′
2 = ∆2 = g(e′1, e

′
1)g(e

′
2, e

′
2) = ∆1g(e

′
2, e

′
2) ⇒ g(e′2, e

′
2) =

∆2

∆1

;

∆′
3 = ∆3 = ∆′

2g(e
′
3, e

′
3) = ∆2g(e

′
3, e

′
3) ⇒ g(e′3, e

′
3) =

∆3

∆2

;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆′
r = ∆r = ∆′

r−1g(e
′
r, e

′
r) = ∆r−1g(e

′
r, e

′
r) ⇒ g(e′r, e

′
r) =

∆r

∆r−1

.

Â ïîñòðîåííîì áàçèñå e′1, . . . , e
′
n ôóíêöèÿ g èìååò âèä

g(x, y) = g(e′1, e
′
1)x

1y1 + . . .+ g(e′r, e
′
r)x

ryr =

= ∆1x
1y1 +

∆2

∆1

x2y2 + . . .+
∆r

∆r−1

xryr,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Îïðåäåëåíèå 83. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(x) â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâà-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè Q(x) > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî x ∈ V (ýêâèâà-
ëåíòíîå îïðåäåëåíèå: åñëè åå ñèãíàòóðà ðàâíà (dimV, 0, 0)).



Òåîðåìà 84 (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Ôóíêöèÿ Q(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà â åå ìàòðèöå G (â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå) âñå óãëîâûå ìèíîðû ïî-
ëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âñå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû, òî ïî ïðåäûäóùåé òåîðå-
ìå ôóíêöèÿ Q(x) èìååò âèä Q(x) = λ1(x

1)2+ . . .+λn(x
n)2, ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà, à λi > 0 ïðè âñåõ i = 1, . . . , n, ñëåäîâàòåëüíî, Q(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ Q(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äîêàæåì ñíà÷à-

ëà, ÷òî âñå óãëîâûå ìèíîðû áóäóò íåíóëåâûìè. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî detG = ∆n ̸= 0, ò.ê.
ôóíêöèÿ Q(x) íåâûðîæäåíà è åå ðàíã ðàâåí n. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Q(x) ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà, òî è åå îãðàíè÷åíèÿ íà ëþáûå ïîäïðîñòðàíñòâà òàêæå áóäóò ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûìè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íåâûðîæäåííûìè. Ò.ê.Gk � ýòî ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ
Q(x) íà ⟨e1, . . . , ek⟩, òî ∆k ̸= 0 äëÿ âñåõ k. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óãëîâûå ìèíîðû íåíóëåâûå.
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé: ÷òîáû ôóíêöèÿ g(x, y) = λ1x

1y1+ . . .+λnx
nyn áûëà

íåâûðîæäåííîé (ò.å. ÷òîáû âñå λi áûëè ïîëîæèòåëüíûìè) íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ∆i áûëè
ïîëîæèòåëüíûìè. �

Îáîáùåííîå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

Îïðåäåëåíèå 85. Ïóñòü V ⊂ W , à íàW çàäàíà (êîñî)ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ g, òîãäà V ⊥ = {a ∈ W : g(a, b) = 0 ∀b ∈ V }.

Èíîãäà ïèøóò ⊥g âìåñòî ⊥, ÷òîáû ÿâíî óêàçàòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò (êî-
ñî)ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè g.
Ïðèìåð.

Ïóñòü G =

(
−1 0
0 1

)
â áàçèñå e1, e2 è ïóñòü a = e1 + e2. Îáîçíà÷èì V1 = ⟨e1⟩, V2 =

⟨e2⟩, V3 = ⟨a⟩. Òîãäà V ⊥
1 = V2, V

⊥
3 = V3. Âèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ⊥g â

ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè íå î÷åíü ïîõîæå íà îáû÷íîå
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Ñëó÷àé êîñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè âûãëÿäèò åùå
áîëåå ýêçîòè÷íûì.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g ñèììåòðè÷íà èëè êîñîñèììåòðè÷íà, åå ïðà-

âîå è ëåâîå ÿäðî ñîâïàäàþò. Ìû åãî îáîçíà÷àåì ÷åðåç Ker g.

Ëåììà 86. dimV ⊥ > dimW − dimV , ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Ker g ∩ V = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , er â V . Òîãäà ëþáîé âåêòîð b ∈ V ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå b = biei, 1 6 i 6 r. Òîãäà óñëîâèå a ∈ V ⊥ ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì
g(a, ei) = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , r. Äîïîëíèì âûáðàííûé áàçèñ äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà.
Òîãäà íà n êîîðäèíàò âåêòîðà a ìû áóäåì èìåòü ñèñòåìó èç r ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{

g(a, e1) = 0
. . . . . . . . .
g(a, er) = 0.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû (ò.å. ïðîñòðàíñòâà V ⊥) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó dimV ⊥ > n− r = dimW − dimV (çäåñü ñòîèò íåðàâåíñòâî, ïîòîìó ÷òî óðàâ-
íåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûìè).
Ðàâåíñòâî áóäåò äîñòèãàòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ýòîé ñèñòåìû ðàâåí â

òî÷íîñòè r, ò.å. âñå ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ λi

r∑
i=1

λig(a, ei) = g(a,
r∑

i=1

λiei) = g(a, b) = 0



(çäåñü b =
∑r

i=1 λiei ∈ V ). Åñëè ðàíã ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåíüøå r, ò.å. åñëè ñòðîêè ëèíåéíî
çàâèñèìû, òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ V , b ̸= 0, ðàâåíñòâî g(a, b) = 0
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ a ∈ W (ò.å. îòîáðàæåíèå a 7→ g(a, b) òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ). Íî
ýòî çíà÷èò, ÷òî b ∈ Ker g, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, V ∩ Ker g ̸= {0}. Íî òîãäà ëèíåéíàÿ
íåçàâèñèìîñòü, íàîáîðîò, îçíà÷àåò, ÷òî V ∩Ker g = {0}. �

Ëåììà 87. V ∩ V ⊥ = Ker gV , ãäå gV � îãðàíè÷åíèå g íà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ∈ V ∩V ⊥, òîãäà a ∈ V è g(a, b) = 0
äëÿ ëþáîãî b ∈ V , ïîýòîìó, ïî îïðåäåëåíèþ, a ∈ Ker gV .
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð c ∈ Ker gV , òîãäà c ∈ V (ò.ê. gV îïðåäåëåíà òîëüêî íà V )

è g(c, b) = 0 äëÿ ëþáîãî b ∈ V , ñëåäîâàòåëüíî, c ∈ V ⊥, ïîýòîìó c ∈ V ∩ V ⊥. �

Ñëåäñòâèå 88. Åñëè Ker gV = {0} (ò.å. îãðàíè÷åíèå g íà V íå âûðîæäåíî), òî W =
V ⊕ V ⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. V ∩V ⊥ = {0}, òî V +V ⊥ = V ⊕V ⊥ ⊂ W (ò.å. ñóììà � ïðÿìàÿ),
ïðè÷åì dim(V ⊕V ⊥) = dimV +dimV ⊥ > dimV +(dimW−dimV ) = dimW , ñëåäîâàòåëüíî,
V ⊕ V ⊥ = W . �

Ëåììà 89. Åñëè îãðàíè÷åíèÿ g íà V è íà V ⊥ íåâûðîæäåíû, òî (V ⊥)⊥ = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèå V ⊂ (V ⊥)⊥ èìååò ìåñòî íåçàâèñèìî îò óñëîâèé íà g.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ V , òî g(a, b) = 0 äëÿ ëþáîãî b ∈ V ⊥.
Äîêàæåì ñîâïàäåíèå V è (V ⊥)⊥. Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèÿ g íà V è V ⊥ íàâûðîæäåíû,

èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ W = V ⊕ V ⊥ = V ⊥ ⊕ (V ⊥)⊥. Ïîýòîìó dimV = dim(V ⊥)⊥, è
èç ñîâïàäåíèÿ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà (V ⊥)⊥ è åãî ïîäïðîñòðàíñòâà V ñëåäóåò èõ
ñîâïàäåíèå. �

Ëåììà 90. Ïóñòü W = V ⊕V ⊥, e1, . . . , er � áàçèñ â V , er+1, . . . , en � áàçèñ â V ⊥. Òîãäà

â áàçèñå e1, . . . , en ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè èìååò âèä G =

(
⋆ 0
0 ⋆

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè i 6 r, j > r (è íàîáîðîò, ïðè i > r, j 6 r) g(ei, ej) = 0,
òàê êàê âåêòîðû ei, ej ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ïðÿìûì ñëàãàåìûì, òî â ëåâîì íèæíåì è
ïðàâîì âåðõíåì óãëàõ ìàòðèöû áóäóò íóëè. �

Êîñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè

Ïóñòü g � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå W .
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòü W ìàëà.
1. Ò.ê. g(e, e) = −g(e, e), òî ëþáàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà îäíîìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.
2. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, åñëè g íå òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òî íàéäóòñÿ òàêèå âåê-

òîðû a, b ∈ W , ÷òî g(a, b) = α ̸= 0. Ïðèýòîì ýòè äâà âåêòîðà îáÿçàíû áûòü ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûìè: åñëè b = λa, òî g(a, b) = λg(a, a) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçó-
þò áàçèñ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå W . Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà ôóíêöèè g èìååò âèä

G =

(
g(a, a) g(a, b)
g(b, a) g(b, b)

)
=

(
0 α
−α 0

)
. Âçÿâ áàçèñ e1 = a, e2 = 1

α
b, ïîëó÷èì â íåì ìàò-

ðèöó G′ =

(
0 1
−1 0

)
. Òàêèì îáðàçîì, ó ëþáîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íà äâóìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì åå ìàòðèöà èìååò îäèí èç äâóõ âèäîâ �(
0 1
−1 0

)
èëè

(
0 0
0 0

)
.



Òåîðåìà 91. Äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè g íà âåùåñòâåííîì
èëè êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà

èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä ñ áëîêàìè

(
0 1
−1 0

)
è (0) íà äèàãîíàëè. Ýòîò âèä

åäèíñòâåíåí, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g ̸= 0, òî íàéäóòñÿ òàêèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû a, b ∈
W , ÷òî g(a, b) ̸= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(a, b) = 1. Âîçüìåì
V = ⟨a, b⟩ ⊂ W . Îãðàíè÷åíèå gV ôóíêöèè g íà V íåâûðîæäåíî, ò.ê. ìàòðèöà ôóíêöèè gV

ðàâíà

(
0 1
−1 0

)
, ñëåäîâàòåëüíî, W = V ⊕V ⊥, è dimV ⊥ = n−2. Â V ⊥ ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè ìîæíî âûáðàòü íóæíûé áàçèñ. Äîáàâèâ ê íåìó âåêòîðû a è b, ïîëó÷èì èñêîìûé
áàçèñ.
Èòàê, ëþáàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èìååò íîðìàëüíûé âèä g(x, y) =

x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3 + . . . + x2k−1y2k − x2ky2k−1. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
÷èñëî 2k = rkG íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

�

Ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå

Ïðèñòóïèì ê ðàññìîòðåíèþ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü íàì
çàäàíî òàêîå ïðîñòðàíñòâî V ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·).
Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ g è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé êâàäðàòè÷-

íóþ ôóíêöèþ Q(x) = g(x, x).
Ïóñòü t ∈ R. Âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè âñå êîîðäèíàòû

a1(t), . . . , an(t) âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè a(t) äèôôåðåíöèðóåìû. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, â êîòîðîì ýòè êîîðäèíàòû çàïèñàíû (õîòÿ
ñàìè êîîðäèíàòû îò áàçèñà çàâèñÿò). Ïðîèçâîäíóþ âåêòîð-ôóíêöèè a îáîçíà÷èì a′ èëè
da
dt
. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ Q(a(t)) = g(a(t), a(t)).

Ëåììà 92.
dQ(a(t))

dt
= 2g(a(t), da(t)

dt
).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì áàçèñ; ïóñòü gij � êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ñèììåòðè÷íîé
áèëèíåéíîé ôóíêöèè (= ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè), ai(t) � êîîðäèíàòû âåêòîð-
ôóíêöèè â ýòîì áàçèñå. Òîãäà

dQ(a(t))

dt
=

d

dt

n∑
i,j=1

gija
i(t)aj(t) =

=
n∑

i,j=1

(
gij

dai(t)

dt
aj(t) + gija

i(t)
daj(t)

dt

)
=

= g

(
a(t),

da(t)

dt

)
+ g

(
da(t)

dt
, a(t)

)
=

= 2g

(
a(t),

da(t)

dt

)
.

�
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.



Òåîðåìà 93. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæå-
ñòâå S ⊂ Rn äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ S.

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå ê ôóíêöèè f(x) = Q(x) íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ x åäèíè÷íîé
äëèíû, ò.å. S = {x ∈ V : |x| = 1}. Èòàê, ñóùåñòâóåò âåêòîð a ∈ S, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ
Q(x) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà ìíîæåñòâå S.
Âîçüìåì âåêòîð b ∈ V , äëèíû 1, è ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ x(t) = cos ta+ sin tb.

Ëåììà 94. Åñëè (a, b) = 0, òî g(a, b) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè (a, b) = 0, òî |x(t)| = 1 äëÿ ëþáîãî t,
ïîýòîìó x(t) ∈ S. Äåéñòâèòåëüíî, |x(t)|2 = (cos ta + sin tb, cos ta + sin tb) = cos2 t(a, a) +
2 cos t sin t(a, b) + sin2 t(b, b) = cos2 t+ sin2 t = 1.
Òàê êàê ôóíêöèÿ Q(x) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà S ïðè x = a, ôóíêöèÿ h(t) = Q(x(t))

äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè t = 0 (ò.ê. x(0) = a). Ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ, ïîýòîìó
d
dt
h(t)|t=0 = 0. Ïî Ëåììå 92, 0 = g(x(0), dx

dt
|t=0) = g(a, b) (ò.ê. dx

dt
|t=0 = b).

�

Òåîðåìà 95. Ïóñòü Q � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V . Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en, â êîòîðîì ìàòðèöà G ôóíêöèè Q
èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè. Åñëè n = dimV = 1, òî
óòâåðäæåíèå î÷åâèäíî � îäíîìåðíàÿ ìàòðèöà åñòü ÷èñëî. Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðå-
õîä. Ïóñòü a � âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû,íà êîòîðîì ôóíêöèÿ Q(x) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà
íà S. Âîçüìåì åãî â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà, e1 = a, è äîïîëíèì åãî äî îðòîíîð-
ìèðîâàííîãî áàçèñà âñåãî V âåêòîðàìè e2, . . . , en. Ïîñêîëüêó â ýòîì áàçèñå êîýôôèöèåíòû
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ðàâíû gij = g(ei, ej), ïî Ëåììå 94 ïîëó÷àåì, ÷òî g1i = 0 = gi,1 äëÿ
i = 2, . . . , n. Îáîçíà÷èì g11 = λ1. Òîãäà ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Q â óêàçàííîì

áàçèñå èìååò âèä G =


λ1 0 · · · 0
0
... G′

0

. Ìàòðèöà G′ � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà

ïîäïðîñòðàíñòâå L = ⟨e2, . . . , en⟩, dimL = n− 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, â L ñóùå-
ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîé ôóíêöèè èìååò äèàãîíàëüíûé

âèä, G̃′ =

λ2

. . .
λn

.
�

Ëåììà 96. Óêàçàííûé â òåîðåìå äèàãîíàëüíûé âèä åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïå-
ðåñòàíîâêè äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Q â íåêîòîðîì îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçèñå, à G̃ � åå æå ìàòðèöà â äðóãîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Òîãäà
G̃ = CtGC, ãäå C � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà, è

det(G̃− λE) = det(CtGC − λE) = det(Ct(G− λE)C) = det(G− λE),

ïîýòîìó êîðíè ìíîãî÷ëåíà det(G− λE) íå çàâèñÿò îò âûáîðà îðòîíîðìðîâàííîãî áàçèñà.

Íî åñëè G̃ =

λ1

. . .
λn

, òî ýòè êîðíè ðàâíû λ1, . . . , λn.

�



Îïðåäåëåíèå 97. Ýòîò äèàãîíàëüíûé âèä íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì áèëèíåé-
íîé ôóíêöèè. Âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñà (îí òîæå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì áà-
çèñîì) íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè ôóíêöèè Q, è èíîãäà ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó íàçûâàþò ïðèâåäåíèåì ê ãëàâíûì îñÿì.

Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèå Q(x) = 1 çàäàåò ïîâåðõíîñòü âòîðîãî
ïîðÿäêà, à åå óðàâíåíèå â ãëàâíûõ îñÿõ èìååò âèä λ1(x

1)2 + λ2(x
2)2 + λ3(x

3)2 = 1.

Ïàðà ñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 98. Ïóñòü íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàíû äâå áèëèíåéíûå ñèììåò-
ðè÷íûå ôóíêöèè g è h, è ïóñòü g ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å. g(x, x) > 0 ∀x ̸= 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ â V , â êîòîðîì îäíîâðåìåííî ìàòðèöà ôóíêöèè g èìååò íîð-
ìàëüíûé âèä, à ìàòðèöà ôóíêöèè h � êàíîíè÷åñêèé (ò.å. ìàòðèöà ôóíêöèè g åäèíè÷íà,
à ìàòðèöà ôóíêöèè h � äèàãîíàëüíà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî íà V ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî
ôîðìóëå (a, b) := g(a, b) (âñå àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ). Ñëå-
äîâàòåëüíî, íà V ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì â ëþáîì
îðòîíîðìèðîâàííàÿ áàçèñå (îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî òîëüêî ÷òî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ) ìàòðèöà Ãðàìà (îíà æå � ìàòðèöà ôóíêöèè g) áóäåò åäèíè÷íîé. Ïî ïðåäûäóùåé
òåîðåìå ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ôóíêöèè h èìååò êà-
íîíè÷åñêèé âèä. �
Ïîêàæåì, êàê íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä ôóíêöèè h è êàíîíè÷åñêèé áàçèñ. Ðàññìîòðèì

îïðåäåëèòåëü det(H − λG), ãäå H � ìàòðèöà ôóíêöèè h, à G � ìàòðèöà ôóíêöèè g â
íåêîòîðîì áàçèñå e1, . . . , en. Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè g. Ïóñòü
e′1, . . . , e

′
n � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (ïî îòíîøåíèþ ê ââåäåííîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèç-

âåäåíèþ). Ïóñòü H ′ è G′ � ìàòðèöû ýòèõ ôóíêöèé â áàçèñå e′1, . . . , e
′
n. Ïóñòü òàêæå C �

ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e′1, . . . , e
′
n ê e1, . . . , en. Òîãäà G = CtG′C è H = CtH ′C, ïðè÷åì,

ò.ê. áàçèñ e′1, . . . , e
′
n îðòîíîðìèðîâàí, òî G′ = E. Ïîëó÷èì

det(H − λG) = det(CtH ′C − λCtEC) = detCt︸ ︷︷ ︸
̸=0

det(H ′ − λE) detC︸ ︷︷ ︸
̸=0

,

ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåíû det(H − λG) è det(H ′ − λE) îòëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîâûì ìíî-
æèòåëåì, çíà÷èò èõ êîðíè ñîâïàäàþò. Ò.ê. äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòà êàíîíè÷åñêîãî âèäà
ôóíêöèè h � ýòî êîðíè ìíîãî÷ëåíà det(H ′ − λE), òî îíè áóäóò òàêæå êîðíÿìè óðàâ-
íåíèÿ det(H − λG). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì. äëÿ ïàðû ñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé.
Íàõîæäåíèå êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà. Ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû H ′, îòâå-

÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Ïóñòü X � ñòîëáåö êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà â îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçèñå e1, . . . , en, à X ′ � ñòîëáåö êîîðäèíàò ýòîãî æå âåêòîðà â ïåðâîíà-
÷àëüíîì áàçèñå e′1, . . . , e

′
n. ×òîáû íàéòè X ′, íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå (H ′ − λE)X ′ = 0.

Ò.ê. X ′ = CX, òî ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (H ′−λE)CX = 0, äîìíîæèì åãî
ñëåâà íà Ct è ïîëó÷èì Ct(H ′ − λE)CX = 0, ò.å. (H − λG)X = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðäæåíèå:

Ëåììà 99. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà det(H − λG) íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà è ÿâëÿþò-
ñÿ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè êàíîíè÷åñêîãî âèäà ìàòðèöû ôóíêöèè h, à êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà èùóòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (H − λG)X = 0.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, ÷òî òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè õîòÿ áû îäíîé
èç äâóõ ôóíêöèé ñóùåñòâåííî. Ïóñòü áèëèíåéíûå ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèèè g è h çàäàíû



ìàòðèöàìè G =

(
0 1
1 0

)
è H =

(
1 0
0 −1

)
. Íè îäíà èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ òåîðåìû, òî-
ãäà óðàâíåíèå det(H − λG) = 0 äîëæíî èìåòü âåùåñòâåííûå êîðíè (ò.ê. ýòè êîðíè ñóòü
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû êàíîíè÷åñêîãî âèäà ôóíêöèè h). Íî ýòî óðàâíåíèå íå
èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, ñëåäîâàòåëüíî, òàêîãî áàçèñà íå ñóùåñòâóåò.

Ïðîñòðàíñòâà ñ îáîáùåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ãðóïïû
îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ îáîáùåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 100. Âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííîé íà íåì íåâûðîæäåííîé ñèì-
ìåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííîé íà íåì íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé áè-

ëèíåéíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïåðâûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñêàëÿð-
íîå (îáîáùåííîå) ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé g, (x, y) =
g(x, y) = x1y1 + . . . + xpyp − xp+1yp+1 − . . . − xnyn. Åñëè â íîðìàëüíîì âèäå ôóíêöèè g
âñå çíàêè � ïëþñû (ò.å. åñëè g ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà) òî ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî åâêëèäîâûì. Ìàòðèöà G ôóíêöèè g ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìàòðèöû
Ãðàìà.
Â ïñåâäîåâêëèäîâîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàçèñ e1, . . . , en îðòîíîðìèðîâàí, åñëè

g(ei, ej) =

{
0 i ̸= j
±1 i = j

. Â ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëó÷àå òàêîå íåâîçìîæíî, ò.ê. g(x, x) = 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé ôóíê-

öèè èìååò âèä


0 1
−1 0

0

. . .

0
0 1
−1 0

 (ò.å. áåç êëåòîê ðàçìåðà 1, ò.ê. íàëè÷èå íó-

ëåâûõ îäíîìåðíûõ êëåòîê ïðîòèâîðå÷èò íåâûðîæäåííîñòè ôóíêöèè g). Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàçìåðíîñòü ÷åòíà. Ïóñòü ìàòðèöà ôóíêöèè g èìååò óêàçàííûé âèä â áàçèñå e1, . . . , e2m.
Ðàññìîòðèì áàçèñ e1, e3, . . . , e2m−1, e2, e4, . . . , e2m, â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà ôóíêöèè g èìååò

âèä



1

0
. . .

1
−1

. . . 0
−1

. Òàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Â ñèìïëåêòè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèå ôóíêöèè g íà ïàðå âåêòîðîâ òàêæå íàçûâàþò èõ ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (åùå áîëåå îáîáùåííûì, ÷åì ïñåâäîåâêëèäîâî).

Îïðåäåëåíèå 101. Âåêòîð x ̸= 0 íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè g(x, x) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èçîòðîïíûõ âåêòîðîâ íå ñóùåñòâóåò. Â
ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ îáîáùåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñ ñèãíàòóðîé
(p, n − p, 0) âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (åäèíèöû íà ìåñòàõ i, j,
ãäå i 6 p, j > p) ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì.

Ðàññìîòðèì â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ïåðåõîäà îò îð-
òîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê îðòîíîðìèðîâàííîìó.
Àíàëîãè÷íî, â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ïå-

ðåõîäà îò ãàìèëüòîíîâà áàçèñà ê ãàìèëüòîíîâó.



Ëåììà 102. Êàæäîå èç ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò ãðóïïó (ïî óìíîæåíèþ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáà áàçèñà � îäíîãî òèïà (îðòîíîðìèðîâàííûå èëè ãàìèëü-
òîíîâû), ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé áèëèíåéíîé ôóíêöèè èìååò â íèõ îäèí è òîò æå âèä
G. Åñëè C � ìàòðèöà ïåðåõîäà, òî G = CtGC. Òîãäà (Ct)−1GC−1 = G, ïîýòîìó ìàòðèöà
C−1 ëåæèò â òîì æå ìíîæåñòâå. Åñëè C1 è C2 óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó G = CtGC, òî
(C1C2)

tG(C1C2) = Ct
2(C

t
1GC1)C2 = Ct

2GC2 = G, è C1C2 òàêæå óäîâëåòîâðÿåò ýòîìó ðà-
âåíñòâó. Íàêîíåö, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿÿñü ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò íåêòîðîãî áàçèñà ê
íåìó æå, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ðàâåíñòâó.

�
Ýòè ãðóïïû èìåþò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ:

• ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(p, q) � ãðóïïà ìàòðèö ïåðåõîäà â ïñåâäîåâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñ ñèãíàòóðîé (p, q, 0) (åñëè q = 0, òî ãðóïïó O(p, 0) íàçûâàþò îðòîãî-
íàëüíîé è îáîçíà÷àþò O(p)).

• ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Sp(2m) � ãðóïïà ìàòðèö ïåðåõîäà â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2m.

Äàäèì îïèñàíèå ýòèõ ãðóïï â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ.
Ãðóïïà O(2) � ãðóïïà ìàòðèö ïåðåõîäà îò îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê îðòîíîðìè-

ðîâàííîìó íà ïëîñêîñòè. Òàêèå çàìåíû áàçèñà ìîãóò ñîáñòâåííûìè èëè íåñîáñòâåííûìè
(ò.å. ñîõðàíÿòü îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè èëè ìåíÿòü åå). Åñëè îðèåíòàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, òî

ýòî ïðîñòî ïîâîðîò íà íåêîòîðûé óãîë φ è åãî ìàòðèöà èìååò âèä

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
, à

åñëè îðèåíòàöèÿ ìåíÿåòñÿ, òî ýòî åùå è êîìïîçèöèÿ ñ ñèììåòðèåé, è ìàòðèöà èìååò âèä(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
.

Ãðóïïà O(1, 1). Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ôîðìóëîé g(x, y) = x1y1−
x2y2 è âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè x, y áóäåò èìåòü äëèíó ±1, åñëè x2 − y2 = ±1, ò.å. åñëè åãî
êîíåö ëåæèò íà îäíîé èç ãèïåðáîë, x2−y2 = 1 èëè x2−y2 = −1. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíûé
áàçèñ e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) òàêæå áóäåò îðòîíîðìèðîâàííûì, íî ïðè ïîâîðîòå âåêòîðà
e1 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, âåêòîð e2 áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è íîâûé
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e′1, e

′
2 áóäåò ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Â ýòîì

ñëó÷àå ìàòðèöà ïåðåõîäà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ct

(
1 0
0 −1

)
C =

(
1 0
0 −1

)
.

Çäåñü áóäåò óæå íå äâà, êàê â ñëó÷àå O(2), à ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ êëàññà ìàòðèö:(
chφ shφ
shφ chφ

)
,

(
−chφ −shφ
shφ chφ

)
,

(
chφ shφ
−shφ −chφ

)
,

(
−chφ −shφ
−shφ −chφ

)
.

Ïîýòîìó èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó Sp(2). Ìàòðèöà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ èìååò âèä

(
0 1
−1 0

)
. Ìàòðèöà ïåðåõîäà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

Ct

(
0 1
−1 0

)
C =

(
0 1
−1 0

)
, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ det = 1 (ïðîâåðüòå!). Òàêèì

îáðàçîì, ãðóïïà Sp(2) ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ìàòðèö, èìåþùèõ åäèíè÷íûé îïðåäåëèòåëü,
SL2(R). Îäíàêî ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ïðîñòðàíñòâà, ñèìïëåêòè÷åñêèå ãðóïïû íå
ñîâïàäàþò íè ñ êàêèìè, óæå èçâåñòíûìè íàì.



Ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ëàãðàíæåâû ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü W � ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåé-
íîé ôóíêöèåé g.

Îïðåäåëåíèå 103. Ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊂ W íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè V ⊂ V ⊥g .

Ëåììà 104. V èçîòðîïíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(x, y) = 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî V ⊥g = {x ∈ W : g(x, y) = 0 ∀y ∈ V }. Åñëè g(x, y) = 0
äëÿ âñåõ x, y ∈ V è åñëè x ∈ V , òî x ∈ V ⊥g , ò.å. V ⊂ V ⊥g . Îáðàòíî, åñëè V ⊂ V ⊥g , òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ V èìååì x ∈ V ⊥g , ò.å. g(x, y) = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ V (è, çíà÷èò, g(x, y) = 0 äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ V ). �

Ëåììà 105. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊂ W èçîòðîïíî, òî dimV 6 1
2
dimW , ïðè÷åì

èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè dimW
2

ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ g íåâûðîæäåíà, òî dimV ⊥g = dimW − dimV ,
ïðè÷åì, ïîñêîëüêó V ⊂ V ⊥g , òî dimV ⊥g > dimV . Ñëåäîâàòåëüíî, dimW = dimV +
dimV ⊥g > 2 dimV , îòêóäà dimV 6 dimW

2
.

Âîçüìåì ãàìèëüòîíîâ áàçèñ e1, . . . , em, em+1, . . . , e2m, ãäå m = dimW
2

, è ïóñòü V =
⟨e1, . . . , em⟩. Ò.ê. ýòîò áàçèñ ãàìèëüòîíîâ, òî â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà g èìååò âèä(

0 E
−E 0

)
, à ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ g|V ôóíêöèè g íà V ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî íóëåâîé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, g(x, y) = 0 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V , çíà÷èò, V èçîòðîïíî è èìååò ðàçìåðíîñòü
dimV = dimW

2
. �

Îïðåäåëåíèå 106. Èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè íàçûâà-
åòñÿ ëàãðàíæåâûì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæíî
âëîæèòü â ëàãðàíæåâî.

Ëåììà 107. Äëÿ ëþáîãî èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V ⊂ W ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò òàêîå ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî Ṽ , ÷òî V ⊂ Ṽ .

Îòìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Ṽ , óêàçàííîå â ëåììå, íå åäèíñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimV = r 6 m = dimW

2
, òîãäà, â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè

ôóíêöèè g íà W , dimV ⊥g = 2m − r è V ⊂ V ⊥g . Îáîçíà÷èì ÷åðåç g′ îãðàíè÷åíèå ôóíê-
öèè g íà V ⊥g . Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ g′ âûðîæäåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. g íåâûðîæäåíà, òî
(V ⊥g)⊥g = V è Ker g′ = V ⊥g ∩ (V ⊥g)⊥g = V . Ïðèâåäåì g′ ê íîðìàëüíîìó âèäó è ïîëó÷èì,
÷òî â íåêîòîðîì áàçèñå e1, . . . , em−r︸ ︷︷ ︸

m−r

, em−r+1, . . . , e2m−2r︸ ︷︷ ︸
m−r

, e2m−2r+1, . . . , e2m−r︸ ︷︷ ︸
r

åå ìàòðèöà áóäåò

èìåòü âèä

(
0 E 0

−E 0 0
0 0 0

)
. Ò.ê. V = Ker g, òî åìó îòâå÷àåò ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà âåêòîðîâ, ò.å.

V = ⟨e2m−2r+1, . . . , e2m−r⟩. Äîáàâèâ ê V âåêòîðû em−r+1, . . . , e2m−2r, ïîëó÷èì ëàãðàíæåâî

ïîäïðîñòðàíñòâî Ṽ = ⟨em−r+1, . . . , e2m−2r, e2m−2r+1, . . . , e2m−r⟩. Îíî, î÷åâèäíî, ñîäåðæèò V

è äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì, ò.ê. ôóíêöèÿ g òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà Ṽ

(â ìàòðèöå îãðàíè÷åíèþ g íà Ṽ îòâå÷àåò ïðàâûé íèæíèé êâàäðàò, ñîñòîÿùèé èç íóëåé) è

dim Ṽ = r + (m− r) = m. �



Àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ êâàäðèê

Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè n çàäàíû êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Q, ëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ f è ÷èñëî a. Êâàäðèêîé íàçûâåòñÿ óðàâíåíèå Q(x) + 2f(x) + a = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàíã êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Q.

Ëåììà 108. Ëþáàÿ êâàäðèêà â ïîäõîäÿùåì áàçèñå èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

I x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · · − x2

r = 1, ãäå 0 6 k 6 r;

II x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · · − x2

r = 0, ãäå k > r
2
;

III x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · · − x2

r = 2xr+1, ãäå k > r
2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèâîäèòñÿ çàìåíîé áàçèñà ê âèäó x2
1+· · ·+

x2
k − x2

k+1 − · · · − x2
r. Åñëè ïîñëå ýòîãî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò êîîðäèíàòó ñ íîìåðîì

áîëüøå r, òî âñþ ëèíåéíóþ ÷àñòü ìîæíî çàìåíîé áàçèñà ïðèâåñòè ê âèäó 2xr+1 è ïîëó÷èòü
òèï III. Åñëè òàêîé êîîðäèíàòû íåò, òî ãðóïïèðóÿ ïîëíûå êâàäðàòû, ìîæíî îò ëèíåéíîé
÷àñòè èçáàâèòüñÿ, è â çàâèñèìîñòè îò îñòàâøåéñÿ êîíñòàíòû ïîëó÷àåì òèï I èëè II. �

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 109. Ïóñòü V,W � äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì ïîëåì K.
Îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè ∀x, y ∈ V , λ ∈ K âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà f(x+ y) = f(x) + f(y) è f(λx) = λf(x).

Ïðèìåð: ìíîæåñòâî V ′ � ýòî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ïðè W = K.
Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â V , à e′1, . . . , e

′
m � áàçèñ â W . Åñëè x = xiei ∈ V , òî f(x) =

f(xiei) = xif(ei), ò.å., äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ëþáîé òî÷êå, äîñòàòî÷íî çíàòü
åå çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ, ò.å. f(ei) = aki e

′
k (aki � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

âåêòîðà f(ei) ïî áàçèñó e′), òîãäà f(x) = xiaki e
′
k = yke′k � ðàçëîæåíèå çíà÷åíèÿ ïî áàçèñó

e′1, . . . , e
′
k. Êîîðäèíàòû xi âåêòîðà x â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V è êîîðäèíàòû yk çíà÷åíèÿ

îòîáðàæåíèÿ f(x) â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà W ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: y1

...
ym

 =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

 x1

...
xn

 ,

èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå, Y = AX, ãäå Y è X � ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ f(x) è x
ñîîòâåòñòâåííî, à ìàòðèöà Af = A = (aki ) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, îïðåäåëÿåìîé ëèíåéíûì
îòîáðàæåíèåì f (è îïðåäåëÿþùåé åãî).
Ìû âèäèì, ÷òî çàäàíèå áàçèñîâ â V è W ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ëèíåéíîìó

îòîáðàæåíèþ f åãî ìàòðèöó Af , ïðè÷åì ýòî ñîïîñòàâëåíèå âçàèìî îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé L(V,W )
èç V â W è ìíîæåñòâîì ìàòðèö Mm,n(K) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K ðàçìåðà m× n.

Ëåììà 110. L(V,W ) ∼= Mm,n(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå âûøå áèåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå L(V,W ) → Mm,n(K) áóäåò ëèíåéíûì. Íî ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ
èç L(V,W ) ëèíåéíû. �



Ïðèìåðû:
1) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f(x) ≡ 0, åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íóëåâàÿ ìàòðèöà Af =

0;
2) Åñëè W = V , à îòîáðàæåíèå òîæäåñòâåííî, f = id : V → V , ò.å. f(x) = x ∀x ∈ V , òî

åìó ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà Af = E;
3) Îòîáðàæåíèþ f(x) = λx ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà Af = λE.
Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå f 7→ Af çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ

V è W .
Èçìåíèì áàçèñû â V (ìàòðèöà ïåðåõîäà C1) è â W (ìàòðèöà ïåðåõîäà C2), òîãäà, åñòå-

ñòâåííî, èçìåíèòñÿ è ìàòðèöà äàííîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Åñëè â ïåðâîíà÷àëüíûõ
áàçèñàõ êîîðäèíàòû áûëè ñâÿçàíû ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèåì Y = AfX, òî â íîâûõ áàçè-

ñàõ (X = C1X̃, Y = C2Ỹ ) èìååì C2Ỹ = AfC1X̃, ò.å. Ỹ = C−1
2 AfC1X̃ = ÃfX̃. Îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà â íîâûõ áàçèñàõ Ãf = C−1
2 AfC1.

Îïðåäåëåíèå 111. ßäðîì Ker f ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f : V → W íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, ïåðåõîäÿùèõ â íîëü, Ker f = {x ∈ V : f(x) = 0}.
Îáðàçîì Im f ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f : V → W íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ y ∈

W , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðîîáðàç, Im f = {y ∈ W : ∃x ∈ V, f(x) = y}.
Ëåììà 112. ßäðî ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì â V ; îáðàç ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
â W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî, íàäî ïðîñòî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ìíîæå-
ñòâà çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû. Íàïðèìåð, â
ñëó÷àå ÿäðà, åñëè x, y ∈ Ker f , λ ∈ K, òî f(x) = f(y) = 0, ïîýòîìó f(x+ y) = 0, f(λx) = 0
è x+ y, λx ∈ Ker f . Ïðîâåðêà äëÿ îáðàçà îòîáðàæåíèÿ àíàëîãè÷íà. �

Ëåììà 113. dimKer f + dim Im f = dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , er � áàçèñ â Ker f , äîïîëíèì åãî äî áàçèñà
e1, . . . , er, er+1, . . . , en âñåãî ïðîñòðàíñòâà V . Äîêàæåì, ÷òî dim Im f = n − r. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì íàáîð âåêòîðîâ f(er+1), . . . , f(en) è äîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Im f .
1) ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü. Ïóñòü λr+1f(er+1)+. . .+λnf(en) = f(λr+1er+1+. . .+λnen) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî λr+1er+1+ . . .+λnen ∈ Ker f , íî òîãäà λr+1er+1+ . . .+λnen = µ1e1+ . . .+µrer
äëÿ íåêîòîðûõ µ1, . . . , µr. Ò.ê. âåêòîðû e1, . . . , en ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî âñå λi = 0 (è µj

òîæå), ñëåäîâàòåëüíî âåêòîðû f(er+1), . . . , f(en) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
2) ìàêñèìàëüíîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé y ∈ Im f , ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò òàêîé

x ∈ V , ÷òî f(x) = y. Åñëè x = xiei (ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó i, ïðîáåãàþùåìó îò 1
äî n), òî y = f(x) = f(xiei) = xif(ei), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
f(er+1), . . . , f(en), ò.ê. ïðè i = 1, . . . , r ei ∈ Ker f è f(ei) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî f(er+1), . . . , f(en) � áàçèñ â Im f , îòñþäà óæå âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû. �
Åñëè W = V , òî ìû ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ

íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà âñåãäà êâàäðàòíàÿ,
ïðè ýòîì â îáîèõ ýêçåìïëÿðàõ ïðîñòðàíñòâà V áåðåòñÿ îäèí è òîò æå áàçèñ. Òîãäà ïðè
ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ãf = C−1AfC, ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà, à Af � ìàòðèöà îïåðàòîðà â ñòàðîì áàçèñå.

Îïðåäåëåíèå 114. Îïðåäåëèì det f ðàâåíñòâîì det f = detAf .

×òîáû îïðåäåëåíèå áûëî êîððåêòíûì, íàäî, ÷òîáû ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñåëà îò âûáîðà
áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå, ò.å. âîçüìåì äâà ðàçíûì áàçèñà ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäà C, òîãäà

det Ãf = det(C−1AfC) = detC−1 detAf detC = detAf .



Îïðåäåëåíèå 115. Îïðåäåëèì ñëåä tr f ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ðàâåíñòâîì tr f = trAf

(ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Af ).

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåì, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî:

tr Ãf = tr(C−1AfC) = tr(AfCC−1) = trAf .

Îïðåäåëåíèå 116. Îïðåäåëèì ðàíã rk f ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ðàâåíñòâîì rk f = rkAf .

Îí òîæå, î÷åâèäíî, íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà áàçèñà.

Îïðåäåëåíèå 117. Êîìïîçèöèåé äâóõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ f, g : V → V íàçûâàþòñÿ
ëèíåéíûå îïåðàòîðû f ◦ g, g ◦ f : V → V , ãäå (f ◦ g)(x) = f(g(x)) è (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå Af◦g = Af · Ag, òàêæå ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà îïåðàòîðîâ âûïîëíåíû âñå àêñèîìû êîëüöà (åñëè óìíîæåíèå
� êîìïîçèöèÿ), ò.å. ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èìååò ñòðóêòóðó êîëüöà ñ åäèíèöåé,
ðîëü êîòîðîé èãðàåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 118. Ïóñòü äàí ëèíåéíûé îïåðàòîð f : W → W è V ⊂ W � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â W . Îíî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî f , åñëè
åãî îáðàç ëåæèò â íåì ñàìîì, ò.å. f(V ) ⊂ V .

Ïðèìåðû:
1) V = Ker f áóäåò èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ò.ê. ∀x ∈ V f(x) = 0 ∈ V ,
2) V = Im f áóäåò èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ò.ê. ïî îïðåäåëåíèþ Im f îáðàç

ëþáîãî ýëåìåíòà åìó ïðèíàäëåæèò.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ. Ïóñòü V � èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî f

ïîäïðîñòðàíñòâî â W . Ïóñòü e1, . . . , er � áàçèñ â V , äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , en
â W . Ïóñòü Af � ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå, òîãäà îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Af =

(
⋆ ⋆
0 ⋆

)
, ò.å. åå ìîæíî ðàçáèòü ïî øèðèíå è âûñîòå íà äâå ÷àñòè, îòâå÷àþùèå

âåêòîðàì e1, . . . , er è er+1, . . . , en, ïðè÷åì â íèæíåì ëåâîì óãëó áóäóò ñòîÿòü îäíè íóëè.
Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. V èíâàðèàíòíî, òî f(ei) ∈ V ïðè 1 6 i 6 r, ñëåäîâàòåëüíî, f(ei) =
α1
i e1 + . . .+αr

i er. Êîýôôèöèåíòû â ýòîì ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó � ýòî i-é ñòîëáåö ìàòðèöû
Af , à çäåñü íà r + 1, . . . , n-ûõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè.
ÅñëèW = V1⊕V2, ãäå V1, V2 � èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, òî è ïðàâûé âåðõíèé óãîë

ìàòðèöû Af áóäåò íóëåâîé, è ýòà ìàòðèöà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: Af =

(
⋆ 0
0 ⋆

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Îïðåäåëåíèå 119. Ïóñòü V � èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî f ïîäïðîñòðàíñòâî, òîãäà
îïåðàòîð f1 : V → V , îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì f1(v) = f(v), v ∈ V , íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷å-
íèåì îïåðàòîðà f íà ïîäïðîñòðàíñòâî V è ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ f |V .

Ìàòðèöåé îïåðàòîðà f |V áóäåò ëåâûé âåðõíèé óãîë ìàòðèöû îïåðàòîðà f , ò.å. Af =(
Af1 ⋆
0 ⋆

)
.



Íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå
âåêòîðû

Îïðåäåëåíèå 120. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f : V → V íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) det f ̸= 0;
2) Ker f = {0};
3) Im f = V ;
4) rk f = dimV ;
5) ∃g : V → V , òàêîé ÷òî g ◦ f = f ◦ g = id, ò.å. ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð.

Ëåììà 121. Âñå ýòè ïÿòü ñâîéñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2) ⇐⇒ 3), ò.ê. dimV = dimKer f + dim Im f .
1) ⇐⇒ 2): Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ Ker f . Âûáåðåì òàêîé áàçèñ â V ,

÷òîáû x áûë ïåðâûì âåêòîðîì áàçèñà, òîãäà â ìàòðèöå îïåðàòîðà Af ïåðâûé ñòîëáåö
áóäåò íóëåâûì, òîãäà det f = 0. Îáðàòíî, åñëè det f = 0, òî ó ñèñòåìû óðàâíåíèé AfX =
0 ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ò.å. ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà f íåêîòîðûé íåíóëåâîé
âåêòîð ïåðåõîäèò â 0. Íî òîãäà Ker f ̸= {0}.
1) ⇐⇒ 4) � ýòî ìû çíàåì èç êóðñà âûñøåé àëãåáðû.
1) ⇐⇒ 5). Åñëè det f ̸= 0 è Af � ìàòðèöà îïåðàòîðà f , òî detAf ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî

ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1
f , åé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé îïåðàòîð g. Ò.ê. AfA

−1
f =

A−1
f Af = E, òî f ◦ g = g ◦ f = id. Îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð, òî åãî

ìàòðèöà áóäåò îáðàòíîé ê ìàòðèöå îïåðàòîðà f , ñëåäîâàòåëüíî det f = detAf ̸= 0.
Çàìå÷àíèå. Îáðàòíûé îïåðàòîð (åñëè îí ñóùåñòâóåò) åäèíñòâåíåí.
Îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî íè îäíî èç ýòèõ ñâîéñòâ íå âûïîëíÿåòñÿ íàçûâàåòñÿ âûðîæäåí-

íûì.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Îïðåäåëåíèå 122. Ïóñòü f � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ ∈ K è äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ V âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî f(v) = λv, òî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà f , à v � ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà f , îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Ëåììà 123. λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà f òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îïåðàòîð f − λ · id âûðîæäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
=⇒: Åñëè f(v) = λv, òî (f − λ · id)(v) = 0, çíà÷èò, ÿäðî îïåðàòîðà (f − λ · id) ñîäåðæèò

íåíóëåâîé âåêòîð v, îòêóäà ñëåäóåò âûðîæäåííîñòü ýòîãî îïåðàòîðà.
⇐=: Âûðîæäåííîñòü (f−λ·id) îçíà÷àåò íàëè÷èå íåòðèâèàëüíîãî ÿäðà ó ýòîãî îïåðàòîðà.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå v ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð èç ÿäðà Ker(f − λ · id), òîãäà f(v) = λv. �
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V (λ) = Ker(f − λ · id) � ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, è èç
íóëåâîãî âåêòîðà.

Ëåììà 124. Ïðîñòðàíñòâî V (λ) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ V (λ), ò.å. (f − λ · id)(x) = 0, òîãäà f(x) = λx ∈ V (λ). �

Ëåììà 125. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå (ò.å. ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈
Kn[x], deg f > 0, èìååò êîðåíü), íàïðèìåð, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òîãäà ó ëþáîãî îïå-
ðàòîðà f : W → W , ãäå dimW > 1, ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî (îòëè÷íîå îò íóëÿ è îò âñåãî ïðîñòðàíñòâà).



Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå det(f − λ · id) = 0. Â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîé
çàìêíóòîñòè ïîëÿ, ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü λ0, òîãäà λ0 áóäåò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
f è òîãäà dimV (λ0) > 0 è V (λ0) èíâàðèàíòíî. Åñëè V (λ0) ̸= W , òî îíî íåòðèâèàëüíî. Åñëè
æå ñëó÷àéíî ïîëó÷èëîñü, ÷òî V (λ0) = W , òî f èìååò âèä f = λ0 · id, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, è òîãäà ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî áóäåò èíâàðèàíòíûì. �

Ïðîåêòîðû

Åñëè W = V1 ⊕ V2, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà w èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå âèäà
w = v1+v2, ãäå v1 ∈ V1, v2 ∈ V2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð f : W → W , îïðåäåëåííûé
ôîðìóëîé f(w) = v1. Ò.ê. v1 = v1 + 0, òî f(V1) ⊂ V1, ò.å. V1 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f ,
áîëåå òîãî íà ïîäïðîñòðàíñòâå èìååì f |V1 = idV1 . Ò.ê. âñå âåêòîðà èç V2 ïåðåõîäÿò â 0, òî
V2 ⊂ Ker f . Íà ñàìîì äåëå V2 = Ker f , ò.ê. åñëè f(w) = 0, òî â ðàçëîæåíèè w = v1 + v2
èìååì v1 = 0, ò.å. w ∈ V2.

Îïðåäåëåíèå 126. Îïåðàòîðû óêàçàííîãî âèäà íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè ïðîåêòèðî-
âàíèÿ èëè ïðîñòî ïðîåêòîðàìè âäîëü V2 íà V1.

Ïðîåêòîðû îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè f � ïðîåêòîð, òî f 2 = f . Äîêàæåì
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 127. Åñëè f 2 = f , òî îïåðàòîð f : W → W ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ V1 è V2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì V1 = Im f è V2 = Ker f è äîêàæåì, ÷òî f � ïðîåêòîð âäîëü
V2 íà V1.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî W = V1 ⊕ V2, ò.å., ÷òî W = V1 + V2 è V1 ∩ V2 = {0}. Äîïóñòèì,

÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð a ∈ V1 ∩ V2, òîãäà a ∈ Ker f , ò.å. f(a) = 0 è a ∈ Im f , ò.å.
ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð b ∈ W , ÷òî f(b) = a. Òîãäà

a = f(b) = f 2(b) = f(f(b)) = f(a) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, a = 0. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî V1 è V2 äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó
è V1 ⊕ V2 ⊂ W . Íî, ò.ê.

dim(V1 ⊕ V2) = dimV1 + dimV2 = dimKer f + dim Im f = dimW,

òî V1 ⊕ V2 = W .
Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð w ∈ W , òîãäà w = v1 + v2, ãäå v1 ∈ V1, v2 ∈ V2,

ñëåäîâàòåëüíî, f(w) = f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) = f(v1) + 0 = f(v1), ò.ê. v2 ∈ Ker f . Íàì
îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî, åñëè v1 ∈ Im f , òî f(v1) = v1. Ïóñòü b ∈ W � ïðîîáðàç v1, ò.å.
f(b) = v1, òîãäà v1 = f(b) = f 2(b) = f(v1), ñëåäîâàòåëüíî, f(w) = f(v1) = v1, è îïåðàòîð f
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ âäîëü V2 íà V1. �
Ìàòðèöà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ â áàçèñå, ñîñòàâëåííîì èç áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ

V1 è V2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:



1
. . . 0

1
0

0
. . .

0

, ãäå êîëè÷åñòâî åäèíèö ðàâíî ðàç-
ìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà V1.



Ìíîãî÷ëåíû îò îïåðàòîðîâ

Ïóñòü f : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó p(t) ∈ Kn[t] ìîæíî
ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

a0 + a1t+ a2t
2 + . . .+ ant

n 7→ a0id+ a1f + a2f
2 + . . .+ anf

n.

Ýòîò ìíîãî÷ëåí îò îïåðàòîðà, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ îïåðàòîðîì, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
p(f).
Àíàëîãè÷íî, ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû. Äëÿ ìàòðèöû A îïðåäåëèì p(A)

ôîðìóëîé p(A) = a0E+a1A+a2A
2+. . .+anA

n, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîñêîëüêó ïðè
ôèêñèðîâàííîì áàçèñå èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåñòâèå ìåæäó îïåðàòîðàìè è
ìàòðèöàìè, âñå óòâåðæäåíèÿ î ìíîãî÷ëåíàõ îò îïåðàòîðîâ äîïóñêàþò ïåðåôîðìóëèðîâêó
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò ìàòðèö.
Ìîæåò òàê ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî p(f) � íóëåâîé îïåðàòîð, òîãäà ìíîãî÷ëåí p(t) íàçûâàåòñÿ

àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ îïåðàòîðà f .
Ïðèìåð: Åñëè f = id, òî p(t) = t − 1 áóäåò àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì, ò.ê. p(f) =

f − id = 0.

Ëåììà 128. Ó ëþáîãî îïåðàòîðà f ñóùåñòâóåò àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimV = n, ðàññìîòðèì îïåðàòîðû f 0 = id, f 1 = f, f 2, . . . , fn2︸ ︷︷ ︸
n2+1

.

Ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ðàâíà n2, ñëåäîâàòåëüíî ýòè
îïåðàòîðû (ïîñêîëüêó èõ êîëè÷åñòâî áîëüøå ðàçìåðíîñòè) ëèíåéíî çàâèñèìû, òîãäà ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a0, a1, . . . , an2 , íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî a0id+ a1f + . . .+ an2fn2

= 0,
íî òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí p(t) = a0 + a1t+ . . .+ an2tn

2
àííóëèðóåò îïåðàòîð f . �

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

Îïðåäåëåíèå 129. Ìíîãî÷ëåí p(t) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ îïåðà-
òîðà f , åñëè îí àííóëèðóåò ýòîò îïåðàòîð, èìååò íàèìåíüøóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ àííóëè-
ðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ è åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ìàòðèö âìåñòî îïåðàòîðîâ.

Ëåììà 130. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà f ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûé, ìèíè-
ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñóùåñòâîâàíèå. Ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà
ñóùåñòâóåò àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí. Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü èç âñåõ àííóëèðóþùèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíû ñ íàèìåíüøåé ñòåïåíüþ è ïîäåëèòü èõ íà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò.
Òî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì.
2) Åäèíñòâåííîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî p1(t) è p2(t) � äâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíà äëÿ

îäíîãîè òîãî æå îïåðàòîðà f , òîãäà deg p1 = deg p2 è èõ ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 1,
ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí p1(t)− p2(t) áóäåò àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. �

Ëåììà 131. ×èñëî λ áóäåò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà f òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà λ � êîðåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà f , òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð x, ÷òî fx = λx. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà f 2x = f(f(x)) = f(λx) =



λfx = λ2x, è, àíàëîãè÷íî, fkx = λkx äëÿ âñåõ k. Ïóñòü p(t) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí,
ò.å. p(f) ≡ 0, òîãäà p(f)x = 0, ñëåäîâàòåëüíî

p(λ)x = a0x+ a1λx+ . . .+ anλ
nx = a0x+ a1fx+ . . .+ anf

nx = p(f)x = 0,

ïîýòîìó p(λ) = 0 (òàê êàê x ̸= 0).
Îáðàòíî, ïóñòü λ � êîðåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, òîãäà p(t) = (t − λ)q(t), deg q <

deg p (è òîãäà p(f) = (f − λ · id)q(f)), ïîýòîìó q(t) íå àííóëèðóåò f , ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð x, ÷òî q(f)x = y ̸= 0. Òîãäà

(f − λ · id)y = (f − λ · id)q(f)x = p(f)x = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, y � ýòî ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà f , à λ � åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
�

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Îïðåäåëåíèå 132. Ìíîãî÷ëåí Pf (t) = det(f − λ · id) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà f .

Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ â ìàòðèö (âìåñòî
îïåðàòîðîâ): PA(t) = det(A− λE), ãäå A � ìàòðèöà.
Îòìåòèì ðîëü íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Åñëè åãî

çàïèñàòü â âèäå Pf (t) = a0 + a1t + . . . + ant
n, òî òîãäà an = (−1)n, an−1 = (−1)n−1 tr f ,

a0 = det f .

Ëåììà 133. λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà f òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Pf (t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî îïåðàòîð g = f − λ · id âûðîæ-
äåííûé, ñëåäîâàòåëüíî det(f − λ · id) = 0, ò.å. λ � êîðåíü Pf (t). Îáðàòíî, åñëè λ � êîðåíü
Pf (t), òî det(f − λ · id) = 0, ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîð f − λ · id âûðîæäåííûé, çíà÷èò, λ
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà f . �
Åñëè V ⊂ W � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òîãäà, êàê ìû çíàåì, ìàòðèöà îïåðàòîðà

f : W → W èìååò âèä: Af =

(
Af1 ⋆
0 Af ′

)
, ãäå f1 � îãðàíè÷åíèå f íà V . Òîãäà, ò.ê.

det(Af − λE) = det(Af1 − λE) det(Af ′ − λE), òî Pf (t) = Pf1(t)Pf ′(t).

Ëåììà 134. Ïóñòü V (λ) � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå ñîáñòâåí-
íûìè âåêòîðàìè, îòâå÷àþùèìè ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Òîãäà êðàòíîñòü êîðíÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íå ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà V (λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f1 � îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà f íà V (λ), òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ V (λ) áóäåì èìåòü, ÷òî f1x = λx, ïîýòîìó ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò âèä

Af1 =

 λ 0
. . .

0 λ

, à ìàòðèöà îïåðàòîðà f � âèä: Af =


λ 0

. . . ⋆
0 λ

0 Af ′

. Ñëåäî-
âàòåëüíî Pf (t) = Pf1(t)Pf ′(t) = (λ− t)dimV (λ) ·Pf ′(t), ïîýòîìó êðàòíîñòü êîðíÿ λ íå ìåíüøå
ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà V (λ) (íî ìîæåò áûòü è áîëüøå, åñëè λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà Pf ′(t)). �

Òåîðåìà 135 (Ãàìèëüòîíà-Êýëè). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Pf (t) îïåðàòîðà f :
W → W àííóëèðóåò ýòîò îïåðàòîð, ò.å. Pf (f) = 0.



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìàòðèöàìè è îïå-
ðàòîðàìè, ìû äîêàæåì "ìàòðè÷íûé âàðèàíò" ýòîé òåîðåìû: PA(A) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ìàòðèöû A.
Çàïèøåì îáðàòíóþ ìàòðèöó (äëÿ òåõ çíà÷åíèé λ, äëÿ êîòîðûõ îíà îïðåäåëåíà) â âèäå

(A− λE)−1 = 1
PA(λ)

C(λ), ãäå C(λ) � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ìèíîðîâ ìàòðèöû A− λE.

Îòñþäà
(A− λE)C(λ) = PA(λ)E. (4)

Ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ λ, êðîìå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà. À ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè ýòîãî ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà ñîñòîÿò èç ìíîãî÷ëåíîâ, èç
èõ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé λ. Ðàçëîæèì
ìàòðèöó C(λ), ñîñòîÿùóþ èç ìíîãî÷ëåíîâ, ïî ñòåïåíÿì λ: C(λ) = C0 +C1λ+C2λ

2 + . . .+
Cn−1λ

n−1, ãäå C0, C1, . . . , Cn−1 � ÷èñëîâûå ìàòðèöû. Â òàêîì æå âèäå çàïèøåì õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí PA(λ) = a0+a1λ+a2λ

2+ . . .+anλ
n è ðàñïèøåì ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

(4) ïî ñòåïåíÿì λ, ò.å. äëÿ êàæäîé ñòåïåíè íàïèøåì ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòè ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà:

AC0 = a0E

AC1 − C0 = a1E

AC2 − C1 = a2E

. . . . . .

ACn−1 − Cn−2 = an−1E

−Cn−1 = anE.

Óìíîæèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà E, âòîðîå � íà A, òðåòüå � íà A2, è ò.ä., è ñëîæèì. Òîãäà â
ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ a0E+a1A+a2A

2+ . . .+anA
n = PA(A), à â ëåâîé � âñå ñëàãàåìûå

âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ. Ò.å. ïîëó÷èòñÿ, ÷òî PA(A) = 0. �

Äèàãîíàëèçèðóåìûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 136. Îïåðàòîð f íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
áàçèñ, ÷òî ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå äèàãîíàëüíà.

Ïðèìåðû:
1) îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ äèàãîíàëèçèðóåìû,

2) Îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé A =

(
0 1
0 1

)
íå äèàãîíàëèçèðóåìûé. Äåéñòâèòåëüíî, âñå åãî ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû 0, ïîýòîìó åñëè áû îí áûë äèàãîíàëèçèðóåìûì, åãî äèàãîíàëü-
íûé âèä Ã áûë áû íóëåâîé ìàòðèöåé. Íî Ã = C−1AC äàåò ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî ðàññóæäåíèå
ãîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ îïåðàòîðîâ, ó êîòîðûõ íåò íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ëåììà 137. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Pf (t) èìååò n = dimW ðàçëè÷íûõ
êîðíåé, òîãäà îïåðàòîð f äèàãîíàëèçèðóåìûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ1, . . . , λn � êîðíè Pf (t), ò.å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
f , à a1, . . . , an � îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ò.å. fai = λiai, i = 1, . . . , n. Åñëè
áû ìû çíàëè, ÷òî a1, . . . , an � áàçèñ, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå èìåëà áû âèä:

Af =

 λ1 0
. . .

0 λn

.
Äîêàæåì, ÷òî a1, . . . , an ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèíåéíóþ

íåçàâèñèìîñòü ýòèõ âåêòîðîâ (òàê êàê èõ êîëè÷åñòâî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàí-
ñòâà). Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.



1) Áàçà èíäóêöèè. Âåêòîð a1 îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç íåãî îäíîãî
ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
2) Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü ïåðâûå k − 1 âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîêàæåì,

÷òî òîãäà è ïåðâûå k âåêòîðîâ òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ÷òî
ò.å. ñóùåñòâóþò ñêàëÿðû α1, . . . , αk, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ò.÷. α1a1+ . . .+αkak = 0. Ïîñêîëü-
êó ïåðâûå k− 1 âåêòîðîâ ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîñëåäíèé âåêòîð åñòü
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ, ak = −α1

αk
a1−. . .−αk−1

αk
ak−1. Ïðèìåíèâ îïåðàòîð f ê îáåèì

÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî fak = f(−α1

αk
a1−. . .− αk−1

αk
ak−1), ò.å. λkak = −α1

αk
λ1a1−

. . .−αk−1

αk
λk−1ak−1, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, λkak = λk(−α1

αk
a1−. . .−αk−1

αk
ak−1). Ïðèðàâíÿâ âûðà-

æåíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì, ÷òî (λk−λ1)
α1

αk
a1+ . . .+(λk−λk−1)

αk−1

αk
ak−1 = 0.

Ò.ê. âñå λi ðàçëè÷íû, òî èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ a1, . . . , ak−1 ñëåäóåò, ÷òî âñå
êîýôôèöèåíòû α1, . . . , αk−1 ðàâíû íóëþ. Íî òîãäà ak = 0, îòêóäà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçà-
âèñèìîñòü ñèñòåìû èç k âåêòîðîâ. �

Ëåììà 138. Íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ìàòðèöó ëþáîãî îïåðàòîðà ìîæíî

ïðèâåñòè ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó

 λ1 ⋆
. . .

0 λn

 çàìåíîé áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.
1) Åñëè dimW = 1, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ò.ê. ëþáàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 1 ÿâëÿåòñÿ

âåðõíåòðåóãîëüíîé.
2) Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ dimW < n, äîêàæåì åãî äëÿ dimW = n. Ò.ê. ïîëå àë-

ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü λ, îí áóäåò ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð, êîòîðûé ïîðîæäàåò îäíîìåðíîå

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V , òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà f èìååò âèä Af =

(
λ ⋆
0 Af ′

)
.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìàòðèöó Af ′ ìîæíî ïðèâåñòè ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó

Af ′ =

 λ1 ⋆
. . .

0 λn−1

, òîãäà ìàòðèöà Af =


λ ⋆

λ1 ⋆

0
. . .

0 λn−1

 òàêæå áóäåò âåðõíå-

òðåóãîëüíîé. �

Ëåììà 139. Åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, òî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Af =

 λ1 ⋆
. . .

0 λn

, òîãäà Af−t·id = λ1 − t ⋆
. . .

0 λn − t

, è det(f − t · id) = (λ1 − t) · . . . · (λn − t), ò.å. λ1, . . . , λn �

ýòî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, à çíà÷èò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. �

Ëåììà 140. Ïóñòü îïåðàòîð f òàêîé, ÷òî â àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîì ïîëå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Pf (t) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü λ, òîãäà íåêîòîðàÿ ñòåïåíü
îïåðàòîðà g = f − λ · id ðàâíà íóëþ.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. ó îïåðàòîðà f òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ, òî â íåêî-

òîðîì áàçèñå åãî ìàòðèöà áóäåò èìåòü âèä Af =

 λ ⋆
. . .

0 λ

. Ìàòðèöà îïåðàòîðà g

â ýòîì áàçèñå èìååò âèä Ag =

 0 ⋆
. . .

0 0

. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòî-

ðà g èìååò âèä Pg(t) = (−1)ntn, è, ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì (ïî òåîðåìå
Ãàìèëüòîíà�Êýëè), òî Pg(g) = (−1)ngn = 0, çíà÷èò, gn = 0. �
Îïåðàòîðû, êîòîðûå â íåêîòîðîé ñòåïåíè ðàâíû 0, íàçûâàþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè. Ëåì-

ìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè λ � åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà f , òî îïåðàòîð
g = f − λ · id ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì.

Æîðäàíîâû êëåòêè

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð f , çàäàííûé â áàçèñå e1, . . . , en ìàòðèöåé

Jn(λ) =


λ 1

λ 1
. . . . . .

λ 1
λ

 .

Òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé ïîðÿäêà n, ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.
Äåéñòâèå òàêîãî îïåðàòîðà íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ óñòðîåíî òàê: f(e1) = λe1, f(e2) = λe2 +
e1, f(e3) = λe3 + e2,. . . , f(en) = λen + en−1.
Íîðìàëüíîé èëè æîðäàíîâîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, âñå

áëîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ æîðäàíîâûìè êëåòêàìè.

Ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû è êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V
(1)
λ ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà f , îòâå÷àþùèõ

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ (âìåñòå ñ íóëåâûì âåêòîðîì). Èíà÷å ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê

V
(1)
λ = Ker(f − λ · id).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì V

(2)
λ = Ker(f − λ · id)2, V (3)

λ = Ker(f − λ · id)3 è ò.ä.

Ïîëó÷àåòñÿ öåïî÷êà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîäïðîñòðàíñòâ {0} ⊂ V
(1)
λ ⊂ V

(2)
λ ⊂ . . . ⊂

V .
Âåêòîð v íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì âåêòîðîì 1-ãî ïîðÿäêà îïåðàòîðà f , îòâå÷àþùèõ

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, åñëè v ∈ V
(2)
λ , v /∈ V

(1)
λ . Àíàëîãè÷íî, ïðèñîåäèíåííûì âåêòîðîì

ïîðÿäêà k, åñëè v ∈ V
(k+1)
λ , v /∈ V

(k)
λ .

Ïîêàæåì, ÷òî ðîñò ïîäïðîñòðàíñòâ V
(k)
λ ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñ ðîñòîì k.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì äåéñòâóåò íàø îïåðàòîð, êîíå÷íîìåðíî, òî íåóáû-

âàþùàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçìåðíîñòåé dimV
(1)
λ 6 dimV

(2)
λ 6 dimV

(3)
λ 6 . . . 6

dimV íå ìîæåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü, çíà÷èò, íàéäåòñÿ êàêîé-òî íîìåð k, äëÿ êîòî-
ðîãî ñîñåäíèå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäóò.

Óòâåðæäåíèå 141. Åñëè íà êàêîì-òî øàãå ýòîé öåïî÷êè V
(k−1)
λ è V

(k)
λ ñîâïàëè, òî

îíè áóäóò ñîâïàäàòü è äàëüøå, ò.å. V
(i)
λ = V

(i+1)
λ ïðè i > k.



Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì f − λ · id ÷åðåç g. Ïî óñëîâèþ ìû èìååì gkx = 0 ⇐⇒
x ∈ Ker gk ⇐⇒ x ∈ Ker gk−1 ⇐⇒ gk−1x = 0. Äîêàæåì, ÷òî gk+1x = 0 ⇐⇒ gkx = 0, ò.å. ÷òî
Ker gk+1 = Ker gk.
Åñëè gkx = 0, òî, î÷åâèäíî, gk+1x = g(gkx) = 0. Îáðàòíî, åñëè gk+1x = 0, òî gk(gx) =

0 ⇐⇒ gk−1(gx) = 0 (ïî óñëîâèþ), ñëåäîâàòåëüíî, gkx = 0. Ìû äîêàçàëè, ÷òî Ker gk+1 =
Ker gk. Ïðîäåëàâ ýòó îïåðàöèþ íóæíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì ÷òî Ker gk+2 = Ker gk+1 è ò.ä.
�
Îáîçíà÷èì ÷åðåç p òîò íîìåð, ñ êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ öåïî÷êè ïîäïðî-

ñòðàíñòâ V
(k)
λ . Òîãäà ∪∞

k=1V
(k)
λ = V

(p)
λ . Îáîçíà÷èì ýòî ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç Vλ è íàçîâåì åãî

êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà f , îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Óòâåðæäåíèå 142. Ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ ⊂ W èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ Vλ, ò.å. (f −λ · id)p(x) = 0, òîãäà
(f − λ · id)pf(x) = f(f − λ · id)p(x) = f(0) = 0, çíà÷èò, f(x) ∈ Vλ. �

Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó êîðíåâûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ

Ëåììà 143. Ïóñòü f : V → V , λ � åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òîãäà èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå V â ïðÿìóþ ñóììó, V = Vλ ⊕W , ãäå W � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà f − λ · id íà W îáðàòèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ = 0. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïåðåéòè îò îïåðàòîðà f ê îïåðàòîðó f − λ · id.
Ïîëîæèì W = Im f p è äîêàæåì, ÷òî V = Vλ ⊕ W = Ker f p ⊕ Im f p. Èíâàðèàíò-

íîñòü Im fp î÷åâèäíà: åñëè y ∈ Im f p, òî ñóùåñòâóåò òàêîé x, ÷òî y = f p(x); òîãäà
f(y) = f p+1(x) ∈ Im f p+1. Íî Im f p+1 ⊂ Im f p, à ðàçìåðíîñòè ýòèõ îáðàçîâ ñîâïàäàþò,
ò.ê. ñîâïàäàþò ðàçìåðíîñòè ñîîòâòåñòâóþùèõ ÿäåð, ïîýòîìó Im fp+1 = Im f p.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà V0 è W � ïðÿìàÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èõ ïå-

ðåñå÷åíèå ðàâíî íóëþ. Òàê êàê ñóììà ðàçìåðíîñòåé ÿäðà è îáðàçà ðàâíà ðàçìåðíîñòè
âñåãî ïðîñòðàíñòâà, èç òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå � íóëåâîå, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî dimV =
dimV0 + dimW , ò.å. V = V0 ⊕W .
Ïóñòü v ∈ V0 ∩ W , v ̸= 0. Ò.ê. v ∈ V0, òî fp(v) = 0, à ò.ê. v ∈ W , òî v = f p(w)

äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà w ∈ V . Òîãäà f p(w) = v ̸= 0, f 2p(w) = f p(v) = 0. Èç òîãî, ÷òî

f p(w) ̸= 0, ñëåäóåò, ÷òî w /∈ V0, à èç òîãî, ÷òî f 2p(w) = 0, ñëåäóåò, ÷òî w ∈ V
(2p)
0 = V0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî V0 ∩W = {0}.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îãðàíè÷åíèå f íà W íåâûðîæäåíî. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, ÷òî

0 áûë áû ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà f |W , ò.å. ñóùåñòâîâàë áû ñîáñòâåííûé âåêòîð
v ∈ W , v ̸= 0, f(v) = 0. Íî ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî v ∈ V0. Íî V0 ∩W = {0}. Ò.î., 0 íå ìîæåò
áûòü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ f |W . �

Òåîðåìà 144 (î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè). Ïóñòü äàí îïåðàòîð f : V → V (íàä àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé âñåõ
êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ò.å. V = Vλ1 ⊕ . . . ⊕ Vλk

, ãäå λ1, . . . , λk � âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì íóæíîå ÷èñëî ðàç ïðåäûäóùóþ ëåììó. Ïîñëå ïåðâîãî
ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷èì V = Vλ1 ⊕ W . Äàëåå, èç áëî÷íî-äèàãîíàëüíîãî âèäà ìàòðèöû îïå-
ðàòîðà f � îíà ñîñòîèò èç áëîêîâ, îòâå÷àþùèõ îãðàíè÷åíèÿì f |Vλ1

è f |W � ñëåäóåò,
÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ f |W � λ2, λ3, . . . , λk. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû èñ÷åðïàåì



âñå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëå k-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ëåììû ìû ïîëó÷èì
V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ . . . ⊕ Vλk

⊕ W ′, òî W ′ = {0} � èíà÷å îïåðàòîð îãðàíè÷åíèÿ f |W ′ áóäåò
èìåòü åùå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî), êîòîðîãî íå áûëî ó
f � ïðîòèâîðå÷èå. �
Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò åäèíñòâåííîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà îïåðàòîðà

Òåîðåìà 145 (Æîðäàíà î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû îïåðàòîðà ê íîðìàëüíîé ôîðìå). Äëÿ
ëþáîãî îïåðàòîðà f ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà Af áóäåò æîðäàíîâîé.
Òàêàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ (êëåòîê).

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ñóùåñòâîâàíèå. Ïî òåîðåìå î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè, â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ìàòðèöà

îïåðàòîðà f èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä

Af =


Af |Vλ1

Af |Vλ2
. . .

Af |Vλk

 ,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ îïåðàòîðîâ ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà f íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî f èìååò åäèíñòâåííîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òàêæå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ.
Íàøà çàäà÷à � ïîñòðîèòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì äåéñòâóåò òàêîé îïåðàòîð, ò.å.

â êîðíåâîì ïðîñòðàíñòâå V = V0 = V
(p)
0 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ

V
(1)
0 ⊂ V

(2)
0 ⊂ . . . ⊂ V

(p)
0 .

Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ V ñèñòåìà âåêòîðîâ er+1, . . . , en íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì
áàçèñîì (îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà L), åñëè, áóäó÷è äîïîëíåííîé áàçèñîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâà L, îíà ñòàíîâèòñÿ áàçèñîì âñåãî ïðîñòðàíñòâà V . Â ëþáîì (êîíå÷íîìåðíîì)
ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûáðàòü îòíîñèòåëüíûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Íà ïåðâîì øàãå ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V
(p−1)
0 ⊂ V

(p)
0 = V è âûáåðåì îòíîñèòåëü-

íûé áàçèñ e1, . . . , eq îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Î÷åâèäíî, îí áóäåò ñîñòîÿòü èç

ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ ïîðÿäêà p − 1. Ïîñêîëüêó f(V
(p)
0 ) = V

(p−1)
0 , f(e1), . . . , f(eq) ∈

V
(p−1)
0 . Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ f(e1), . . . , f(eq) ëèíåéíî íåçàâèñèìà îòíîñèòåëüíî

ïðåäûäóùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà V
(p−2)
0 : åñëè α1f(e1) + . . .+ αqf(eq) = f(α1e1 + . . .+ αqeq) ∈

V
(p−2)
0 , òî α1e1 + . . . + αqeq ∈ V

(p−1)
0 , è èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ e1, . . . , eq ñëåäóåò, ÷òî âñå

α1 = . . . = αq = 0. Äîïîëíèì ñèñòåìó âåêòîðîâ f(e1), . . . , f(eq) äî îòíîñèòåëüíîãî áàçèñà â

V
(p−1)
0 îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà V

(p−2)
0 âåêòîðàìè g1, . . . , gs. Ò.î. îòíîñèòåëüíûé áàçèñ

V
(p−1)
0 îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà V

(p−2)
0 ñîñòîèò èç âåêòîðîâ f(e1), . . . , f(eq), g1, . . . , gs.

Ê ýòîìó îòíîñèòåëüíîìó áàçèñó ïðèìåíèì îïåðàòîð f è âíîâü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó âåêòî-

ðîâ îïÿòü äîïîëíèì äî îòíîñèòåëüíîãî áàçèñà V
(p−2)
0 îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà V

(p−3)
0 .

Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî êîíöà, ò.å. äî ïîäïðîñòðàíñòâà V
(1)
0 è åãî íóëåâîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà.



Çàïèøåì ïîëó÷åííûå âåêòîðû â âèäå òàáëèöû:

e1 . . . eq
f(e1) . . . f(eq) g1 . . . gs
f 2(e1) . . . f 2(eq) f(g1) . . . f(gs) h1 . . . hr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fp−1(e1) . . . f p−1(eq) f p−2(g1) . . . f p−2(gs) f p−3(h1) . . . fp−3(hr) . . . l1 . . . lt

Âåêòîðû íèæíåé ñòðî÷êè îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V
(1)
0 , âåêòîðû ïðåäïîñëåäíåé

ñòðî÷êè îáðàçóþò îòíîñèòåëüíûé áàçèñ â V
(2)
0 îòíîñèòåëüíî V

(1)
0 , ïîýòîìó âåêòîðû äâóõ

ïîñëåäíèõ ñòðî÷åê ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V
(2)
0 . Äîáàâëÿÿ ê íèì âåêòîðû òðå-

òüåé ñ êîíöà ñòðî÷êè, ïîëó÷àåì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V
(3)
0 , è ò.ä. Â èòîãå, âñå âåêòîðû

òàáëèöû ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî � òàêîé áàçèñ, â
êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà ñîñòîèò èç æîðäàíîâûõ êëåòîê.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âåðòèêàëüíûå öåïî÷êè âåêòîðîâ òàáëèöû. Îáîçíà÷èì fp−1(e1) =

ẽ1, f
p−2(e1) = ẽ2,... e1 = ẽp. Ò.ê. ẽ1 � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé íóëåâîìó ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ, òî f(ẽ1) = 0. Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ, f(ẽ2) = f p−1(e1) = ẽ1, f(ẽ3) = ẽ2,....
Ïóñòü L1 = ⟨ẽ1, . . . , ẽp⟩ � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ ïåðâîãî ñòîëüáöà. Òîãäà L1 ïåðåõî-
äèò â ñåáÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïðè ýòîì ìàòðèöà îïåðàòîðà
f , îãðàíè÷åííîãî íà L1, èìååò âèä æîðäàíîâîé êëåòêè ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
åì. Àíàëîãè÷íî, âåêòîðû âòîðîãî ñòîëáöà îáðàçóþò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L2, è
ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ f íà L2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé, è ò.ä. Òàêèì îáðà-
çîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà f ñîñòîèò èç ñòîëüêèõ æîðäàíîâûõ êëåòîê, ñêîëüêî ñòîëáöîâ â
òàáëèöå.
2) Åäèíñòâåííîñòü. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî êàêèì áû ñïîñîáîì ìû íå ïðèâåëè áû ìàòðèöó

îïåðàòîðà f ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå, êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ êëåòîê ôèêñèðî-
âàííîé ðàçìåðíîñòè ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ îäíî è òî æå. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ è ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî êëåòîê, åìó îòâå÷àþùèõ.
Ââåäåì ÷èñëà rk(λ) = rk(f − λ · id)k è Nk(λ) � êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ êëåòîê ðàçìåð-

íîñòè k, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Äëÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàíãè
ìîæíî ñ÷èòàòü ïî êàæäîìó áëîêó îòäåëüíî, è ñóììèðîâàòü. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
âû÷èñëåíèè ðàçíîñòè rk+1(λ) − rk(λ) íóæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî êëåòêè, îòâå÷àþùèå ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, ïîñêîëüêó ðàíãè îñòàëüíûõ êëåòîê Jm(λi − λ) íå ìåíÿþòñÿ ïðè
âîçâåäåíèè òàêèõ êëåòîê â ëþáóþ ñòåïåíü (ýòè êëåòêè íåâûðîæäåíû).
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü r0(λ)− r1(λ). Äëÿ êàæäîé îòäåëüíî âçÿòîé êëåòêè ñ ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì λ òàêàÿ ðàçíîñòü ðàâíà 1, ò.ê. ðàíã êëåòêè ðàçìåðà k×k ðàâåí k − 1, ò.å. íà
åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü. Ïîýòîìó êàæäàÿ êëåòêà âíîñèò â ðàçíîñòü r0(λ)−r1(λ)
âêëàä, ðàâíûé åäèíèöå, ò.å. ýòà ðàçíîñòü ðàâíà îáùåìó êîëè÷åñòâó êëåòîê, ñëåäîâàòåëüíî
r0(λ)− r1(λ) = N1(λ) +N2(λ) +N3(λ) + . . ..
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü r1(λ)−r2(λ). Äëÿ êëåòîê ðàçìåðà 1×1 òàêàÿ ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ,

à äëÿ êëåòîê ðàçìåðà n×n ïðè n > 2 ðàíã êëåòêè ðàâåí n − 1, à ðàíã åå êâàäðàòà ðàâåí
n−2, è èõ ðàçíîñòü ðàâíà åäèíèöå. Ïîýòîìó ðàçíîñòü r1(λ)−r2(λ) ðàâíà êîëè÷åñòâó êëåòîê
ðàçìåðà n×n ïðè n > 2, ò.å. r1(λ)− r2(λ) = N2(λ)+N3(λ)+ . . .. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî
r2(λ)− r3(λ) = N3(λ) +N4(λ) + . . . è ò.ä., ri−1(λ)− ri(λ) = Ni(λ) +Ni+1(λ) + . . .. Âû÷èòàÿ
èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîñëåäóþùåå, ïîëó÷àåì Ni(λ) = (ri−1(λ) − ri(λ)) − (ri(λ) −
rr+1(λ)) = ri−1(λ) − 2ri(λ) + rr+1(λ). Ò.ê. ðàíãè îò âûáîðà áàçèñà íå çàâèñÿò, òî è ÷èñëà
Ni(λ) îò áàçèñà íå çàâèñÿò, ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî êëåòîê êàæäîãî ðàçìåðà áóäåò îäíî
è òî æå, ïîýòîìó íîðìàëüíàÿ ôîðìà îïåðàòîðà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè
êëåòîê, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò. �



Ôóíêöèè îò îïåðàòîðîâ è îò ìàòðèö

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, ò.å. èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîèçâîäíûõ, òî äëÿ
íåå ìîæíî íàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà, êîòîðàÿ áóäåò èìåòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ,

f(t) = f(λ) + f ′(λ)
1!

(t − λ) + f ′′(λ)
2!

(t − λ)2 + . . . + f (m)(λ)
m!

(t − λ)m + rm (â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî
ñëàãàåìîãî ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà). Åñëè ìàòðèöà A

� æîðäàíîâà êëåòêà, A =


λ 1 0

. . . . . .
λ 1

0 λ

, òî f(A) =


f(λ) f ′(λ)

1!
. . . f (n−1)(λ)

(n−1)!

. . . . . .
...

f(λ) f ′(λ)
1!

0 f(λ)

,
ò.å. çíà÷åíèå ôóíêöèè f(A) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(t) è åå n− 1 ïðî-
èçâîäíîé â òî÷êå t = λ, à âñå ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (ò.å. âñå ïîñëåäóþùèå
ñëàãàåìûå ôîðìóëû Òåéëîðà) äàþò íóëåâîé âêëàä. Òî åñòü, ìû ìîæåì âçÿòü ôîðìóëó Òåé-
ëîðà äëÿ ýòîé ôóíêöèè, îáðóáèòü åå íà n−1-é ïðîèçâîäíîé, è ìû ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí p(t),
ïðè÷åì p(A) = f(A), à âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò ìàòðèöû ìû óìååì. Åñëè ìàò-

ðèöà ïðîèçâîëüíà, òî åå íóæíî ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå, A′ =

 A1 0
. . .

0 Am

,
ãäå A1, . . . , Am � æîðäàíîâûå êëåòêè. Ò.ê. f(A′) =

 f(A1) 0
. . .

0 f(Am)

 è f(A) =

Cf(A′)C−1, òî ôîðìóëó Òåéëîðà íàì äîñòàòî÷íî îáðóáèòü íà k − 1-é ïðîèçâîäíîé, ãäå
k � ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð æîðäàíîâîé êëåòêè â æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû A, òîãäà ìû
ïîëó÷èì òàêîé ìíîãî÷ëåí p(t), ÷òî p(A) = f(A). Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííûì.
Âîïðîñ: Ïî÷åìó îïðåäåëåíèå f(A) íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ê æîðäàíîâîé

ôîðìå ? Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ïðèâåäåíà ê æîðäàíîâîìó âèäó J(A) ñ ïîìîùüþ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ìàòðèö ïåðåõîäà, C è D, ò.å. åñëè A = CJ(A)C−1 = DJ(A)D−1, òî ìàò-
ðèöû D−1C è f(J(A)) ïåðåñòàíîâî÷íû äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåíî
f(J(A)).

Îâåùåñòâëåíèå è êîìïëåêñèôèêàöèÿ

Îâåùåñòâëåíèå

Îïðåäåëåíèå 146. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
C. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî VR, ñîñòîÿùåå èç òåõ æå âåêòîðîâ, ÷òî è V , òîëüêî âìåñòî
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìû îãðàíè÷èìñÿ óìíîæåíèåì òîëüêî íà
âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà VR áóäåò ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë R, îíî íàçûâàåòñÿ îâåùåñòâëåíèåì ïðîñòðàíñòâà V .

Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V , òîãäà îí íå áóäåò áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà VR,
òàê êàê íå âñå âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëà-
ìè, à íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìû áîëüøå íå ìîæåì óìíîæàòü. Áàçèñîì â VR áóäóò âåêòîðà
e1, . . . , en, ie1, . . . , ien (ïðîâåðüòå), ñëåäîâàòåëüíî dimR VR = 2dimC V (èíäåêñ ó dim íåïî-
ìèíàåò, íàä êàêèì ïîëåì ìû ðàññìàòðèâàåì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà).

Îïðåäåëåíèå 147. Ïóñòü äàí îïåðàòîð f : V → V , òîãäà ýòîò îïåðàòîð, ðàññìàò-
ðèâàåìûé íà ïðîñòðàíñòâå VR, íàçûâàåòñÿ îâåùåñòâëåíèåì îïåðàòîðà f è îáîçíà÷àåòñÿ
fR.



Ïîñìîòðèì, êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû îïåðàòîðîâ f è fR. Ïóñòü â áàçèñå e1, . . . , en ïðîñòðàí-
ñòâà V f(ek) = cjkej. Ìàòðèöó Af = (cjk) îïåðàòîðà f ìîæíî ðàçëîæèòü íà âåùåñòâåííóþ
è ÷èñòî ìíèìóþ ÷àñòü, ò.ê. åå ýëåìåíòû � ýòî êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ò.å. Af = A + iB, ãäå

A = (Re cjk), B = (Im cjk). Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà fR â áàçèñå e1, . . . , en, ie1, . . . , ien áóäåò

èìåòü âèä AfR =

(
A −B
B A

)
. Ïîñ÷èòàåì detAfR , äëÿ ÷åãî ñäåëàåì ñëåäóþùèå ýëåìåíòàð-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû AfR :(
A −B
B A

)
→
(

A− iB −B − iA
B A

)
→

→
(

A− iB −B − iA+ i(A− iB)
B A+ iB

)
=

(
A− iB 0

B A+ iB

)
,

ïîýòîìó
detAfR = det(A− iB) det(A+ iB) = det(Af ) · detAf = | detAf |2.

Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà

Îïðåäåëåíèå 148. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Êîìïëåêñíîé ñòðóêòó-
ðîé íà V íàçûâàåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð j : V → V , ÷òî j2 = −id.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî V ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C, òàê êàê
íà V ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà: (a + ib)v := av + bj(v).
Òî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (ñâîéñòâà v-viii îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà),
ïðîâåðÿåòñÿ òðèâèàëüíî.

Ëåììà 149. Ïóñòü j � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå V . Òîãäà
1) dimV ÷åòíà;

2) â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà j èìååò âèä Aj =

(
0 −E
E 0

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ṽ ïðîñòðàíñòâî V , ðàññìàòðèâàåìîå êàê êîìïëåêñíîå (ñ ïîìîøüþ

êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû j). Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ṽ êîíå÷íà, ò.ê. ïî áàçèñó ïðîñòðàí-
ñòâà V ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîé âåêòîð (âîçìîæíî íåîäíîçíà÷íî). Ïóñòü e1, . . . , en � áà-

çèñ â Ṽ , òîãäà e1, . . . , en, en+1 = j(e1), . . . , e2n = j(en) áóäåò áàçèñîì â V , ñëåäîâàòåëüíî,
dimV = 2n.
2. Ò.ê. j(ei) = en+i è j(en+i) = −ei äëÿ i = 1, . . . , n, òî â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà

èìååò óêàçàííûé âèä. �

Êîìïëåêñèôèêàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 150. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R. Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòðàíñòâî VC = V ⊕V = {(a, b) : a, b ∈ V } è îïðåäåëèì êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó ñëåäóþùèì
îáðàçîì: j(a, b) := (−b, a) (íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî j2 = −id). Ïðîñòðàíñòâî ñ òàêîé êîì-
ïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâà V .

Ïîêàæåì, ÷òî dimC VC = dimR V . Åñëè e1, . . . , en � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V , òî
(e1, 0), . . . , (en, 0) áóäåò áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå VC. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó j(ei, 0) =
(0, ei), òî óìíîæåíèåì íà ìíèìóþ åäèíèöó ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âåêòîðà (0, e1), . . . , (0, en)
è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé âåêòîð (a, b), ãäå a, b ∈ V .



Îïðåäåëåíèå 151. Åñëè äàí îïåðàòîð f : V → V , òî îïåðàòîð fC : VC → VC, çàäàííûé
ôîðìóëîé fC(a, b) := (fa, fb), íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé îïåðàòîðà f .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàê îïðåäåëåííûé fC äåéñòâèòåëüíî áóäåò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
Åñëè Af � ìàòðèöà îïåðàòîðà f â áàçèñå e1, . . . , en, òî ýòà æå ìàòðèöà áóäåò ìàòðèöåé
îïåðàòîðà fC â áàçèñå (e1, 0), . . . , (en, 0).
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå a+ ib äëÿ ïàðû (a, b) ïî àíàëãîèè ñ

êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå

Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ êàæäûé îïåðàòîð èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
è, ñëåäîâàòåëüíî, îäíîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå
ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, íî èìååòñÿ áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïî
êðàéíåé ìåðå äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 152. Åñëè f : V → V � îïåðàòîð â âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå è
dimV > 1, òî â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò ëèáî îäíîìåðíîå, ëèáî äâóìåðíîå èíâàðè-
àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè dimV = 1, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Åñëè dimV > 1,
òî ïóñòü λ = α + iβ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà fC. Òîãäà â VC åñòü ñîáñòâåííûé
âåêòîð a+ ib, a, b ∈ V , îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Òîãäà

fC(a+ ib) = (α + iβ)(a+ ib) = αa− βb+ i(αb+ βa),

íî ñ äðóãîé ñòîðîíû fC(a+ib) = f(a)+if(b), ñëåäîâàòåëüíî, f(a) = αa−βb è f(b) = αb+βa.
Ò.ê. α è β � ýòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òî f(a), f(b) ∈ ⟨a, b⟩, çíà÷èò, ⟨a, b⟩ � èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî ëèáî îäíîìåðíîå, ëèáî äâóìåðíîå (íà ñàìîì äåëå îíî
âñåãäà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ äâóìåðíûì, åñëè β ̸= 0). �

Îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Èçó÷èì òåïåðü ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â åâêëèäîâûõ è ýðìèòîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, ò.å. â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 153. Åñëè äëÿ îïåðàòîðà f : V → V ñóùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð g, ÷òî
äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b ∈ V âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (f(a), b) = (a, g(b)), òî g íàçûâàåòñÿ
ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì äëÿ f .

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Äîïóñòèì, ÷òî g1 è g2 � äâà ñîïðÿ-
æåííûõ îïåðàòîðà äëÿ f . Òîãäà (f(a), b) = (a, g1(b)) = (a, g2(b)), ò.å. (a, g1(b) − g2(b)) = 0
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a, ñëåäîâàòåëüíî ïðè ëþáîì b èìååì g1(b)− g2(b) = 0, ñëåäîâàòåëüíî,
g1 = g2.
Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð îáîçíà÷àåòñÿ g = f ∗.

Ëåììà 154. Åñëè îïåðàòîðû f1 è f2 èìåþò ñîïðÿæåííûå f ∗
1 è f ∗

2 ñîîòâåòñòâåííî, òî
îïåðàòîðû h = f1+f2 è g = f1f2 òàêæå èìåþò ñîïðÿæåííûå h∗ è g∗, ïðè÷åì h∗ = f ∗

1 +f ∗
2

b g∗ = f ∗
2 f

∗
1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ (äëÿ êîìïîçè-
öèè îïåðàòîðîâ), ò.ê. äëÿ ïåðâîãî îíî î÷åâèäíî. (f1f2(a), b) = (f2(a), f

∗
1 (b)) = (a, f ∗

2 f
∗
1 (b)).

�



Ëåììà 155. Åñëè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà f ðàâíà A è ñóùå-
ñòâóåò ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð f ∗, òî ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà â òîì æå áàçèñå ðàâíà

At (åñëè ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî) èëè A
t
(åñëè ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà f â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e1, . . . , en

åñòü A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

, à ìàòðèöà îïåðàòîðà f ∗ (â òîì æå áàçèñå) åñòü B = b11 . . . b1n
...

. . .
...

bn1 . . . bnn

. Òîãäà aji = (ej, a
k
i ek) = (ej, f(ei)) = (f ∗(ej), ei) = (bljel, ei) = b

i

j, îòêóäà

ïîëó÷àåì A = B
t
, èëè B = A

t
. �

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà â ëåììå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Ëåììà 156. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà f ñóùåñòâóåò åìó ñîïðÿæåííûé f ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en, è ïóñòü Af � ìàò-

ðèöà îïåðàòîðà f â ýòîì áàçèñå. Òîãäà ìàòðèöà A
t

f áóäåò (â ýòîì æå áàçèñå) ìàòðèöåé

íåêîòîðîãî îïåðàòîðà g. Ïóñòü Af =

 c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû

a = aiei, b = biei. Òîãäà

f(b) =

 c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

 b1

...
bn

 ; g(a) = (a1 . . . an)

 c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

 ,

è ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(a, f(b)) = (a1 . . . an)

 c11 . . . c1n
...

. . .
...

cn1 . . . cnn

 b1

...
bn

 = (b, g(a)) = (g(a), b),

ò.å. g = f ∗. �

Ñëåäñòâèå 157. Åñëè f ∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê f , òî (f ∗)∗ = f .

Ëåììà 158. Åñëè V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî f , òî V ⊥ �
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî f ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ V ⊥, òîãäà ∀u ∈ V èìååì
(f ∗(v), u) = (v, f(u)) = 0, ò.ê. v ∈ V ⊥, à f(u) ∈ V . Ñëåäîâàòåëüíî, f ∗(v) ∈ V ⊥ äëÿ ëþ-
áîãî v ∈ V ⊥. �
Â ñëó÷àå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ îïåðàöèÿ ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå L(V ) ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, êâàäðàò êîòîðîãî
ðàâåí åäèíèöå. Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî åãî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1 è -1.
Âîïðîñ: ïî÷åìó â ñëó÷àå ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ýòà îïåðàöèÿ (ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó
îïåðàòîðó) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì?

Îïðåäåëåíèå 159. Îïåðàòîð f íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì (èëè ñèììåòðè÷åñêèì),
åñëè f ∗ = f . Îïåðàòîð f íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèì, åñëè f ∗ = −f .



Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö îïåðàòîðîâ, çàïèñàííûõ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, áóäóò
âûïîëíåíû ýòè æå ñâîéñòâà, ÷òî è äëÿ îïåðàòîðîâ, ò.å. ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðà-
òîðà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé (â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå), ìàòðèöà êîñîñèììåòðè÷åñêîãî
îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé è ò.ä.

Ëåììà 160. Ëþáîé îïåðàòîð åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû
ñèììåòðè÷åñêîãî è êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæåíèå íóæíîãî âèäà äàåò ôîðìóëà f = 1
2
(f + f ∗) + 1

2
(f − f ∗),

ïåðâîå ñëàãàåìîå êîòîðîé � ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, à âòîðîå � êîñîñèììåòðè÷åñêèé.
Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè îïåðàòîð îäíîâðåìåííî ñèììåòðè÷åñêèé è êî-
ñîñèììåòðè÷åñêèé, òî îí ðàâåí íóëþ. �

Ëåììà 161. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Òîãäà
λ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ñîäåðæàòåëüíîé ýòà ëåììà ÿâëÿåòñÿ ëèøü â ýðìèòîâîì
ñëó÷àå, â êîòîðîì ìû åå è áóäåì äîêàçûâàòü. Ïóñòü v � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé
âåêòîð, f(v) = λv. Òîãäà λ(v, v) = (λv, v) = (f(v), v) = (v, f ∗(v)) = (v, f(v)) = (v, λv) =
λ(v, v). Ïîñêîëüêó v ̸= 0, λ = λ. �

Ëåììà 162. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Òîãäà
â åâêëèäîâîì ñëó÷àå λ = 0, à â ýðìèòîâîì � λ ÷èñòî ìíèìîå, λ ∈ iR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå. Â åâêëèäîâîì ñëó-
÷àå λ(v, v) = (λv, v) = (f(v), v) = (v, f ∗(v)) = −(v, f(v)) = −(v, λv) = −λ(v, v), îòêóäà
λ = −λ. Â ýðìèòîâîì ñëó÷àå λ(v, v) = (λv, v) = (f(v), v) = (v, f ∗(v)) = −(v, f(v)) =
−(v, λv) = −λ(v, v), îòêóäà λ = −λ. �

Ëåììà 163. Ïóñòü λ1, λ2 � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî èëè
êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, à v1, v2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Òî-
ãäà v1 ⊥ v2.

Äîêàçàòåëüñòâî. λ1(v1, v2) = (λ1v1, v2) = (f(v1), v2) = (v1, f
∗(v2)) = ±(v1, f(v2)) =

±(v1, λ2v2) = ±λ2(v1, v2), ò.å. (v1, v2)(±λ2 − λ1) = 0.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñîìíîæèòåëü: ±λ2 − λ1. Åñëè f ñàìîñîïðÿæåí, òî ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ âåùåñòâåííû è çíàê �ïëþñ�, ò.å. λ2 − λ1; åñëè f êîñîñèììåòðè÷åí, òî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ÷èñëî ìíèìû è çíàê �ìèíóñ�, ò.å. −λ2 + λ1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî âûðàæåíèå
îòëè÷íî îò íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íóëþ ðàâåí ïåðâûé ñîìíîæèòåëü, (v1, v2) = 0. �

Ëåììà 164. Åñëè L � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ñàìîñîïðÿæåí-
íîãî èëè êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà f , òî L⊥ òàêæå áóäåò èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ò.ê. L⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f ∗ = ±f . �

Êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà 165. Äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà f : V → V ñóùåñòâóåò îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä ñ âåùåñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè. Óêàçàííûé êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ.
1. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.
1) Ïóñòü dimV = 1. Î÷åâèäíî, Af = (a) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Â ñëó÷àå ïîëÿ

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, a áóäåò âåùåñòâåííûì ÷èñëîì, ò.ê. a = a.
2) Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ dimV 6 n, äîêàæåì åå äëÿ dimV = n+ 1.
Ñíà÷àëà ðàçáåðåì ñëó÷àé ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü v � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïå-

ðàòîðà f äëèíû 1, L = ⟨v⟩, òîãäà V = L ⊕ L⊥, ïðè÷åì L è L⊥ îáà èíâàðèàíòíû îòíî-
ñèòåëüíî f . Âûáåðåì áàçèñ e2, . . . , en+1 â ïðîñòðàíñòâå L⊥, òîãäà â îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå v, e2, . . . , en+1 ìàòðèöà îïåðàòîðà f èìååò âèä Af =

(
a 0
0 Af ′

)
, ãäå îãðàíè÷åíèå f ′

îïåðàòîðà f íà L⊥ òîæå ñàìîñîïðÿæåíî, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, åãî
ìîæíî ïðèâåñòè ê èñêîìîìó âèäó. Â èòîãå ìàòðèöà Af áóäåò äèàãîíàëüíîé, ïðè÷åì, ò.ê.
a = a, íà äèàãîíàëè áóäóò âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ìû çíàåì, ÷òî ó ëþáîãî îïåðàòîðà

íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò ëèáî îäíîìåðíîå, ëèáî äâóìåðíîå èíâàðèàíò-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Åñëè ó ýòîãî îïåðàòîðà åñòü õîòÿ áû îäíî îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ìîæíî äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Åñëè æå ó
ýòîãî îïåðàòîðà èìåþòñÿ ëèøü äâóìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, òî ïóñòü L �
îäíî èç íèõ. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû e1, e2 â L è e3, . . . , en+1 â L⊥. Òîãäà â

áàçèñå e1, . . . , en+1 ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä Af =

(
a11 a12
a21 a22

0

0 Af ′

)
. Ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ èíäóêöèè ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ f ′ íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê èíâàðèàíòíîìó
ïîäïðîñòðàíñòâó èìååò èñêîìûé âèä. Îñòàëîñü ëèøü ðàçîáðàòüñÿ ñ äâóìåðíîé êëåòêîé

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
. Ò.ê. At = A, òî a21 = a12. Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðå-

áóåòñÿ

Ëåììà 166. Ó äâóìåðíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
èìååò âåùåñòâåííûå êîðíè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

det

(
a11 − t a12
a21 a22 − t

)
= t2 − (a11 + a22)t+ a11a22 − a212.

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåíD = (a11+a22)
2−4(a11a22−a212) = (a11−a22)

2+4a212 >
0. �
Ïóñòü λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Òîãäà â áàçèñå, ñîñòàâëåííûì èç ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ, îíà èìååò âèä A =

(
λ1 0
0 λ2

)
. Åñëè λ1 = λ2, òî ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü

äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà â êà÷åñòâå áàçèñà äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Åñëè æå λ1 ̸= λ2, òî îòâå÷àþùèå ì ñîáñòâåííûå âåêòîðû óæå àâòîìàòè÷åñêè îðòîãîíàëüíû
äðóã äðóãó.
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ êàíîíè÷åñêîãî âèäà çàêîí÷åíî.
Ïðèâåäåì òåïåðü âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî.
2. Äîêàçàòåëüñòâî ñâåäåíèåì ê êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèÿì (òîëüêî äëÿ âåùåñòâåííûõ ëè-

íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ). Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà f â íåêîòîðîì îð-
òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ Q ñ ýòîé æå ìàòðèöåé â
òîì æå áàçèñå. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ôóíê-
öèè Q èìååò äèàãîíàëüíûé âèä Ã, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà C, ÷òî
Ã = CtAC. Íî åå îðòîãîíàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî Ct = C−1, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü



Ã = C−1AC. Íî ïî ýòîé ôîðìóëå èçìåíÿåòñÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà, ïîýòîìó â òîì áàçèñå, â
êîòîðîì äèàãîíàëüíà ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Q, ìàòðèöà îïåðàòîðà f òîæå áóäåò
äèàãîíàëüíîé.
Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè. �

Êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà 167. Ó ëþáîãî êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà f : V → V â ýðìèòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà Af èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä ñ ÷èñòî ìíèìûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî åñëè L ⊂ V èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f , òî è L⊥

áóäåò èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f . Ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöó îïåðàòîðà f ìîæíî ïðèâåñòè
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (òàêèì æå ñïîñîáîì, êàêèì ìû äåëàëè ýòî ðàíåå � ïî èíäóêöèè,

ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ áóäåò îðòîíîðìèðîâàííûì), Af =

 λ1 0
. . .

0 λn

. �

Òåîðåìà 168. Ó ëþáîãî êîñîñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà f : V → V â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà Af èìååò
áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, ïðè÷åì âñå áëîêè ëèáî îäíîìåðíûå (ðàâíûå íóëþ), ëèáî äâó-

ìåðíûå, èìåþùèå âèä

(
0 a
−a 0

)
, a ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ó îïåðàòîðà f èìååòñÿ îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, òî äîêàçàòåëüñòâî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ýðìèòîâûì ñëó÷àåì, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ìîæíî âûäåëèòü äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ V .
Ïðè ýòîì åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà f íà L⊥ óæå èìååò òðåáóåìûé
âèä. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó îãðàíè÷åíèÿ f íà L â ïðîèçâîëüíîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå
äâóìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L: ýòî äâóìåðíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì, â ñèëó êîñîé ñèììåòðèè,
íà åå äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè, à âíå äèàãîíàëè � ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó ÷èñëà.
Åäèíñòâåííîñòü êàíîíè÷åñêîãî âèäà ìàòðèö êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ òàêæå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ýòè áëîêè îïðåäåëÿþòñÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà: åñëè êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû ñîñòîèò èç

äâóìåðíûõ áëîêîâ

(
0 a1

−a1 0

)
, . . . ,

(
0 ak

−ak 0

)
è n − 2k íóëåâûõ îäíîìåðíûõ áëîêîâ, òî

êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà � ýòî ÷èñëà ±ia1, . . . ,±iak è 0 êðàòíîñòè n− 2k.
Ýòî ïîêàçûâàåò íåçàâèñèìîñòü ÷èñåë k è a1, . . . , ak îò âûáîðà áàçèñà. �

Èçîìåòðèè

Îïðåäåëåíèå 169. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f : V → V íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè
|f(a)| = |a| äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ V (ò.å. åñëè îí ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ).

Óòâåðæäåíèå 170. Îïåðàòîð f ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî îí, â ÷àñòíîñòè, ñî-
õðàíÿåò è äëèíû âåêòîðîâ. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f ñîõðàíÿåò
äëèíû âåêòîðîâ (ò.å. èçîìåòðèÿ).



1) Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, âîçüìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà a, b ∈
V , òîãäà (a+ b, a+ b) = (a, a)+ (b, b)+ 2(a, b), îòêóäà (a, b) = 1

2
((a+ b, a+ b)− (a, a)− (b, b)),

ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð f ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
2) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïðîñòðàíñòâî V ýðìèòîâî. Òîãäà (a + b, a + b) =

(a, a) + (b, b) + (a, b) + (a, b) = (a, a) + (b, b) + 2Re(a, b), îòêóäà Re(a, b) = 1
2
((a + b, a + b)−

(a, a) − (b, b)), ñëåäîâàòåëüíî, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.
Âçÿâ âåêòîð ib âìåñòî b, ïîëó÷àåì

(a+ ib, a+ ib) = (a, a) + (ib, ib) + (a, ib) + (ib, a) = (a, a) + (b, b) + i(a, b)− i(b, a) =

= (a, a) + (b, b) + i(a, b)− i(a, b) = (a, a) + (b, b) + 2 Im(a, b),

ñëåäîâàòåëüíî ìíèìàÿ ÷àñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äëèíû
âåêòîðîâ, Im(a, b) = 1

2
((a+ ib, a+ ib)− (a, a)− (b, b)) è, çíà÷èò, òîæå ñîõðàíÿåòñÿ. �

Ëåììà 171. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) îïåðàòîð f ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå;
2) îïåðàòîð f ïåðåâîäèò íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â îðòîíîðìèðîâàííûé;
3) îïåðàòîð f ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â îðòîíîðìèðîâàí-

íûé;
4) â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà Af îïåðàòîðà f îáëàäàåò ñâîéñòâîì

A
t

fAf = E.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) ⇒ 3) î÷åâèäíî, ò.ê. (f(ai), f(aj)) = (ai, aj) = δij.
2) ⇒ 1). Ïóñòü a1, . . . , an � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, bi = f(ai), è b1, . . . , bn � òàêæå

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû x = xiai è y = yiai. Òîãäà
f(x) = xibi, f(y) = yibi, è (f(x), f(y)) = (xibi, y

jbj) = xi(bi, bj)y
j = xi(ai, aj)y

j = (x, y),
çíà÷èò, f ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû (3) ⇒ 2) � î÷åâèäíî). Ïîêàæåì, ÷òî

3) è 4) ýêâèâàëåíòíû.
3) ⇒ 4). Âîçüìåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ a1, . . . , an, òîãäà G(f(a1), . . . , f(an))︸ ︷︷ ︸

=E

=

A
t

f G(a1, . . . , an)︸ ︷︷ ︸
=E

Af , ò.å. A
t

fAf = E.

4) ⇒ 3). Äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà a1, . . . , an èìååì G(f(a1), . . . , f(an)) =

A
t

f G(a1, . . . , an)︸ ︷︷ ︸
=E

Af , çíà÷èò, A
t

fAf = E, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû f(a1), . . . , f(an) òàêæå îð-

òîíîðìèðîâàííû. �

Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 172. Îïåðàòîð, ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, â ýðìèòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ � óíèòàðíûì.

Ëåììà 173. Ïóñòü îïåðàòîð f äåéñòâóåò â åâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå
V , à L ⊂ V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Åñëè f ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
òî L⊥ òîæå èíâàðèàíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ∈ L⊥; íàäî äîêàçàòü, ÷òî f(a) ∈
L⊥, ò.å., ÷òî (f(a), v) = 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ L. Ìû çíàåì, ÷òî f(L) ⊆ L, íî, ïîñêîëüêó
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïåðåõîäèò â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî dim f(L) = dimL,
ñëåäîâàòåëüíî f(L) = L. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð w ∈ L, ÷òî v = f(w), è òîãäà
(f(a), v) = (f(a), f(w)) = (a, w) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �



Ëåììà 174. Åñëè f � óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìî-
äóëþ ðàâíû 1, åñëè æå f � îðòîãîíàëüíûé, òî âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òîãäà äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà
v âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(v) = λv. Ò.ê. îïåðàòîð ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî
(v, v) = (f(v), f(v)) = (λv, λv) = λλ(v, v) = |λ|2(v, v), à ò.ê. v ̸= 0, òî (v, v) ̸= 0, ñëå-
äîâàòåëüíî, |λ|2 = 1, ò.å. |λ| = 1. Åñëè æå îïåðàòîð f îðòîãîíàëüíûé, òî áóäåì èìåòü
(v, v) = λ2(v, v) ñ âåùåñòâåííûì λ, ñëåäîâàòåëüíî, λ = ±1. �

Ëåììà 175. Åñëè f � óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðà, îòâå÷àþùèå
ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ1 ̸= λ2, è f(v1) = λ1v1, f(v2) = λ2v2 (v1 è v2 � ñîáñòâåííûå
âåêòîðà). Òîãäà (v1, v2) = (f(v1), f(v2)) = (λ1v1, λ2v2) = λ1λ2(v1, v2), ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî
(v1, v2) = 0, ò.å. v1 ⊥ v2, ëèáî λ1λ2 = 1. Íî âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó |λ1| = |λ2| = 1,
èìååì λ−1

1 = λ1, ïîýòîìó λ1λ2 = λ−1
1 λ2 = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λ1 = λ2, ÷òî íåâîçìîæíî

ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû v1 è v2 îðòîãîíàëüíû. �
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ, íî ó îðòîãîíàëüíîãî

îïåðàòîðà ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Òåîðåìà 176. 1) Åñëè f : V → V � óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî ñóùåñòâóåò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà Af äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì íà äèàãîíàëè ñòîÿò
÷èñëà, ïî ìîäóëþ ðàâíûå 1.
2) Åñëè f : V → V � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, òî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, â êîòîðîì Af èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä ñ áëîêàìè ðàçìåðà 1 è 2, ïðè÷åì

îäíîìåðíûå áëîêè � ýòî ±1, à äâóìåðíûå áëîêè èìåþò âèä

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
äëÿ íåêî-

òîðîãî óãëà φ.
3) Óêàçàííûå êàíîíè÷åñêèå âèäû ìàòðèö óíèòàðíîãî è îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà

åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è äâóìåðíûõ áëî-
êîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà f (îíî ñóùåñòâóåò, ò.ê. ïîëå C àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòî) è v � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ýòîìó çíà÷åíèþ. Òîãäà L = ⟨v⟩ �
îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðîì v � áóäåò èíâàðèàíòíûì. Êðîìå òîãî,
åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ òàêæå áóäåò èíâàðèàíòíûì ïî äîêàçàííîé ðàíåå ëåììå.
Ïîëüçóÿñü ýòèì çàìå÷àíèåì, ïðîâåäåì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.
Åñëè dimV = 1, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî.
Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ ñëó÷àÿ dimV = n, äîêàæåì åå äëÿ dimV = n + 1. Âîçüìåì

îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, ïîðîæäåííîå ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, òîãäà

V = L ⊕ L⊥, è ìàòðèöà Af èìååò (â ïîäõîäÿùåì áàçèñå) âèä Af =

(
λ

A′

)
, ãäå A′ �

ìàòðèöà îïåðàòîðà f |L⊥ . Îãðàíè÷åíèå f |L⊥ îïåðàòîðà f íà L⊥ òàêæå áóäåò óíèòàðíûì
(òàê êàê f ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ), ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè ìàòðèöó A′ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òðåáóåìîì âèäå, íî òîãäà è âñÿ ìàòðèöà áóäåò
ïðåäñòàâëåíà â òàêîì âèäå. Ïîñêîëüêó íà äèàãîíàëè áóäóò ñòîÿòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà f (è åãî îãðàíè÷åíèé), òî îíè âñå ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.
2) Åñëè ó îïåðàòîðà f åñòü âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî ñ íèì ìîæíî ïî-

ñòóïèòü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå óíèòàðíîãî îïåðàòîðà. Åñëè æå èõ íåò, òî ó îïåðàòîðà f
íàéäåòñÿ äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ



îãðàíè÷åíèÿ f |L⊥ ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L⊥, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòî-
ãî îïåðàòîðà èìååò òðåáóåìûé âèä. Òîãäà ìàòðèöà èñõîäíîãî îïåðàòîðà f áóäåò áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé, è âñå áëîêè, êðîìå ïåðâîãî (îòâå÷àþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâó L), èìåþò òðå-
áóåìûé âèä.
Îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà f íà äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-

íûì îïåðàòîðîì. Âûáåðåì â L ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2. Ïîñêîëü-
êó äëèíà âåêòîðà f(e1) äîëæíà áûòü ðàâíà 1, åãî êîîðäèíàòû â áàçèñå e1, e2 èìåþò âèä
(cosφ, sinφ) äëÿ íåêîòîðîãî óãëà φ. Ïóñòü (x, y) � êîîðäèíàòû f(e2) â ýòîì æå áàçèñå. Òî-
ãäà x2+y2 = 1 è x cosφ+y sinφ = 0, îòêóäà ïîëó÷àþòñÿ äâà ðåøåíèÿ: x = − sinφ, y = cosφ
è x = sinφ, y = − cosφ. Ïåðâîå ðåøåíèå íàì ïîäõîäèò � â ýòîì ñëó÷àå äâóìåðíûé áëîê
� ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ f íà L � èìååò òðåáóåìûé âèä. Âòîðîå ðåøåíèå äàåò ìàòðèöó(

cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
, êîòîðàÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, èìååò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(åå õàðàêåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí λ2 − 1). Ýòó ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãî-
íàëüíîìó âèäó ñ ÷èñëàìè ±1 íà äèàãîíàëè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î
òîì, ÷òî îïåðàòîð f íå èìååò îäíîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
3) Â ñëó÷àå óíèòàðíîãî îïåðàòîðà åäèíñòâåííîñòü î÷åâèäíà, ò.ê. íà äèàãîíàëè òàì ñòîÿò

êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè. Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíî-
ãî îïåðàòîðà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà äâóìåðíîé êëåòêè ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïëåêñíûìè êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà, ñëåäîâàòåëüíî, äâóìåð-
íûå êëåòêè òîæå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. �

Íåîòðèöàòåëüíûå è ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû. Èçâëå÷åíèå íåîò-
ðèöàòåëüíîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç îïåðàòîðà

Îïðåäåëåíèå 177. Îïåðàòîð f : V → V íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè
1) f ∗ = f ,
2) (fv, v) > 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ V

Óïðàæíåíèå: â ñëó÷àå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïåðâîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
âòîðîãî, à â âåùåñòâåííîì � íåò.

Ëåììà 178. Îïåðàòîð f ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì ⇐⇒ â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
⇒: Ò.ê. f ∗ = f , òî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en, â êîòîðîì ìàòðèöà

îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà, Af =

 λ1 0
. . .

0 λn

, λi ∈ R. Òîãäà (fei, ei) = λi > 0 äëÿ âñåõ

i = 1, . . . , n.
⇐: î÷åâèäíî. �

Ëåììà 179 (èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ). Åñëè f � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð,
òî ñóùåñòâóåò (è ïðèòîì åäèíñòâåííûé) òàêîé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð g, ÷òî
g2 = f .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñóùåñòâîâàíèå. Ò.ê. f � íåîòðèöàòåëüíûé, òî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

åãî ìàòðèöà èìååò âèä Af =

 λ1 0
. . .

0 λn

, ïðè÷åì âñå λi > 0. Âîçüìåì îïåðàòîð g ñ



ìàòðèöåé Ag =


√
λ1 0

. . .

0
√
λn

 â ýòîì æå áàçèñå, òîãäà g2 = f .

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì g, ïîñòðîåííûì âûøå, ñóùåñòâóåò åùå îäèí
òàêîé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð h, ÷òî h2 = f . Â íåêîòîðîì áàçèñå a1, . . . , an ìàòðè-

öà îïåðàòîðà g èìååò âèä Ag =


√
λ1 0

. . .

0
√
λn

, à ò.ê. îïåðàòîð h íåîòðèöàòåëü-

íûé, òî è åãî ìàòðèöà â íåêîòîðîì (âîîáùå ãîâîðÿ äðóãîì) áàçèñå b1, . . . , bn èìååò âèä

Ah =

 µ1 0
. . .

0 µn

. Ò.ê. λi è µ2
i � ýòî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà f (ñ ó÷åòîì

êðàòíîñòè), òî µi ñîâïàäàþò ñ
√
λi ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-

ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè óæå ïåðåñòàâëåíû òàê, ÷òîáû µi â òî÷íîñòè ñîâïàäàëè ñ
√
λi.

Ïîñòðîèì èçîìåòðèþ u, ïåðåâîäÿùóþ îäèí áàçèñ â äðóãîé, u(ai) = bi, òîãäà

(u∗hu)ai = (u∗h)bi = u∗µibi = µiu
∗bi =

√
λiu

∗bi =
√
λiai = gai,

ñëåäîâàòåëüíî, u∗hu = g è h = ugu∗ (ò.ê. îïåðàòîð u îáðàòèì è u−1 = u∗). Âîçâåäÿ îáå
÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïîëó÷èì

f = g2 = (u∗hu)2 = u∗huu∗hu = u∗h2u = u∗fu,

çíà÷èò, uf = fu, ò.å. îïåðàòîð u ïåðåñòàíîâî÷åí ñ f . Åñëè áû u áûë ïåðåñòàíîâî÷åí è ñ
g, ò.å. åñëè áû áûëî âåðíî ðàâåíñòâî ug = gu, òî òîãäà ïîëó÷èëîñü áû, ÷òî h = ugu∗ =
guu∗ = g, ÷òî íàì è íóæíî äîêàçàòü.
Äîêàæåì ïåðåñòàíîâî÷íîñòü u ñ g. Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà u â áàçèñå a1, . . . , an èìååò

âèä Au =

 u1
1 . . . u1

n
...

. . .
...

un
1 . . . un

n

 (â ýòîì áàçèñå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ f è g èìåþò äèàãîíàëüíûé

âèä). Òîãäà

Auf = AuAf =

 u1
1 . . . u1

n
...

. . .
...

un
1 . . . un

n

 λ1 0
. . .

0 λn

 =

 λ1u
1
1 . . . λnu

1
n

...
. . .

...
λ1u

n
1 . . . λnu

n
n

 ,

àíàëîãè÷íî, Afu =

 λ1u
1
1 . . . λ1u

1
n

...
. . .

...
λnu

n
1 . . . λnu

n
n

. Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü u ñ f îçíà÷àåò, ÷òî

λiu
j
i = λju

j
i∀i, j. (5)

Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî

Aug =


√
λ1u

1
1 . . .

√
λnu

1
n

...
. . .

...√
λ1u

n
1 . . .

√
λnu

n
n

 , Agu =


√
λ1u

1
1 . . .

√
λ1u

1
n

...
. . .

...√
λnu

n
1 . . .

√
λnu

n
n

 .

Èç ðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò, ÷òî
√
λiu

j
i =

√
λju

j
i äëÿ âñåõ i, j, ò.å. ug = gu. �

Åäèíñòâåííûé íåîòðèöàòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç íåîòðèöàòåëüíîãî îïåðàòîðà f
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü f 1/2.



Ëåììà 180. Îïåðàòîð f íåîòðèöàòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = h∗h äëÿ
íåêîòîðîãî îïåðàòîðà h.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè f íåîòðèöàòåëåí, òî â êà÷åñòâå îïåðàòîðà h ìîæíî âçÿòü êâàäðàòíûé êîðåíü èç f .
Åñëè f = h∗h, òî f ∗ = (h∗h)∗ = h∗(h∗)∗ = h∗h = f , ò.å. f � ñàìîñîïðÿæåííûé. Äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà a èìååì (fa, a) = (h∗ha, a) = (ha, ha) > 0, ñëåäîâàòåëüíî, f � íåîòðèöà-
òåëüíûé. �

Îïðåäåëåíèå 181. Îïåðàòîð f íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îí íåîòðèöàòåëåí è
îáðàòèì.

Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòî-
ðîì åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì íà äèàãîíàëè ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Ëåììà 182. Åñëè îïåðàòîð f : V → V ïîëîæèòåëåí, òî ôîðìóëà ⟨a, b⟩ := (fa, b), ãäå
a, b ∈ V , çàäàåò (íîâîå) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨·, ·⟩ â åâêëèäîâîì/ýðìèòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1) ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà, ò.ê. îïåðàòîð f ëèíåéíûé è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·) òàêæå

ëèíåéíî;
2) ñèììåòðè÷íîñòü ñëåäóåò èç ñàìîñîïðÿæåííîñòè f ;
3) ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü: ⟨a, a⟩ > 0, ò.ê. ⟨a, a⟩ = (fa, a) = (g2a, a) = (ga, ga) >

0, ãäå g � íåîòðèöàòåëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç f . Ïðè÷åì îïåðàòîð g ïîëîæèòåëåí,
ïîñêîëüêó îáðàòèì (èíà÷å f = g2 áûë áû íåîáðàòèì). Ðàâåíñòâî ⟨a, a⟩ = 0 ýêâèâàëåíòíî
(ga, ga) = 0, èëè ga = 0, íî èç îáðàòèìîñòè g îòñþäà âûòåêàåò a = 0. �

Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðîâ

Íà ïðèìåðå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìû çíàåì, ÷òî îíè äîïóñêàþò òàê íàçûâàåìîå ïîëÿðíîå
ðàçëîæåíèå � ðàçëîæåíèå â âèäå z = r · eiφ, ãäå r > 0 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, è |eiφ| = 1.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ðàñêëàäûâàòü è ëèíåéíûå îïåðàòîðû.

Òåîðåìà 183 (î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè). Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà f : W → W ñóùå-
ñòâóåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ f = uh, ãäå u � óíèòàðíûé (èëè
îðòîãîíàëüíûé), à h � íåîòðèöàòåëüíûé. Ïðè÷åì îïåðàòîð h îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, à
åñëè f îáðàòèì, òî è u îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f îáðàòèì.
Ñóùåñòâîâàíèå. Ò.ê. f îáðàòèì, òî è f ∗ îáðàòèì, à, ñëåäîâàòåëüíî, è f ∗f îáðàòèì. Áî-

ëåå òîãî, f ∗f � íåîòðèöàòåëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî, îí ïîëîæèòåëüíûé. Ïóñòü h = (f ∗f)1/2,
òîãäà h � íåîòðèöàòåëüíûé è îáðàòèìûé, ò.ê. h2 = f ∗f , ò.å. ñóùåñòâóåò ñàìîñîïðÿ-
æåííûé (è äàæå ïîëîæèòåëüíûé) îïåðàòîð h−1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð u = fh−1. Òîãäà
u∗ = (h−1)∗f ∗ = h−1f ∗ è u∗u = h−1f ∗fh = h−1h2h−1 = id, ñëåäîâàòåëüíî, u � óíèòàðíûé
(èëè îðòîãîíàëüíûé) îïåðàòîð. Ìû ïîëó÷èëè èñêîìîå ðàçëîæåíèå f = uh.
Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü f = uh = vk, ãäå u, v � óíèòàðíûå (îðòîãîíàëüíûå), à h, k �

íåîòðèöàòåëüíûå îïåðàòîðû. Òîãäà èìååì h2 = f ∗f = (vk)∗vk = k∗v∗vk = k∗k = k2, ò.å. h
è k � ýòî íåîòðèöàòåëüíûå êâàäðàòíûå êîðíè èç f ∗f , ñëåäîâàòåëüíî, k = h (çäåñü ìû íå
ïîëüçóåìñÿ îáðàòèìîñòüþ f), è, çíà÷èò, u = v = fh−1.



Êàíîíè÷åñêèé âèä ìàòðèöû íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà

Îïðåäåëåíèå 184. Îïåðàòîð f íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè îí êîììóòèðóåò ñî
ñâîèì ñîïðÿæåííûì, ò.å. ff ∗ = f ∗f .

Ñàìîñîïðÿæåííûå, êîñîñèììåòðè÷åñêèå, îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå îïåðàòîðû ÿâëÿ-
þòñÿ íîðìàëüíûìè. Æîðäàíîâà êëåòêà çàäàåò îïåðàòîð, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íûì.

Òåîðåìà 185. Îïåðàòîð f , äåéñòâóþùèé â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå W , ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åãî
ìàòðèöà äèàãîíàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà f

äèàãîíàëüíà, Af =

 λ1 0
. . .

0 λn

, òî ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èìååò â òîì æå

áàçèñå âèä Af∗ =

 λ1 0
. . .

0 λn

. Òàê êàê AfAf∗ = Af∗Af , òî f ∗f = ff ∗.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êî-
òîðîì ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
îïåðàòîðà f , Vλ = {v ∈ W : fv = λv} ⊂ W - ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
îòâå÷àþùèõ λ. Ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ, î÷åâèäíî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî f , áóäåò èí-
âàðèàíòíî òàêæå îòíîñèòåëüíî f ∗. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé v ∈ Vλ. Òîãäà
f ∗fv = f ∗λv = λf ∗v, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, f ∗fv = ff ∗v, ïîýòîìó f(f ∗v) = λf ∗v, ñëåäî-
âàòåëüíî, âåêòîð w = f ∗v ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì (ò.ê. f(w) = λw), îòâå÷àþùèì òîìó æå
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, ïîýòîìó w = f ∗v ∈ Vλ, ÷òî è äîêàçûâàåò èíâàðèàíòíîñòü Vλ

îòíîñèòåëüíî f ∗.
Ìû çíàåì, ÷òî, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f , òî îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f ∗. Ò.ê. Vλ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îáîèõ îïå-
ðàòîðîâ f è f ∗, òî è V ⊥

λ áóäåò èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îáîèõ îïåðàòîðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè (ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà) òî÷íî

òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ òåîðåìàõ î ïðèâåäåíèè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Âîçüìåì èí-
âàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ, òîãäà â ïîäõîäÿùåì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà

îïåðàòîðà f èìååò áëî÷íûé âèä Af =

(
λE 0
0 ⋆

)
. Îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà f íà Vλ è V ⊥

λ

òîæå íîðìàëüíû, ñëåäîâàòåëüíî (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè) ýòè áëîêè äèàãîíàëüíû â
ïîäõîäÿùèõ áàçèñàõ, ñëåäîâàòåëüíî, è âñÿ ìàòðèöà äèàãîíàëüíà.
Îòäåëüíî íàäî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà Vλ = W . Â ýòîì ñëó÷àå f = λ · id, è åãî

ìàòðèöà â ëþáîì áàçèñå äèàãîíàëüíà.
�

Ëåììà 186. Ïóñòü f � íîðìàëüíûé îïåðàòîð, à îïåðàòîð g êîììóòèðóåò ñ f . Òîãäà
g êîììóòèðóåò è ñ f ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ìàòðèöû âñåõ òðåõ îïåðàòîðîâ â îðòîíîðìèðîâàííîì áà-
çèñå, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà f äèàãîíàëüíà:

Af =

λ1

. . .
λn

, Af∗ =

λ1

. . .

λn

, Ag =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

.



Êîììóòèðîâàíèå îïåðàòîðîâ ðàâíîñèëüíî êîììóòèðîâàíèþ èõ ìàòðèö. Óñëîâèå êîììó-
òèðîâàíèÿ Af è Ag ìîæíî çàïèñàòü â âèäå aij(λi−λj) = 0 äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n, à óñëîâèå

êîììóòèðîâàíèÿ Af∗ è Ag èìååò âèä aij(λi − λj) = 0 äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n. Åñëè aij ̸= 0,

òî óñëîâèå λi − λj = 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ λi − λj = 0.
�

Îäíîâðåìåííîå ïðèâåäåíèå äâóõ êîììóòèðóþùèõ íîðìàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Òåîðåìà 187. Ïóñòü f è g � íîðìàëüíûå îïåðàòîðû â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå W .
Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöû îáîèõ îïåðàòîðîâ äèàãîíàëüíû, ñóùå-
ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f è g êîììóòèðóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òðåáóåìûé áàçèñ ñóùåñòâóåò, òî îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, ò.ê.
êîììóòèðóþò èõ ìàòðèöû â ýòîì áàçèñå. Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî fg = gf . Òîãäà
fg∗ = g∗f . Ïóñòü Vλ = {v ∈ W : fv = λv} � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ìû óæå
çíàåì, ÷òî îíî èíâàðèàíòíî äëÿ f , è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå V ⊥

λ � òîæå (ò.ê. Vλ

èíâàðèàíòíî äëÿ f ∗).
Ïóñòü v ∈ Vλ. Ïîñêîëüêó fg = gf , f(g(v)) = g(f(v)) = g(λv) = λg(v), ò.å. g(v) ∈ Vλ, ò.å.

Vλ èíâàðèàíòíî äëÿ g. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó fg
∗ = g∗f , ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ èíâàðèàíòíî

òàêæå äëÿ g∗, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî V ⊥
λ èíâàðèàíòíî äëÿ g. Èòàê, Vλ è V ⊥

λ èíâàðèàíòíû êàê
äëÿ f , òàê è äëÿ g. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Áàçà (â ðàçìåðíî-
ñòè 1) î÷åâèäíà. Äëÿ èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà
W îáúåäèíåíèå îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ Vλ è V ⊥

λ , òî ìàòðèöû îïåðàòîðîâ f è g áóäóò

èìåòü âèä Af =

(
B1 0
0 B2

)
è Ag =

(
C1 0
0 C2

)
, ãäå ìàòðèöû B1, C1 � ìàòðèöû îãðàíè÷å-

íèÿ îïåðàòîðîâ íà Vλ, à B2, C2 � ìàòðèöû îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ íà V ⊥
λ . Îãðàíè÷åíèÿ

íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà èíâàðèàíòíûå (äëÿ ñàìîãî îïåðàòîðà è äëÿ åãî ñîïðÿæåííî-
ãî) ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ òàêæå íîðìàëüíûìè, ïîýòîìó äëÿ íèõ ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè òåîðåìà âåðíà.
Îòäåëüíî íàäî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà Vλ = W . Â ýòîì ñëó÷àå f = λ · id, è åãî

ìàòðèöà â ëþáîì áàçèñå äèàãîíàëüíà. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî áàçèñà âîçüìåì òîò, â êîòîðîì
ìàòðèöà îïåðàòîðà g äèàãîíàëüíà.

�
Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðàõ

â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ:

Òåîðåìà 188. Ïóñòü f è g � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå W . Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöû îáîèõ îïåðàòîðîâ äèàãîíàëüíû,
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f è g êîììóòèðóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îáëàäà-
þò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè (à áîëüøå îò ýðèòîâûõ ïðîñòðàíñòâ íè÷åãî è íå íóæíî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ).

�

Òåíçîðû. Ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ

Ïóñòü íàì çàäàíî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V (íàä ïîëåì K), è ïóñòü V ′ � äâîéñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâåäåíèå p ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâà V è q ýêçåìïëÿðîâ ïðî-



ñòðàíñòâà V ′ è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

T : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
p

×V ′ × . . .× V ′︸ ︷︷ ︸
q

→ K,

ò.å. T � ôóíêöèÿ îò p âåêòîðîâ è q ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â K.
Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîé, åñëè îíà ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó ïðè
ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ àðãóìåíòàõ, ò.å. åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

T (v1, . . . , v
′
i + v′′i , . . . , vp, f

1, . . . , f q) = T (v1, . . . , v
′
i, . . . , vp, f

1, . . . , f q) +

+ T (v1, . . . , v
′′
i , . . . , vp, f

1, . . . , f q),

T (v1, . . . , λvi, . . . , vp, f
1, . . . , f q) = λT (v1, . . . , vi, . . . , vp, f

1, . . . , f q),

T (v1, . . . , vp, f
1, . . . , f ′j + f ′′j, . . . , f q) = T (v1, . . . , vp, f

1, . . . , f ′j, . . . , f q) +

+ T (v1, . . . , vp, f
1, . . . , f ′′j, . . . , f q),

T (v1, . . . , vp, f
1, . . . , λf j, . . . , f q) = λT (v1, . . . , vp, f

1, . . . , f j, . . . , f q).

Îïðåäåëåíèå 189. Òåíçîðîì íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Òåíçîð òèïà (p, q) �
ýòî ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò p âåêòîðîâ èç V è îò q ëèíåéíûõ ôóíêöèé èç V ′. Òåíçîðîì
òèïà (0, 0) íàçûâàþò ñêàëÿðû.

Ïðèìåðû:
1) ñêàëÿðû � ýòî òåíçîðû òèïà (0, 0) ïî ïîðåäåëåíèþ;
2) âåêòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà (0, 1), ò.ê. ëþáîé âåêòîð çàäàåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà

V ′ ïåðåâîäÿùóþ ýëåìåíò f ∈ V ′ â f(v) ∈ K;
3) ëèíåéíûå ôóíêöèè � ýòî òåíçîðû òèïà (1, 0), ò.ê. îíè çàäàþò îòîáðàæåíèå f : V → K,

ïåðåâîäÿ âåêòîð v ∈ V â ýëåìåíò f(v) ∈ K;
4) áèëèíåéíûå ôóíêöèè � ýòî òåíçîðû òèïà (2, 0), ò.ê. îíè çàäàþò îòîáðàæåíèå V ×V →

K.
5) ëèíåéíûå îïåðàòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà (1, 1), ýòîò ïðèìåð ìû îáñóäèì ïîçæå.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà V ∼= V ′′ ðîëü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

V è åãî äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà V ′ â îïðåäåëåíèè òåíçîðà ñèììåòðè÷íû.
Ìíîæåñòâî òåíçîðîâ òèïà (p, q) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Θq

p. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ìîæíî ââå-
ñòè ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, äëÿ ýòîãî íóæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
äâóõ òåíçîðîâ è èõ óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû. Ïóñòü T, S ∈ Θq

p, òîãäà:

(T + S)(v1, . . . , vp, f
1, . . . , f q) := T (v1, . . . , vp, f

1, . . . , f q) +

+ S(v1, . . . , vp, f
1, . . . , f q);

(λT )(v1, . . . , vp, f
1, . . . , f q) := λT (v1, . . . , vp, f

1, . . . , f q).

Ëåãêî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå âñåõ àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíî-
æåñòâî Θq

p äåéñòâèòåëüíî áóäåò ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ (ðàçíûõ òèïîâ) äðóã íà äðóãà.

Ïóñòü T ∈ Θq
p, S ∈ Θt

r, òîãäà íîâûé òåíçîð T ⊗ S ∈ Θq+t
p+r îïðåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(T ⊗ S)(v1, . . . , vp, vp+1, . . . , vp+r, f
1, . . . , f q, f q+1, . . . , f q+t) :=

:= T (v1, . . . , vp, f
1, . . . , f q) · S(vp+1, . . . , vp+r, f

q+1, . . . , f q+t).

Òàê îïðåäåëåííîå óìíîæåíèå òåíçîðîâ äèñòðèáóòèâíî (ò.å. (T +λS)⊗R = T ⊗R+λS⊗R),
àññîöèàòèâíî (ò.å. (T ⊗ S)⊗R = T ⊗ (S ⊗R)), íî íå êîììóòàòèâíî.
Ïðèìåðû:
1) ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà v ∈ V è ëèíåéíîé ôóíêöèè f ∈ V ′ � òåíçîð v ⊗ f ∈ Θ1

1. Ïî-
ñìîòðèì, êàê ýòîò òåíçîð äåéñòâóåò íà ñâîèõ àðãóìåíòàõ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
a ∈ V è ôóíêöèþ h ∈ V ′, ïîëó÷èì, ÷òî (v ⊗ f)(a, h) = h(v) · f(a).
2) âîçüìåì äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè g, h ∈ V ′, òîãäà g ⊗ h áóäåò òåíçîðîì òèïà (2, 0) (ò.å.

áèëèíåéíîé ôóíêöèåé), (g ⊗ h)(v1, v2) = g(v1) · h(v2).



Êîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå òåíçîðîâ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîîðäèíàòíîìó îïèñàíèþ òåíçîðîâ. Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , en â
ïðîñòðàíñòâå V , åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü äâîéñòâåííûé áàçèñ ε1, . . . , εn â äâîéñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå V ′. Ò.ê. òåíçîð � ýòî ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî åå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèÿìè íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ, ò.å.

T (v1, . . . , vp, f
1, . . . , f q) = T (vi11 ei1 , . . . , v

ip
p eip , f

1
j1
εj1 , . . . , f q

jq
εjq) =

= vi11 · . . . · vipp · f 1
j1
· . . . · f q

jq
· T (ei1 , . . . , eip , εj1 , . . . , εjq),

ãäå vikk � êîîðäèíàòû âåêòîðà vk, à f l
jj
� êîîðäèíàòû ëèíåéíîé ôóíêöèè f l.

Îáîçíà÷èì T (ei1 , . . . , eip , ε
j1 , . . . , εjq) = T

j1,...,jq
i1,...,ip

∈ K. Ïîýòîìó, çàôèêñèðîâàâ áàçèñ, ìû

ìîæåì ïîñòàâèòü òåíçîðó T â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ÷èñåë T
j1,...,jq
i1,...,ip

� åãî çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ
âåêòîðàõ. Åñòåñòâåííî, ýòîò íàáîð ÷èñåë áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà áàçèñà. Ïîñìîòðèì, êàê
èçìåíÿþòñÿ ýòè ÷èñëà ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Ïóñòü ìû ïåðåøëè îò
áàçèñà ei ê áàçèñó ẽi, è C = (cki ) � ìàòðèöà ïåðåõîäà, ò.å. ẽi = cki ek. Òîãäà äâîéñòâåííûé
áàçèñ εi òîæå ñìåíèòñÿ íà ε̃i, ïðè÷åì ìàòðèöà ïåðåõîäà D = (dik) = C−1, djkc

k
i = δji , ò.å.

ε̃i = dikε
k. Òîãäà

T̃
l1,...,lq
k1,...,kp

= T (ẽk1 , . . . , ẽkp , ε̃
l1 , . . . , ε̃lq) =

= T (ci1k1ei1 , . . . , c
ip
kp
eip , d

l1
j1
εj1 , . . . , d

lq
jq
εjq) =

= T (ei1 , . . . , eip , ε
j1 , . . . , εjq) · ci1k1 · . . . · c

ip
kp
· dl1j1 · . . . · d

lq
jq
=

= T
j1,...,jq
i1,...,ip

· ci1k1 · . . . · c
ip
kp
· dl1j1 · . . . · d

lq
jq
.

Ïðèìåðû:
1) åñëè x � âåêòîð, òî x̃k = dki x

i. Òàêîé çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ âåêòîð-
íûì çàêîíîì.
2) åñëè f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî f̃k = cikfi. Òàêîé çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò íàçû-

âàåòñÿ êîâåêòîðíûì çàêîíîì. À âåëè÷èíû, èçìåíÿþùèåñÿ ïî êîâåêòîðíîìó çàêîíó íàçû-
âàþòñÿ êîâåêòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå ôóíêöèè (ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà V ′) �
ýòî êîâåêòîðû.
Ìû ïîëó÷èëè òåíçîðíûé çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò:

T̃
l1,...,lq
k1,...,kp

= T
j1,...,jq
i1,...,ip

· ci1k1 · . . . · c
ip
kp
· dl1j1 · . . . · d

lq
jq
.

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü äðóãîå (êîîðäèíàòíîå) îïðåäåëåíèå òåíçîðó: òåíçîð - ýòî íàáîð

÷èñåë T
j1,...,jq
i1,...,ip

, êîòîðûé ïðè çàìåíå êîîðäèíàò ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó.
Ýòî è ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê ïî òàêîìó íàáîðó ÷è-

ñåë, ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ, ìîæíî âîññòàíîâèòü ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ T , äëÿ êîòîðîé
T (ei1 , . . . , eip , ε

j1 , . . . , εjq) = T
j1,...,jq
i1,...,ip

.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð � ïðèìåð òåíçîðîâ òèïà (0, 2). Ïóñòü (aij) � ìàòðèöà
íåêîòîðîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, òåíçîð òèïà (2, 0). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìàòðèöà (aij) îáðàòèìà è îáîçíà÷èì ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç aij, ò.å. aijajk =
δik.

Ëåììà 190. aij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (0, 2), ò.å. ýòîò íàáîð ÷èñåë ïðè ïåðåõîäå
ê äðóãîìó áàçèñó èçìåíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ãkl = aijdki d

l
j.



Äîêàçàòåëüñòâî. Â íîâîì áàçèñå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ãklãlm = δkm. Ïîäñòàâèì ñþ-
äà ãlm = ajic

j
l c

i
m, ãäå C = (cim) � ìàòðèöà ïåðåõîäà, òîãäà ãklajic

j
l c

i
m = δkm. Óìíîæèì (è

ïðîñóììèðóåì ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì) îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà ýëåìåíòû îá-
ðàòíîé ìàòðèöû ê ìàòðèöå ïåðåõîäà (íàïîìíèì, ÷òî cki d

j
k = δji ): ã

klajic
j
l c

i
md

m
p = δkmd

m
p , ò.å.

ãklajic
j
l δ

i
p = dkp, èëè ãklajpc

j
l = dkp. Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü îáðàòèìîñòüþ ìàòðèöû (aij), ò.å.

òåì, ÷òî ajpa
pr = δrj . Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïðåäïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà apr (è ïðîñóììèðî-

âàâ), ïîëó÷èì ãklajpa
prcjl = aprdkp, èëè ãklcrl = aprdkp. Åùå ðàç óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

íà dnr ïðîñóììèðîâàâ ïî r è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî crl d
n
r = δnl è ãklδnl = ãkn, ïîëó÷èì

ãkn = aprdkpd
n
r . �

Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ

Ïîñòðîèì áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ Θq
p. Âåêòîðû è êîâåêòîðû � ýòî òåíçîðû òèïà

(0, 1) è (1, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq , îíî
ñîñòîèò èç òåíçîðîâ òèïà (0, 1) è òåíçîðîâ òèïà (1, 0), ñëåäîâàòåëüíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ òåíçî-
ðîì òèïà (p, q). Âñåãî òàêèõ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ïîëó÷èòñÿ np+q, ò.ê. èç n êîâåêòîðîâ
íàäî âûáðàòü p è èç n âåêòîðîâ íàäî âûáðàòü q. Äîêàæåì, ÷òî ýòè ýëåìåíòû (ïðîèçâåäå-
íèÿ òàêîãî âèäà) îáðàçóþò áàçèñ â Θq

p. Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ýòî, âû÷èñëèì çíà÷åíèå
òàêîãî òåíçîðà (ïðîèçâåäåíèÿ) íà íàáîðàõ àðãóìåíòîâ èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq(ek1 , . . . , ekp , ε
l1 , . . . , εlq) =

= εi1(ek1) · . . . · εip(ekp) · εl1(ej1) · . . . · εlq(ejq) =
= δi1k1 · . . . · δ

ip
kp
· δl1j1 · . . . · δ

lq
jq
=

=

{
1, åñëè i1 = k1, . . . , ip = kp, j1 = l1, . . . , jq = lq,
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ëåììà 191. Ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé âèäà εi1 ⊗ . . . ⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . . ⊗ ejq ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì â Θq

p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ïðîèçâåäåíèé.
Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ

j1,...,jq
i1,...,ip

, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λ
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . . ⊗
εip ⊗ ej1 ⊗ . . . ⊗ ejq . Ïðèìåíèì ýòîò òåíçîð, êàê ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ê àðãóìåíòàì
ek1 , . . . , ekp , ε

l1 , . . . , εlq è ïîëó÷èì

λ
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq(ek1 , . . . , ekp , ε
l1 , . . . , εlq)︸ ︷︷ ︸ = 0 (6)

Ïîä÷åðêíóòîå âûðàæåíèå ðàâíî 1, åñëè i1 = k1, . . . , ip = kp, j1 = l1, . . . , jq = lq è 0 â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (6) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

λ
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq(ek1 , . . . , ekp , ε
l1 , . . . , εlq) = λ

l1,...,lq
k1,...,kp

= 0.

Íî, ò.ê. ýòî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ k1, . . . , kp, l1, . . . , lq, òî âñå

λ
l1,...,lq
k1,...,kp

ðàâíû íóëþ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü äîêàçàíà.
Óäîñòîâåðèìñÿ òåïåðü, ÷òî ëþáîé òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè ýòèõ áàçèñíûõ òåíçîðîâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

T = T
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . .⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq . (7)



À èç-çà ïîëèëèíåéíîñòè ýòî ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü íà áàçèñíûõ àðãóìåíòàõ
âèäà ek1 , . . . , ekp , ε

l1 , . . . , εlq . Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà T
j1,...,jq
i1,...,ip

, à ïðà-

âàÿ ÷àñòü, êàê ìû óæå âèäåëè ðàíüøå, òàêæå ðàâíà T
j1,...,jq
i1,...,ip

εi1 ⊗ . . . ⊗ εip ⊗ ej1 ⊗ . . . ⊗
ejq(ek1 , . . . , ekp , ε

l1 , . . . , εlq) = T
j1,...,jq
i1,...,ip

. Èòàê, ðàâåíñòâî ïðîâåðåíî, ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

òåíçîðà T ìû íàøëè åãî ðàçëîæåíèå â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (7), ïðè÷åì ÷èñëà T
j1,...,jq
i1,...,ip

ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè ýòîãî òåíçîðà â óêàçàííîì áàçèñå. �

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû êàê òåíçîðû

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáåùàííîìó îòîæäåñòâëåíèþ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è òåíçîðîâ òèïà
(1, 1).

Óòâåðæäåíèå 192. Èìååò ìåñòî êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì Θ1
1
∼= L(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí ëèíåéíûé îïåðàòîð f : V → V , íàì íàäî ïî íåìó ïîñòðî-
èòü áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ Tf = Tf (v, φ) ñ îäíèì âåêòîðíûì (v ∈ V ) è îäíèì êîâåêòîðíûì
(φ ∈ V ′) àðãóìåíòàìè. Îïðåäåëèì åãî ðàâåíñòâîì Tf (v, φ) := φ(f(v)) ∈ K. Tf äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîëèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì îò äâóõ àðãóìåíòîâ. Ñîîòâåòñòâèå f 7→ Tf

çàäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L(V ) → Θ1
1, êîíñòðóêöèÿ êîòîðîãî íå çàâèñèò îò âûáîðà

áàçèñîâ. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå L(V ) → Θ1
1 áóäåò èçîìîðôèçìîì, ìîæíî äâóìÿ ñïî-

ñîáàìè.
Ïåðâûé � ýòî ïðîñòî çàïèñàòü âñå â êîîðäèíàòàõ è ñðàâíèòü.
Âòîðîé ñïîñîá. Ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ L(V ) è Θ1

1 ñîâïàäàþò (îíè ðàâíû (dimV )2),
ïîýòîìó íàäî ïðîâåðèòü ëèøü òî, ÷òî ó ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íóëåâîå ÿäðî, ò.å. ÷òî åñëè
Tf = 0, òî è f = 0. Ïóñòü Tf (v, φ) = 0 äëÿ ëþáûõ v ∈ V , φ ∈ V ′, ò.å. äëÿ ëþáîãî φ
φ(f(v)) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, f(v) = 0. Íî, ò.ê. ýòî âåðíî äëÿ âñåõ âåêòîðîâ v ∈ V , òî èìååì
f = 0. �
Òåïåðü ìû ìîæåì îòîæäåñòâëÿòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû è òåíçîðû òèïà (1, 1).
Íàïðèìåð, òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð çàäàåòñÿ â ëþáîì áàçèñå ìàòðèöåé (δji ). Ïðîâåðèì

â ÿâíîì âèäå, ÷òî ñèìâîë Êðîíåêåðà δji ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì. Çàïèøåì òåíçîðíûé çàêîí

èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò δ̃kl = δji c
i
ld

k
j = cild

k
i , ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíî cild

k
i = δkl , ò.ê. D = C−1

è CD = E. Çíà÷èò, ñèìâîë Êðîíåêåðà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (1, 1).

Ñâåðòêà òåíçîðîâ

Ïóñòü T ∈ Θq
p � òåíçîð ñ õîòÿ áû îäíèì íèæíèì è îäíèì âåðõíèì èíäåêñàìè, ò.å. p, q > 0.

Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â V . Çàôèêñèðóåì îäèí âåêòîðíûé è îäèí êîâåêòîðíûé àðãóìåíò
(ïóñòü ýòî áóäóò ïåðâûå ïî ïîðÿäêó àðãóìåíòû), íà èõ ìåñòî ïîñòàâèì áàçèñíûå ýëåìåíòû
ei è εi è îïðåäåëèì ïîëèëèíåéíóþ ôóíêöèþ sT îò p − 1 âåêòîðûõ è q − 1 êîâåêòîðíûõ
àðãóìåíòîâ ïî ôîðìóëå

(sT )(v2, . . . , vp, f
2, . . . , f q) := T (ei, v2, . . . , vp, ε

i, f 2, . . . , f q),

â êîòîðîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó i. Ïðîâåðèì, ÷òî îïðåäåëåíèå òåí-
çîðà sT íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, ò.å. ÷òî åãî êîîðäèíàòû áóäóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïî
òåíçîðíîìó çàêîíó. Èìååì (sT )

i,j2,...,jq
i,i2,...,ip

(çäåñü îïÿòü ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó

i). Ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó èìååì

T̃
l1,...,lq
k1,...,kp

= T
j1,...,jq
i1,...,ip

· ci1k1 · . . . · c
ip
kp
· dl1j1 · . . . · d

lq
jq
;

(s̃T )
l2,...,lq
k2,...,kp

= T̃
k,l2,...,lq
k,k2,...,kp

= T
j1,j2,...,jq
i1,i2,...,ip

· ci1k︸︷︷︸ ·ci2k2 · . . . · cipkp · dkj1︸︷︷︸ ·dl2j2 · . . . · dlqjq .



Ïðîèçâåäåíèå ïîä÷åðêíóòûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî ci1k d
k
j1
= δi1j1 , ò.ê. CD = E, ïîýòîìó íåíóëåâûó

ñëàãàåìûå îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì i1 = j1. Îáîçíà÷èì i1 = j1 = i, òîãäà

T̃
l1,...,lq
k1,...,kp

= T
i,j2,...,jq
i,i2,...,ip

· ci2k2 · . . . · c
ip
kp
· dl2j2 · . . . · d

lq
jq
= (sT )

j2,...,jq
i2,...,ip

· ci2k2 · . . . · c
ip
kp
· dl2j2 · . . . · d

lq
jq
.

Ò.å. êîîðäèíàòû (sT )
j2,...,jq
i2,...,ip

äåéñòâèòåëüíî ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó, çíà÷èò,

äåéñòâèòåëüíî, sT � òåíçîð òèïà (p− 1, q− 1). Ýòîò òåíçîð íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé òåíçîðà
T . Òàêóþ îïåðàöèþ ñâåðòêè ìîæíî ïðîâîäèòü íåñêîëüêî ðàç äî èñ÷åðïàíèÿ âåðõíèõ èëè
íèæíèõ èíäåêñîâ. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíàÿ ñâåðòêà (ïîñëå êîòîðîé íå îñòàåòñÿ ëèáî íèæíèõ,
ëèáî âåðõíèõ èíäåêñîâ) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñâåðòêîé.
Ïðèìåðû:
1) Âîçüìåì ëèíåéíûé îïåðàòîð � òåíçîð òèïà (1, 1), ðåçóëüòàòîì ñâåðòêè áóäåò ñêàëÿð.

Ïóñòü íàì äàí îïåðàòîð f : V → V , êîòîðûé çàäàåòñÿ ìàòðèöåé (f j
i ), ñâåðòêîé ýòîãî

òåíçîðà áóäåò ÷èñëî f i
i (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ), ò.å. â äàííîì ñëó÷àå ñâåðòêà �

ýòî ñëåä, sf = tr f .
2) Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ñâåðòêó òåíçîðà òèïà (2, 2). Âîçüìåì áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ g, ò.å.

òåíçîð òèïà (2, 0), è äâà âåêòîðà a, b � òåíçîðû òèïà (0, 1). Òîãäà g⊗ a⊗ b áóäåò òåíçîðîì
òèïà (2, 2). Êîîðäèíàòû ýòîãî òåíçîðà (g⊗a⊗ b)klij = gija

kbl, ãäå gij � ìàòðèöà áèëèíåéíîé

ôóíêöèè g. Òîãäà ïðè ïîëíîé ñâåðòêå ýòîãî òåíçîðà ïîëó÷èì s(g⊗a⊗b) = gija
ibj = g(a, b).

Ïîäíÿòèå è îïóñêàíèå èíäåêñîâ

Ïóñòü íàì äàíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V , ò.å. âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·). Òîãäà ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì V ∼= V ′, ïîýòîìó ó
ëþáîãî òåíçîðà ìîæíî çàìåíèòü âåêòîðíûé àðãóìåíò íà êîâåêòîðíûé è íàîáîðîò. Íàïðè-
ìåð, âîçüìåì òåíçîð òèïà (0, 1), ò.å. âåêòîð T : V ′ → R. Îòîæäåñòâèì åãî ñ êîâåêòîðîì
(T, ·) : V → R, òîãäà ïïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ òåíçîðîâ Θ1

0 è
Θ0

1. Â êîîðäèíàòàõ ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü G = (gij) � ìàòðèöà Ãðàìà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·). Êàæäîìó òåíçîðó T ñ êîîðäèíàòàìè T i ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå Tj = gijT

i (ýòî ïðîèçâåäåíèå äâóõ òåíçîðîâ, g è T è ñâåðòêà ïî èíäåêñó i). Òàêèì
îáðàçîì ìû ó òåíçîðà T îïóñòèëè èíäåêñ.
Îáîáùàÿ ýòó îïåðàöèþ, äàäèì îïðåäåëåíèå îïåðàöèè îïóñêàíèÿ èíäåêñà.
Îïóñêàíèå èíäåêñà � ýòî îòîáðàæåíèå Θq

p → Θq−1
p+1, êîòîðîå òåíçîðó T

j1,...,jq
i1,...,ip

ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå òåíçîð gij ·T j,j2,...,jq
i1,...,ip

. Çäåñü ìû îïóñòèëè ïåðâûé èíäåêñ j1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
îïóñòèòü ëþáîé äðóãîé âåðõíèé èíäåêñ.
Ïîäíÿòèå èíäåêñà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî è ïîäíèìàòü èíäåêñû. Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà G−1 = (gij) (âñïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà Ãðàìà îáðàòèìà è ÷òî gij

åñòü òåíçîð òèïà (0, 2)). Òåíçîð T
j1,...,jq
i1,...,ip

îïåðàöèÿ ïîäíÿòèÿ èíäåêñà ïåðåâîäèò â òåíçîð

gij · T j1,...,jq
i,i2,...,ip

∈ Θq+1
p−1.

Îïåðàòîð àëüòåðíèðîâàíèÿ. Âíåøíèå ôîðìû

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Θ0
p òåíçîðîâ ñ îäíèìè íèæíèìè èíäåêñàìè, ò.å. ïîëè-

ëèíåéíûå ôóíêöèè îò p âåêòîðîâ. Òàêæå ðàññìîòðèì ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê Sp. Åñëè âçÿòü
êàêóþ-íèáóäü ïåðåñòàíîâêó σ ∈ Sp, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåéíûé îïåðàòîð fσ : Θ0

p → Θ0
p

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü T ∈ Θ0
p, ò.å. T = T (v1, . . . , vp); îïðåäåëèì fσ(T ) = σT , ãäå

(σT )(v1, . . . , vp) := T (vσ(1), . . . , vσ(p)). Ýòà îïåðàöèÿ ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ ñóììó òåíçî-
ðîâ ïåðåâîäèò â ñóììó, à óìíîæåíèå òåíçîðà íà ñêàëÿð � â óìíîæåíèå íà ñêàëÿð, ñëåäî-
âàòåëüíî, fσ � ëèíåéíûé îïåðàòîð. êðîìå òîãî, fσ1fσ2 = fσ1σ2 . Êîîðäèíàòû òåíçîðîâ T è
σT ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðàâåíñòâîì (σT )i1,...,ip = (σT )(ei1 , . . . , eip) = T (eiσ(1)

, . . . , eiσ(p)
) =

Tiσ(1)
, . . . , iσ(p).



Ïîñêîëüêó íàì âñêîðå ïîíàäîáèòñÿ äåëèòü íà öåëûå ÷èñëà, ñ ýòîãî ìîìåíòà, ãîâîðÿ î
òåíçîðàõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K íóëåâàÿ. Ïðè æåëàíèè äëÿ ïðîñòîòû
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî K = R.
Ïîñòðîèì îïåðàòîð àëüòåðíèðîâàíèÿ (ïðèâîäÿùèé ê àíàëîãó ñâîéñòâà êîñîñèììåòðè÷-

íîñòè)

Alt : Θ0
p → Θ0

p; AltT :=
1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σσT.

Ýòîò îïåðàòîð áóäåò ëèíåéíûì, ò.ê. ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Íàçîâåì òåí-
çîð T ∈ Θ0

p êîñîñèììåòðè÷åñêèì (èëè âíåøíåé ôîðìîé), åñëè σT = (−1)σT äëÿ ëþáîé
ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sp. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ òåíçîðîâ ñ íèæíèìè èíäåêñàìè îïðåäåëèì ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Λp ⊂ Θ0

p âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ (ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî
êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ â äåéñòâèòåëüíîñòè åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíà). Åñëè
p = 2, òî óñëîâèå êîñîñèììåòðè÷íîñòè ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Tij = −Tji.

Ëåììà 193. Îïåðàòîð Alt ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî
âíåøíèõ ôîðì Λp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Óòâåðæäåíèå 194. σ(AltT ) = Alt(σT ) = (−1)σ AltT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïåðåñòàíîâêó σ ê òåíçîðó AltT :

σ(AltT ) = σ
( 1

p!

∑
ρ∈Sp

(−1)ρρT
)
=

1

p!

∑
ρ∈Sp

(−1)ρ((σρ)T ),

ò.ê. σ � ýòî ëèíåéíûé îïåðàòîð. Êîãäà ρ ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó Sp, ïåðåñòàíîâêà τ =
σρ òîæå ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó Sp, ïîýòîìó ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:
σ(AltT ) = 1

p!

∑
τ∈Sp

(−1)ρτT . À, ïîñêîëüêó (−1)τ = (−1)ρ(−1)σ, òî

σ(AltT ) =
1

p!

∑
τ∈Sp

(−1)σ(−1)ττT = (−1)σ
( 1

p!

∑
τ∈Sp

(−1)ττT
)
= (−1)σ AltT,

ò.å. ìû äîêàçàëè, ÷òî σ(AltT ) = (−1)σ AltT . Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî Alt(σT ) = (−1)σ AltT .
Ïî îïðåäåëåíèþ Alt(σT ) = 1

p!

∑
ρ∈Sp

(−1)ρ((ρσ)T ). Îáîçíà÷èì τ = ρσ è ïîëó÷èì

Alt(σT ) =
1

p!

∑
ρ∈Sp

(−1)ρ((ρσ)T ) =
1

p!

∑
τ∈Sp

(−1)ρ(τT ) =
1

p!

∑
τ∈Sp

(−1)τ (−1)σ(τT ) =

= (−1)σ
( 1

p!

∑
τ∈Sp

(−1)τ (τT )
)
= (−1)σ AltT.

�
Ïåðåéäåì òåïåðü ñîáñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû.
1. Ïðîâåðèì, ÷òî ImAlt ⊂ Λp. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó σ(AltT ) = (−1)σ AltT , òî ïî

îïðåäåëåíèþ AltT ∈ Λp äëÿ ëþáîãî T ∈ Θ0
p, ïîýòîìó ImAlt ⊂ Λp.

2. Äîêàæåì, ÷òî åñëè T ∈ Λp, òî AltT = T . Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó T ∈ Λp, òî
σT = (−1)σT è

AltT =
1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σσT =
1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σ(−1)σT =
1

p!

∑
σ∈Sp

T =
1

p!
p!T = T.

3. Ïðîâåðèì, ÷òî Alt2 = Alt, ò.å. ÷òî Alt(AltT ) = AltT äëÿ ëþáîãî T ∈ Θ0
p. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ï.1 ìû äîêàçàëè, ÷òî S = AltT ∈ Λp, â ï.2 � ÷òî AltS = S, ïîäñòàâèâ AltT
âìåñòî S, ïîëó÷èì Alt(AltT ) = AltT . �



Âíåøíåå óìíîæåíèå, åãî ñâîéñòâà

Îïðåäåëèì àíàëîã òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ äëÿ âíåøíèõ ôîðì � âíåøíåå òåíçîðíîå óìíî-
æåíèå (îáîçíà÷àåòñÿ ∧): äëÿ T ∈ Λp, S ∈ Λq ïîëîæèì T ∧ S := Alt(T ⊗ S).

Ëåììà 195. Ââåäåííîå íàìè âíåøíåå òåíçîðíîå óìíîæåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáûõ âíåøíèõ ôîðì T ∈ Λp, S ∈ Λq, R ∈ Λr

1) (T + λS) ∧R = T ∧R + λS ∧R (äèñòðèáóòèâíîñòü);
2) S ∧ T = (−1)pqT ∧ S (àíòèêîììóòàòèâíîñòü) ;
3) (T ∧ S) ∧R = T ∧ (S ∧R) (àññîöèàòèâíîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äèñòðèáóòèâíîñòü ñëåäóåò èç äèñòðèáóòèâíîñòè îïåðàöèè ⊗ è
ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Alt.
2) Ïî îïðåäåëåíèþ

S ∧ T = Alt(S ⊗ T ) =
1

(p+ q)!

∑
σ∈Sp+q

σ(S ⊗ T );

T ∧ S = Alt(T ⊗ S) =
1

(p+ q)!

∑
σ∈Sp+q

σ(T ⊗ S).

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòû òåíçîðîâ σ(S ⊗ T ) è σ(T ⊗ S). Èìååì

σ(S ⊗ T )i1,...,ip+q = (S ⊗ T )iσ(1),...,iσ(p+q)
=

= Siσ(1),...,iσ(q)
· Tiσ(q+1),...,iσ(p+q)

; (8)

σ(T ⊗ S)i1,...,ip+q = (T ⊗ S)iσ(1),...,iσ(p+q)
=

= Tiσ(1),...,iσ(p)
· Siσ(p+1),...,iσ(p+q)

. (9)

Ïîñìîòðèì, ÷åì îòëè÷àþòñÿ èíäåêñû ó S è T â âûðàæåíèÿõ (8) è (9). Èíäåêñû â (8) � ýòî
σ(1), . . . , σ(q), σ(q+1), . . . , σ(p+q), à èíäåêñû â (9) � ýòî σ(p+1), . . . , σ(p+q), σ(1), . . . , σ(q).
Ïóñòü τ � ïåðåñòàíîâêà (

p+ 1 . . . p+ q 1 . . . p
1 . . . q q + 1 . . . p+ q

)
.

Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, σ(S ⊗ T ) = στ(T ⊗ S). Ïîýòîìó

S ∧ T =
1

(p+ q)!

∑
σ∈Sp+q

(−1)σσ(S ⊗ T ) =

=
1

(p+ q)!

∑
σ∈Sp+q

(−1)τ (−1)στ (στ)(T ⊗ S) =

= (−1)τ
1

(p+ q)!

∑
ρ∈Sp+q

(−1)ρρ(T ⊗ S) = (−1)τT ∧ S,

è íàì îñòàëîñü îïðåäåëèòü (−1)τ . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíàêà ïåðåñòàíîâêè íàäî ïîäñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ïåðåñòàíîâîê, åå ñîñòàâëÿþùèõ. Ëåêãî âèäåòü, ÷òî ýòî ÷èñëî
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ pq, ò.å. (−1)τ = (−1)pq, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
3) Ââåäåì äîïîëíèòåëüíî îáîçíà÷åíèå T1 ∧ T2 ∧ . . . ∧ Tk := Alt(T1 ⊗ T2 ⊗ . . . ⊗ Tk). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâî àññîöèàòèâíîñòè íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî.

Óòâåðæäåíèå 196. Alt((AltQ)⊗ R) = Alt(Q⊗ R) = Alt(Q⊗ (AltR)) äëÿ ëþáûõ òåí-
çîðîâ Q ∈ Θ0

p, R ∈ Θ0
q.



Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (âòîðîå äîêà-
çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ⊗ îáëàäàåò ñâîéñòâîì äèñòðèáóòèâíîñòè, à
îïåðàòîð Alt ëèíååí, èìååì

Alt((AltQ)⊗R) = Alt
(( 1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σσQ
)
⊗R

)
=

=
1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σ Alt(σQ⊗R).

Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå σ ∈ Sp ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàêóþ ïåðåñòàíîâêó σ̃ ∈ Sp+q, êîòî-
ðàÿ íà ïåðâûõ p èíäåêñàõ äåéñòâóåò êàê σ, à îñòàëüíûå îñòàâëÿåò íà ìåñòå, ò.å.

σ̃ =

(
1 . . . p p+ 1 . . . p+ q

σ(1) . . . σ(p) p+ 1 . . . p+ q

)
.

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, (−1)σ̃ = (−1)σ.
Òîãäà σQ⊗R = σ̃(Q⊗R), è

Alt((AltQ)⊗R) =
1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σ Alt(σ̃(Q⊗R)) =

=
1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σ(−1)σ̃ Alt(Q⊗R) =

=
1

p!

∑
σ∈Sp

Alt(Q⊗R) =
1

p!
p! Alt(Q⊗R) =

= Alt(Q⊗R).

�
Äîêàæåì òåïåðü àññîöèàòèâíîñòü âíåøíåãî óìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì Q = T ⊗ S, òîãäà

AltQ = Alt(T ⊗ S) è

(T ∧ S) ∧R = Alt((T ∧ S)⊗R) = Alt(Alt(T ⊗ S)⊗R) =

= Alt((AltQ)⊗R) = Alt(Q⊗R) = Alt(T ⊗ S ⊗R) =

= T ∧ S ∧R.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî T ∧ (S ∧R) = T ∧ S ∧R, ò.å. (T ∧ S) ∧R = T ∧ (S ∧R). �

Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âíåøíèõ ôîðì

Ïîñòðîèì áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ Λp. Êàê íàì èçâåñòíî, áà-
çèñîì â ïðîñòðàíñòâå Θ0

p ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà ε
i1 ⊗ . . .⊗εip . Îäíàêî

ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî Λp ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåõîäÿò â εi1 ∧ . . .∧ εip =
Alt(εi1 ⊗ . . . ⊗ εip) è ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ik = il, òî
εik ∧ εil = 0, ïîýòîìó èç áàçèñà íóæíî âûêèíóòü âñå ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ
ïîâòîðÿþùèåñÿ èíäåêñû. Äàëåå, ò.ê. εik ∧ εil = −εil ∧ εik , òî íóæíî òàêæå âûêèíóòü âñå
ïðîèçâåäåíèÿ ñ íåóïîðÿäî÷åííûìè èíäåêñàìè è îñòàâèòü òîëüêî ïðîèçâåäåíèÿ ñ èíäåêñà-
ìè óïîðÿäî÷åííûìè, íàïðèìåð, ïî âîçðàñòàíèþ, ò.å. òàêèå, ÷òî i1 < . . . < ip. Âñåãî òàêèõ
óïîðÿäî÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé áóäåò Cp

n, ãäå n = dimV . Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé òåíçîð ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òåíçîðîâ εi1∧ . . .∧εip , i1 < . . . < ip, ò.ê. èç áàçèñà ìû âûêèíóëè



òîëüêî çàâåäîìî ëèíåéíî çàâèñèìûå âåêòîðà. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòà
ñèñòåìà âåêòîðîâ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Λp äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åå ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü.
Ïóñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ òåíçîðîâ ðàâíà íóëþ,∑

i1<...<ip

λi1,...,ipε
i1 ∧ . . . ∧ εip = 0.

Ïåðåïèøåì ýòó ñóììó â âèäå∑
i1<...<ip

λi1,...,ip

( 1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σ εiσ(1) ⊗ . . .⊗ εiσ(p)︸ ︷︷ ︸) = 0. (10)

Ïîä÷åðêíóòûå ýëåìåíòû � ýòî ýëåìåíòû áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Θ0
p è îíè ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, åñëè òîëüêî âñå ýòè
ïîä÷åðêíóòûå ýëåìåíòû áóäóò ðàçëè÷íû. Äîêàæåì, ÷òî âñå áàçèñíûå ýëåìåíòû, âñòðå÷à-
þùèåñÿ â ýòîé ñóììå, ðàçëè÷íû. Ðàñïèøåì ýòó ñóììó ïîäðîáíåå (áåç îáùåãî ñîìîæèòåëÿ
1
p!
, êîòîðûé íà ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü íå âëèÿåò)

. . .± λi1,...,ip

∑
σ∈Sp

εiσ(1) ⊗ . . .⊗ εiσ(p) ± . . .± λj1,...,jp

∑
ρ∈Sp

εjρ(1) ⊗ . . .⊗ εjρ(p) ± . . . .

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå σ, ρ ∈ Sp è èíäåêñû i1, . . . , ip, j1, . . . , jp, ÷òî εiσ(1) ⊗ . . .⊗
εiσ(p) = εjρ(1) ⊗ . . . ⊗ εjρ(p) , ò.å. iσ(1) = jρ(1), . . . , iσ(p) = jρ(p). Ïåðåéäåì ê ïåðåñòàíîâêå τ =
ρσ−1, òîãäà i1 = jτ(1), . . . , ip = jτ(p). Íî èíäåêñû i è j ó íàñ óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ,
ñëåäîâàòåëüíî, τ � òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà. Çíà÷èò, σ = ρ è òîãäà i1 = j1, . . . , ip = jp.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñëàãàåìûå â (10) ðàçëè÷íû, çíà÷èò âñå êîýôôèöèåíòû â (10) ðàâíû
íóëþ, ÷òî è äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû òåíçîðîâ εi1 ∧ . . .∧εip , i1 < . . . <
ip, è òî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Λp. �


