
1. Äîêàçàòü, ÷òî àêñèîìà îòäåëèìîñòè T1 ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî âñå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà
çàìêíóòû.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü íå ãîìåîìîðôíû.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòü è îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä íå ãîìåîìîðôíû.

4. ßâëÿåòñÿ ëè äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêèì (èëè, òî÷íåå, ìåòðèçóåìûì)?

5. Äîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãèè íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå Rn, çàäàííûå ìåòðèêàìè d(x̄, ȳ) =

(
∑n

i=1 |xi − yi|p)1/p, 1 ≤ p ≤ ∞ (x̄ = (x1, . . . , xn), ȳ = (y1, . . . , yn)), ñîâïàäàþò. ×òî ýòî çà
ìåòðèêà ïðè p = ∞?

6. Äîêàçàòü, ÷òî âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn êîìïàêòíî.

7. Äîêàçàòü, ÷òî âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn õàóñäîðôîâî.

8. Äîêàçàòü, ÷òî âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå
ñ÷¼òíîñòè.

9. Äîêàçàòü, ÷òî âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn íå ãîìåîìîðôíî n-ìåðíîé ñôå-
ðå Sn ïðè n ≥ 2.

10. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn

âñþäó ïëîòíî.

11. Äîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñâÿçíî.

12. Ìîæåò ëè çàìûêàíèå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà áûòü
íå ëèíåéíî ñâÿçíûì?

13. Êàêèì àêñèîìàì îòäåëèìîñòè óäîâëåòâîðÿåò àôôèííîå ïðÿìàÿ R ñ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî?

14. Èìååòñÿ ëè â àôôèííîé ïðÿìîé R ñ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæå-
ñòâî?

15. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðî- ñòðàíñòâå X ïðè-
íèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ (ò.å., åñëè îíà ïðèíè- ìàåò êàêèå-òî äâà çíà÷åíèÿ a è
b, òî îíà ïðèíèìàåò è âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó a è b), òî X ñâÿçíî?

16. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ïóñòî,
íàéä¼òñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ñðåäè íèõ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ïóñòî. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äîïó-
ùåíèå ðàâíîñèëüíî êîìïàêòíîñòè.

17. Ïðîñòðàíñòâî X � ôàêòîð àôôèííîé ïëîñêîñòè R2 ïî ïîäãðóïïå Z2 ⊂ R2 ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ôàêòîð-òîïîëîãèåé. Ìîæåò ëè òîïîëîãèÿ íà X èíäóöèðîâàòüñÿ ìåòðèêîé íà íåì? Åñëè
äà, îïðåäåëèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòðèêó.

18. Â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà íàçâàëè çàìêíóòûìè (è íàîáîðîò)
è ïðîñòðàíñòâî îñòàëîñü òîïîëîãè÷åñêèì. Äîêàçàòü, ÷òî îíî ëèáî áûëî äèñêðåòíûì, ëèáî
íåõàóñäîðôîâûì.

19. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîðôîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãîíàëü ∆ =
{(x, y) ∈ X ×X : x = y} ⊂ X ×X çàìêíóòî â X ×X.

20. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà îòðåçîê.

21. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Z, Q, R \ Q è R (öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, èððà- öèîíàëüíûõ
è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî; ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé èç R) ïîïàðíî íå
ãîìåîìîðôíû.

22. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñâÿçíîñòü ýêâèâàëåíò-
íà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.



23. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé ñòÿãèâàåìî.

24. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà O(3) = {A ∈ MatR(3, 3) : ATA = E} è GL(3,R) = {A ∈
MatR(3, 3) : detA ̸= 0} (êàê ïîäïðîñòðàíñòâà MatR(3, 3)) ∼= R9) ãîìîòî- ïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû.

25. Äîêàçàòü, ÷òî RPn\{pt} (ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî áåç òî÷êè) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
RPn?1.

26. ßâëÿåòñÿ ëè ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn?1 (êàê-òî âëîæåííîå â RPn) äåôîðìàöèîííûì
ðåòðàêòîì RPn \ {pt} (ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà áåç òî÷êè)?

27. ßâëÿåòñÿ ëè ñôåðà Sn?1 (êàê-òî âëîæåííàÿ â RPn) äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì RPn \ {pt}
(ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà áåç òî÷êè), n > 2?

28. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà SO(3) = {A ∈ MatR(3, 3) : A
TA = E, det A = 1} è GL+(3,R) =

{A ∈ MatR(3, 3) : detA > 0} (êàê ïîäïðîñòðàíñòâà MatR(3, 3)) ∼= R9) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíû.

29. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà O(n) = {A ∈ MatR(n, n) : ATA = E} è GL(n,R) = {A ∈
MatR(n, n) : detA ̸= 0} (êàê ïîäïðîñòðàíñòâà MatR(n, n)) ∼= Rn2

) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû.

30. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà U(n) = {A ∈ MatC(n, n) : ATA = E} è GL(n,C) = {A ∈
MatC(n, n) : detA ̸= 0} (êàê ïîäïðîñòðàíñòâà MatC(n, n)) ∼= Cn2

) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû.

31. Ñîõðàíÿåòñÿ ëè õàóñäîðôîâîñòü ïðè ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè?

32. Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ñâÿçíîñòü ïðè ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè?

33. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Rn â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X.
Äîêàçàòü ÷òî îòîáðàæåíèå f ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó.

34. ßâëÿåòñÿ ëè ãðàíèöà çàìêíóòîãî êîëüöà íà ïëîñêîñòè (îáëàñòè, çàêëþ÷åííîé ìåæäó äâóìÿ
êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè) åãî ðåòðàêòîì?

35. ßâëÿåòñÿ ëè ãðàíèöà çàìêíóòîãî êîëüöà íà ïëîñêîñòè (îáëàñòè, çàêëþ÷åí- íîé ìåæäó äâóìÿ
êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè) åãî äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì?

36. Âåðíî ëè, ÷òî [X,Y ×Z] = [X,Y ]× [X,Z]? Âåðíî ëè, ÷òî [X×Y, Z] = [X,Z]× [Y, Z]? ([X,Y ]
� ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè îòîáðàæåíèé èç X â Y ).

37. Äîêàçàòü, ÷òî â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå ñôåðû ñ äâóìÿ ðó÷êàìè (ò.å. ïîâåðõíîñòè ðîäà 2)
ñîäåðæèòñÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.

38. Äîêàçàòü, ÷òî ñôåðà ñ g ðó÷êàìè (ïîâåðõíîñòü ðîäà g) áåç m òî÷åê (g è m � íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà áóêåòó îêðóæíîñòåé. Ñêîëüêî îêðóæíîñòåé â ýòîì
áóêåòå?

39. Âû÷èñëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ðåáåð òåòðàýäðà.

40. Ïóñòü f : S1 → S1 � îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé f(φ) = nφ, ãäå φ � êîîðäèíàòà íà
îêðóæíîñòè. Âû÷èñëèòü îòîáðàæåíèå f∗ : π1(S1) → π1(S1).

41. Ïóñòü p : T2 → S1 � ïðîåêöèÿ òîðà T2 = S1S1 íà ïåðâóþ îêðóæíîñòü. Âû÷èñëèòü îòîáðà-
æåíèå ∗ : π1(T2) → π1(S1).

42. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îòîáðàæåíèå f : C \ {0} → C \ {0},
îïðåäåë¼ííîå ïî ôîðìóëå z 7→ zn, ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.

43. Êàêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ íàä C \ {0}?
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44. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà GL(n,C) íåâûðîæäåííûõ êîìïëåêñ-
íûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n áåñêîíå÷íà.

45. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ëåíòû Ì¼áèóñà íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ñàìîé ëåíòû
Ì¼áèóñà.

46. Ìîæåò ëè ïëîñêîñòü ñ äâóìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè áûòü ïðîñòðàíñòâîì íàêðûòèÿ íàä òî-
ðîì?

47. Ìîæåò ëè ïëîñêîñòü ñ äâóìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè áûòü ïðîñòðàíñòâîì íàêðûòèÿ íàä (áåñ-
êîíå÷íûì) öèëèíäðîì?

48. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ñôåðû ñ g ≥ 2 ðó÷êàìè íå êîììóòàòèâíà.

49. Îïèñàòü óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä áóòûëêîé Êëåéíà.

50. Íàéòè óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä áóêåòîì îêðóæíîñòè è (äâóìåðíîé) ñôåðû.

51. Íàéòè óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä ïðîèçâåäåíèåì îêðóæíîñòè è äâóìåðíîé ñôåðû.

52. Íàéòè óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå íàä ïðîèçâåäåíèåì îêðóæíîñòè è ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
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