
Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ (êîíñïåêò, 2023 ã.)

Îáùàÿ òîïîëîãèÿ

Òîïîëîãèÿ

Îïðåäåëåíèå 1 Íà ìíîæåñòâå X çàäàíà òîïîëîãèÿ, åñëè çàäàí íàáîð ΩX åãî ïîäìíîæåñòâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

(i) ∅, X ∈ ΩX ;

(ii) äëÿ ëþáûõ U1, . . . , Un ∈ ΩX U1 ∩ · · · ∩ Un ∈ ΩX ;

(iii) äëÿ ëþáûõ Uα, α ∈ A, ∪α∈AUα ∈ ΩX (çäåñü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, â
÷àñòíîñòè, áåñêîíå÷íîå).

Ýëåìåíòû ΩX íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Äîïîëíåíèÿ ê íèì X \ U , U ∈ ΩX ,
íàõçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2) äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü ëèøü äëÿ n = 2.
Ïðèìåðû: äèñêðåòíàÿ è àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèè, òîïîëîãèè íà äâóõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå,

åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ è òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî íà ïðÿìîé.
Áàçà òîïîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå 2 Áàçîé òîïîëîãèè ΩX íàçâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ ΩX , ÷òî ëþáîå
U ∈ ΩX ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç B, ò.å. ∀U ∈ ΩX ∃Bα, α ∈ A,
U = ∪α∈ABα.

Ëåììà 3 Ïóñòü B � íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

• äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò B ∈ B, ñîäåðæàùåå x;

• äëÿ ëþáûõ B1, B2 ∈ B è äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ B1 ∩ B2 ñóùåñòâóåò òàêîå B3 ∈ B, ÷òî
B3 ⊂ B1 ∩B2 è x ∈ B3.

Òîãäà B îáðàçóåò áàçó íåêîòîðîé òîïîëîãèè íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ áàçû, ìû äîëæíû îïðåäåëèòü ΩX êàê âñåâîçìîæíûå îáú-
åäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç B è ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òîïîëîãèè.
(1) ∅ � ýòî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ â �ïóñòîì êîëè÷åñòâå�, ∪α∈∅Bα. Ïðîâåðèì, ÷òî X ∈ ΩX : äëÿ

êàæäîé òî÷êè x ∈ X âîçüìåì ñîäåðæàùåå åå ìíîæåñòâî Bx ∈ B, òîãäà X = ∪x∈XBx.
(2) Åñëè Uγ = ∪α∈ABγ,α, Bγ,α ∈ B, òî ∪γUγ = ∪γ,αBγ,α åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç áàçû B.
(3) Ïóñòü U1 = ∪γ∈ΓBγ U2 = ∪α∈ABα, òîãäà U1 ∩ U2 = ∪γ∈Γ,α∈ABγ ∩Bα, è îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,

÷òî Bγ ∩Bα ∈ ΩX . Ïóñòü x ∈ B1∩B2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå Bx ∈ B, ÷òî Bx ⊂ B1∩B2 è x ∈ Bx,
è, î÷åâèäíî, ÷òî B1 ∩B2 = ∪x∈B1∩B2Bx. �
Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèþìîæííî çàäàòü áîëåå ýêîíîìíûì ñïîñîáîì, íå ïåðå÷èñëÿÿ âñå îò-

êðûòûå ìíîæåñòâà, à ëèøü ýëåìåíòû áàçû. Ìîæíî ñýêîíîìèòü åùå áîëüøå.

Îïðåäåëåíèå 4 Ïðåäáàçîé òîïîëîãèè ΩX íàçâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî P ⊂ ΩX , ÷òî ëþ-
áîå U ∈ ΩX ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ (â ëþáîì êîëè÷åñòâå) êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé
ìíîæåñòâ èç P.

Ëåììà 5 Ïóñòü P � íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

• äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò P ∈ P, ñîäåðæàùåå x;

Òîãäà P îáðàçóåò ïðåäáàçó íåêîòîðîé òîïîëîãèè íà X.



Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ
èç P îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé òîïîëîãèè. Ïðîâåðèì âòîðîé ïóíêò èç ëåììû î áàçå. Ïóñòü B1 =
∩n
i=1Pi, B2 = ∩m

i=n+1Pi, x ∈ B1 ∩B2. Ïîëîæèì B3 = ∩m
i=1Pi = B1 ∩B2.

�
Ñâîéñòâî, ôèãóðèðóþùåå â ýòîé ëåììå, ëåæèò â îñíîâå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 6 Ïóñòü U = {Uα}α∈A � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Îíî íàçûâàåòñÿ (îòêðûòûì) ïîêðûòèåì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X
ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Uα ∈ U , â êîòîðîì ëåæèò x.

Òîïîëîãèÿ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ. Îòêðûòûì øàðîì Or(x) ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Or(x) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r}.

Ëåììà 7 Íàáîð ìíîæåñòâ Or(x), ãäå r > 0, x ∈ X, îáðàçóåò áàçó íåêîòîðîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. x ∈ Or(x) äëÿ ëþáîãî r > 0, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü âòîðîå óñëîâèå ëåììû
î áàçå. Ïóñòü x ∈ Or1(x1) ∩ Or2(x2). Òîãäà ρ(x, x1) < r1, ρ(x, x2) < r2. Âîçüìåì 0 < r < min(r1 −
ρ(x, x1), r2−ρ(x, x2)). Íóæíîå íàì ïîäìíîæåñòâî åñòü Or(x). Äåéñòâèòåëüíî, x â íåì ëåæèò, à åñëè
y ∈ Or(x), òî ρ(y, xi) 6 ρ(y, x)+ρ(x, xi) < (ri−ρ(x, xi))+ρ(x, xi) = ri, ïîýòîìó y ∈ Or1(x1)∩Or2(x2).
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Îïðåäåëåíèå 8 Òîïîëîãèÿ, çàäàâàåìàÿ ýòîé áàçîé, íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèåé
(èëè òîïîëîãèåé, ñîãëàñîâàííîé ñ (èëè èíäóöèðîâàííîé) ìåòðèêîé).

Ðàçíûå ìåòðèêè ìîãóò çàäàâàòü êàê îäíó è òó æå òîïîëîãèþ, òàê è ðàçíûå òîïîëîãèè.
Ñóùåñòâóþò òîïîëîãèè, íå èíäóöèðîâàííûå íèêàêîé ìåòðèêîé � íàïðèìåð, äâóõòî÷å÷íîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ íå äèñêðåòíîé è íå àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.
×àñòî íà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìåòðèêà çàäàåòñÿ íîðìîé. Ïðèìåðû: Rn, C[0, 1].

Çàìûêàíèå, âíóòðåííîñòü è ò.ï.

Äàëåå îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå òî÷êó x ∈ X áóäåì íàçûâàòü (îòêðûòûìè) îêðåñòíî-
ñòÿìè ýòîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 9 Ïóñòü A ⊂ X � ïîäìíîæåñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Òî÷êà
x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ A, åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U èìååì
U ∩ A ̸= ∅. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé A, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
V òî÷êè x, öåëèêîì ñîäåðæàùàÿñÿ â A. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ íàçûâàåòñÿ çà-
ìûêàíèåì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ A; ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ Int A.

Î÷åâèäíî, ÷òî

Ëåììà 10 Int A ⊂ A ⊂ A; Int A = X \ (X \A).

Áîëåå òîãî, êàê ïîäñêàçûâàþò íàçâàíèÿ,

Ëåììà 11 A çàìêíóòî; Int A îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü îäíî èç äâóõ óòâåð-
æäåíèé. Äîêàæåì, ÷òî A çàìêíóòî, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî X \ A îòêðûòî. Åñëè x ∈ X \ A,
òî ñóùåñòâóåò åãî îêðåñòíîñòü Ux, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ A. Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ïåðåñåêàåòñÿ è
ñ A. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü y ∈ Ux ∩ A. Ïîñêîëüêó y ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ, ëþáàÿ åå
îêðåñòíîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ A � â ÷àñòíîñòè, ñàìà Ux � ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, Ux ⊂ X\A.
Òîãäà ∪x∈X\AUx = X \A, ò.å. X \A îòêðûòî êàê îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

�
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Ëåììà 12 Çàìûêàíèå A ìíîæåñòâà A ðàâíî ïåðåñå÷åíèþ âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ,
ñîäåðæàùèõ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ A, ÷å-
ðåç C. Ò.ê. ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîëè÷åñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî, C çàìêíóòî. Ò.ê. âñå
ïåðåñåêàåìûå ïîäìíîæåñòâà ñîäåðæàò A, òî è èõ ïåðåñå÷åíèå òîæå ñîäåðæèò A. Ïîñêîëüêó îäíî
èç ïåðåñåêàåìûõ ïîäìíîæåñòâ åñòü A (îíî çàìêíóòî è ñîäåðæèò A), ïåðåñåêàÿ åãî ñ äðóãèìè çà-
ìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè, ìû ìîæåì ëèøü óìåíüøèòü C, ïîýòîìó C ⊂ A. Äîêàæåì îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå A ⊂ C îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü èìååòñÿ òî÷êà x ∈ A, íî x /∈ C. Ïîñêîëüêó C çàìêíóòî,
U = X \ C îòêðûòî è ñîäåðæàò x, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ x. Ïîñêîëüêó x � òî÷êà ïðè-
êîñíîâåíèÿ äëÿ A, U ∩A ̸= ∅, ò.å. ñóùåñòâóåò y ∈ U ∩A. Ïðî y ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî y ∈ A è y /∈ C
� ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî A ⊂ C.

�
Ïóñòü A ⊂ X � ïîäìíîæåñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Òîïîëîãèÿ ΩX íà X èíäóöèðóåò

òîïîëîãèþ ΩA íà A ñëåäóþùèì îáðàçîì: ΩA = {U ∩A : U ∈ ΩX}. Â ÷àñòíîñòè, â èíäóöèðîâàííîé
òîïîëîãèè ñàìî A îòêðûòî è çàìêíóòî, õîòÿ îíî íå îáÿçàíî áûòü òàêîâûì â òîïîëîãèè ΩX .

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå 13 Îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî â òî÷-
êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè f(x) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè
x, ÷òî f(U) ⊂ V . Îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî, åñëè îíî íåïðåðûâíî â ëþáîé òî÷êå x ∈ X.

Ëåììà 14 Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç ëþáîãî
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐: Âûáåðåì òî÷êó x ∈ X è ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü â íåé: âîçüìåì ïðî-
èçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè f(x). Åå ïðîîáðàç U = f−1(V ) îòêðûò è ñîäåðæèò òî÷êó x, ïðè
ýòîì f(U) = V .
⇒: Ïóñòü V ⊂ Y îòêðûòîå. Äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ V è ëþáîãî åå ïðîîáðàçà x ∈ f−1(y) ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ux, ÷òî f(Ux) ⊂ V . Ïîëîæèì U = ∪xUx. Îíî îòêðûòî, è U = f−1(V ).
�

Ïðîâåðêó íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ïðîèçâîäèòü íå íà âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ, à íà áàçå èëè
ïðåäáàçå òîïîëîãèè:

Ëåììà 15 Ïóñòü B � (ïðåä)áàçà òîïîëîãèè íà Y . Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç ëþáîãî ìíîæåñòâà èç B îòêðûò.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äëÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå.
Ïðèìåðû: îòîáðàæåíèå â òî÷êó f : X → Y , ïðè êîòîðîì f(x) = y0 ∈ Y äëÿ ëþáîãî x ∈ X,

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì; êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé; âëîæåíèå
ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ X â X íåïðåðûâíî.

Îïðåäåëåíèå 16 Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Âçà-
èìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ f−1 : Y → X. f íàçû-
âàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè f è f−1 íåïðåðûâíû. Ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ãîìåî-
ìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì.

Ãîìåîìîðôíîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïðèìåð: èíòåðâàë (0, 1) è ïðÿìàÿ ãîìåîìîðôíû.
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Ñâÿçíîñòü

Îïðåäåëåíèå 17 Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ X = A ∪B. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå X íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè A è B îäíîâðåìåííî è îòêðûòû, è çàìêíóòû. Òàêèå ìíîæå-
ñòâà íàçûâàþò îòêðûòî-çàìêíóòûìè.
Ïðèìåð: äâóõòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íåñâÿçíî.
Ñâÿçíûå îòêðûòî-çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.

Ëåììà 18 Îòðåçîê [0, 1] ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü [0, 1] = A∪B, A∩B = ∅. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì,
÷òî 0 ∈ A. Ïóñòü t = inf B. Ýòî � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ B, è, ïîñêîëüêó B çàìêíóòî, B = B,
çíà÷èò, t ∈ B. Íî B òàêæå îòêðûòî, ïîýòîìó, åñëè t > 0, òî ó t ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, öåëèêîì
ëåæàùàÿ â B � ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì t. Åñëè t = 0, òî ïðîòèâîðå÷èå äðóãîå: 0 ∈ B è
0 ∈ A íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî.

�
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïîäïðàâèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 19 Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, X ñâÿçíî. Òîãäà f(X) ⊂ Y ñâÿçíî.
Â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ãîìåîìîðôèçìàõ.

Îïðåäåëåíèå 20 (Íåïðåðûâíûì) ïóòåì â X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f :
[0, 1] → X. Òî÷êè f(0) è f(1) íàçûâàþòñÿ íà÷àëîì è êîíöîì ïóòè.

Îïðåäåëåíèå 21 Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X
ñóùåñòâóåò ïóòü, ñîåäèíÿþùèé x è y.

Îòðåçîê, ïðÿìàÿ, îêðóæíîñòü, ïëîñêîñòü, ñôåðà, è ò.ï. ëèíåéíî ñâÿçíû.

Ëåììà 22 Ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü X = A ∪B, A ∩B = ∅, âûáåðåì òî÷êó x ∈ A, y ∈ B
(îáà ìíîæåñòâà íåïóñòû). Ñîåäèíèì x è y ïóòåì f : [0, 1] → X. Òîãäà U = f−1(A) è V = f−1(B)
íåïóñòû (ò.ê. 0 ∈ U , 1 ∈ V ), íå ïåðåñåêàþòñÿ, è [0, 1] = U∪V , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè îòðåçêà.

�
Îáðàòíîå íåâåðíî: èç ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ñâÿçíîñòü íå ñëåäóåò, êàê âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðè-

ìåðà. Ïóñòü X ⊂ R2 ñîñòîèò èç ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin 1
x , x > 0, è îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè

îñè Oy (0,−1) è (0, 1). Òîïîëîãèÿ íà X � èíäóöèðîâàííàÿ ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé ïëîñêîñòè.

Êîìïàêòíîñòü

Îïðåäåëåíèå 23 Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîãî åãî îòêðûòîãî
ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî â ëþáîé òîïîëîãèè.
Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî ⇐⇒ îíî êîíå÷íî.

Ëåììà 24 Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîìïàêòà êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X êîìïàêòåí, A ⊂ X çàìêíóòî, è ïóñòü {Uα} � ïîêðûòèå A. Òîãäà
U0 = X \ A îòêðûòîå. Äîáàâèì åãî ê ïîêðûòèþ è ïîëó÷èì ïîêðûòèå âñåãî X. Èç íåãî ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uα1 , . . . , Uαn è, âîçìîæíî, U0. Òîãäà Uα1 , . . . , Uαn åñòü ïîêðûòèå
A. �
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Ëåììà 25 Îáðàç êîìïàêòà êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîîáðàç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ � îòêðûòîå ïîêðûòèå. Âûáåðåì èç íåãî
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, åãî îáðàç áóäåò êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì. �

Ëåììà 26 (Ëåáåãà) X � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, {Uα} � îòêðûòîå ïîêðûòèå, òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X øàð Or(x) ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì Uα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X íàéäåì òàêîå ϵx > 0, ÷òî Oϵx(x) ñîäåðæèòñÿ â íåêî-
òîðîì Uα. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå øàðàìè Oϵx/2(x) è âûáåðåì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
Oϵxi/2

(xi), i = 1, . . . , n. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x ëåæèò â îäíîì èç øàðîâ âèäà Oϵxi/2
(xi) (ýòî �

ïîêðûòèå), ò.å. d(x, xi) < ϵxi/2. Ïîëîæèì r = min{ϵxi/2 : i = 1, . . . , n}. Ïóñòü y ∈ Or(x), ò.å.
d(x, y) < r, òîãäà d(y, xi) 6 d(y, x) + d(x, xi) < r + ϵxi/2 < ϵxi , çíà÷èò, y ∈ Oϵxi

(xi), ïîýòîìó âåñü

øàð Or(x) ëåæèò â Oϵxi
(xi).

�

Îòäåëèìîñòü

Èìååòñÿ ìíîãî ðàçíûõ ñâîéñòâ îòäåëèìîñòè. Ìû îáñóäèì ñàìûå îñíîâíûå.

Îïðåäåëåíèå 27 Ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòäåëèìîñòè (T1), åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóþò òàêèå èõ îêðåñòíîñòè Ux è Uy, ÷òî x /∈ Uy è y /∈ Ux.

Ëåììà 28 Ëþáàÿ òî÷êà T1-ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ X, Ux, Uy � èõ îêðåñòíîñòè, òîãäà ∪y ̸=xUy = X\{x}� îòêðûòî
êàê îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

�

Îïðåäåëåíèå 29 Ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîðôîâî, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùå-
ñòâóþò èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Ýòî ñâîéñòâî ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ (T2).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn}n∈N ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x, åñëè ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò

âñå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðîìå êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà. Òàêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ëåììà 30 Åñëè ïðîñòðàíñòâî õàóñäîðôîâî, òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê íå ìîæåò
èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.
�

Òàêæå êàê äëÿ òî÷åê, îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå äàííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ìû áóäåì
íàçûâàòü åãî îêðåñòíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 31 Ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòäåëèìîñòè (T3), åñëè äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ X è äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A, x /∈ A, ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðåñòíîñòè òî÷êè x è ìíîæåñòâà A.
Ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòäåëèìîñòè (T4), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ X ñóùåñòâóþò èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.
Ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåå (T1) è (T3), íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåå

(T1) è (T4), íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì.

Íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, à ðåãóëÿðíîå � õàóñäîðôîâûìè.

Ëåììà 32 Êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (T1) ñëåäóåò èç (T2), îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (T4). Ñíà÷àëà äîêàæåì (T3). Ïóñòü
x ∈ X, A ⊂ X � çàìêíóòî. Äëÿ êàæäîãî y ∈ F âûáåðåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Uy è
Vy òî÷åê x è y (x ∈ Uy, y ∈ Vy). Òîãäà {Vy : y ∈ A} � ïîêðûòèå A. Ïîñêîëüêó çàìêíóòîå
ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíî, èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå Vy1 , . . . , Vyn . Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Uy1∩· · ·∩Uyn òî÷êè x è Vy1∪· · ·∪Vyn ìíîæåñòâà
A. Îíè, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äàëåå, ïóñòü A,B ⊂ X � íå ïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ B

íàéäåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ux òî÷êè x è Vx ìíîæåñòâà A (ðåãóëÿðíîñòü ìû óæå
äîêàçàëè). Îêðåñòíîñòè Ux, x ∈ B, ñîñòàâëÿþò ïîêðûòèå B, âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
Ux1 , . . . , Uxm , òîãäà Ux1 ∪ · · · ∪ Uxm è Vx1 ∩ · · · ∩ Vxm áóäóò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè
ìíîæåñòâ A è B.

�

Ëåììà 33 Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî A õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà X çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) äëÿ ëþáîé x ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Wx ìíîæåñòâà A è îêðåñò-
íîñòü V òî÷êè x, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ (äëÿ êàæäîé y ∈ A íàéäåì Uy è Vy, âûáåðåì êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå Uyi , òîãäà Wx = ∩iVyi îòêðûòî);
(á) äëÿ êàæäîé x /∈ A âûáåðåì òàêóþ îêðåñòíîñòü Wx, òîãäà èõ îáúåäèíåíèå ∪x/∈AWx îòêðûòî

è ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê A. �

Òåîðåìà 34 Áèåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X íà õàó-
ñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Y � ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàç çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ çàìêíóò (íåïðå-
ðûâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ). Ïóñòü A ⊂ X çàìêíóòî. Òîãäà A êîìïàêòíî. Òîãäà f(A) êîì-
ïàêòíî, è, êàê êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå � çàìêíóòî.

�

Ëåììà 35 (Óðûñîí) Åñëè F0, F1 ⊂ X � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà â
íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → [0, 1], ðàâíàÿ 0 íà
F0 è 1 íà F1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà îòðåçêå
[0, 1], ò.å. ÷èñåë âèäà m

2n , m,n ∈ N. Äëÿ êàæäîãî r ∈ D ïîñòðîèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Gr òàê,

÷òîáû ïðè r < r′ ∈ D âûïîëíÿëîñü Gr ⊂ Gr′ ; F0 ⊂ G0, G1 ⊂ X \ F1.
Ïîëîæèì G1 = X \ F1. Íîðìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå

îêðåñòíîñòè U è V ìíîæåñòâ F0 è F1. Ïîëîæèì G1 = U . Òîãäà U ⊂ X \ V (ò.ê. X \ V çàìêíóòî è
ñîäåðæèò U , à çàìûêàíèå U � ñàìîå ìàëåíüêîå èç ìíîæåñòâ ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè). Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì äâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà G0 è X \ G1. Èõ ìîæíî îòäåëèòü îêðåñòíîñòÿìè U ′ è V ′.
Ïîëîæèì G1/2 = U ′. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, G1/2 ⊂ G1 è G0 ⊂ G1/2. Äàëåå � ïî èíäóêöèè

äëÿ ëþáûõ r, r′ ∈ D ñòðîèì G r+r′
2

.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : X → [0, 1] òàê: åñëè x ∈ F1, òî f(x) = 1, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê
ïîëîæèì f(x) = inf{r : x ∈ Gr}. Åñëè x ∈ F0 ⊂ G0, ïîëó÷àåì f(x) = 0. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü
íåïðåðûâíîñòü. Íåïðåðûâíîñòü óäîáíî ïðîâåðÿòü äëÿ íåêîòîðîé ïðåäáàçû. Âîçüìåì ïðåäáàçó íà
[0, 1], ñîñòîÿùóþ èç ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà [0, a) è (b, 1].
Çàìåòèì, ÷òî f−1([0, a)) = ∪r<aGr. Âêëþ÷åíèå ⊃ î÷åâèäíî. Ïðîâåðèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå:

ïóñòü f(x) < a, âîçüìåì s ∈ D, f(x) < s < a, òîãäà x ∈ Gs ⊂ ∪r<aGr.
Äëÿ âòîðîãî òèïà ïîëóèíòåðâàëîâ èìååì f−1((b, 1]) = X \∩r>bGr. Çàìåòèì, ÷òî ò.ê. Gr ⊂ Gr ⊂

Gr′ äëÿ ëþáûõ r, r
′ ∈ D åñëè r < r′, ïîýòîìó ∩r>bGr = ∩r>bGr. Ïðîâåðèì, ÷òî f

−1([0, b]) = ∩r>bGr.
Åñëè inf{s ∈ D : x ∈ Gs} = f(x) 6 b, òî x ∈ Gs äëÿ ëþáîãî s ∈ D, s > b, çíà÷èò, ëåæèò â èõ
ïåðåñå÷åíèè. Îáðàòíî, åñëè x ∈ ∩r>bGr, òî f(x) < s äëÿ ëþáîãî s > b, îòêóäà f(x) 6 b.

�
Â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñèòóàöèÿ ïðîùå. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà F ⊂ X â ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå X çàäàäèì ôóíêöèþ f(x) = ρ(x, F ), ãäå ïîä ðàññòîÿíèåì ρ(x, F ) îò òî÷êè x äî ìíîæå-
ñòâà F ïîíèìàþò inf{ρ(x, y) : y ∈ F}.
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Ëåììà 36 Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ∈ F , òîãäà ρ(y, F ) 6 ρ(y, z) 6 ρ(x, y) + ρ(x, z). Ýòî íåðàâåíñòâî
âåðíî äëÿ ëþáîé òî÷êè z, ïîýòîìó ìîæíî â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåéòè ê èíôèìóìó: ρ(y, F ) 6 ρ(x, y)+
ρ(x, F ), îòêóäà ρ(y, F )−ρ(x, F ) 6 ρ(x, y). Ìåíÿÿ òî÷êè x è y ìåñòàìè, ïîëó÷àåì |ρ(y, F )−ρ(x, F )| 6
ρ(x, y).

�
Åñëè F çàìêíóòî, òî ρ(x, F ) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x ∈ F .

Òåîðåìà 37 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F0, F1 ⊂ X � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà. Ïîëî-

æèì f(x) = ρ(x,F0)
ρ(x,F0)+ρ(x,F1)

. Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò 0: åñëè îáà ñëàãàåìûõ ðàâíû 0,

òî x ∈ F0 è x ∈ F1, íî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè x ∈ F0, òî f(x) = 0, åñëè x ∈ F1, òî f(x) = 1,
à òàêæå f(x) ∈ [0, 1] äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Íåïðåðûâíîñòü f î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (T4)
îñòàåòñÿ âçÿòü â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòåé U0 = f−1([0, 1/2)) è U1 = f−1((1/2, 1]). Ïðîâåðêà (T1) �
ïðîñòîå óïðàæíåíèå.

�

Òåîðåìà 38 (Òèòöå) Ïóñòü X íîðìàëüíî, Y ⊂ X çàìêíóòî, è f : Y → [−1, 1] � íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h : X → [−1, 1], îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà
Y ðàâíî f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîèì ôóíêöèþ h èíäóêòèâíî. Ïîëîæèì 1 = c0 = sup{|f(y)| : y ∈ Y } =
∥f∥, A0 = f−1([ c03 , c0]), B0 = f−1([−1,− c0

3 ]). Ìíîæåñòâà A0, B0 çàìêíóòû (â Y , ïîýòîìó è â X) è
íåïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó ïî Ëåììå Óðûñîíà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g0 : X → [− c0

3 ,
c0
3 ], ÷òî

g0 =
c0
3 íà A0 è g0 = − c0

3 íà B0. Ïîýòîìó |f(y)−g0(y)| 6 2c0
3 äëÿ ëþáîãî y ∈ Y , ò.å. ∥f−g0|Y ∥ 6 2c0

3 .

Ïî èíäóêöèè ñòðîèì ôóíêöèè gn íà X òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ∥gn∥ 6 2nc0
3n+1 è ∥f − (g0+

g1+. . .+gn)|Y ∥ 6 2n+1c0
3n+1 . Äëÿ ýòîãî íóæíî çàìåíèòü c0 íà cn−1 = ∥f−(g0+g1+. . .+gn−1)|Y ∥, à f �

íà f − (g0+g1+ . . .+gn−1)|Y . Òîãäà, êàê è íà ïåðâîì øàãå, ïî Ëåììå Óðûñîíà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ

gn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îöåíêàì ∥gn∥ 6 cn−1

3 è ∥f−(g0+g1+ . . .+gn)|Y ∥ 6 2cn−1

3 . Ïîïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè cn−1 6 2nc0
3n . Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gn ïîñòðîåíà. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

ðÿä
∑∞

n=0 gn àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, ò.ê. îöåíèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.
Îáîçíà÷èì ïðåäåë ýòîãî ðÿäà ÷åðåç h, à ÷àñòè÷íûå ñóììû

∑n
k=0 gk ÷åðåç hn. Òîãäà ∥f − hn|Y ∥ 6

2nc0
3n+1 , ïîýòîìó f = h|Y . À ïîñêîëüêó ∥hn∥ 6

∑n
k=0 ∥gn∥ 6 c0, ïîëó÷àåì, ÷òî h ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

â [−1, 1].
�

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(X) ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòíîì õàóñäîðôîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Ýòî ìíîæåñòâî èìååò ñòðóêòóðó àëãåáðû, ò.å. ñîãëàñîâàííûå ñòðóêòóðû êîëüöà è
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (íàä R). Òàêæå ýòà àëãåáðà ñîäåðæèò åäèíèöó (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòî-
ÿííûå ôóíêöèè). Íà ýòîé àëãåáðå èìååòñÿ íîðìà ∥f∥ = supx∈X |f(x)|, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé
C(X) ïîëíî, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè èìåþò ïðåäåë. Åñëè A ⊂ C(X) ïîäàëãåáðà, ìû ãîâî-
ðèì, ÷òî îíà ðàçäåëÿåò òî÷êè X, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ g íà X, ÷òî g(x) = 0, g(y) = 1. ßñíî, ÷òî ÷èñëà 0 è 1 çäåñü ìîæíî çàìåíèòü
ëþáûìè äðóãèìè, åñëè A ñîäåðæèò êîíñòàíòû.

Òåîðåìà 39 (Ñòîóíà�Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñèìàöèè) Ïóñòü X êîìïàêòíîå õàóñäîð-
ôîâî ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ C(X) � ïîäàëãåáðà ñ åäèíèöåé, ðàçäåëÿþùàÿ òî÷êè X. Òîãäà A ïëîòíà
â C(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîäìíîæåñòâî S ⊂ C(X) íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé, åñëè äëÿ ëþáûõ f, g ∈ S
max{f, g},min{f, g} ∈ S. Ðàñøèðèì A äî ðåøåòêè B, âêëþ÷èâ â íåå âñåâîçìîæíûå ìàêñèìóìû è
ìèíèìóìû ýëåìåíòîâ èç A. Äðóãèìè ñëîâàìè, B � ìèíèìàëüíàÿ ðåøåòêà, ñîäåðæàùàÿ A.
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2. Çàäà÷à èç ìàòàíàëèçà. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí p, ÷òî
maxx∈[−1,1] |p(x) − |x|| < ε. Ýòî åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ïðèäåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü
ìíîãî÷ëåíàìè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî ñëó÷àÿ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî N > 0 ñóùåñòâó-
åò ìíîãî÷ëåí òàêîé p, ÷òî maxx∈[−N,N ] |p(x)− |x|| < ε.
3. Ïóñòü f ∈ C(X), ε > 0, è ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí q ∈ B ñ ∥f − q∥ < ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ôóíêöèÿ r ∈ B, ÷òî ∥|f | − r∥ < 2ε. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü |q|.
Ïóñòü maxx∈X |q(x)| = N , è ïóñòü p � ìíîãî÷ëåí èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, òîãäà r(x) = p(q(x))
� èñêîìàÿ ôóíêöèÿ (îíà ëåæèò â B ò.ê. B � àëãåáðà, ïîýòîìó, íàðÿäó ñ ëþáûì ýëåìåíòîì,
ñîäåðæèò è âñå ìíîãî÷ëåíû îò íåãî).
4. Çàìåòèì, ÷òî max{f, g} = 1

2((f + g) + |f − g|), min{f, g} = 1
2((f + g)− |f − g|). Ïîýòîìó äëÿ

ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ B ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ p ∈ A, ÷òî ∥f − p∥ < ε.
5. Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ. Ïóñòü f ∈ C(X), è

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ g ∈ B, ÷òî |f(x)−g(x)| < ε, |f(y)−g(y)| < ε.
Òîãäà f ∈ B.
Ïóñòü gx,y ∈ S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì |f(x)− gx,y(x)| < ε, |f(y)− gx,y(y)| < ε. Ïîëîæèì

Ux(y) = {z ∈ X : gx,y(z) > f(z)− ε}.

Òîãäà y ∈ Ux(y), ò.å. ýòî îòêðûòîå ïîêðûòèå X. Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
Ux(y1), . . . , Ux(yn). Ïîëîæèì

hx = max{gx,y1 , . . . , gx,yn}.
Ò.ê. ëþáàÿ òî÷êà z ∈ X ëåæèò â îäíîì èç Ux(yi), ïîëó÷àåì, ÷òî hx(z) > gx,yi(z) > f(z)−ε. Êðîìå
òîãî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ,

hx(x) < f(x) + ε.

Òåïåðü îïðåäåëèì V (x) = {z ∈ X : hx(z) < f(z) + ε}. Ýòî � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x.
Îïÿòü èç ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâàìè V (x), x ∈ X, êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå V (xj). Ïîëîæèì f0 =
min{hx1 , . . . , hxm} ∈ S. Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà z ëåæèò â îäíîì èç V (xj), ïîýòîìó f0(z) 6 hxj <
f(z)+ ε, à òàê êàê hx(z) > f(z)− ε, òî f0(z) > f(z)− ε. Èòàê, äëÿ ëþáîãî z ∈ X |f(z)− f0(z)| < ε.

�

Ñëåäñòâèå 40 (Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñèìàöèè) Ïóñòü X = Dm ⊂ Rm, P ⊂ C(X) �
ïîäìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé. Òîãäà P ïëîòíî â C(X).

Êîíñòðóêöèè

Ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Áàçà òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ íà X × Y ñîñòîèò

èç ìíîæåñòâ âèäà U × V , ãäå U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â X, à V � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â
Y (åñëè x ∈ U1×V1∩U2×V2, òî x ∈ (U1∩U2)× (V1∩V2), ïîýòîìó ýòî áàçà íåêîòîðîé òîïîëîãèè).
Ìîæíî òàêæå çàäàòü ïðåäáàçó � êàê ìíîæåñòâà âèäà U × Y è X × V .
Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ èìåþòñÿ äâà åñòåñòâåííûõ îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ: pX : X × Y → X

è pY : X × Y → Y , çàäàííûå ôîðìóëàìè pX(x, y) = x, pY (x, y) = y.

Ëåììà 41 Ïóñòü Ω � íåêîòîðàÿ òîïîëîãèÿ íà X × Y , à ΩX×Y � òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
Îòîáðàæåíèÿ ïðîêòèðîâàíèÿ íåïðåðûâíû â òîïîëîãèè ΩX×Y ; åñëè îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèðîâà-
íèÿÿ íåïðåðûâíû â òîïîëîãèè Ω, òî ΩX×Y ⊂ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. p−1
X (U) = U × Y îòêðûòî (ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì áàçû òîïîëîãèè ïðî-

èçâåäåíèÿ) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ X, ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè
ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè îáà îòîáðàæåíèÿ pX è pY íåïðåðûâíû â òîïîëîãèè Ω, à U ⊂ X è V ⊂ Y
îòêðûòû, òî U × Y è X × V îòêðûòû (ò.å. ëåæàò â Ω), íî òîãäà è U × V = (U × Y ) ∩ (X × V )
îòêðûòî, è ëþáûå îáúåäèíåíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ òîæå îòêðûòû, ïîýòîìó ΩX×Y ⊂ Ω.

�
Åñëè Y = X, òî â X×X èìååòñÿ ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå äèàãîíàëüþ, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê âèäà

(x, x), x ∈ X.

8



Ëåììà 42 X õàóñäîðôîâî ⇐⇒ äèàãîíàëü â X ×X çàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
�

Òåîðåìà 43 Ïóñòü X, Y êîìïàêòíû, òîãäà X × Y êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Wα} � ïîêðûòèå X × Y . Ðàññìòîðèì áîëåå ìåëêîå ïîêðûòèå: äëÿ
êàæäîé òî÷êè z = (x, y) ∈ X × Y âûáåðåì îêðåñòíîñòü Uz × Vz èç áàçû òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ
òàê, ÷òîáû îíà ïîïàäàëà â êàêîå-íèáóäü èç ìíîæåñòâ Wα. Åñëè ìû ñìîæåì âûáðàòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå èç ïîêðûòèÿ {Uz ×Vz : z ∈ X ×Y }, òî ñìîæåì âûáðàòü è êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå èç
èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ.
Ïóñòü x ∈ X. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî x×Y ⊂ X×Y . Îíî ãîìåîìîðôíî Y , ïîýòîìó êîìïàêòíî.

Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå èç ïîêðûòèÿ {(x × Y ) ∩ (Uz × Vz) : z ∈ X × Y }. Îíî çàäàåòñÿ
êîíå÷íûì íàáîðîì òî÷åê z1(x), . . . , zn(x) ∈ X × Y . Ïîëîæèì Ux = Uz1(x) ∩ · · · ∩ Uzn(x). Î÷åâèäíî,
÷òî x ∈ Ux, ïîýòîìó {Ux : x ∈ X} � ïîêðûòèå X. Èç íåãî ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
{Uxi}. Òîãäà Uzj(xi) � êîíå÷íîå ïîêðûòèå X × Y .

�
Ôàêòîð-òîïîëîãèÿ
Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà � ó êîòîðûõ îòêðûò

ïðîîáðàç.

Ëåììà 44 Ïóñòü f : X → Y íåïðåðûâíî, R (S) � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X (Y ), è

åñëè x1 ∼ x2, òî f(x1) ∼ f(x2). Òîãäà f èíäóöèðóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f̃ : X/R → Y/S
(çàìûêàþùåå äèàãðàììó).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ X/R, pX(x) = a, ïîëîæèì f̃(a) = pY (x). Êîððåêòíîñòü î÷åâèäíà.

Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Y/S. Òîãäà p−1
X (f̃−1(U)) = f−1(p−1

Y (U)) îòêðûòî, çíà÷èò, f̃−1(U)
îòêðûòî. �

Ëåììà 45 Ïóñòü X ðåãóëÿðíî, A ⊂ X çàìêíóòî, òîãäà X/A õàóñäîðôîâî.

Ñêëåéêà: A ⊂ X, f : A → Y , òîãäà X ∪f Y = X ⊔ Y/ ∼, ãäå a ∼ f(a), a ∈ A. Öèëèíäð è êîíóñ
îòîáðàæåíèÿ.
Dn+1/Sn ∼= Sn+1.
Äåéñòâèå ãðóïïû.
RPn, CPn.
Ïîâåðõíîñòè.
Êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ òîïîëîãèÿ
X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, C(X,Y ) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðåä-

áàçà: VK,U = {f ∈ C(X,Y ) : f(K) ⊂ U}.

Ëåììà 46 Åñëè X êîíå÷íî (ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé), òî îòîáðàæåíèå F : C(X,Y ) →∏
x∈X Y , F (f) = (f(x))x∈X , ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïàêòíîñòü äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà � êîíå÷íîñòü. Ïîýòîìó ïðåäáàçà
ê.-î. òîïîëîãèè ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà Vx,U = {f ∈ C(X,Y ) : f(x) ⊂ U}. Íî ýòî â òî÷íîñòè
ïðåäáàçà òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ. �

Ëåììà 47 Åñëè X êîìïàêòíî, à Y ìåòðè÷åñêîå (ñ ìåòðèêîé d), òî ôîðìóëà d(f, g) = ∥f −
g∥ = maxx∈X d(f(x), g(x)) çàäàåò ìåòðèêó íà C(X,Y ), è ýòà ìåòðèêà çàäàåò íà C(X,Y ) ê.-î.
òîïîëîãèþ.

Ëåììà 48 Ïóñòü {fn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ò.å. îòîáðàæåíèé
èç X â R). Åå ñõîäèìîñòü â ê.-î. òîïîëîãèè ðàâíîñèëüíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêò-
íûõ ïîäìíîæåñòâàõ.

9



Ëåììà 49 Ïóñòü X, Y , Z � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà îòîáðàæåíèå F : C(X ×
Y,Z) → C(X,C(Y, Z)), çàäàííîå ôîðìóëîé {[F (f)](x)}(y) = f(x, y), êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ F (f) : X → C(Y,Z) (òî, ÷òî
[F (f)](x) íåïðåðûâíî äëÿ ëþáîãî x ∈ X, î÷åâèäíî). Ïóñòü L ⊂ Y êîìïàêòíî, W ⊂ Z îòêðûòî;
âîçüìåì VL,W ⊂ C(Y, Z). Ïóñòü [F (f)](x0) ∈ VL,W , ò.å. f(x0, L) ⊂ W . Äëÿ íåïðåðûâíîñòè â x0
íóæíî íàéòè òàêóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0, ÷òî f(U,L) ⊂ W . Äëÿ êàæäîãî y ∈ L ìîæíî íàéòè
òàêèå îêðåñòíîñòè Uy ⊂ X è Vy ⊂ Y òî÷åê x0 è y ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî f(Uy × Vy) ⊂ W (ò.ê. f
íåïðåðûâíî). Ïîëüçóÿñü êîìïàêòíîñòüþ L, ìîæíî îñòàâèòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî Ui × Vi òàêèõ
îêðåñòíîñòåé, ïîêðûâàþùåå x0 × L. Áåðÿ U = ∩iUi, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îêðåñòíîñòü. �
Çàìå÷àíèå. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà äàííûå ïðîñòðàíñòâà óêàçàííîå îòîá-

ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, à ïðè áîëåå ñèëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ � ãîìåîìîðôèçìîì.
Íàïðèìåð, åñëè X è Y êîìïàêòíû, à Z � ìåòðè÷åñêîå, òî F � èçîìåòðèÿ. Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè f, g ∈ C(X × Y, Z), òî d(f, g) = sup(x,y)∈X×Y d(f(x, y), g(x, y)), à d(F (f), F (g)) =

supx∈X supy∈Y d(f(x, y), g(x, y)), ÷òî îäíî è òî æå.

Ãîìîòîïèè

Ãîìîòîïèÿ. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ñòÿãèâàåìîñòü.

Ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè

Ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå r : X → X,
÷òî r(X) = A è r|A = idA.
Îíî íàçûâàåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì, åñëè r ãîìîòîïíî idX .
Ïðèìåðû: x0 × Y ⊂ X × Y ; S1 ⊂ R2 \ {0}.
Ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè, åñëè ëþáîå îòîáðàæåíèå èç X×0∪

A× I ⊂ X × I â ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî Z ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ èç X × I â Z.

Òåîðåìà 50 Ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè ⇐⇒ X × 0 ∪A× I �
ðåòðàêò X × I

Äîêàçàòåëüñòâî.
=⇒: Âîçüìåì Z = X × 0 ∪ A × I è ïðîäîëæèì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå äî îòîáðàæåíèÿ

X × I → X × 0 ∪A× I. Ýòî îòîáðàæåíèå è åñòü ðåòðàêöèÿ.
⇐=: Ïóñòü r : X × I → X × 0 ∪ A× I � ðåòðàêöèÿ. Åå êîìïîçèöèÿ ñ f : X × 0 ∪ A× I → Z �

òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå.
�

Òåîðåìà 51 Åñëè ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè è A ñòÿãèâàåìî,
òî îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè q : X → X/A ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòÿãèâàåìîñòü A îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîòîïèè h : A× I → A, ñîåäè-
íÿþùåé òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idA (ïðè t = 0) è îòîáðàæåíèå A â íåêîòîðóþ òî÷êó a0 ∈ A
(ïðè t = 1). Çàäàäèì îòîáðàæåíèå H : X × 0 ∪ A × I → X, H(x, 0) = x, H(a, t) = h(a, t), x ∈ X,
a ∈ A. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, H ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ F : X × I → X, ïðè ýòîì F0 = idX ,
è Ft(A) ⊂ A äëÿ ëþáîãî t ∈ I, ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíà ãîìîòîïèÿ ft : X/A → X/A,
çàìûêàþùàÿ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X
Ft //

q

��

X

q

��
X/A

ft // X/A.
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Ïðè t = 1 F1(A) = a0, ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå g : X/A → X,

X
F1 //

q

��

X

q

��
X/A

f1 //

g
;;vvvvvvvvv
X/A.

Îòîáðàæåíèÿ g è q âçàèìíî îáðàòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè: gq = F1 ∼ F0 = idX , qg = f1 ∼
f0 = idX/A.

�

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Ïóñòü (X,x0) � ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ôèêñèðóåì íà îêðóæíîñòè S1, ïàðàìåòðèçî-
âàííîé óãëîì t/2π ∈ [0, 1], òî÷êó s0, îòâå÷àþùóþ çíà÷åíèþ t = 0.
Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : [0, 1] → X íàçûâàåòñÿ ïóò¼ì. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå α :

(S1, s0) → (X,x0) (ïåðåâîäÿùåå îòìå÷åííóþ òî÷êó â îòìå÷åííóþ òî÷êó) íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é.
Ïåòëè α0 è α1 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ αs, s ∈ [0, 1], ïðè êîòîðîé
αs(s0) = x0 äëÿ ëþáîãî s ∈ [0, 1]. Åñëè ïåòëè α è β ãîìîòîïíû, áóäåì ïèñàòü α ∼ β. Êëàññ
ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïåòëè α áóäåì îáîçíà÷àòü [α].
Êîìïîçèöèåé (ïðîèçâåäåíèåì) ïåòåëü α è β íàçûâàåòñÿ ïåòëÿ γ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé γ(t) ={

α(2t), 0 6 t 6 1/2;
β(2t− 1), 1/2 6 t 6 1.

Ýòó êîìïîçèöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü α · β èëè ïðîñòî αβ.

Ëåììà 52 Ïóñòü α0 ∼ α1, β0 ∼ β1, òîãäà α0 · β0 ∼ α1 · β1.

Ëåììà 53 α · (β · γ) ∼ (α · β) · γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ : [0, 1] → [0, 1] � ãîìåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé [0, 1/2] â [0, 1/4],
è [1/2, 3/4] â [1/4, 1/2], è ïóñòü φs, s ∈ [0, 1], � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ φ ñ òîäæåñòâåííûì
îòîáðàæåíèåì îòðåçêà [0, 1]. Òîãäà α · (β · γ) ◦φt � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ α · (β · γ) ñ (α · β) · γ.

�
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϵ ïîñòîÿííóþ ïåòëþ, ϵ(t) = x0 ïðè âñåõ t ∈ [0, 1]. Òîãäà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 54 α · ϵ ∼ α ∼ ϵ · α äëÿ ëþáîé ïåòëè α.

Äëÿ ïåòëè α îáîçíà÷èì ᾱ ïåòëþ, çàäàííóþ ôîðìóëîé ᾱ(t) = α(1 − t) (ò.å. ïðîáåãàåìóþ â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè).

Ëåììà 55 α · ᾱ ∼ ᾱ · α ∼ ϵ äëÿ ëþáîé ïåòëè α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîòîïèÿ ìåæäó α · ᾱ è ϵ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

αs(t) =

{
α(2t(1− s)), t ∈ [0, 1/2];

α(2(1− t)(1− s)), t ∈ [1/2, 1].

�
π1(X,x0) � îïðåäåëåíèå, èíäóöèðîâàíèå ãîìîìîðôèçìîâ îòîáðàæåíèÿìè, ãîìîòîïèè, ñîõðàíÿ-

þùèå îòìå÷åííûå òî÷êè.

Ëåììà 56 Îòîáðàæåíèå f : (X,x0) → (Y, y0) èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï f∗ :
π1(X,x0) → π1(Y, y0) ïî ôîðìóëå f∗([α]) = [f ◦ α]. Åñëè f, g : (X,x0) → (Y, y0) ãîìîòîïíû ñ
ñîõðàíåíèåì îòìå÷åííûõ òî÷åê, òî f∗ = g∗. Åñëè g : (Y, y0) → (Z, z0), òî (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.
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Çàâèñèìîñòü îò îòìå÷åííîé òî÷êè (ñâÿçíîñòü)
ϕγ : π1(X,x0) → π1(X,x1), ϕδϕ

−1
γ ([α]) = [δγ̄αγδ̄] = [β]−1[α][β], ïîýòîìó åñëè π1(X,x0) àáåëåâà,

òî èçîìîðôèçì åäèíñòâåííûé.

Ëåììà 57 Ïóñòü Fs : X → Y � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y , è
ïóñòü γ(s) = Fs(x0) � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè f(x0) è g(x0). Òîãäà f∗ = ϕγ ◦ g∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïåòëè f ◦ α è γ̄αγ ãîìîòîïíû. Ðàññìîòðèì öè-
ëèíäð x2+ y2 = 1, 0 6 z 6 1 â êà÷åñòâå S1× [0, 1]. Òîäæåñòâåííàÿ ïåòëÿ íèæíåãî îñíîâàíèÿ ãîìî-
òîïíà ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðîõîæäåíèþ ïóòè èç (1, 0, 0) â (1, 0, 1), òîæäåñòâåííîé ïåòëè âåðõíåãî
îñíîâàíèÿ è îáðàòíîãî ïóòè èç (1, 0, 1) â (1, 0, 0), Âçÿâ êîìïîçèöèþ ñ Fs, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
ãîìîòîïèþ. �

Ñëåäñòâèå 58 Åñëè f : X → Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî f∗ : π1(X,x0) →
π1(Y, f(x0)) � èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g : Y → X � ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà g∗f∗ = ϕγ

äëÿ íåêîòîðîãî ïóòè γ. Ïîýòîìó f∗ � ìîíîìîðôèçì, à g∗ � ýïèìîðôèçì. Ìåíÿÿ ìåñòàìè f∗ è g∗,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
π1 äëÿ ñòÿãèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ, äëÿ ñôåð, äëÿ îêðóæíîñòè.

Ïðèëîæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû îêðóæíîñòè

1. Ãðàíèöà äèñêà íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì äèñêà. π1(S1) → π1(D2) → π1(S1) íóëåâîå.

Òåîðåìà 59 (Áðàóýð) Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äèñêà â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé x ñ f(x) íåíóëåâîé äëÿ ëþáîãî x ∈ D2, òî ñ åãî
ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü ðåòðàêöèþ äèñêà íà åãî ãðàíèöó. �
2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû: ëþáîé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì C, îòëè÷íûé îò êîíñòàíòû, èìååò

êîðåíü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí p(z) = zn + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 íå èìååò êîðíåé,

è n > 1. Äëÿ êàæäîãî r > 0 îïðåäåëèì ïåòëþ ϕr : S1 → C \ {0}, ϕr(t) =
p(re2πit)

p(r) (íåò êîðíåé ⇒
ϕr(t) ̸= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]). Ðàññìàòðèâàÿ r êàê ïàðàìåòð, âèäèì, ÷òî ïåòëè ϕr1 è ϕr2 ãîìîòîïíû.
Ïîñêîëüêó ïðè r = 0 ïåòëÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðè ëþáîì r ïåòëÿ ϕr ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé, ò.å. [ϕr] = 0
â π1(C \ {0}) ∼= Z.
Âûáåðåì r > max{|an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|, 1}, òîãäà ïðè |z| = r

|z|n = rn = r · rn−1 > (|an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)|z|n−1 > |an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0|.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ps(z) = zn + s(an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0), s ∈ [0, 1]. Ïðè âûáðàííîì r

ìíîãî÷ëåí ps(z) íå èìååò êîðíåé ïðè |z| = r, ïîýòîìó ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî è ϕr(t), ïîëó÷àåì
ïåòëþ ϕr(t, s) äëÿ êàæäîãî s ∈ [0, 1]. ßñíî, ÷òî ïåòëè ϕr(t, 0) è ϕr(t, 1) ãîìîòîïíû. Íî ϕr(t, 0) =
rne2πint ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò n ∈ Z ∼= π1(C \ {0}), à [ϕr(t, 1)] = 0. �

Ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï, òåîðåìà âàí Êàìïåíà

Ïóñòü G, H � ãðóïïû. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî W âñåõ ñëîâ (ñîñòîÿùèõ èç áóêâ � ýëåìåíòîâ ýòèõ
ãðóïï) îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: g1h1g2h2 · · · gnhn, g1h1g2h2 · · ·hn−1gn, h1g1h2g2 · · · gn−1nhn,
h1g1h2g2 · · ·hngn, ãäå gi ∈ G \ {eG}, hi ∈ H \ {eH}, à òàêæå ïóñòîãî ñëîâà. Òàêèå ñëîâà íàçîâåì
ïðèâåäåííûìè. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå äâóõ ñëîâ êàê ïðèïèñûâàíèå îäíîãî ñëîâà ê äðóãîìó, è
ïîñëåäóþùåå ïðèâåäåíèå, ò.å. óìíîæåíèå â îäíîé èç äâóõ äàííûõ ãðóïï, åñëè ïîñëåäíÿÿ áóêâà
ïåðâîãî ñëîâà è ïåðâàÿ áóêâà âòîðîãî ñëîâà ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå ãðóïïå.
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Ëåììà 60 W � ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò � ïóñòîå ñëîâî, îáðàòíûé ê ñëîâó w � ñëîâî, ñîñòàâ-
ëåííîå èç îáðàòíûõ ê áóêâàì, ïðè÷åì â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü
óìíîæåíèÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííî, ðàçîáðàâ íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, à ìîæíî áîëåå
êîíöåïòóàëüíî: äëÿ êàæäîãî a ∈ W ïîëîæèì Sa(w) = aw (ò.å. ñëîâî w óìíîæàåì íà a ñëåâà è
ïðèâîäèì, åñëè ýòî òðåáóåòñÿ). Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå Sa : W → W . Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé,
î÷åâèäíî, àññîöèàòèâíà, ïîýòîìó ((SaSb)Sc)(w) = (Sa(SbSc))(w) äëÿ ëþáûõ a, b, c, w ∈ W . Ïðè
w = 1, ïîëó÷àåì (ab)c = a(bc). �
Îáîçíà÷åíèå: G ∗H.
Ïðèìåðû Z, Fn. Àáåëåíèçàöèÿ.
Àìàëüãàìèðîâàííîå ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå:
Ïóñòü K � ãðóïïà, α : K → G, β : K → H � ãîìîìîðôèçìû. Ðàññìîòðèì â G ∗H íîðìàëüíóþ

ïîäãðóïïó N , ïîðîæäåííóþ âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà α(k)β(k−1), k ∈ K. Ïîëîæèì G ∗K H =
G ∗H/N .

Òåîðåìà 61 (âàí Êàìïåí) Ïóñòü X = A ∪ B, ãäå A,B ⊂ X � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà,
x0 ∈ A ∩ B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A, B è A ∩ B ëèíåéíî ñâÿçíû. Ïóñòü α : π1(A ∩ B) → π1(A),
β : π1(A ∩B) → B. Òîãäà π1(X) ∼= π1(A) ∗π1(A∩B) π1(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a : π1(A) → π1(X) è b : π1(B) → π1(X) � îòîáðàæå-
íèÿ, èíäóöèðîâàííûå âëîæåíèÿìè. Ñîïîñòàâèì ñëîâó g1h1 · · · gmhm ∈ π1(A) ∗ π1(B) ïåòëþ
a(g1)b(h1) · · · a(gn)b(hn), gj ∈ π1(A), hj ∈ π1(B), è àíàëîãè÷íî � äðóãèì òèïàì ñëîâ. Ýòî äàåò
ãîìîìîðôèçì f : π1(A) ∗ π1(B) → π1(X).
Ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü f . Ïóñòü γ : [0, 1] → X � ïåòëÿ. Ïî ëåììå Ëåáåãà ñóùåñòâóåò ðàç-

áèåíèå îòðåçêà òî÷êàìè ti, i = 1, . . . , n òàê, ÷òî γ([ti, ti+1]) ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ A
èëè B. Îáîçíà÷èì ó÷àñòîê ïåòëè γ îò òî÷êè γ(ti) äî òî÷êè γ(ti+1) ÷åðåç γi, è ñîåäèíèì êàæäóþ
òî÷êó γ(ti) ñ x0 òàêèì ïóòåì ρi, ÷òî åñëè ti ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ A, B èëè A∩B, òî è âåñü
ïóòü ρi ëåæèò â ýòîì æå ìíîæåñòâå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i êîìïîçèöèÿ ρ̄iγiρi ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé,
è γ ∼ (ρ̄1γ1ρ1) · · · (ρ̄nγnρn). Íî êàæäàÿ ïåòëÿ � ýëåìåíò ëèáî π1(A), ëèáî π1(B), ò.å. ìû íàøëè
ñëîâî, êîòîðîå f îòîáðàæàåò â [γ].
Ïóñòü γ � ïåòëÿ â A ∩ B. Òîãäà f(α([γ])β([γ]−1)) = 1, ïîýòîìó f(n) = 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èç f(g) = 1 ñëåäóåò, ÷òî g ∈ N .
f(g) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïåòëÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ g, ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå. Ïóñòü F :

[0, 1]2 → X � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãîìîòîïèÿ. Ïî ëåììå Ëåáåãà ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïî-
êðûòèå êâàäðàòà [0, 1]2 êâàäðàòàìè, ÷òî îáðàç êàæäîãî ìàëåíüêîãî êâàäðàòà öåëèêîì ëåæèò
ëèáî â A, ëèáî â B (ìåòðèêó íà êâàäðàòå íàäî âçÿòü òàêóþ, ÷òîáû øàðû áûëè êâàäðàòàìè).
Åùå èõìåëü÷àÿ èõ, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] òî÷êàìè ti, i = 1, . . . , n, ÷òî
F ([ti, ti+1] × [tj , tj+1]) ëåæèò öåëèêîì ëèáî â A, ëèáî â B. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ X,
âûáåðåì ïóòè σij , ñîåäèíÿþùèå x0 ñ òî÷êàìè F (ti, tj) ñ óñëîâèåì, êàê è ðàíåå, ÷òî åñëè òî÷êà
F (ti, tj) ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ A, B èëè A∩B, òî è âåñü ïóòü σij ëåæèò â ýòîì æå ìíîæåñòâå.
Çëîóïîòðåáëÿÿ ôîðìàëüíîñòÿìè, ìû áóäåò íàçûâàòü ïóòü F (t, tj), ti 6 t 6 ti+1 (ñîîòâ. F (ti, s),
tj 6 s 6 tj+1) ïåòëåé, ïîäðàçóìåâàÿ åãî êîìïîçèöèþ ñ ïóòÿìè σi,j è σ̄i+1,j (ñîîòâ. ñ ïóòÿìè σi,j è
σ̄i,j+1).
Ïåòëÿ F (t, 0) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò g, è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñëîâà â π1(A) ∗ π1(B).

Ïåòëÿ f(t, 1) � ïîñòîÿííàÿ. Ìåæäó íèìè èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïåòåëü F (t, tj), è ìû áóäåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäèòü îò ïåòëè F (t, tj) ê F (t, tj+1). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïåðåõîäà ïîíàäîáèòñÿ
åùå n ïåðåõîäîâ. Ðàññìòîðèì ïåòëþ, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ó÷àñòêîâ: F (t, 0), 0 6 t 6 1, è ïîñòî-
ÿííîãî ïóòè F (1, s), 0 6 s 6 t1. Îò ýòîé ïåòëè ïåðåéäåì ê ïåòëå, ñîñòîÿùåé èç ó÷àñòêîâ F (t, 0),
0 6 t 6 tn−1, è F (tn−1, s), 0 6 s 6 t1. Ýòè äâå ïåòëè îòëè÷àþòñÿ íà êâàäðàòå [tn−1, 1] × [0, t1], è
ñëîâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïåòëÿì, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ïîñëåäíèìè äâóìÿ áóêâàìè. Âîçìîæíû
äâå ñèòóàöèè: (à) âñå 4 áóêâû (äâå ïîñëåäíèå â îáîèõ ñëîâàõ) ëåæàò â îäíîé èç ãðóïï π1(A) èëè
π1(B) � òîãäà ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ äâóõ áóêâ çàäàþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò ýòîé æå ãðóïïû, ò.ê.
ïóòè, îáõîäÿçèå ïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàçíûõ ñòîðîí, ãîìîòîïíû; (á) ýòè 4 áóêâû � èç ðàçíûõ ãðóïï.
Òîãäà, ïîñêîëüêó âåñü ïðÿìîóãîëüíèê ïîïàäàåò â îäíî èç ìíîæåñòâ A èëè B, ìîæíî ñäåëàòü òàê,
÷òîáû âñå 4 áóêâû áûëè èç îäíîé è òîé æå ãðóïïû. Íàïðèìåð, åñëè h ∈ π1(B), òî h = β(x) íóæíî
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çàìåíèòü íà α(x)β(x)−1 · β(x) ∈ π1(A). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïîäñëîâî α(x)β(x)−1 ∈ N , ò.å. ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñëîâà îòëè÷àþòñÿ íà ñëîâî èç N . Ïåðåäâèãàÿñü òàê ñïðàâà íàëåâî, è ñíèçó ââåðõ,
ìû ïåðåõîäèì îò ñëîâà g ê ïóñòîìó ñëîâó ñ ïîìîùüþ ïðèïèñûâàíèÿ ñëîâ èç N . Ýòî è çíà÷èò, ÷òî
g ∈ N .

�

Ñëåäñòâèå 62 Ïóñòü X åñòü áóêåò ïðîñòðàíñòâ Xα, α ∈ A. Òîãäà π1(X) = ∗α∈Aπ1(α).

Ñëåäñòâèå 63 π1(Sn) òðèâèàëüíà ïðè n > 2.

Íàêðûòèÿ

Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè ñî-
äåðæèò ëèíåéíî ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè.
Ïðèìåð íå ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà - ãðåáåíü íà ïëîñêîñòè: ìíîæåñòâî {(0, t) :

t ∈ [0, 1]} ∪ {(s, 0) : s ∈ [0, 1]} ∪ {( 1n , t) : t ∈ [0, 1], n ∈ N}.
Òðîéêà (Y, p,X), ãäå X è Y � ëèíåéíî ñâÿçíûå è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà, à p :

Y → X � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì, åñëè ó ëþáîé òî÷êè
x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ∋ x, ÷òî p−1(U) = ∪αVα � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â Y , ïðè÷åì p|Vα : Vα → U � ãîìåîìîðôèçì äëÿ êàæäîãî α.
Ïðèìåðû íàêðûòèé è íå íàêðûòèé.

Ëåììà 64 Ïóñòü (Y, p,X) � íàêðûòèå. Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : [0, 1] → X è äëÿ ëþáîé òàêîé
òî÷êè y ∈ Y , ÷òî p(y) = γ(0), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü γ̃ : [0, 1] → Y , óäîâëåòâîðÿþùèé
γ̃(0) = y è p ◦ γ̃ = γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè γ(t), t ∈ [0, 1], âûáåðåì îêðåñòíîñòü U êàê â îïðåäå-
ëåíèè íàêðûòèÿ, è âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uj , j = 1, . . . ,m ïóòè γ. Ïî ëåììå Ëåáåãà
âûáåðåì ðàáèåíèå [0, 1] òî÷êàìè ti, i = 1, . . . , n, òàê, ÷òîáû êàæäûé îòðåçîê [ti, ti+1] îòîáðàæàëñÿ
áû öåëèêîì â îäíó èç Uj . Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü òî÷êè y, ãîìåîìîðôíî ïðîåêòèðóþùàÿñÿ íà
îêðåñòíîñòü U1 òî÷êè γ(0). Ãîìåîìîðôèçì ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü γ̃ íà îòðåçêå [0, t1].
Ïîâòîðÿÿ ýòî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷àåì γ̃.

�

Ñëåäñòâèå 65 Ïóñòü (Y, p,X) � íàêðûòèå, f : Z → Y , F : Z × I → X è p ◦ f = F0. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå F̃ : Z × I → Y , ÷òî äèàãðàììà

Z
f //

i0
��

Y

p

��
Z × I

F //

F̃
;;xxxxxxxx
X

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ Z ìû óæå óìååì ïîäíèìàòü ïóòü t 7→ F (z, t) â Y .
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü, íî îíà î÷åâèäíà, ò.ê. îêðåñòíîñòè â Y è èõ ïðîåêöèè â X
ãîìåîìîðôíû.

�

Ñëåäñòâèå 66 Ãîìîìîðôèçì p∗ : π1(Y, y0) → π1(X, p(y0)) èíúåêòèâåí, è åãî îáðàç ñîñòîèò èç
òåõ ïåòåëü â X, êîòîðûå ïîäíèìàþòñÿ äî ïåòåëü â Y .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � ïåòëÿ â Y , è p ◦ γ � ïåòëÿ â X, ãîìîòîïíàÿ ïîñòîÿííîé. Ïóñòü
F : S1 × I → X � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ p ◦ γ ñ ïîñòîÿííîé ïåòëåé, à F̃ � åå ïîäíÿòèå â
Y . Ïîäíÿòèå ïîñòîÿííîé ïåòëè F̃1 ïîñòîÿííî, ò.å. F̃1(t) = y0, à F̃0(t) = γ(t), ãäå t ∈ [0, 1] �

ïàðàìåòð íà îêðóæíîñòè (îòîæäåñòâëÿåì 0 è 1). Òàêæå F̃s(0) = y0 äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1] òàê êàê

p(F̃s(0)) = Fs(0) = p(y0).
Âòîðîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

�

Òåîðåìà 67 Ïóñòü (Y, p,X) � íàêðûòèå, y0 ∈ Y , x0 = p(y0) � îòìå÷åííûå òî÷êè, è f :
(Z, z0) → (X,x0), ãäå Z ëèíåéíî ñâÿçíî. Âêëþ÷åíèå f∗(π1(Z, z0)) ⊂ p∗(π1(Y, y0)) ðàâíîñèëüíî

òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò (è åäèíñòâåííî) ïîäíÿòèå f̃ : (Z, z0) → (Y, y0), ò.å. îòîáðàæåíèå,
çàìûêàþùåå êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(Y, y0)

p

��
(Z, z0)

f //

f̃
99ttttttttt
(X,x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîäíÿòèå f̃ ñóùåñòâóåò, òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå f∗(π1(Z, z0)) ⊂
p∗(π1(Y, y0)). Îáðàòíî, ïóñòü ýòî âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî. Âûáåðåì ïóòü γ îò òî÷êè z0 äî òî÷êè
z. Åãî ìîæíî ïîäíÿòü äî ïóòè γ̃ îò òî÷êè y0 (íàïîìíèì, ÷òî p(y0) = x0 = f(z0)) äî íåêîòîðîé

òî÷êè y = γ̃(1). Ïîëîæèì f̃(z) = y. Åñëè γ′ � äðóãîé ïóòü îò z0 äî z, òî ìû ìîãëè áû âìåñòî
y ïîëó÷èòü äðóãóþ òî÷êó y′. Ðàññìîòðèì ïåòëþ γ · γ̄′. Òîãäà ïóòü, ñîñòàâëåííûé èç ïîäíÿòèé γ̃
è îáðàòíîãî ê γ̃′ äîëæåí áûòü ïåòëåé (à íå ïðîñòî ïóòåì) òàê êàê êëàññ ïåòëè γγ̄′ ïîïàäàåò â
p∗(π1(Y, y0)).

Íåïðåðûâíîñòü f̃ â òî÷êå z ìîæíî ïðîâåðèòü, áåðÿ äîñòàòî÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè V òî÷êè
f̃(z). Ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W òî÷êè z, äëÿ êîòîðîé f(W ) ⊂ U ,

ãäå U = p(V ). Ïîñêîëüêó p|V � ãîìåîìîðôèçì ìåæäó U è V , ïîëó÷àåì, ÷òî f̃(W ) ⊂ V .
�

Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X è åå
îòêðûòîé îêðåñòíîñòè V èìååòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ V , ÷òî ëþáàÿ ïåòëÿ â U ìîæåò áûòü
ñòÿíóòà â òî÷êó â X (ò.å. ãîìîòîïèÿ ìîæåò âûëåçàòü çà ïðåäåëû U). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
îòîáðàæåíèå π1(U) → π1(X) òðèâèàëüíî.
Ïðèìåð, êîãäà ýòî íå òàê: Ãàâàéñêàÿ ñåðüãà.
Ñ ýòîãî ìîìåíòà äî îêîí÷àíèÿ òåìû ïðî íàêðûòèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X íå òîëüêî ëèíåéíî

ñâÿçíî è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî, íî è ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíî! Òàêèå ïðîñòðàíñòâà áóäåì
íàçûâàòü �õîðîøèìè�.

Òåîðåìà 68 Åñëè X � �õîðîøåå� ïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò íàêðûòèå p : X̃ → X ñ

îäíîñâÿçíûì X̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì x0 ∈ X è îïðåäåëèì X̃ êàê ìíîæåñòâî ðàâåíñòâîì

X̃ = {[γ] : γ � ïóòü, âûõîäÿùèé èç x0}.

Îòîáðàæåíèå p îïðåäåëèì êàê p([γ]) = γ(1).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü òîïîëîãèþ íà X̃, ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü U âñåõ îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ â X, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå π1(U) → π1(X) òðèâèàëüíî. U ñîñòàâëÿåò áàçó òîïîëîãèè
íà X (ò.ê. X �õîðîøåå�).
Äëÿ U ∈ U è ïóòè γ èç x0 â êàêóþ-íèáóäü òî÷êó èç U ïîëîæèì

U[γ] = {[γ · η] : η � ïóòü â U, η(0) = γ(1)} ⊂ X̃.
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Ëåììà 69 Ïóñòü [γ′] ∈ U[γ]. Òîãäà U[γ′] = U[γ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [γ′] ∈ U[γ] ñëåäóåò, ÷òî γ′ = γ · η, ãäå η � ïóòü â U . Òîãäà ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà U[γ′] èìåþò âèä γ·η·µ, ãäå µ� òîæå ïóòü â U , ïîýòîìó ïðèíàäëåæàò U[γ]. Àíàëîãè÷å=íî
ïîëó÷àåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå U[γ] ⊂ U[γ′]. �

Ëåììà 70 Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ Uγ ìîæåò áûòü áàçîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ ýòîé ñîâîêóïíîñòè,
ñîäåðæàùåå íåêîòîðóþ òî÷êó, ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Ïóñòü
U[γ] ∩ V[γ′] íåïóñòî, è ïóñòü γ′′ � òàêîé ïóòü, ÷òî [γ′′] ∈ U[γ] ∩ V[γ′]. Òîãäà U[γ′′] = U[γ] è V[γ′′] = V[γ].

Òîãäà γ′′(1) ∈ U ∩ V . Ïóñòü W ⊂ U ∩ V , òîãäà W[γ′′] ⊂ U[γ′′] ∩ V[γ′′] = U[γ] ∩ V[γ′]. �

Çàäàäèì òîïîëîãèþ íà X̃ ñ ïîìîùüþ ýòîé áàçû.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå p|U[γ]

: U[γ] → X. ßñíî, ÷òî åãî îáðàç ëåæèò â U . Îí ñîâïàäàåò ñ U

ò.ê. U ëèíåéíî ñâÿçíî. Ýòî îãðàíè÷åíèå èíúåêòèâíî, ò.ê. âñå ïåòëè â U ãîìîòîïíû. Åñëè x̃ ∈ X̃,
x̃ = [γ], è U ⊂ X, òî x̃ ∈ U[γ] è p(U[γ]) = U , ïîýòîìó p íåïðåðûâíî.
Ïóñòü [γ] ̸= [γ′], è ïóñòü U[γ] è U[γ′] ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü γ

′′, ÷òî [γ′′] ∈ U[γ]∩
U[γ′]. Òîãäà ïî ëåììå 69 U[γ] = U[γ′] = U[γ′′] � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðè ðàçíûõ [γ] ìíîæåñòâà

U[γ] íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó (X̃, p,X) � íàêðûòèå (íàäî åùå ïðîâåðèòü ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü,
÷òî ìû ñåé÷àñ è ñäåëàåì).

Äëÿ òî÷êè [γ] ∈ X̃ îïðåäåëèì ïóòü γs, s ∈ [0, 1], ôîðìóëîé

γs(t) =

{
γ(t) ïðè 0 6 t 6 s;
γ(s) ïðè s 6 t 6 1.

Ïóòü s 7→ [γs] � ïóòü â X̃, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè γ â X; îí íà÷èíàåòñÿ â [x0] (êëàññ
ïîñòîÿííîãî ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå x0) è çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå [γ]. Çàìåòèì, ÷òî γ çäåñü

ïðîèçâîëüíîå, îòêóäà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü X̃.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî X̃ îäíîñâÿçíî. Ïîêàæåì, ÷òî P = p∗(π1(X̃, [x0])) ðàâíî 0 â π1(X,x0).

Ýëåìåíòû P � ïåòëè â X, êîòîðûå ïîäíèìàþòñÿ äî ïåòåëü (à íå ïóòåé) â X̃. Ïóñòü [γ] ∈ P .
Ïîäíÿòå γ, êàê ìû âèäåëè, íà÷èíàåòñÿ â [x0] è çàêàí÷èâàåòñÿ â [γ]. Åñëè ýòî ïåòëÿ, òî [γ] = [x0],
ò.å. γ ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå. Çíà÷èò, P ñîñòîèò èç òðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà.

�

Ëåììà 71 Ïóñòü (X̃, p,X) è (Y, q,X) � íàêðûòèÿ, X̃ îäíîñâÿçíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå

îòîáðàæåíèå r : X̃ → Y , ÷òî (X̃, r, Y ) � íàêðûòèå, è q ◦ r = p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèé. �

Òåîðåìà 72 Ïóñòü X � �õîðîøåå� ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû H ⊂ π1(X,x0)
ñóùåñòâóåò òàêîå íàêðûòèå (Y, p,X), ÷òî p∗(π1(Y, y0)) = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì íà X̃ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: [γ] ∼ [γ′] åñëè γ(1) = γ′(1) è [γ̄ ·
γ′] ∈ H. Ïóñòü Y = X̃/ ∼. Îòîáðàæåíèå q : Y → X îïðåäåëèì êàê q([γ]) = γ(1). Y ëèíåéíî ñâÿçíî,
à òàê êàê ïðè äîïîëíèòåëüíîé ôàêòîðèçàöèè ìû öåëèêîì îòîæäåñòâëÿåì íåêîòîðûå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè èç ïðîîáðàçà p−1(U), q−1(U) ïî-ïðåæíåìó åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ, ãîìåîìîðôíûõ
U , ò.å. (Y, q,X) � íàêðûòèå.

Äëÿ ïåòëè γ â (X,x0) åå ïîäíÿòèå â X̃ íà÷èíàåòñÿ â [x0] è çàêàí÷èâàåòñÿ â [γ]. Òîãäà îáðàç
ýòîãî ïîäíÿòèÿ â Y áóäåò ïåòëåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [γ] ∼ [x0], ò.å. [γ] ∈ H.

�
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Äâà íàêðûòèÿ íàä X, ((Yi, y
0
i ), pi, (X,x0)), i = 1, 2, íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ãîìåîìîðôèçì f , äåëàþùèé äèàãðàììó

(Y1, y
0
1)

f //

p1 %%JJ
JJJ

JJJ
JJ

(Y2, y
0
2)

p2yyttt
ttt

ttt
t

(X,x0)

êîììóòàòèâíîé.

Òåîðåìà 73 Äâà íàêðûòèÿ (Yi, pi, X), i = 1, 2, èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(p1)∗(π1(Y1)) = (p2)∗(π1(Y2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íàêðûòèÿ èçîìîðôíû, òî îáðàçû èõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñîâïà-
äàþò. Äîêàæåì, ÷òî âåðíî îáðàòíîå. Åñëè (p1)∗(π1(Y1)) = (p2)∗(π1(Y2)), òî ïî òåîðåìå î ïîäíÿòèè
îòîáðàæåíèÿ p1 ìîæíî ïîäíÿòü äî îòîáðàæåíèÿ p̃1 : Y1 → Y2. Àíàëîãè÷íî ïîäíèìàåì p2 äî
p̃2 : Y2 → Y1. Ïðè ýòîì p2p̃1 = p1, p1p̃2 = p2. Èç åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ ñëåäóåò, ÷òî p̃1p̃2 = id,
p̃2p̃1 = id, ÷òî è äîêàçûâàåò èçîìîðôíîñòü íàêðûòèé.

�

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà

Â òåîðèè ãðàôîâ ãðàôîì íàçûâàåòñÿ íåêîòîðûé íàáîð âåðøèí è ðåáåð. Êàæäîå ðåáðî ìîæíî ñ÷è-
òàòü îòðåçêîì [0, 1]. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå òàêèõ îòðåçêîâ (â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó ðåáåð
ãðàôà), òîïîëîãèþ îïðåäåëèì òàê: ìíæåñòâî çàìêíóòî, åñëè åãî ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì îòðåçêîì
çàìêíóòî, è ïðîôàêòîðèçóåì ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: êîíåö îäíîãî ðåáðà îòîæäåñòâëÿåì
ñ êîíöîì äðóãîãî, åñëè ýòè äâà ðåáðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó ãðàôà.
Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ (= ñòÿãèâàåìûé: åñëè äåðåâî ëîêàëüíî êîíå÷íî, òî îíî

ãîìåîìîðôíî ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîì äëèíà êàæäîãî ðåáðà ðàâíà 1; ôèêñèðóåì
îäíó èç âåðøèí, òîãäà ê êàæäîé èç íåå âåäåò åäèíñòâåííûé ïóòü, ïî íåìó è ñòðîèì ãîìîòîïèþ).
Ïîäãðàô ìàêñèìàëåí, åñëè ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà (íî íåîáÿçàòåëüíî âñå ðåáðà).

Ëåììà 74 Ñâÿçíûé ãðàô ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå äåðåâî. Ëþáîå äåðåâî ñîäåðæèòñÿ â ìàê-
ñèìàëüíîì äåðåâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ïîäãðàôîâ ïî âêëþ÷åíèþ. Íàéäåì ìàêñè-
ìàëüíîå äåðåâî â ýòîì ñìûñëå. Åñëè åñòü âåðøèíà, êîòîðàÿ íå âõîäèò â ýòî ìàêñèìàëüíîå äåðåâî,
òî, áëàãîäàðÿ ñâÿçíîñòè, ñîåäèíèì åå ðåáðîì � ïîëó÷èì äåðåâî, áîëüøåå, ÷åì ìàêñèìàëüíîå. �

Ëåììà 75 Ïóñòü X � ñâÿçíûé ãðàô, T ⊂ X � ìàêñèìàëüíîå äåðåâî. Òîãäà π1(X) åñòü
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè � ðåáðàìè èç X \ T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðà (X,T ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè (ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî T × I ∪ X × {0} ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì äëÿ X × I � ðåòðàêöèÿ ñòðîèòñÿ òàêæå, êàê è
äëÿ îäíîãî ðåáðà è åãî ãðàíèöû - ïðîåêòèðîâàíèåì). Ò.ê. T ñòÿãèâàåìî, ôàêòîð-îòîáðàæåíèå
X → X/T åñòü ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Íî X/T � áóêåò îêðóæíîñòåé. �

Ëåììà 76 Ëþáîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî íàä ãðàôîì åñòü ãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàêðûòèå òîæå ñîñòîèò èç ðåáåð ñ íåêîòîðûì îòîæäåñòâëåíèåì. �
Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 77 (Íèëüñåí�Øðàéåð) Ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ñâîáîäíà.
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Ïðèìåíåíèå ê ïàðàì êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 78 (èç ëèíåéíîé àëãåáðû) Ïóñòü f , g � êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè íà Rn, g ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà (ò.å. g(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ̸= 0), òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì
ìàòðèöû îáåèõ ôóíêöèé äèàãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî g çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, è òîãäà â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðèâîäèì f ê êàíîíè÷åñêîìó (äèàãîíàëüíîìó) âèäó. Ïðè ýòîì ìàòðèöà ôóíêöèè g
îñòàåòñÿ åäèíè÷íîé. �
Èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 79 Ïóñòü äëÿ ëþáîãî x ̸= 0 çíà÷íèÿ ôóíêöèé f(x) è g(x) íå ðàâíû íóëþ îäíîâðå-
ìåííî. Ïóñòü n > 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöû îáåèõ ôóíêöèé äèàãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ñàìîì äåëå ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà α è β, ïðè
êîòîðûõ αf + βg ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó ê
ôóíêöèÿì f è αf+βg, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü äèàãîíàëüíîñòü ìàòðèö äëÿ íèõ, è, ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ f è g.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Sn−1 → RP 1 èç ñôåðû â ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, çàäàííîå ôîðìóëîé

x 7→ [f(x) : g(x)] (íàïîìíèì, ÷òî [x0 : x1 : · · · : xn] � îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â ïðîåêòèâ-
íîì ïðîñòðàíñòâå). Ïîñêîëüêó òî÷êè x è −x îòîáðàæàþòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé, ýòî îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå φ : RPn−1 → RP 1. Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ãî-
ìåîìîðôíà îêðóæíîñòè, ïîýòîìó π1(RP 1) = Z. Ïðè n > 3, íàêðûòèå (Sn−1, p,RPn−1), ãäå p
� îòîæäåñòâëåíèå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì,
ïîýòîìó π1(RPn−1) = Z/2Z (ãðóïïà èç äâóõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êðàòêîñòè áóäåò ïèñàòü Z2).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï Z2 → Z � òðèâèàëüíûé. Ðàññìîòðèì

óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå (R1, p,RP 1) íàä îêðóæíîñòüþ (= ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé) è îòîáðàæåíèå
φ â ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Ïîñêîëüêó èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì φ ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ãðóïï òðèâèàëåí, îòîáðàæåíèå φ ïîäíèìàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φ̃ : RPn−1 → R1.
Ïîñêîëüêó RPn−1 ñâÿçíî è êîìïàêòíî, åãî îáðàç φ̃(RPn−1) åñòü îòðåçîê. Îáîçíà÷èì åãî [a, b].

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: îòîáðàæåíèå p|[a,b] : [a, b] → RP 1 ñþðúåêòèâíî èëè íåò. Ïîêàæåì, ÷òî
ïåðâûé ñëó÷àé (ñþðúåêòèâíîñòü) íåâîçìîæåí. Åñëè p|[a,b] ñþðúåêòèâíî, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà [α :

β] ∈ RP 1, â êîòîðóþ ïðîåêòèðóþòñÿ êàê ìèíèìóì äâå òî÷êè t1, t2 ∈ [a, b]. Ïîëîæèì Ai = φ̃−1(ti),
i = 1, 2. Åñëè x ∈ Ai, òî φ(x) = [f(x) : g(x)] = [α : β], ïîýòîìó βf(x) − αg(x) = 0, ò.å. ìíîæåñòâà
A1 è A2 � ïîäìíîæåñòâà â ìíîæåñòâå íóëåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè h(x) = βf(x) − αg(x) = 0.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé {x ∈ RPn−1 : h(x) = 0} ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè h ëèíåéíî
ñâÿçíî (â ðàçìåðíîñòè > 3). Äëÿ ýòîãî óäîáíî çàïèñàòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ â êàíîíè÷åñêîì
âèäå, êàê ñóììó è ðàçíîñòü êâàäðàòîâ h(x) = x21 + . . . + x2p − x2p+1 − . . . − x2n; ïðè n > 3 ëèáî p,

ëèáî n−p áîëüøå 1; ïóñòü p > 1, òîãäà òî÷êó x, äëÿ êîòîðîé h(x) = 0 ìîæíî âî ìíîæåñòâå íóëåé
{x ∈ Sn−1 : h(x) = 0} ñîåäèíèòü ïóòåì ñ òî÷êîé (x1, . . . , xp,±1, 0, . . . , 0); ïåðåõîäÿ ê ïðîåêòèâíî-
ìó ïðîñòðàíñòâó, òî÷êè (x1, . . . , xp, 1, 0, . . . , 0) è (−x1, . . . ,−xp,−1, 0, . . . , 0) ñîâïàäàþò, è îñòàåòñÿ
çàìåòèòü, ÷òî ñôåðà {x ∈ Rp : x21+. . .+x2p = 1} ñâÿçíà ïðè p > 1. Åñëè s 7→ x(s) � ïóòü, ñîåäèíÿþ-
ùèé òî÷êó èç A1 ñ òî÷êîé èç A2, òî φ̃(x(0)) = t1, φ̃(x(1)) = t2; φ(x(0)) = φ(x(1)) = [α : β], ïîýòîìó
íàéäåòñÿ çíà÷åíèå s0, äëÿ êîòîðîãî φ̃(x(s0)) ̸= [α : β], à, çíà÷èò, h(x(s0)) ̸= 0 � ïðîòèâîðå÷èå ñî
ñâÿçíîñòüþ ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè h.
Èòàê, îñòàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé: îòîáðàæåíèå p|[a,b] íå ñþðúåêòèâíî, ò.å. ñóùåñòâóåò òî÷êà [α :

β] ∈ RP 1, íå ëåæàùàÿ â îáðàçå p([a, b]), à, çíà÷èò, è â îáðàçå φ(RPn−1). Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ h = βf − αg íå îáðàùàåòñÿ â 0 íè ïðè êàêîì x ̸= 0. Çíà÷èò, h ëèáî ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà, ëèáî îòðèöàòåëüíî (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ óìíîæèòü åå íà −1).
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