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À.À.Àðóòþíîâ

Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèðîâàíèé â àëãåáðàõ

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà ñ À.Ñ. Ìèùåíêî è À.È. Øòåðíîì (À. À. Àðóòþíîâ,
À. Ñ. Ìèùåíêî, À. È. Øòåðí, �Äåðèâàöèè ãðóïïîâûõ àëãåáð�, Ôóíäàìåíò. è ïðèêë.
ìàòåì., 21:6 (2016) ) áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèðîâàíèé â
ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ êàê õàðàêòåðîâ íà ïðèñîåäèíåííîì ãðóïïîèäå. Ðàçâèòèå ýòîãî
ìåòîäà ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèðîâàíèé íå òîëüêî êàòåãîðíûå
ìåòîäû, íî è ìåòîäû ãðóáîé ãåîìåòðèè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê ôóíêöèè íà äèà-

ãðàììàõ ñîïðÿæåííîñòè � ãðàôàõ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûõ êëàññè÷åñêèì ãðàôàì
Êýëè, îäíàêî âìåñòî äåéñòâèÿ ïðàâûõ ñäâèãîâ îíè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç äåéñòâèå
ñîïðÿæåíèÿìè. Äèàãðàììû ñîïðÿæåííîñòè (êàê è ãðàôû Êýëè) îáëàäàþò ãðóáîé
ïðèðîäîé: â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ îíè ïåðåñòðà-
èâàþòñÿ, îäíàêî îñòàþòñÿ ãðóáî ýêâèâàëåíòíûìè äðóã äðóãó. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ
ñîîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò äàòü îïèñàíèå âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ãðóïïîâûõ àëãåáð,
à òàêæå ñòðîèòü ðàçíûå ïðèìåðû.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòèõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü äðóãèå êëàññû äèôôåðåí-

öèðîâàíèé (ïðîèçâîäíûå Ôîêñà, (σ, τ) è δ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à òàêæå íåêîòîðûå
äðóãèå) íå òîëüêî íà ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ, íî è íà íåêîòîðûõ äðóãèõ àññîöèàòèâ-
íûõ àëãåáðàõ. Â äàííûé ìîìåíò èññëåäîâàíû àëãåáðû, ïîðîæäåííûå ìàëüöåâñêèìè
ïîëóãðóïïàìè è íåêîòîðûìè èíâåðñíûìè ïîëóãðóïïàìè.
Ïîìèìî åñòåñòâåííîãî ðàçâèòèÿ ýòîé çàäà÷è íà îáùèé ñëó÷àé àññîöèàòèâíûõ àë-

ãåáð, âîçíèêàþò òàêæå íåêîòîðûå ñâÿçè ñ ðàçíûìè ðàçäåëàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà: â ÷àñòíîñòè íà òåîðåìó Ãàóýðñà î áèâëîæèìûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è, â
öåëîì, ñ çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íà ðàçëè÷íûõ ðåøåò-
êàõ, âîçíèêàþùèõ â ãðóáûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

È.Ê.Áàáåíêî

Äâóìåðíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ýêñòðåìàëüíûå ïðîáëåìû íà
êîíå÷íîïðåäñòàâèìûõ ãðóïïàõ

Ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåíåñòè ðÿä ïîíÿòèé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèè, êàê íàïðèìåð, ãåîäåçè÷åñêèå, ïëîùàäü è íåêîòîðûå äðóãèå, õîðîøî èçâåñò-
íûå â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè, íà ïðîèçâîëüíûå äâóìåðíûå ïîëèýäðû. Ýòî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü ïðèâîäèò ê íîâûì âðèàöèîííûì çàäà÷àì, ðåøåíèå êîòîðûõ çàâèñèò ëèøü îò
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëèýäðîâ. Ïîñëå íåáîëüøîãî ââåäåíèÿ
â ýòó ïðîáëåìàòèêó ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü íåêîòîðûå èìåþùèåñÿ ðåçóëüòàòû â
ýòîì íàïðàâëåíèè, à òàêæå èìåþùèåñÿ îòêðûòûå âîïðîñû.

Ã.Â.Áåëîçåðîâ, À.Ò.Ôîìåíêî

Ïîñòðîåíèå êâàäðèê ñ ïîìîùüþ íèòè

Ðàññìîòðèì ýëëèïñ è íàêèíåì íà íåãî çàìêíóòóþ íèòü áîëüøåé äëèíû. Íàòÿíåì
åå êàðàíäàøîì è ïðî÷åðòèì çàìêíóòóþ êðèâóþ. Ïîëó÷èòñÿ ýëëèïñ, ñîôîêóñíûé ñ
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èñõîäíûì, ò.å. èìåþùèé òå æå ôîêóñû. Ýòî � òåîðåìà Ãðåéâñà (1850 ãîä). Îêàçû-
âàåòñÿ, àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ âåðíà äëÿ ïàðàáîëû è ãèïåðáîëû. Ñïðàøèâàåò-
ñÿ, ñïðàâåäëèâû ëè ïîõîæèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ äâóìåðíîãî ýëëèïñîèäà â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå? Îêàçûâàåòñÿ, äà. Ýòîò ôàêò áûë èçâåñòåí Øòàóäå (1882 ãîä). Â
íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåðàñòÿæèìîé
ñêîëüçÿùåé íèòè ëþáîé êâàäðèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Àíàëîãè èìåþò ìåñòî è â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû. Âñå ýòè àëãîðèòìû îñíîâàíû íà àíàëèçå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ áèëëè-
àðäà âíóòðè ìíîãîìåðíîãî ýëëèïñîèäà, òî åñòü íà ãëóáèííîé òîïîëîãèè èçâåñòíîé
òåîðåìû Ëèóâèëëÿ.

À.È.Áîëîòíèêîâ, À.À.Èðìàòîâ

Êîìáèíàòîðíî-òîïîëîãè÷åñêèå èñòîêè êðèïòîñèñòåìû ïàðîñî÷åòàíèé

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäëîæåíà ñõåìà íîâîé ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ � êðèïòîñèñòå-
ìû ïàðîñî÷åòàíèé è ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ åå óñòîé÷èâîñòè. Âîçíèêíîâåíèþ íà-
øåé êðèïòîñèñòåìû ïðåäøåñòâîâàëè èññëåäîâàíèå êîíôèãóðàöèè ïàðîñî÷åòàíèé è
å¼ òåñíîé ñâÿçè ñ ìíîãîãðàííèêîì ïàðîñî÷åòàíèé � êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì, ïîçâî-
ëÿþùèì ïðåäñòàâèòü çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè êàê çàäà÷ó ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè ïðèìåíåíèè ê êîíôèãóðàöèè ïàðîñî÷åòàíèé ìåòîäà êîíå÷-
íûõ ïîëåé âîçíèêëà íîâàÿ çàäà÷à î ðàñïîçíàâàíèè � çàäà÷à î íåïðàâèëüíîé ôóíê-
öèè âåñîâ. Äëÿ çàäà÷è î íåïðàâèëüíîé ôóíêöèè âåñîâ áûëà äîêàçàíà NP-ïîëíîòà,
êîòîðàÿ ëåãëà â îñíîâó çàùèòû îò âçëîìà äëÿ êðèïòîñèñòåìû ïàðîñî÷åòàíèé.

Ä.Â.Áûêîâ

Ñèãìà-ìîäåëè êàê ìîäåëè Ãîäåíà

Áóäåò ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñèãìà-ìîäåëüþ ìíîãîîáðà-
çèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ U(3)/U(1)3 è ìîäåëüþ Ãîäåíà ñ òðåìÿ óçëàìè ïîçâîëÿåò ÿâíî
ðåøèòü êëàññè÷åñêóþ è êâàíòîâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèãìà-ìîäåëè, ò.å. íàéòè ãåîäåçè÷å-
ñêèå è âû÷èñëèòü ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ìíîãîîáðàçèè ôëàãîâ ñ ïðîèçâîëü-
íîé èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Äàííàÿ òåõíèêà ïðèìåíèìà è ê îäíîðîäíûì ïðîñòðàí-
ñòâàì ãðóïï ñòàðøåãî ðàíãà, ïðè ýòîì èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé îòâå÷àåò ìåòðèêàì
Ìàíàêîâà�Ìèùåíêî�Ôîìåíêî.

Ä.Â.Ãóãíèí

Òåîðèÿ n-ãîìîìîðôèçìîâ êàê ÿçûê îïèñàíèÿ êîëåö êîãîìîëîãèé ñèììåòðè÷åñêèõ
ñòåïåíåé êîíå÷íûõ ñâÿçíûõ CW êîìïëåêñîâ

Òåîðèÿ n-ãîìîìîðôèçìîâ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé íàä ïîëÿìè õàðàêòå-
ðèñòèêè íîëü âîçíèêëà â ñåðåäèíå 1990-õ ãîäîâ â ðàáîòàõ Â.Ì.Áóõøòàáåðà è Ý.Ðèñà.
Èõ ìîòèâàöèåé áûëî ðàññìîòðåíèå ðàöèîíàëüíîãî êîëüöà êîãîìîëîãèé n-çíà÷íûõ
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òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï, âïåðâûå âîçíèêøèõ â 1990 ãîäó â ðàáîòå Â.Ì.Áóõøòàáåðà
(èì áûë ïîñòðîåí ïåðâûé ïðèìåð ñòðóêòóðû 2-çíà÷íîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû íà
2-ñôåðå). Âñêîðå èìè áûëà îòêðûòà ñòðóêòóðà (N+1)!-çíà÷íîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóï-
ïû íà CPN . Ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ êîãîìîëîãèé n-çíà÷íûõ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ãðóïï, äàæå åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êîìïàêòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè
áåç êðàÿ, äàëåêî îò âíåøíåé àëãåáðû îò íàáîðà íå÷¼òíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ, êîòî-
ðîå äîëæíî áûòü ó ëþáîé ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè, è äàæå H-ïðîñòðàíñòâà.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî H-ïðîñòðàíñòâà X, ÿâëÿþùåãîñÿ êîíå÷íûì ñâÿçíûì
CW êîìïëåêñîì, åãî àëãåáðà ðàöèîíàëüíûõ êîãîìîëîãèé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ãðàäó-
èðîâàííîé àëãåáðîé Õîïôà. À ïî òåîðåìå Ëåðå-Õîïôà, â ñëó÷àå ãëîáàëüíîé êîíå÷-
íîìåðíîñòè, òàêàÿ àëãåáðà åñòü âñåãäà âíåøíÿÿ àëãåáðà. Ïðè ýòîì, äëÿ ïîíÿòèÿ H-
ïðîñòðàíñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî àêñèîìó åäèíèöû, è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, äëÿ àëãåáðû Õîïôà òîëüêî àêñèîìó êîåäèíèöû. Âñ¼ ðàâíî òåîðåìà Ëåðå-Õîïôà
ñïðàâåäëèâà. Âîçíèê âîïðîñ, à êàêàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà åñòü â àëãåáðå ðà-
öèîíàëüíûõ êîãîìîëîãèé n-çíà÷íîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû? È ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî
êîóìíîæåíèå òîæå åñòü, òîëüêî ýòî òåïåðü íå êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì, à òàê íàçû-
âàåìûé n-ãîìîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñàìûé âàæíûé è áîãàòûé íà ðåàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ñëó÷àé
n = 2. Ïóñòü äàíû äâå ÷¼òíîãðàäóèðîâàííûå êîììóòàòèâíûå àëãåáðû A2∗ = A0 ⊕
A2 ⊕ A4 ⊕ . . . è B2∗ = B0 ⊕ B2 ⊕ B4 ⊕ . . . ñ åäèíèöåé íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì K
õàðàêòåðèñòèêè íîëü. Ëèíåéíîå ñîõðàíÿþùåå ãðàäóèðîâêó îòîáðàæåíèå f : A∗2 →
B2∗ íàçûâàåòñÿ 2-ãîìîìîðôèçìîì, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèå íîðìèðîâêè f(1A) =
2 · 1B è ñëåäóþùåå óñëîâèå îñëàáëåííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè

f(abc) = −1

2
f(a)f(b)f(c) +

1

2
f(a)f(bc) +

1

2
f(ab)f(c) +

1

2
f(b)f(ac) (∗)

äëÿ âñåõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A2∗. Ñìûñë îñëàáëåííîé ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå f íà ïðîèçâåäåíèè òð¼õ
ýëåìåíòîâ, çíàÿ çíà÷åíèÿ f íà ñàìèõ ýëåìåíòàõ è íà èõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ.
À êîíêðåòíûå ðàöèîíàëüíûå êîíñòàíòû â âûðàæåíèè îêàçûâàþòñÿ ïîäîáðàííûìè
òàê, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü äàíû äâà ãîìîìîðôèçìà àëãåáð f1, f2 : A
2∗ → B2∗. Òîãäà èõ ñóììà

f = f1 + f2 : A
2∗ → B2∗ åñòü 2-ãîìîìîðôèçì.

Íîâèçíà ýòîé êîíöåïöèè 2-ãîìîìîðôèçìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàíüøå ñóì-
ìå äâóõ êîëüöåâûõ ãîìîìîðôèçìîâ íå ïðèïèñûâàëè íèêàêîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
ñâîéñòâà. Îäíàêî, îíî åñòü! Ýòî â òî÷íîñòè ôîðìóëà (∗).

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (ïî èäåå) îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå n-ãîìîìîðôèçìà äëÿ âñåõ
n ≥ 3. Òåïåðü íîðìèðîâêà áóäåò f(1A) = n · 1B, à ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü áóäåò âñ¼
áîëåå îñëàáëåííîé ïðè ðîñòå n:

f(a1a2 . . . an+1) = (−1)n+1 1

n!
f(a1)f(a2) . . . f(an+1) + . . .

Òî åñòü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå f íà ïðîèçâåäåíèè (n+1) ýëåìåíòîâ, çíàÿ
çíà÷åíèå f íà êàæäîì èç íèõ, çíà÷åíèÿ íà ïðîèçâåäåíèÿõ êàæäûõ äâóõ èç íèõ,
êàæäûõ òð¼õ èç íèõ, ... , êàæäûõ n èç íèõ. Ïðè ýòîì, ÿâíàÿ ôîðìóëà (âñå êîíêðåòíûå
ðàöèîíàëüíûå êîíñòàíòû) îêàçûâàåòñÿ òàêîé, ÷òî îïÿòü âûïîëíåíà êëþ÷åâàÿ

Ëåììà 2. Ïóñòü äàíû n ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáð f1, f2, . . . , fn : A
2∗ → B2∗. Òîãäà èõ

ñóììà f = f1 + f2 + . . .+ fn : A
2∗ → B2∗ åñòü n-ãîìîìîðôèçì.
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Ïåðâîå îïóáëèêîâàííîå âû÷èñëåíèå íà ÿçûêå 2-ãîìîìîðôèçìîâ � ýòî ðàáîòà
Ò.Å.Ïàíîâà 1996 ã. Îí ïîêàçàë, ÷òî àëãåáðà ðàöèîíàëüíûõ êîãîìîëîãèé îäíîñâÿçíî-
ãî çàìêíóòîãî 4-ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò ñòðóêòóðó 2-àëãåáðû Õîïôà, åñëè è òîëüêî
åñëè åãî âòîðîå ÷èñëî Áåòòè B2 ðàâíî ëèáî 6, ëèáî 0. Â ñèëó òåîðåìû Ì.Ôðèäìàíà
òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñóòü S4, (S2 × S2)♯3 è (kCP 2)♯(6− k)CP 2, 0 ≤ k ≤ 6, (÷åðåç CP 2

îáîçíà÷åíî CP 2 ñ îðèåíòàöèåé, ïðîòèâîïîëîæíîé ñòàíäàðòíîé; â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
êàæäîãî k, 0 ≤ k ≤ 6, åñòü òàêæå ïî îäíîìó íåñãëàæèâàåìîìó ìíîãîîáðàçèþ òîãî
æå ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà). Îäíàêî, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, åñòü ëè õîòÿ áû íà îäíîì
èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ñòðóêòóðà 2-çíà÷íîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû! Èç îáùåãî ðå-
çóëüòàòà àâòîðà 2022 ãîäà âûòåêàåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íà ñôåðå S4 åñòü ñòðóêòóðà
2H-ïðîñòðàíñòâà, à íà îñòàëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ èç äàííîãî ñïèñêà åñòü ñòðóêòóðà
4H-ïðîñòðàíñòâà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð è Ý.Ðèñ ïóáëèêîâàëè ðàáîòû ïî n-ãîìîìîðôèçìàì è èõ ïðèëîæå-
íèÿì ê àëãåáðàì êîãîìîëîãèé n-çíà÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï ñ 1996 ïî 2008 ãã. Â
ðàáîòå àâòîðà 2009 ãîäà áûëî ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ n-ãîìîìîðôèçìîâ ìåæ-
äó êîììóòàòèâíûìè C∗-àëãåáðàìè. Â ÷àñòíîñòè, îíè âñå îêàçàëèñü àâòîìàòè÷åñêè
íåïðåðûâíûìè (èõ íîðìà ðàâíà n).

Â 2011 ãîäó àâòîð ðàñïðîñòðàíèë òåîðèþ n-ãîìîìîðôèçìîâ íà ñëó÷àé ãðàäóèðî-
âàííî êîììóòàòèâíûõ àëãåáð íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè íîëü è õàðàêòåðèñòèêè
p > n. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå nH-ïðîñòðàíñòâà. À èìåííî, ëèíåéíî
ñâÿçíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî X ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé e ∈ X, âçÿòîå ñ íåïðå-
ðûâíûì n-çíà÷íûì óìíîæåíèåì µ : X×X → SymnX íàçûâàåòñÿ nH-ïðîñòðàíñòâîì,
åñëè âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ àêñèîìà åäèíèöû µ(x, e) = µ(e, x) = [x, x, . . . , x] äëÿ âñåõ
x ∈ X. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ïðîñòðàíñòâ (íàïðèìåð, êî-
íå÷íûõ ñâÿçíûõ CW êîìïëåêñîâ) èç íàëè÷èÿ ñòðóêòóðû nH-ïðîñòðàíñòâà âûòåêàåò
íàëè÷èå ñòðóêòóðû n-àëãåáðû Õîïôà â åãî ðàöèîíàëüíûõ êîãîìîëîãèÿõ (òåì ñàìûì
áûëà çàäåëàíà áðåøü � ñòàëî âîçìîæíûì äîïóñêàòü íàëè÷èå íå÷¼òíîé ãðàäóèðîâ-
êè).

Ôàêòè÷åñêè, â ðàáîòå 2011 ãîäà àâòîðó óäàëîñü óñòàíîâèòü åñòåñòâåííóþ áèåê-
öèþ ìåæäó ãîìîìîðôèçìàìè àëãåáð H∗(SymnX;Q) → B∗ è n-ãîìîìîðôèçìàìè
H∗(X;Q) → B∗ äëÿ ëþáîãî õîðîøåãî X è ëþáîãî B∗.

Íàêîíåö, â 2024 ãîäó àâòîðó óäàëîñü íà îñíîâå Ëåììû öåëî÷èñëåííîñòè Ì.Íàêàîêà
(1957 ã.) ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå êîëüöà H∗(SymnX;Z)/Tor è äîêàçàòü, ÷òî ýòî
ôóíêòîð îò êîëüöà H∗(X;Z)/Tor è ÷èñëà n. Ðàíãè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûõ àáå-
ëåâûõ ãðóïï, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ÷èñëà Áåòòè SymnX, âû÷èñëÿþòñÿ ïî çàìå÷à-
òåëüíîé ôîðìóëå È.Ìàêäîíàëüäà 1962 ã. ÷åðåç ÷èñëà Áåòòè X.

Â êîíöå äîêëàäà ïëàíèðóåòñÿ ïðèâåñòè ñâîäêó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
àâòîðîì è åãî ó÷åíèêàìè (ñòóäåíòêîé 6 êóðñà Å.Í.Ïðèëóöêîé, àñïèðàíòàìè 1 ãîäà
Ã.À.Àâäååâûì è Ã.Ì.Ñìèðíîâûì) ïî òåìàòèêå nH-ïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷åííûõ ñðåä-
ñòâàìè òåîðèè n-ãîìîìîðôèçìîâ.

(1) Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, àññîöèèðîâàííûå ñ òåîðåìàìè
ñëîæåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, è äâóçíà÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû,
Óñïåõè ìàò. íàóê 45:3 (1990), 185�186.

(2) Ò.Å.Ïàíîâ, Î ñòðóêòóðå 2-àëãåáðû Õîïôà â êîãîìîëîãèÿõ ÷åòûðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé, Óñïåõè ìàò. íàóê 51:1 (1996), 161�162.

(3) Ä.Â. Ãóãíèí, �Ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèìûå ãîìîìîðôèçìû è n-ãîìîìîðôèçìû
Ôðîáåíèóñà�, Òðóäû ÌÈÀÍ, 266 (2009), 64�96.
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(4) Ä.Â. Ãóãíèí, �Òîïîëîãè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ãðàäóèðîâàííûõ n-
ãîìîìîðôèçìîâ Ôðîáåíèóñà�, Òðóäû Ìîñêîâñêîãî ìàòåì. îáù., 72, � 1
(2011), 127�188.

(5) Ä.Â. Ãóãíèí, �Òîïîëîãè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ãðàäóèðîâàííûõ n-
ãîìîìîðôèçìîâ Ôðîáåíèóñà II�, Òðóäû Ìîñêîâñêîãî ìàòåì. îáù., 73, �
2 (2012), 207�228.

(6) Ä.Â. Ãóãíèí, �Ëþáàÿ íàäñòðîéêà è ëþáàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñôåðà ÿâëÿþòñÿ
2H-ïðîñòðàíñòâàìè�, Òðóäû ÌÈÀÍ, 318 (2022), 51�65.

(7) Ä.Â. Ãóãíèí, �Öåëî÷èñëåííîå êîëüöî êîãîìîëîãèé ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé
CW êîìïëåêñîâ è òîïîëîãèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé�, Òðóäû ÌÈÀÍ, 326 (2024), 148�172.

Ñ.Ì.Ãóñåéí-Çàäå

Îáîáù¼ííûå ðÿäû Ïóàíêàðå íîðìèðîâàíèé íà ôóíêöèÿõ äâóõ ïåðåìåííûõ

Íîðìèðîâàíèå (äèñêðåòíîå, ðàíãà îäèí) íà àëãåáðå OC2,0 ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ýòî � îòîáðàæåíèå ν : OC2,0 → Z≥0 ∪ {+∞} òàêîå ÷òî 1)
ν(0) = +∞; 2) ν(λf) = ν(f) äëÿ λ ∈ C∗ := C \ {0}; 3) ν(f1 + f2) ≥ min{ν(f1), ν(f2)};
4) ν(f1f2) = ν(f1)+ν(f2). Íà OC2,0 èìåþòñÿ äâà êëàññà íîðìèðîâàíèé: îïðåäåëÿåìûå
ðîñòêàìè êîìïëåêñíûõ êðèâûõ è òàê íàçûâàåìûå äèâèçîðèàëüíûå.
Ðÿä Ïóàíêàðå íîðìèðîâàíèÿ ν ýòî � Pν(t) =

∑∞
v=0 dim J(v)/J(v + 1)tv, ãäå J(v) =

{f ∈ OC2,0 : ν(f) ≥ v}. Èìååòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íà ñëó÷àé íàáîðà èç
íåñêîëüêèõ (r) íîðìèðîâàíèé, êàê ñòåïåííîãî ðÿäà P (t) îò t = (t1, . . . , tr). Êîýôôè-
öèåíòû ðÿäà Ïóàíêàðå ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ
ïðîñòðàíñòâ: äîïîëíåíèé ê îáúåäèíåíèÿì ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîåêòèâ-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè çàìåíèòü ýéëåðîâû õàðàêòåðèòèêè íà �îáîáù¼ííûå�, ò. å.
êëàññû ïðîñòðàíñòâ â êîëüöå Ãðîòåíäèêà êîìïëåêñíûõ êâàçèïðîåêòèâíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò êëàññà L àôôèííîé ïðÿìîé), ïîëó-
÷èòñÿ îáîáù¼ííûé ðÿä Ïóàíêàðå P (t;L) (ñâîåãî ðîäà �êàòåãîðèôèêàöèÿ� ðÿäà Ïó-
àíêàðå). Èìåþòñÿ îáîáùåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé äëÿ íîðìèðîâàíèé íà àëãåáðå ðîñòêîâ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ Òåéëîðà êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò ôèêñèðîâàííîìó ïîäïîëþ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íàïðèìåð, ïîëþ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ (r = 1) íîðìèðîâàíèé î÷åâèäíî, ÷òî êëàññè÷åñêèé ðÿä Ïó-

àíêàðå îïðåäåëÿåò îáîáù¼ííûé. Îäíàêî, îáû÷íî êëàññè÷åñêèé ðÿä èçâåñòåí â âèäå
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò t. Â òàêîì ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèå îáîáù¼ííîãî ðÿäà èç
êëàññè÷åñêîãî ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷åé. Óäà¼òñÿ âû÷èñëèòü
îáîáù¼ííûå ðÿäû Ïóàíêàðå íàïðÿìóþ, áåç èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ. Äîêëàä îñ-
íîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ À.Êàìïèëüî è Ô.Äåëüãàäî (Èñïàíèÿ).
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Ê.Â.Êàðòâåëèøâèëè

Î ñóùåñòâåííûõ è òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûõ ïîäìîäóëÿõ ãèëüáåðòîâûõ
C*-ìîäóëåé

Â äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû äâà åñòåñòâåííûõ îïðåäåëåíèÿ ¾áîëüøîãî¿ ïîäìî-
äóëÿ ãèëüáåðòîâà C*-ìîäóëÿ. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ äëÿ äâó-
ñòîðîííèõ èäåàëîâ C*-àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíà. Ìû äîêàæåì, ÷òî îíè îñòàþòñÿ
ðàâíîñèëüíûìè è â îáùåì, îäíîñòîðîííåì, ñëó÷àå. Òàêæå ïðåäëîæèì ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ñóùåñòâåííîñòè ïîäìîäóëÿ â ãèëüáåðòîâîì ìîäóëå íàä êîì-
ìóòàòèâíîé C*-àëãåáðîé.

Þ.À.Êîðäþêîâ

Ôîðìóëû Ëåôøåöà äëÿ ïîòîêîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñî ñëîåíèåì

Äîêëàä ïîñâÿùåí ôîðìóëàì Ëåôøåöà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì (ïîòîêîâ) íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñíîâíîé ìîòèâèðîâêîé äëÿ íàñ
ñëóæèò ïðîãðàììà èññëåäîâàíèÿ îáùèõ àðèôìåòè÷åñêèõ äçåòà-ôóíêöèé, ïðåäëî-
æåííàÿ Ê. Äåíèíãåðîì. Îíà èñïîëüçóåò àíàëîãèè ìåæäó òàê íàçûâàåìûìè ÿâíûìè
ôîðìóëàìè â òåîðèè ÷èñåë è íåêîòîðûìè ãèïîòåòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè Ëåôøåöà
äëÿ ïîòîêîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè. Ñíà÷àëà ìû îáúÿñíèì òàêóþ
ôîðìóëó Ëåôøåöà â ñëó÷àå, êîãäà ïîòîê íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Çàòåì ìû
ðàññêàæåì ïðî íåäàâíèå ðåçóëüòàòû î ôîðìóëàõ Ëåôøåöà â îáùåì ñëó÷àå. Äîêëàä
îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Õ. Àëüâàðåñîì Ëîïåñîì è Ý. Ëåé÷òíàìîì.

À.Ï.Êðèùåíêî

Ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè

Èçëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è óñòîé÷èâîñòè â
öåëîì ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ìåòîä îñíîâàí íà ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ êîì-
ïàêòíûõ ìíîæåñòâ è íå èñïîëüçóåò ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ è ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.
Ïðèâåäåíû òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è óñòîé÷èâîñòè â öåëîì ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðîâåðêà óñëîâèé òåîðåì ñîñòîèò èç äîêàçàòåëüñòâà: ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé íà íåîãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè;
îãðàíè÷åííîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé; âûïîëíåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâî-
ñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ ε-δ-îêðåñòíîñòåé. Ìåòîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ
äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.
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Ô.È.Ëîáçèí

Íåêîììóòàòèâíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü è ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû: èäåè
Ìèùåíêî�Ôîìåíêî è èõ ðàçâèòèå

Òåîðèÿ Ìèùåíêî�Ôîìåíêî ñâÿçûâàåò íåêîììóòàòèâíûå àëãåáðû ïåðâûõ èíòåãðà-
ëîâ ñ ïóàññîíîâîé ãåîìåòðèåé äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ àëãåáð Ëè. Çàäà÷à âûäåëå-
íèÿ ëèóâèëëåâñêîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò â ýòîé êàðòèíå àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó: òðå-
áóåòñÿ ïîñòðîèòü ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ íà ïðîñòðàíñòâå, äâîé-
ñòâåííîì àëãåáðå Ëè. Â äîêëàäå áóäåò ïðîñëåæåíî ðàçâèòèå ýòîé çàäà÷è îò ìåòîäà
ñäâèãà àðãóìåíòà è ãèïîòåçû Ìèùåíêî�Ôîìåíêî äî îáùèõ êîíñòðóêöèé äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ àëãåáð Ëè. Â çàêëþ÷åíèå áóäóò ðàññìîòðåíû ñâÿçàííûå âîïðîñû î ïó÷êàõ
ñîâìåñòèìûõ ñêîáîê, áèêîììóòàòèâíûõ íàáîðàõ, èíâàðèàíòàõ Æîðäàíà�Êðîíåêåðà
è ãåîìåòðèè ðåãóëÿðíûõ êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò, à òàêæå êëàññè÷åñêèå ìåõàíè÷å-
ñêèå ñèñòåìû íà àëãåáðàõ Ëè è èõ åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ.

Ä.Â.Ìèëëèîíùèêîâ

Èíâàðèàíòíûå àôôèííûå ñòðóêòóðû íà íèëüìíîãîîáðàçèÿõ

Ìû áóäåì îáñóæäàòü ëåâîèíâàðèíàíòíûå àôôèííûå ñòðóêòóðû íà âåùåñòâåííûõ
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ Ëè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé ëå-
âîèíâàðèàíòíîé àôôèííîé ñòðóêòóðû íà ãðóïïå Ëè. Ìîæíî îïðåäåëèòü åå êàê ëåâî-
èíâàðèàíòíóþ ïëîñêóþ ñèììåòðè÷íóþ àôôèííóþ ñâÿçíîñòü íà ãðóïïå Ëè. Àóñëåí-
äåð â 1977 ãîäó äîêàçàë, ÷òî ãðóïïà Ëè, äîïóñêàþùàÿ ïîëíóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ
àôôèííóþ ñòðóêòóðó ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé [1]. Â òîì æå 1977 ãîäó Ìèëíîð [4] ñôîð-
ìóëèðîâàë ñâîé âîïðîñ, êîòîðûé ïîçäíåå ïðåâðàòèëñÿ â ãèïîòåçó Ìèëíîðà: êàæäàÿ
îäíîñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Ëè äîïóñêàåò ïîëíóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ àôôèí-
íóþ ñòðóêòóðó. Óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû Ìèëíîðà ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ìàëîìåðíûõ
(<8) íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï Ëè. Â 1995 ãîäó Áåíóà ïîñòðîèë 11-ìåðíóþ íèëüïîòåíò-
íóþ ãðóïïó Ëè, íå äîïóñêàþùóþ àôôèííûõ ñòðóêòóð [2], è â òîì æå 1995 ãîäó Áóðäå
è Ãðþíåâàëüä, õîòü è ñëåãêà îïîçäàâ ñ ïîñòðîåíèåì ñâîèõ êîíòðïðèìåðîâ, ðàñøèðè-
ëè ñëåãêà ñïèñîê ðàçìåðíîñòåé, ãäå ïîÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûå êîíòðïðèìåðû [3]. Ïîñëå
ýòèõ ðàáîò, íå áûëî íèêîãî, êòî áû ñîìíåâàëñÿ, ÷òî â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ≥ 12
ãèïîòåçà Ìèëíîðà íåâåðíà, îäíàêî äî ñèõ ïîð òàê è íå ïîÿâèëîñü êàêèõ-ëèáî íîâûõ
êîíòðïðèìåðîâ. Ìû îáñóäèì ïîòåíöèàëüíûå êîíòðïðèìåðû â ðàçìåðíîñòÿõ ≥ 15 è
îáúÿñíèì, êàê îíè ñâÿçàíû ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ íèëüïîòåíò-
íûõ àëãåáð Ëè.

[1] L.Auslander, Simply transitive groups of a�ne motions. Am. J. Math. 99 (1977),
809-826.
[2] Y.Benoist, Une nilvariete non a�ne. J. Di�. Geom. 41 (1995), 21-52.
[3] D.Burde, F.Grunewald, Modules for certain Lie algebras of maximal class. J. Pure

Appl. Algebra 99 (1995), 239-254.
[4] J.Milnor, On fundamental groups of complete a�nely �at manifolds. Adv. Math.

25 (1977), 178-187.
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À.Ñ.Ìèùåíêî

Òåîðèÿ (êî)ãîìîëîãèé ñ íîñèòåëÿìè â îáîáùåííîì ñåìåéñòâå íîñèòåëåé â ñìûñëå
Å.Ã.Ñêëÿðåíêî

Äîêëàä ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ãîìîëîãèÿìè è êîãîìîëîãèÿìè
ñ íîñèòåëÿìè â ôðàãìåíòèðîâàííîì ñåìåéñòâå â ñìûñëå Å.Ã.Ñêëÿðåíêî, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ (êî)ãîìîëîãèÿìè Õîõøèëüäà ãðóïïîâûõ àëãåáð.

Â.Å.Íàçàéêèíñêèé, À.Þ.Ñàâèí

Ôîðìóëà Ëåôøåöà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîíöàìè

Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Àòüè�Áîòòà (1967) âûðàæàåò ÷èñëî Ëåôøåöà ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ýíäîìîðôèçìà ýëëèïòè÷åñêîãî êîìïëåêñà (ïñåâäî)äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ íà çàìêíóòîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè â âèäå ñóììû âêëàäîâ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåîìîðôèçìà ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå íåïîäâèæíûå òî÷-
êè íåâûðîæäåíû. Ýòè âêëàäû ÿâíî çàâèñÿò òîëüêî îò ñàìîãî ýíäîìîðôèçìà, íî íå
îò îïåðàòîðîâ, îáðàçóþùèõ êîìïëåêñ. Â 1999 ãîäó îäèí èç àâòîðîâ ñîâìåñòíî ñ Á.-
Â. Øóëüöå, Á.Þ. Ñòåðíèíûì è Â.Å. Øàòàëîâûì îáîáùèë ýòó ôîðìóëó íà ñëó÷àé
ìíîãîîáðàçèé ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ñ öèëèíäðè-
÷åñêèìè êîíöàìè), ãäå âêëàäû âíóòðåííèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äîïîëíÿþòñÿ âêëà-
äàìè íåïîäâèæíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ êîíöîâ (êîòîðûå óæå çàâèñÿò îò ñàìèõ îïåðà-
òîðîâ êîìïëåêñà). Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ëèòåðàòóðå îïóáëèêîâàí ðÿä ðàáîò,
ïîñâÿùåííûõ ýëëèïòè÷åñêîé òåîðèè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîíöàìè.
Ìû äîêàçûâàåì ôîðìóëó Ëåôøåöà íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ; â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìíî-
ãîîáðàçèé ñ öèëèíäðè÷åñêèìè êîíöàìè ýòà ôîðìóëà óñèëèâàåò ðàíåå ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû.

Ì.À.Íèêóëèí

Àñèìïòîòèêà óðîâíåé ýíåðãèè êâàíòîâîé ÷àñòèöû ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà â
ýëëèïòè÷åñêîì ñåêòîðå

Ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì íàçûâàåòñÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äóãàìè ñîôîêóñíûõ
êâàäðèê. Êëàññè÷åñêèé áèëüÿðä â òàêîé îáëàñòè èíòåãðèðóåì, è èíòåãðèðóåìîñòü
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ñåðèè ïîòåíöèàëîâ, ïðåäëîæåííûõ Â.Â.Êîçëîâûì. Â
äîêëàäå ðå÷ü ïîéäåò î ñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà äëÿ êâàíòîâîé ÷àñòè-
öû ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà â òàêîé îáëàñòè. Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå óðîâíåé ýíåðãèè ïðè
ñòðåìëåíèè ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ê íóëþ, ò.å. êîãäà îáëàñòü ñòÿãèâàåòñÿ ê êðóãîâî-
ìó ñåêòîðó. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà óðîâíåé ýíåðãèè ïî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ôîêóñàìè
ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.
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À.Þ.Ñàâèí, Õ.Õ.Àááàñ, Ê.Í.Æóéêîâ

Îá èíäåêñå ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà ìíàãîîáðàçèÿõ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè
êîíöàìè

Òåîðèÿ èíäåêñà ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è
ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè èññëåäîâàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Îäíàêî ïðîáëåìà
èíäåêñà îñòàåòñÿ îòêðûòîé äàæå â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ñ ïðîñòåéøèìè îñîáåííî-
ñòÿìè. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè
èíäåêñà Àòüè � Çèíãåðà íà çàìêíóòîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè, àëãåáðà ñèìâîëîâ
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè ÿâëÿåò-
ñÿ ñóùåñòâåííî íåêîììóòàòèâíîé. Ôåäîñîâ, Øóëüöå è Òàðõàíîâ ïîëó÷èëè ôîðìóëó
èíäåêñà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà äâóìåðíûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ ñ êîíè÷åñêèìè òî÷êàìè è îïèñàëè ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû èíäåêñà íà
áåñêîíå÷íûõ öèëèíäðàõ âèäà R × Tn. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü òåñíóþ ñâÿçü
ìåæäó ýëëèïòè÷åñêîé òåîðèåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè è íà íåêîìïàêò-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ íà áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå R × Tn ñâÿçàíà
ñ òåîðèåé íà íàäñòðîéêå òîðà Tn, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ìíîãîîáðàçèå ñ äâóìÿ êîíè-
÷åñêèìè òî÷êàìè.
Â ýòîì äîêëàäå ìû ïðèâîäèì ôîðìóëó èíäåêñà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè êîíöàìè âèäà R+ × Tn. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà-
÷àëà îïðåäåëÿåì òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ çàäà÷è êàê ñóììó âêëàäîâ â èíäåêñ îò:
1) âíóòðåííåãî ñèìâîëà (ýòî ôóíêöèÿ íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ìíîãîîáðàçèÿ)
è 2) ñèìâîëà íà áåñêîíå÷íîñòè (ýòî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïàðà-
ìåòðîì â ñìûñëå Àãðàíîâè÷à�Âèøèêà íà òîðå Tn). Ïåðâûé âêëàä çàäàåòñÿ èíòå-
ãðàëîì òèïà Àòüè�Çèíãåðà, à âòîðîé âêëàä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ýòà-
èíâàðèàíòà Ìåëðîóçà. Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå ìîäèôèöè-
ðîâàííîãî ýòà-èíâàðèàíòà. Ýòî ïîñòðîåíèå îñíîâàíî íà ëîêàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé
òåîðåìå îá èíäåêñå äëÿ ñåìåéñòâ, ïîëó÷åííîé Ôåäîñîâûì, Øóëüöå è Òàðõàíîâûì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá èíäåêñå îïèðàåòñÿ íà òîïîëîãè÷åñêóþ K-òåîðèþ è ìåòîä
õèðóðãèè, ðàçðàáîòàííûé Íàçàéêèíñêèì è Ñòåðíèíûì.
Èññëåäîâàíèå áûëî ïîääåðæàíî ãðàíòîì No. 24-21-00336 Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî

ôîíäà, https://rscf.ru/project/24-21-00336/.

Å.Â.Òðîèöêèé

Äåéñòâèÿ ãðóïï è óñëîâíûå îæèäàíèÿ êîíå÷íîãî èíäåêñà

Â 1997 ãîäó ó÷åíèêè À.Ñ.Ìèùåíêî (Ì.Ôðàíê, Â.Ì.Ìàíóéëîâ è äîêëàä÷èê) îïóá-
ëèêîâàëè ðàáîòó "On conditional expectations arising from group actions â êîòîðîé,
ñðåäè ïðî÷èõ, âïåðâûå èññëåäîâàëñÿ ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ïðàâèëüíî ïîíÿòîå óñðåäíåíèå ïî äåéñòâèþ ãðóïïû íà õîðîøåì òîïîëîãè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîðîæäàåò óñëîâíîå îæèäàíèå êîíå÷íîãî èíäåêñà èç àëãåáðû
âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïîäàëãåáðó èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé. Ðàáîòà äàëà íà-
÷àëî èññëåäîâàíèÿì ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì. Êðàòêîìó èçëîæåíèþ íåêîòîðûõ
ìîìåíòîâ ýòîé ðàáîòû áóäåò ïîñâÿùåíî íà÷àëî äîêëàäà. Â îñíîâíîé ÷àñòè âûñòóïëå-
íèÿ ïëàíèðóåòñÿ ðàññêàçàòü î ðàçâèòèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â íàøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòå
ñ Öçóíõàî ßíîì (2026), ãäå â ýòîì êîíòåêñòå áûëè èññëåäîâàíû ïåðâûå ïðèìåðû
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íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð � àëãåáðû ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Òåõíè÷åñêè òåïåðü
öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé.

Ä.Â.Ôóôàåâ

Ôðåéìû è ñòàáèëèçàöèÿ äëÿ ïàòîëîãè÷åñêèõ C*-àëãåáð

Ôðåéìû èãðàþò âàæíóþ ñòðóêòóðíóþ ðîëü â òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ C*-ìîäóëåé:
ñóùåñòâîâàíèå ñòàíäàðòíîãî ôðåéìà ó ìîäóëÿ ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñâîéñòâà
ñòàáèëèçàöèè òèïà Êàñïàðîâà. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêèå
ãèëüáåðòîâû C*-ìîäóëè äîïóñêàþò ôðåéìû. Ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ
òàêæå íåñòàíäàðòíûå, èëè ñëàáûå, ôðåéìû, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîòîðûõ îêà-
çûâàåòñÿ óòî÷íåíèåì òåîðèè. Ýòè âîïðîñû îêàçûâàþòñÿ ñîäåðæàòåëüíûìè óæå äëÿ
ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà - C*-àëãåáðû, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ãèëüáåðòîâ ìîäóëü íàä ñà-
ìîé ñîáîé. Â äîêëàäå áóäåò îáñóæäàòüñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ôðåéìîâ
äëÿ îïðåäåëåííûõ êëàññîâ C*-àëãåáð, à òàêæå ñâÿçü àëãåáðàè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ â äóõå íåêîììóòàòèâíîé òîïîëîãèè.

À.È.Øòåðí

Òîïîëîãè÷åñêèå õàóñäîðôîâû ãðóïïû, èìåþùèå ñåìåéñòâî íåïðèâîäèìûõ
íåïðåðûâíûõ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ðàçäåëÿþùåå òî÷êè ãðóïïû, ïðè÷åì
ïðåäñòàâëåíèÿ ñåìåéñòâà êîíå÷íîìåðíû è èõ ðàçìåðíîñòè îãðàíè÷åíû â

ñîâîêóïíîñòè, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè êîììóòàòèâíûõ ãðóïï

Â êëàññå ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïï, ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî ÊýëâèíîìÌóðîì
â 1972ã. Óòâåðæäåíèå, äîêàçûâàåìîå â äîêëàäå, èñïîëüçóåò ìàêñèìàëüíî øèðîêèé
êëàññ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï, äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèå îñìûñëåííî.


