
Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ � 4 (êîíñïåêò, 2023 ã.)

Îáùàÿ òîïîëîãèÿ

Îïðåäåëåíèÿ
1. Òîïîëîãèÿ. Èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ. Áàçà, ïðåäáàçà. Äèñêðåòíàÿ è àíòèäèñêðåòíàÿ òî-

ïîëîãèÿ.
2. Òîïîëîãèÿ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
3. Çàìûêàíèå. Ëåììà: Çàìûêàíèå çàìêíóòî. (∀x /∈ Ā∃Ux : Ux ∩ A = ∅. Íà ñàìîì äåëå, äàæå

Ux ∩ Ā = ∅: åñëè íåò, òî ïóñòü y ∈ Ux ∩ Ā. Ëþáàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè y ñîäåðæèò òî÷êó èç A, â
÷àñòíîñòè, V ∩ Ux, çíà÷èò, Ux ∩A ̸= ∅ � ïðîòèâîðå÷èå. X \ Ā = ∪xUx � îòêðûòî).
4. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå.

Ëåììà 1 Íåïðåðûâíîñòü = íåïðåðûâíîñòü â êàæäîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒: î÷åâèäíî.
⇐: Ïóñòü V ⊂ Y îòêðûòîå. Äëÿ ëþáîé y ∈ V è ëþáîé x ∈ f−1(y) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü

Ux, ÷òî f(Ux) ⊂ V . Ïîëîæèì U = ∪xUx. Îíî îòêðûòî, è U = f−1(V ). �
5. Ãîìåîìîðôèçì.
6. Ñâÿçíîñòü, ëèíåéíàÿ ñâçíîñòü. Ëåììà. Ïðèìåð.
7. Êîìïàêòíîñòü.

Ëåììà 2 Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîìïàêòà êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíåíèå ê çàìêíóòîìó � îòêðûòîå. Äîáàâèì åãî ê ïîêðûòèþ. �

Ëåììà 3 Îáðàç êîìïàêòà êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîîáðàç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ � îòêðûòîå ïîêðûòèå. �

Ëåììà 4 (Ëåáåãà) X � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, Uα � îòêðûòîå ïîêðûòèå, òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî Br(x) ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì Uα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X íàéäåì òàêîå ϵx > 0, ÷òî Bϵ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
Uα. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå øàðàìè Bϵx/2(x) è âûáåðåì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Bϵxi/2(xi),

i = 1, . . . , n. Ïîëîæèì r = min{ϵxi/2 : i = 1, . . . , n}. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x ëåæèò â îäíîì èç
øàðîâ âèäà Bϵxi/2(xi), ïîýòîìó êàæäûé øàð Br(x) ëåæèò â îäíîì èç øàðîâ âèäà Bϵxi (xi).

�
8. Õàóñäîðôîâîñòü. Ëåììà: õàóñäîðôîâîñòü = äèàãîíàëü çàìêíóòà. Ëåììà: Ó ëþáîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

Ëåììà 5 Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) äëÿ ëþáîé x ∈ X ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà A è
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ (äëÿ êàæäîé y ∈ A íàéäåì Uy è Vy,
âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uyi , òîãäà ∩iVyi îòêðûòî);
(á) äëÿ êàæäîé x /∈ A âûáåðåì òàêóþ îêðåñòíîñòü, òîãäà èõ îáúåäèíåíèå îòêðûòî è ÿâëÿåòñÿ

äîïîëíåíèåì ê A. �

Òåîðåìà 6 Áèåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòà X íà õàóñäîðôîâî ïðîñòðàí-
ñòâî Y � ãîìåîìîðôèçì.



Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàç çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ çàìêíóò (íåïðå-
ðûâíîñòü îáðàòíîãî). Ïóñòü A ⊂ X çàìêíóòî. Òîãäà A êîìïàêòíî. Òîãäà f(A) êîìïàêòíî, è, êàê
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â õàóñä. � çàìêíóòî. �
Òîïîëîãèÿ íà ïðîèçâåäåíèè äâóõ ïðîñòðàíñòâ, íåïðåðûâíîñòü ïðîåêöèé, ìèíèìàëüíîñòü òîïî-

ëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ ñðåäè òîïîëîãèé, äëÿ êîòîðûõ ïðîåêöèè íåïðåðûâíû. Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ.
Óïðàæíåíèå. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xn ∈ X =

∏
α∈AXα ðàâíîñèëüíà ïîòî-

÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, ò.å. òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pα(xn) ñõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî α ∈ A.
Êîìïàêòíîñòü è íàïðàâëåííîñòè
Ìíîæåñòâî Λ íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà íåì ââåäåíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íî-

ãî ïîðÿäêà 6, ò.å. ïðî íåêîòîðûå ïàðû ýëåìåíòîâ λ, µ ∈ Λ èçâåñòíî, ÷òî λ 6 µ. Ýòî îòíîøåíèå
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü î÷åâèäíûì òðåáîâàíèÿì: ðåôëåêñèâíîñòü: λ 6 λ äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ; àíòè-
ñèììåòðè÷íîñòü: îäíîâðåìåííî íå ìîæåò áûòü λ 6 µ è µ 6 λ, åñëè îíè ðàçëè÷íû; òðàíçèòèâíîñòü:
åñëè λ 6 µ è µ 6 ν, òî λ 6 ν.
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî Λ íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ Λ

íàéäåòñÿ òàêîå ν ∈ Λ, ÷òî λ 6 ν è µ 6 ν.
Îòîáðàæåíèå Λ → X, λ 7→ xλ, íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ (èëè ñåòüþ) â X. Â íåêîòîðûõ

àñïåêòàõ ñ íàïðàâëåííîñòÿìè ìîæíî îáðàùàòüñÿ òàêæå, êàê ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, êîòîðûå
ñóòü îòîáðàæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â X.
x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ äëÿ íàïðàâëåííîñòè {xλ}, åñëè äëÿ ëþáîé îòêðûòîé

îêðåñòíîñòè U òî÷êè x è äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ íàéäåòñÿ òàêîå µ ∈ Λ, ÷òî λ 6 µ è xµ ∈ U .

Ëåììà 7 Èç ëþáîé íàïðàâëåííîñòè xλ ñ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ x ìîæíî âûáðàòü ïîäíàïðàâ-
ëåííîñòü, ê íåé ñõîäÿùóþñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì M = {(λ,U) : λ ∈ Λ,U−îêðåñòíîñòü x}, è óïîðÿäî÷èì: (λ,U) 6
(µ, V ) åñëè λ 6 µ è V ⊂ U . Äëÿ êàæäîé ïàðû (λ,U) âûáåðåì òàêîå xµ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
xµ ∈ U è µ > λ. Ïîëó÷àåì ñåòü (xµ)µ∈M .

�

Òåîðåìà 8 Êîìïàêòíîñòü ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ëþáàÿ íàïðàâëåííîñòü èìååò òî÷êó íà-
êîïëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü X êîìïàêòíî, íî ñóùåñòâóåò íàïðàâëåííîñòü {xλ} áåç òî÷åê íà-
êîïëåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîé x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ux ýòîé òî÷êè è λ ∈ Λ,
÷òî xµ /∈ Ux äëÿ âñåõ µ > λ. Èç ïîêðûòèÿ {Ux} âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uxi , i = 1, . . . , n.
Ïî òî÷êå xi âûáåðåì λi òàê, ÷òî xµ /∈ Uxi ïðè µ > λi, è âîçüìåì µ > λi, i = 1, . . . , n. Òîãäà
xµ /∈ Uxi , i = 1, . . . , n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî X = ∪ni=1Uxi .
2. Îáðàòíî, ïóñòü ëþáàÿ íàïðàâëåííîñòü èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó, íî X íå êîìïàêòíî. Ïóñòü

{Uα}α∈A � îòêðûòîå ïîêðûòèå, â êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Â êà÷åñòâå
íàïðàâëåííîñòè âîçüìåì ìíîæåñòâî Λ âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ â A, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ-
÷åíèþ (ò.å. λ 6 µ åñëè λ ⊂ µ). Ïîñòðîèì íàïðàâëåííîñòü áåç ïðåäåëüíûõ òî÷åê � ýòî äàñò
ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ âûáåðåì òî÷êó x â äîïîëíåíèè ê ∪α∈λUα
� ýòî äîïîëíåíèå íåïóñòî, ò.ê. èíà÷å ýòî äàñò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïóñòü x ∈ X � òî÷êà
íàêîïëåíèÿ äëÿ íàïðàâëåííîñòè {xλ}. Ïîñêîëüêó {Uα} � ïîêðûòèå, ñóùåñòâóåò òàêîå α0 ∈ A,
÷òî x ∈ Uα0 . Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷åê íàêîïëåíèÿ, äëÿ ëþáîãî λ ñóùåñòâóåò µ > λ, ïðè êîòîðîì
xµ ∈ Uα0 . Âîçüìåì λ = {α0}, òîãäà ñóùåñòâóåò µ > {α0}, ïðè êîòîðîì xµ ∈ Uα0 . Ðàç µ > {α0}, òî
α0 ∈ µ, è xµ /∈ ∪α∈µUα, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî xµ ∈ Uα0 .

�

Òåîðåìà 9 (Òèõîíîâ) Åñëè Xα êîìïàêòíî äëÿ ëþáîãî α ∈ A, òî X =
∏
α∈AXα êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xλ} � ïðîèçâîëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü â X. Òîãäà {pα(xλ} � íàïðàâ-

ëåííîñòü â Xα. Êîìïàêòíîñòü Xα îçíà÷àåò íàëè÷èå òî÷êè íàêîïëåíèÿ x(α) ∈ Xα.

Äëÿ I ⊂ A íàçîâåì p = (p
(α)
α∈I ÷àñòè÷íîé òî÷êîé íàêîïëåíèÿ äëÿ äàííîé íàïðàâëåííîñòè,

åñëè îíà òàêîâà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ íà I. Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ.
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Óïîðÿäî÷èì åãî: åñëè I ⊂ J , òî (p(α))α∈I 6 (q(α))α∈J åñëè p(α) = q(α) ïðè α ∈ I. P íåïóñòî
(âîçüìåì I ñîñòîÿùèì èç îäíîãî ýëåìåíòà). Ïóñòü pβ � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî
(öåïî÷êà) â P . Çäåñü pβ � òî÷êà ïðîñòðàíñòâà

∏
α∈Iβ Xα. Ðàññìîòðèì òî÷êó p ∈

∏
α∈∪βIβ

Xα,

îïðåäåëåííóþ íà êàæäîì Iβ êàê pβ (ýòè òî÷êè ïðè ðàçíûõ β ñîãëàñîâàíû). Òîãäà p � òîæå
÷àñòè÷íàÿ òî÷êà íàêîïëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè p âèäà

∏n
i=1 Uαi ×∏

α ̸=α1,...,αn
Xα, ãäå α1, . . . , αn ∈ I = ∪βIβ . Ò.ê. ýòèõ èíäåêñîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, îíè âñå ëåæàò â

îäíîì èç Iβ , à íàä íèì îããðàíè÷åíèå p � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.
Ïî Ëåììå Öîðíà â P ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Ïóñòü åãî "îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ"I

ìåíüøå A, è γ /∈ I. Ïåðåéäåì îò íàïðàâëåííîñòè ñ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ ê ïîäíàïðàâëåííîñòè, êîòî-
ðàÿ ê ýòîé òî÷êå ñõîäèòñÿ (ïåðåîáîçíà÷àòü íå áóäåì). Èç êîìïàêòíîñòè Xγ ñëåäóåò íàëè÷èå òî÷êè
íàêîïëåíèÿ pγ ∈ Xγ äëÿ ñåòè {xγλ}λ∈Λ. Òîãäà

(
(pα)α∈I , p

γ
)
∈
∏
α∈I∪{γ}Xα áóäåò ÷àñòè÷íîé òî÷êîé

íàêîïëåíèÿ áîëüøå ìàêñèìàëüíîé � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, â
∏
α∈AXα åñòü òî÷êà íàêîïëåíèÿ.

�
Ôàêòîð-òîïîëîãèÿ
Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà � ó êîòîðûõ îòêðûò

ïðîîáðàç.

Ëåììà 10 Ïóñòü f : X → Y íåïðåðûâíî, R (S) � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X (Y ), è

åñëè x1 ∼ x2, òî f(x1) ∼ f(x2). Òîãäà f èíäóöèðóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f̃ : X/R → Y/S
(çàìûêàþùåå äèàãðàììó).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ X/R, pX(x) = a, ïîëîæèì f̃(a) = pY (x). Êîððåêòíîñòü î÷åâèäíà.

Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Y/S. Òîãäà p−1
X (f̃−1(U)) = f−1(p−1

Y (U)) îòêðûòî, çíà÷èò, f̃−1(U)
îòêðûòî. �

Ëåììà 11 Ïóñòü X ðåãóëÿðíî, A ⊂ X çàìêíóòî, òîãäà X/A õàóñäîðôîâî.

Ñêëåéêà: A ⊂ X, f : A → Y , òîãäà X ∪f Y = X ⊔ Y/ ∼, ãäå a ∼ f(a), a ∈ A. Öèëèíäð è êîíóñ
îòîáðàæåíèÿ.
Dn+1/Sn ∼= Sn+1.
Äåéñòâèå ãðóïïû.
RPn, CPn.
Ïîâåðõíîñòè.
Êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ òîïîëîãèÿ
X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, C(X,Y ) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðåä-

áàçà: VK,U = {f ∈ C(X,Y ) : f(K) ⊂ U}.

Ëåììà 12 Åñëè X äèñêðåòíî, òî îòîáðàæåíèå F : C(X,Y ) →
∏
x∈X Y , F (f) = (f(x))x∈X ,

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïàêòíîñòü äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà � êîíå÷íîñòü. Ïîýòîìó ïðåäáàçà
ê.-î. òîïîëîãèè ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà Vx,U = {f ∈ C(X,Y ) : f(x) ⊂ U}. Íî ýòî â òî÷íîñòè
ïðåäáàçà òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ. �

Ëåììà 13 Åñëè X êîìïàêòíî, òî ê.-î. òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ ïðåäáàçîé VU = {f ∈ C(X,Y ) :
f(X) ⊂ U}.

Ëåììà 14 Åñëè X êîìïàêòíî, à Y ìåòðè÷åñêîå (ñ ìåòðèêîé d), òî ôîðìóëà d(f, g) = ∥f −
g∥ = maxx∈X d(f(x), g(x)) çàäàåò ìåòðèêó íà C(X,Y ), è ýòà ìåòðèêà çàäàåò íà C(X,Y ) ê.-î.
òîïîëîãèþ.

Ëåììà 15 Ïóñòü {fn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ò.å. îòîáðàæåíèé
èç X â R). Åå ñõîäèìîñòü â ê.-î. òîïîëîãèè ðàâíîñèëüíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêò-
íûõ ïîäìíîæåñòâàõ.
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Ëåììà 16 Ïóñòü X, Y , Z � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà îòîáðàæåíèå F : C(X ×
Y,Z) → C(X,C(Y, Z)), çàäàííîå ôîðìóëîé {[F (f)](x)}(y) = f(x, y), êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ F (f) : X → C(Y,Z) (òî, ÷òî
[F (f)](x) íåïðåðûâíî äëÿ ëþáîãî x ∈ X, î÷åâèäíî). Ïóñòü L ⊂ Y êîìïàêòíî, W ⊂ Z îòêðûòî;
âîçüìåì VL,W ⊂ C(Y, Z). Ïóñòü [F (f)](x0) ∈ VL,W , ò.å. f(x0, L) ⊂ W . Äëÿ íåïðåðûâíîñòè â x0
íóæíî íàéòè òàêóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0, ÷òî f(U,L) ⊂W . Äëÿ êàæäîãî y ∈ L ìîæíî íàéòè
òàêèå îêðåñòíîñòè Uy ⊂ X è Vy ⊂ Y òî÷åê x0 è y ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî f(Uy × Vy) ⊂ W (ò.ê. f
íåïðåðûâíî). Ïîëüçóÿñü êîìïàêòíîñòüþ L, ìîæíî îñòàâèòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî Ui × Vi òàêèõ
îêðåñòíîñòåé, ïîêðûâàþùåå x0 × L. Áåðÿ U = ∩iUi, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îêðåñòíîñòü. �
Çàìå÷àíèå. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà äàííûå ïðîñòðàíñòâà óêàçàííîå îòîá-

ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, à ïðè áîëåå ñèëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ � ãîìåîìîðôèçìîì.
Íàïðèìåð, åñëè X è Y êîìïàêòíû, à Z � ìåòðè÷åñêîå, òî F � èçîìåòðèÿ. Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè f, g ∈ C(X × Y, Z), òî d(f, g) = sup(x,y)∈X×Y d(f(x, y), g(x, y)), à d(F (f), F (g)) =

supx∈X supy∈Y d(f(x, y), g(x, y)), ÷òî îäíî è òî æå.

Òåîðåìà 17 (Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñèìàöèè) Ïóñòü X = Dm ⊂ Rm, C(X) � ïðî-
ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X, P ⊂ C(X) � ïîäìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé.
Òîãäà P ïëîòíî â C(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîäìíîæåñòâî S ⊂ C(X) íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé, åñëè äëÿ ëþáûõ f, g ∈ S
max{f, g},min{f, g} ∈ S. Ðàñøèðèì P äî ðåøåòêè S, âêëþ÷èâ â íåå âñåâîçìîæíûå ìàêñèìóìû è
ìèíèìóìû ïîëèíîìîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, S � ìèíèìàëüíàÿ ðåøåòêà, ñîäåðæàùàÿ P .
2. Çàäà÷à èç ìàòàíàëèçà. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí p, ÷òî

maxx∈[−1,1] |p(x) − |x|| < ε. Ýòî åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íàäî àïïðîêñèìèðîâàòü ìíî-
ãî÷ëåíàìè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî ñëó÷àÿ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî N > 0 ñóùåñòâóåò ìíî-
ãî÷ëåí òàêîé p, ÷òî maxx∈[−N,N ] |p(x) − |x|| < ε. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
p(0) = 0.
3. Ïóñòü f ∈ C(X), ε > 0, è ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí q ñ ∥f − q∥ < ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò òà-

êîé ìíîãî÷ëåí r, ÷òî ∥|f | − r∥ < 2ε. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü |q|. Ïóñòü
maxx∈X |q(x)| = N , è ïóñòü p � ìíîãî÷ëåí èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, òîãäà r(x) = p(q(x)) � èñêî-
ìûé ìíîãî÷ëåí.
4. Çàìåòèì, ÷òî max{f, g} = 1

2((f + g) + |f − g|), min{f, g} = 1
2((f + g)− |f − g|). Ïîýòîìó äëÿ

ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí p, ÷òî ∥f − p∥ < ε.
5. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí p, ÷òî

p(x) = a, p(y) = b. Ïîýòîìó äëÿ íèõ è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ f ∈ S, ÷òî |f(x)−a| < ε,
|f(y)− b| < ε.
6. Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ. Ïóñòü f ∈ C(X), è

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ g ∈ S, ÷òî |f(x)−g(x)| < ε, |f(y)−g(y)| < ε.
Òîãäà f ∈ S.
Ïóñòü gx,y ∈ S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì |f(x)− gx,y(x)| < ε, |f(y)− gx,y(y)| < ε. Ïîëîæèì

Ux(y) = {z ∈ X : gx,y(z) > f(z)− ε}.

Òîãäà y ∈ Ux(y), ò.å. ýòî îòêðûòîå ïîêðûòèå X. Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
Ux(y1), . . . , Ux(yn). Ïîëîæèì

hx = max{gx,y1 , . . . , gx,yn}.
Ò.ê. ëþáàÿ òî÷êà z ∈ X ëåæèò â îäíîì èç Ux(yi), ïîëó÷àåì, ÷òî hx(z) > gx,yi(z) > f(z)−ε. Êðîìå
òîãî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ,

hx(x) < f(x) + ε.

Òåïåðü îïðåäåëèì V (x) = {z ∈ X : hx(z) < f(z) + ε}. Ýòî � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x.
Îïÿòü èç ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâàìè V (x), x ∈ X, êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå V (xj). Ïîëîæèì f0 =
min{hx1 , . . . , hxm} ∈ S. Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà z ëåæèò â îäíîì èç V (xj), ïîýòîìó f0(z) 6 hxj <
f(z)+ ε, à òàê êàê hx(z) > f(z)− ε, òî f0(z) > f(z)− ε. Èòàê, äëÿ ëþáîãî z ∈ X |f(z)− f0(z)| < ε.

�
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Ñëåäñòâèå 18 Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Dm → Rn àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãî÷ëå-
íàìè (ò.å. ∥f − g∥ ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ãäå g � ìíîãî÷ëåí).

Ñëåäñòâèå 19 Ïóñòü m < n. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : Dm → Rn è äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå (ãëàäêîå) îòîáðàæåíèå g : Dm → Rn, ÷òî ∥f − g∥ < ε, è g(Dm)
èìååò ìåðó 0. Â ÷àñòíîñòè, g íå ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àïïðîêñèìèðóåì f ìíîãî÷ëåíîì g è çàìåòèì, ÷òî g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà: ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî |g(x)− g(y)| < C|x− y| äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Dm. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå F : Dm × Rn−m → Rn, F (x, t) = g(x). Ëèïøèöåâîñòü îçíà÷àåò êîíòðîëü ðàçìåðà
êóáîâ èëè øàðîâ: åñëè B ⊂ Rn � øàð ðàäèóñà (êóá ñî ñòîðîíîé) r, òî F (B) ñîäåðæèòñÿ â øàðå
(êóáå) ðàäèóñà (ñî ñòîðîíîé) Cr, ïîýòîìó ìíîæåñòâà ìåðû 0 ïåðåâîäÿòñÿ ýòèì îòîáðàæåíèåì â
ìíîæåñòâà ìåðû 0.

�

Ñëåäñòâèå 20 Ïóñòü A ⊂ Dn çàìêíóòî, f : Dn → Rn � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, îãðà-
íè÷åíèå êîòîðîãî íà A � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå g, ÷òî ∥f − g∥ < ε è f |A = f |A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå P âîçüìåì ìíîæåñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, ñîâïàäàþùèõ íà
A ñ f , è ðàñøèðèì åå äî ðåøåòêè, ñ ïîìîùüþ âñåâîçìîæíûõ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ. Åñëè p
àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ ìîäóëÿ è p(0) = 0, òî 1

2(f+g+|f−g|) àïïðîêñèìèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì
1
2(f + g+ p(f − g)), è, åñëè f |A = g|A, òî max{f, g} àïïðîêñèìèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ðàâíûì f |A
íà A. Àíàëîãè÷íî, ìèíèìóì. Ðàññóæäåíèå èç ï. 6 ïðîâîäèì äëÿ äîïîëíåíèÿ ê âíóòðåííîñòè A
(êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïóñòîé; â òî÷êàõ ãðàíèöû A ôóíêöèÿ g èç ï. 6 äîëæíà ñîâïàäàòü ñ f).

�
Åùå îäíî îáîáùåíèå � íà ñëó÷àé (ïî÷òè) ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòðàíñòâ:

Òåîðåìà 21 (Ñòîóíà�Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü X � õàóñäîðôîâî êîìïàòíîå ïðîñòðàíñòâî,
P ⊂ C(X) � ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíê-
öèé. Åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ P , äëÿ êîòîðîé f(x) ̸= f(y),
òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C(X) è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈ P , ÷òî ∥f−g∥ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî çàìêíó-
òîñòü îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé è óêàçàííîå ñâîéñòâî �ðàçäåëåíèÿ òî÷åê� îáåñïå÷è-
âàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé èç ïóíêòà 6.

Òåîðåìà 22 (Óèòíè îá àïïðîêñèìàöèè) Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå,
N ⊂ Rk � êîìïàêòíîå ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, f :M → N � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà
ñóùåñòâóþò òàêèå ε > 0 è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå g :M → N , ÷òî ∥f − g∥ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èñïîëüçóåì äðóãóþ òåîðåìó Óèòíè, êîòîðóþ â ðàìêàõ ýòîãî êóðñà íå
äîêàçûâàåì. Âîò åå ôîðìóëèðîâêà: Åñëè N ⊂ Rk � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü Nε ïîäìíîãîîáðàçèÿ N äèôôåîìîðôíà N × Dk−n.
Ïóñòü q : Nε → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùèåå ïðîåêöèè N × Dk−n → N ïðè

óêàçàííîì äèôôåîìîðôèçìå. Àïïðîêñèìèðóåì îòîáðàæåíèå f ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì h : M →
Rk è çàìåòèì, ÷òî åãî îáðàç ëåæèò â Nε, ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü êîìïîçèöèþ ñ q: g = q◦h :M → N .

�

Ãîìîòîïèè

Ãîìîòîïèÿ. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ñòÿãèâàåìîñòü.
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CW-ïðîñòðàíñòâà

Ïîäìíîæåñòâî e = ek ⊂ X â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ êëåòêîé ðàçìåðíîñòè k, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Dk → X, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå íà Sk−1 ⊂ Dk ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì, è e = f(Sk−1).
Õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáú-

åäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëåòîê, X = ∪∞
k=0 ∪α ekα òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü àêñèîìû:

(C) ãðàíèöà ëþáîé êëåòêè ek ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå êëåòîê ðàçìåðíîñòè 6 k;
(W) ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∩ ek çàìêíóòî äëÿ ëþáîé

êëåòêè ek.
Îáúåäèíåíèå êëåòîê ðàçìåðíîñòè 6 k íàçûâàåòñÿ k-ìåðíûì îñòîâîì ïðîñòðàíñòâà X.
Óïðàæíåíèå: Äîêàçàòü, ÷òî k-ìåðíûì îñòîâ çàìêíóò.
Ïðèêëåèâàíèå êëåòêè. Åñëè äàíî îòîáðàæåíèå φ : Sk−1 → X â êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X, è

åãî îáðàç ëåæèò â k − 1-ìåðíîì îñòîâå, òî ïðîñòðàíñòâî Dk ∩ X ìîæíî ïðîôàêòîðèçîâàòü ïî
îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, êîòîðîå îáúåäèíÿåò â îäèí êëàññ òî÷êè x ∈ Sk−1 è φ(x).
Êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç êëåòîê.
Àíòèïðèìåðû:
Ïîëóèíòåðâàë [0, 1).
D2 ñ ðàçáèåíèåì íà îäíó 2-ìåðíóþ êëåòêó (ñàì äèñê áåç ãðàíèöû) è áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî

íóëüìåðíûõ êëåòîê - òî÷åê ãðàíèöû � íå óäîâëåòâîðÿåò (C), íî óäîâëåòâîðÿåò (W).
Áóêåò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ X = ∨∞

i=1[0, 1]. Íà i-òîì îòðåçêå âîçüìåì òî÷êó 1/i, è èç
âñåõ òàêèõ òî÷åê ñîñòàâèì ìíîæåñòâî A ⊂ X. Ïåðåñå÷åíèå A ñ êàæäîé êëåòêîé ñîñòîèò èç îäíîé
òî÷êè, ïîýòîìó çàìêíóòî, íî ñàìî A íå çàìêíóòî. (Îäíàêî, òîïîëîãèþ ìîæíî èçìåíèòü òàê, ÷òîáû
X ñòàëî êëåòî÷íûì: íà îáúåäèíåíèè ∪∞

n=1[0, 1] îòðåçêîâ çàäàäèì òîïîëîãèþ íàáîðîì îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ âèäà U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ [0, 1] ∪ [0, 1] ∪ · · · ).
Ïðèìåðû: Sn, RPn, R∞ (òîïîëîãèÿ: A çàìêíóòî, åñëè A ∩ Rn çàìêíóòî äëÿ ëþáîãî n), S∞,

RP∞, CPn (D2n = {(z0, z1, . . . , zn) ∈ S2n+1, zn > 0}, (z0, z1, . . . , zn) 7→ [z0 : z1 : . . . : zn]; êëåòêè
e2k = {[z0 : z1 : . . . : zn], zk ̸= 0, zk+1 = . . . = zn = 0}), ïîâåðõíîñòè.
Åñëè X, Y � êëåòî÷íûå, X × Y ðàçáèâàåòñÿ íà êëåòêè âèäà e× e′, ãäå e � êëåòêè â X, e′ � â

Y (åñëè êëåòîê áåñêîíå÷íî ìíîãî, èíîãäà ìîãóò âîçíèêíóòü ïðîáëåìû).
Åñëè Y ⊂ X � êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî X/Y êëåòî÷íî. Îñòàþòñÿ êëåòêè, íå âõîäèâøèå

â Y , è íóëüìåðíàÿ êëåòêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ Y .

Ñâîéñòâî ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè

Ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå r : X → X,
÷òî r(X) = A è r|A = idA.
Îíî íàçûâàåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì, åñëè r ãîìîòîïíî idX .
Ïðèìåðû: x0 × Y ⊂ X × Y ; S1 ⊂ R2 \ {0}.
Ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè, åñëè ëþáîå îòîáðàæåíèå èç X×0∪

A× I ⊂ X × I â ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî Z ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ èç X × I â Z.

Òåîðåìà 23 Ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè ⇐⇒ X × 0 ∪A× I �
ðåòðàêò X × I

Äîêàçàòåëüñòâî.
=⇒: Âîçüìåì Z = X × 0 ∪ A × I è ïðîäîëæèì òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå äî îòîáðàæåíèÿ

X × I → X × 0 ∪A× I. Ýòî îòîáðàæåíèå è åñòü ðåòðàêöèÿ.
⇐=: Ïóñòü r : X × I → X × 0 ∪ A× I � ðåòðàêöèÿ. Åå êîìïîçèöèÿ ñ f : X × 0 ∪ A× I → Z �

òðåáóåìîå ïðîäîëæåíèå.
�

Òåîðåìà 24 Ïóñòü (X,A) � êëåòî÷íàÿ ïàðà. Òîãäà îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ
ãîìîòîïèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ íàáëþäåíèÿ, ÷òî Dn × 0 ∪ Sn−1 × I � ðåòðàêò Dn × I (ðèñóíîê),
ò.å. ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ R : Dn × I → Dn × 0 ∪ Sn−1 × I.
Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ðåòðàêöèè. Áóäåì ñòðîèòü åå èíäóêòèâíî, ïî êëåò-

êàì, íå ëåæàùèì â A. Ïóñòü e0 � íóëüìåðíàÿ êëåòêà âíå A. Ïîëîæèì r(e0× t) = e0×0, t ∈ I. Ïî-
ñòðîèâ òàê îòîáðàæåíèå íà 0-ìåðíîì îñòîâå, ïåðåéäåì ê èíäóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè êëåòîê. Ïóñòü
en � êëåòêà âíå A, à ðåòðàêöèÿ r óæå îïðåäåëåíà íà îñòîâå Xn−1. Ïóñòü f : Dn → Xn � õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå r, çàäàííîå íà Xn−1 × I, íà (Xn−1 ∪ en)× I
(ýòî ìîæíî äåëàòü îäíîâðåìåííî ïî âñåì êëåòêàì äàííîé ðàçìåðíîñòè îäíîâðåìåííî). Ðàññìîò-
ðèì äèàãðàììó

Dn × I
R //

f

��

Dn × 0 ∪ Sn−1 × I

f

��
f(Dn)× I

r // f(Dn)× 0 ∪ f(Sn−1)× I.

Íèæíÿÿ ñòðåëêà îïðåäåëåíà òàê: åñëè x = f(y), òî r(x) = f(R(y)). Åñëè f(y) = f(z), òî y, z ∈
Sn−1, ïîýòîìó r îïðåäåëåíî êîððåêòíî.
Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè íóæíî åùå äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿòü íåïðåðûâíîñòü r �

óïðàæíåíèå.
�

Òåîðåìà 25 Åñëè ïàðà (X,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè è A ñòÿãèâàåìî,
òî îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè q : X → X/A ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòÿãèâàåìîñòü A îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîòîïèè h : A× I → A, ñîåäè-
íÿþùåé òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idA (ïðè t = 0) è îòîáðàæåíèå A â íåêîòîðóþ òî÷êó a0 ∈ A
(ïðè t = 1). Çàäàäèì îòîáðàæåíèå H : X × 0 ∪ A × I → X, H(x, 0) = x, H(a, t) = h(a, t), x ∈ X,
a ∈ A. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, H ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ F : X × I → X, ïðè ýòîì F0 = idX ,
è Ft(A) ⊂ A äëÿ ëþáîãî t ∈ I, ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíà ãîìîòîïèÿ ft : X/A → X/A,
çàìûêàþùàÿ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X
Ft //

q

��

X

q

��
X/A

ft // X/A.

Ïðè t = 1 F1(A) = a0, ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå g : X/A→ X,

X
F1 //

q

��

X

q

��
X/A

f1 //

g
;;vvvvvvvvv
X/A.

Îòîáðàæåíèÿ g è q âçàèìíî îáðàòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè: gq = F1 ∼ F0 = idX , qg = f1 ∼
f0 = idX/A.

�

Òåîðåìà î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè

Òåîðåìà 26 Ïóñòü X, Y � CW-ïðîñòðàíñòâà, f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ãîìîòîïíîå åìó îòîáðàæåíèå g : X → Y , ÷òî g(Xk) ⊂ Y k äëÿ âñåõ k.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ëåììà 27 (î ñâîáîäíîé òî÷êå) Ïóñòü U ⊂ Rk � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, φ :
U → IntDn � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, dn ⊂ IntDn � øàð ìåíüøåãî ðàçìåðà, V = φ−1(dn) ⊂
U . Òîãäà, â ïðåäïîëîæåíèè k < n, ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå ψ : U → IntDn, ÷òî φ(x) =
ψ(x) ïðè x ∈ U \ V , è ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ dn, íå ëåæàùàÿ â ψ(U).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â øàðå dn êîíöåíòðè÷åñêèå øàðû d1 ⊂ d2 ⊂ d3 ⊂ d4 ⊂ dn

ðàäèóñîâ r/5, 2r/5, 3r/5, 4r/5, ãäå r � ðàäèóñ dn. Äëÿ ε = r/5 àïïðîêñèìèðóåì îòîáðàæåíèå φ
íà d2 ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì φ′ ñ òî÷íîñòüþ äî ýòîãî ε. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ψ ôîðìóëîé

ψ(x) =

{
φ(x), φ(x) /∈ d3;

tφ′(x) + (1− t)φ(x), φ(x) ∈ d3 \ d2;
φ′(x), φ(x) ∈ d2,

ãäå t = 3−5ρ, à ρ � ðàññòîÿíèå îò φ(x) äî öåíòðà øàðèêîâ. Òîãäà φ è ψ ñîâïàäàþò âíå V = φ−1(n),
è ψ ãëàäêî îòîáðàæàåò φ−1(d2) â d3, ïðè÷åì ψ(x) /∈ d1 åñëè x ëåæèò âíå φ−1(d2). Îñòàåòñÿ
âñïîìíèòü, ÷òî îáðàç ψ(V ) èìååò ìåðó 0, ïîýòîìó â d1 ñóùåñòâóåò òî÷êà âíå ýòîãî îáðàçà.

�

Ëåììà 28 Ïóñòü A ⊂ X � êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â êëåòî÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà
A ïåðåñåêàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì (çàìûêàíèé) êëåòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ êëåòîê eα, ÷òî
A∩ ēα ̸= ∅. Â êàæäîì íåïóñòîì ïåðåñå÷åíèè âûáåðåì òî÷êó pα. Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
êëåòîê, à Pα = P \ pα. Ïî àêñèîìå (W), ìíîæåñòâà P è Pα çàìêíóòû, è X õàóñäîðôîâî, ïîýòîìó
íèêàêàÿ òî÷êà pα íå ìîæåò áûòü òî÷êîé íàêîïëåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà P . Íî A êîìïàêòíî, ïîýòîìó
òî÷êà íàêîïëåíèÿ ñóùåñòâóåò. Ýòî ìîæåò áûòü ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî P êîíå÷íî.

�
Èíäóêöèÿ ïî êëåòêàì X. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f óæå êëåòî÷íî íà îñòîâå Xk−1 è, âîçìîæíî,

íà íåêîòîðûõ êëåòêàõ ðàçìåðíîñòè k. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî
÷åðåç A ⊂ X, è íå áóäåì ìåíÿòü îòîáðàæåíèå f íà A. Ðàññìîòðèðì êëåòêó ek, íà êîòîðîé f
íå êëåòî÷íî, è âûáåðåì â Y êëåòêó en ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ f(ek).
Åñëè n 6 k, òî äåëàòü íè÷åãî íå íàäî, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé n > k. Ïóñòü h : Dk → X,
k : Dn → Y � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ýòèõ êëåòîê. Ïîëîæèì U = h−1(f−1(en) ∩ ek).
Îïðåäåëèì îîáðàæåíèå φ : U → IntDn êàê êîìïîçèöèþ

φ : U
h // ek ∩ f−1(en)

f // eq
k−1

// IntDn.

Ïóñòü dn ⊂ IntDn � ìåíüøèé øàð, V = φ−1(dn), è ïóñòü ψ : U → IntDn � îòîáðàæåíèå,
ïîñòðîåííîå â ëåììå î ñâîáîäíîé òî÷êå. Îïðåäåëèì f ′ : A ∪h ek :→ Y ôîðìóëîé

f ′(x) =

{
f(x) åñëè x /∈ h(U);
g(x) åñëè x ∈ h(U),

ãäå g åñòü êîìïîçèöèÿ

g : h(U)
h−1

// U
ψ // IntDn k // en ⊂ Y.

ßñíî, ÷òî f ′ ñîâïàäàåò ñ f íà A, ãîìîòîïíî f , è îñòàâëÿåò õîòÿ áû îäíó òî÷êó en ñâîáîäíîé. Ýòî
ïîçâîëÿåò �ñäóòü� îáðàç êëåòêè ek íà ãðàíèöó êëåòêè en, ò.å. ïîñòðîèòü ãîìîòîïèþ ê îòîáðàæåíèþ
f ′′ : A ∪h ek → Y , îáðàç êîòîðîé ëåæèò â Y n−1.
Ïî òåîðåìå î ïîäíÿòèè ãîìîòîïèè, îòîáðàæåíèå f ′′ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âåñüX ñ ñîõðàíåíèåì

ãîìîòîïíîñòè ñ f .
Çàìåòèì, ÷òî òàêîå èçìåíåíèå f ìîæíî ñòðîèòü îäíîâðåìåííî ïî âñåì êëåòêàì ðàçìåðíîñòè k.
Åñëè ðàçìåðíîñòü X êîíå÷íà, òî äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. Åñëè íåò, òî íóæíî ïîñòðîèòü áåñ-

êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîòîïèé ñ ïàðàìåòðàìè èç [1− 1
2k
, 1− 1

2k+1 ], ïðè÷åì k-ÿ ãîìîòîïèÿ
ïîñòîÿííà íà êëåòêàõ ðàçìåðíîñòè 6 k, îòêóäà ñëåäóåò åå íåïðåðûâíîñòü.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Ïóñòü (X,x0) � ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ôèêñèðóåì íà îêðóæíîñòè S1, ïàðàìåòðèçî-
âàííîé óãëîì t/2π ∈ [0, 1], òî÷êó s0, îòâå÷àþùóþ çíà÷åíèþ t = 0.
Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : [0, 1] → X íàçûâàåòñÿ ïóò¼ì. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå α :

(S1, s0) → (X,x0) (ïåðåâîäÿùåå îòìå÷åííóþ òî÷êó â îòìå÷åííóþ òî÷êó) íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é.
Ïåòëè α0 è α1 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ αs, s ∈ [0, 1], ïðè êîòîðîé
αs(s0) = x0 äëÿ ëþáîãî s ∈ [0, 1]. Åñëè ïåòëè α è β ãîìîòîïíû, áóäåì ïèñàòü α ∼ β. Êëàññ
ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïåòëè α áóäåì îáîçíà÷àòü [α].
Êîìïîçèöèåé (ïðîèçâåäåíèåì) ïåòåëü α è β íàçûâàåòñÿ ïåòëÿ γ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé γ(t) ={
α(2t), 0 6 t 6 1/2;

β(2t− 1), 1/2 6 t 6 1.
Ýòó êîìïîçèöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü α · β èëè ïðîñòî αβ.

Ëåììà 29 Ïóñòü α0 ∼ α1, β0 ∼ β1, òîãäà α0 · β0 ∼ α1 · β1.

Ëåììà 30 α · (β · γ) ∼ (α · β) · γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ : [0, 1] → [0, 1] � ãîìåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé [0, 1/2] â [0, 1/4],
è [1/2, 3/4] â [1/4, 1/2], è ïóñòü φs, s ∈ [0, 1], � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ φ ñ òîäæåñòâåííûì
îòîáðàæåíèåì îòðåçêà [0, 1]. Òîãäà α · (β · γ) ◦φt � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ α · (β · γ) ñ (α · β) · γ.

�
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϵ ïîñòîÿííóþ ïåòëþ, ϵ(t) = x0 ïðè âñåõ t ∈ [0, 1]. Òîãäà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 31 α · ϵ ∼ α ∼ ϵ · α äëÿ ëþáîé ïåòëè α.

Äëÿ ïåòëè α îáîçíà÷èì ᾱ ïåòëþ, çàäàííóþ ôîðìóëîé ᾱ(t) = α(1 − t) (ò.å. ïðîáåãàåìóþ â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè).

Ëåììà 32 α · ᾱ ∼ ᾱ · α ∼ ϵ äëÿ ëþáîé ïåòëè α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîòîïèÿ ìåæäó α · ᾱ è ϵ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

αs(t) =

{
α(2t(1− s)), t ∈ [0, 1/2];

α(2(1− t)(1− s)), t ∈ [1/2, 1].

�
π1(X,x0) � îïðåäåëåíèå, èíäóöèðîâàíèå ãîìîìîðôèçìîâ îòîáðàæåíèÿìè, ãîìîòîïèè, ñîõðàíÿ-

þùèå îòìå÷åííûå òî÷êè.

Ëåììà 33 Îòîáðàæåíèå f : (X,x0) → (Y, y0) èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï f∗ :
π1(X,x0) → π1(Y, y0) ïî ôîðìóëå f∗([α]) = [f ◦ α]. Åñëè f, g : (X,x0) → (Y, y0) ãîìîòîïíû ñ
ñîõðàíåíèåì îòìå÷åííûõ òî÷åê, òî f∗ = g∗. Åñëè g : (Y, y0) → (Z, z0), òî (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

Çàâèñèìîñòü îò îòìå÷åííîé òî÷êè (ñâÿçíîñòü)
ϕγ : π1(X,x0) → π1(X,x1), ϕδϕ

−1
γ ([α]) = [δγ̄αγδ̄] = [β]−1[α][β], ïîýòîìó åñëè π1(X,x0) àáåëåâà,

òî èçîìîðôèçì åäèíñòâåííûé.

Ëåììà 34 Ïóñòü Fs : X → Y � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y , è
ïóñòü γ(s) = Fs(x0) � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè f(x0) è g(x0). Òîãäà f∗ = ϕγ ◦ g∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïåòëè f ◦ α è γ̄αγ ãîìîòîïíû. Ðàññìîòðèì öè-
ëèíäð x2+ y2 = 1, 0 6 z 6 1 â êà÷åñòâå S1× [0, 1]. Òîäæåñòâåííàÿ ïåòëÿ íèæíåãî îñíîâàíèÿ ãîìî-
òîïíà ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðîõîæäåíèþ ïóòè èç (1, 0, 0) â (1, 0, 1), òîæäåñòâåííîé ïåòëè âåðõíåãî
îñíîâàíèÿ è îáðàòíîãî ïóòè èç (1, 0, 1) â (1, 0, 0), Âçÿâ êîìïîçèöèþ ñ Fs, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
ãîìîòîïèþ. �
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Ñëåäñòâèå 35 Åñëè f : X → Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî f∗ : π1(X,x0) →
π1(Y, f(x0)) � èçîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g : Y → X � ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà g∗f∗ = ϕγ
äëÿ íåêîòîðîãî ïóòè γ. Ïîýòîìó f∗ � ìîíîìîðôèçì, à g∗ � ýïèìîðôèçì. Ìåíÿÿ ìåñòàìè f∗ è g∗,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
π1 äëÿ ñòÿãèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ, äëÿ ñôåð, äëÿ îêðóæíîñòè.

Ïðèëîæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû îêðóæíîñòè

1. Ãðàíèöà äèñêà íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì äèñêà. π1(S1) → π1(D2) → π1(S1) íóëåâîå.

Òåîðåìà 36 (Áðàóýð) Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äèñêà â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé x ñ f(x) íåíóëåâîé äëÿ ëþáîãî x ∈ D2, òî ñ åãî
ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü ðåòðàêöèþ äèñêà íà åãî ãðàíèöó. �
2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû: ëþáîé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì C, îòëè÷íûé îò êîíñòàíòû, èìååò

êîðåíü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí p(z) = zn + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 íå èìååò êîðíåé,

è n > 1. Äëÿ êàæäîãî r > 0 îïðåäåëèì ïåòëþ ϕr : S1 → C \ {0}, ϕr(t) = p(re2πit)
p(r) (íåò êîðíåé ⇒

ϕr(t) ̸= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]). Ðàññìàòðèâàÿ r êàê ïàðàìåòð, âèäèì, ÷òî ïåòëè ϕr1 è ϕr2 ãîìîòîïíû.
Ïîñêîëüêó ïðè r = 0 ïåòëÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðè ëþáîì r ïåòëÿ ϕr ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé, ò.å. [ϕr] = 0
â π1(C \ {0}) ∼= Z.
Âûáåðåì r > max{|an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|, 1}, òîãäà ïðè |z| = r

|z|n = rn = r · rn−1 > (|an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)|z|n−1 > |an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0|.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ps(z) = zn + s(an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0), s ∈ [0, 1]. Ïðè âûáðàííîì r

ìíîãî÷ëåí ps(z) íå èìååò êîðíåé ïðè |z| = r, ïîýòîìó ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî è ϕr(t), ïîëó÷àåì
ïåòëþ ϕr(t, s) äëÿ êàæäîãî s ∈ [0, 1]. ßñíî, ÷òî ïåòëè ϕr(t, 0) è ϕr(t, 1) ãîìîòîïíû. Íî ϕr(t, 0) =
rne2πint ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò n ∈ Z ∼= π1(C \ {0}), à [ϕr(t, 1)] = 0. �

Ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï, òåîðåìà âàí Êàìïåíà

Ïóñòü G, H � ãðóïïû. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîW âñåõ ñëîâ (ñîñòîÿùèõ èç áóêâ � ýëåìåíòîâ ýòèõ
ãðóïï) îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: g1h1g2h2 · · · gnhn, g1h1g2h2 · · ·hn−1gn, h1g1h2g2 · · · gn−1nhn,
h1g1h2g2 · · ·hngn, ãäå gi ∈ G \ {eG}, hi ∈ H \ {eH}, à òàêæå ïóñòîãî ñëîâà. Òàêèå ñëîâà íàçîâåì
ïðèâåäåííûìè. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå äâóõ ñëîâ êàê ïðèïèñûâàíèå îäíîãî ñëîâà ê äðóãîìó, è
ïîñëåäóþùåå ïðèâåäåíèå, ò.å. óìíîæåíèå â îäíîé èç äâóõ äàííûõ ãðóïï, åñëè ïîñëåäíÿÿ áóêâà
ïåðâîãî ñëîâà è ïåðâàÿ áóêâà âòîðîãî ñëîâà ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå ãðóïïå.

Ëåììà 37 W � ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò � ïóñòîå ñëîâî, îáðàòíûé ê ñëîâó w � ñëîâî, ñîñòàâ-
ëåííîå èç îáðàòíûõ ê áóêâàì, ïðè÷åì â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü
óìíîæåíèÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííî, ðàçîáðàâ íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, à ìîæíî áîëåå êîí-
öåïòóàëüíî: ïîñòðîèòü èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì L : W → Σ(W ) â ãðóïïó Σ(W ) ïåðåñòàíîâîê
ìíîæåñòâà W .
Ïóñòü a, b ∈ W . Ïîëîæèì La(w) = aw (åñëè ñëîâî aw íå ïðèâåäåííîå, ïðèâåäåì åãî). Íóæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî LaLb = Lab. Âçÿâ â êà÷åñòâå w ïóñòîå ñëîâî, ïîëó÷àåì èíúåêòèâíîñòü L. Òàêèì
îáðàçîì, W � ïîäãðóïïà. �
Îáîçíà÷åíèå: G ∗H.
Ïðèìåðû Z, Fn. Çàäàíèå ãðóïï îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè. Àáåëåíèçàöèÿ.
Àìàëüãàìèðîâàííîå ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå.
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Ïóñòü K � ãðóïïà, α : K → G, β : K → H � ãîìîìîðôèçìû. Ðàññìîòðèì â G ∗H íîðìàëüíóþ
ïîäãðóïïó N , ïîðîæäåííóþ âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà α(k)β(k−1), k ∈ K. Ïîëîæèì G ∗K H =
G ∗H/N .

Òåîðåìà 38 (âàí Êàìïåí) Ïóñòü X = A ∪ B, ãäå A,B ⊂ X � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà,
x0 ∈ A ∩ B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A, B è A ∩ B ëèíåéíî ñâÿçíû. Ïóñòü α : π1(A ∩ B) → π1(A),
β : π1(A ∩B) → B. Òîãäà π1(X) ∼= π1(A) ∗π1(A∩B) π1(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a : π1(A) → π1(X) è b : π1(B) → π1(X) � îòîáðàæå-
íèÿ, èíäóöèðîâàííûå âëîæåíèÿìè. Ñîïîñòàâèì ñëîâó g1h1 · · · gmhm ∈ π1(A) ∗ π1(B) ïåòëþ
a(g1)b(h1) · · · a(gn)b(hn), gj ∈ π1(A), hj ∈ π1(B), è àíàëîãè÷íî � äðóãèì òèïàì ñëîâ. Ýòî äàåò
ãîìîìîðôèçì f : π1(A) ∗ π1(B) → π1(X).
Ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü f . Ïóñòü γ : [0, 1] → X � ïåòëÿ. Ïî ëåììå Ëåáåãà ñóùåñòâóåò ðàç-

áèåíèå îòðåçêà òî÷êàìè ti, i = 1, . . . , n òàê, ÷òî γ([ti, ti+1]) ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ A
èëè B. Îáîçíà÷èì ó÷àñòîê ïåòëè γ îò òî÷êè γ(ti) äî òî÷êè γ(ti+1) ÷åðåç γi, è ñîåäèíèì êàæäóþ
òî÷êó γ(ti) ñ x0 òàêèì ïóòåì ρi, ÷òî åñëè ti ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ A, B èëè A∩B, òî è âåñü
ïóòü ρi ëåæèò â ýòîì æå ìíîæåñòâå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i êîìïîçèöèÿ ρ̄iγiρi ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé,
è γ ∼ (ρ̄1γ1ρ1) · · · (ρ̄nγnρn). Íî êàæäàÿ ïåòëÿ � ýëåìåíò ëèáî π1(A), ëèáî π1(B), ò.å. ìû íàøëè
ñëîâî, êîòîðîå f îòîáðàæàåò â [γ].
Ïóñòü γ � ïåòëÿ â A ∩ B. Òîãäà f(α([γ])β([γ]−1)) = 1, ïîýòîìó f(n) = 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èç f(g) = 1 ñëåäóåò, ÷òî g ∈ N .
f(g) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïåòëÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ g, ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå. Ïóñòü F :

[0, 1]2 → X � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãîìîòîïèÿ. Ïî ëåììå Ëåáåãà ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïî-
êðûòèå êâàäðàòà [0, 1]2 êâàäðàòàìè, ÷òî îáðàç êàæäîãî ìàëåíüêîãî êâàäðàòà öåëèêîì ëåæèò
ëèáî â A, ëèáî â B (ìåòðèêó íà êâàäðàòå íàäî âçÿòü òàêóþ, ÷òîáû øàðû áûëè êâàäðàòàìè).
Åùå èõìåëü÷àÿ èõ, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] òî÷êàìè ti, i = 1, . . . , n, ÷òî
F ([ti, ti+1] × [tj , tj+1]) ëåæèò öåëèêîì ëèáî â A, ëèáî â B. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ X,
âûáåðåì ïóòè σij , ñîåäèíÿþùèå x0 ñ òî÷êàìè F (ti, tj) ñ óñëîâèåì, êàê è ðàíåå, ÷òî åñëè òî÷êà
F (ti, tj) ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ A, B èëè A∩B, òî è âåñü ïóòü σij ëåæèò â ýòîì æå ìíîæåñòâå.
Çëîóïîòðåáëÿÿ ôîðìàëüíîñòÿìè, ìû áóäåò íàçûâàòü ïóòü F (t, tj), ti 6 t 6 ti+1 (ñîîòâ. F (ti, s),
tj 6 s 6 tj+1) ïåòëåé, ïîäðàçóìåâàÿ åãî êîìïîçèöèþ ñ ïóòÿìè σi,j è σ̄i+1,j (ñîîòâ. ñ ïóòÿìè σi,j è
σ̄i,j+1).
Ïåòëÿ F (t, 0) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò g, è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñëîâà â π1(A) ∗ π1(B).

Ïåòëÿ f(t, 1) � ïîñòîÿííàÿ. Ìåæäó íèìè èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïåòåëü F (t, tj), è ìû áóäåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäèòü îò ïåòëè F (t, tj) ê F (t, tj+1). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïåðåõîäà ïîíàäîáèòñÿ
åùå n ïåðåõîäîâ. Ðàññìòîðèì ïåòëþ, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ó÷àñòêîâ: F (t, 0), 0 6 t 6 1, è ïîñòî-
ÿííîãî ïóòè F (1, s), 0 6 s 6 t1. Îò ýòîé ïåòëè ïåðåéäåì ê ïåòëå, ñîñòîÿùåé èç ó÷àñòêîâ F (t, 0),
0 6 t 6 tn−1, è F (tn−1, s), 0 6 s 6 t1. Ýòè äâå ïåòëè îòëè÷àþòñÿ íà êâàäðàòå [tn−1, 1] × [0, t1], è
ñëîâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïåòëÿì, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ïîñëåäíèìè äâóìÿ áóêâàìè. Âîçìîæíû
äâå ñèòóàöèè: (à) âñå 4 áóêâû (äâå ïîñëåäíèå â îáîèõ ñëîâàõ) ëåæàò â îäíîé èç ãðóïï π1(A) èëè
π1(B) � òîãäà ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ äâóõ áóêâ çàäàþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò ýòîé æå ãðóïïû, ò.ê.
ïóòè, îáõîäÿçèå ïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàçíûõ ñòîðîí, ãîìîòîïíû; (á) ýòè 4 áóêâû � èç ðàçíûõ ãðóïï.
Òîãäà, ïîñêîëüêó âåñü ïðÿìîóãîëüíèê ïîïàäàåò â îäíî èç ìíîæåñòâ A èëè B, ìîæíî ñäåëàòü òàê,
÷òîáû âñå 4 áóêâû áûëè èç îäíîé è òîé æå ãðóïïû. Íàïðèìåð, åñëè h ∈ π1(B), òî h = β(x) íóæíî
çàìåíèòü íà α(x)β(x)−1 · β(x) ∈ π1(A). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïîäñëîâî α(x)β(x)−1 ∈ N , ò.å. ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñëîâà îòëè÷àþòñÿ íà ñëîâî èç N . Ïåðåäâèãàÿñü òàê ñïðàâà íàëåâî, è ñíèçó ââåðõ,
ìû ïåðåõîäèì îò ñëîâà g ê ïóñòîìó ñëîâó ñ ïîìîùüþ ïðèïèñûâàíèÿ ñëîâ èç N . Ýòî è çíà÷èò, ÷òî
g ∈ N .

�

Ñëåäñòâèå 39 Ïóñòü X åñòü áóêåò ïðîñòðàíñòâ Xα, α ∈ A. Òîãäà π1(X) = ∗α∈Aπ1(α).

Òåîðåìà 40 Ëþáîå ëèíåéíî ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íî êëåòî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó ñ åäèíñòâåííîé 0-ìåðíîé êëåòêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì îäíó 0-ìåðíóþ êëåòêó e è ñîåäèíèì åå ïóòÿìè ñ îñòàëüíûìè. Ïî
òåîðåìå î êëåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè, ýòè ïóòè ìîæíî ñ÷èòàòü ëåæàùèìè â îäíîìåðíîì îñòîâåX1.
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Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïóòè γ ïðèêëåèì äâóìåðíûé äèñê ïî îòîáðàæåíèþ íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè
â γ. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ äâå äîïîëíèòåëüíûå êëåòêè � îäíîìåðíàÿ (âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü) è

äâóìåðíàÿ (ñîáñòâåííî äèñê). Òàê ïîëó÷àåòñÿ íîâîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X̃. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Y ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç e è äîáàâëåííûõ îäíîìåðíûõ êëåòîê. Òîãäà X̃/Y � êëåòî÷íîå.

Ïàðà (X̃, Y ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè, à Y ñòÿãèâàåìî, ïîýòîìó X̃ è X̃/Y

ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå òîãî, X ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîíîì ðåòðàêòîì X̃ (ãîìîòîïèÿ

òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ X̃ è ðåòðàêöèè íà X ñòðîèòñÿ äëÿ êàæäîãî äèñêà äåôîðìàöèåé â
åãî ïðîåêöèþ íà íèæíþþ ïîëóîêðóæíîñòü).

�
Ïóñòü Y � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ê êîòîðîìó ïðèêëåèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ êëåòêà e2 ïî õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ f : S1 → Y . Òîãäà îòîáðàæåíèå f çàäàåò ïåòëþ, ò.å. ýëåìåíò π1(Y ),
ïðè÷åì ìëæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ïåòëÿ ëåæèò â îäíîìåðíîì îñòîâå.

Òåîðåìà 41 Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ îäíîé 0-ìåðíîé êëåòêîé, îäíîìåðíûìè
êëåòêàìè {e1α}α∈A, äâóìåðíûìè êëåòêàìè {e2β}β∈B, è, âîçìîæíî, ñ êëåòêàìè ñòàðøèõ ðàçìåð-

íîñòåé. Òîãäà π1(X) åñòü ãðóïïà, çàäàííàÿ îáðàçóþùèìè aα è ñîîòíîøåíèÿìè bβ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 1-ìåðíûé îñòîâ X1 åñòü áóêåò îêðóæíîñòåé, π1(X
1) åñòü ñâîáîä-

íàÿ ãðóïïà ∗α∈AZ ñ îáðàçóþùèìè aα. Äîêëåèì ê X1 îñòàëüíûå êëåòêè. Ïðè ïðèêëåèâàíèè îäíîé
êëåòêè en ê óæå ñóùåñòâóþùåìó ïðîñòðàíñòâó Y (ýòî X1 ñ ÷àñòüþ ïðèêëååííûõ êëåòîê) ðàç-
îáúåì Y ′ = Y ∪f en (çäåñü f � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ãðàíèöû äèñêà, ïî êîòîðîìó è
ïðîèñõîäèò ïðèêëåèâàíèå) íà äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà A = Y ′ \ y0 è B = Y ′ \ Y (çäåñü òî÷êà
y0 ∈ en � öåíòð ïðèêëåèâàåìîãî äèñêà). Òîãäà A∩B ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó äèñêó ñ âûêîëîòûì
öåíòðîì. Âûáåðåì îòìå÷åííóþ òî÷êó âíóòðè A ∩B è ïðèìåíèì òåîðåìó âàí Êàìïåíà.
Çàìåòèì, ÷òî A ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî Y , ïîýòîìó π1(A) ∼= π1(Y ); B � äèñê Dn, ïîýòîìó

π1(B) = {1}; à òàê êàê A∩B ãîìåîìîðôíî äèñêó ñ âûêîëîòîé òî÷êîé, òî ïðè n > 2 π1(A∩B) = {1},
à ïðè n = 2 π1(A ∩ B) ∼= Z. Ïîýòîìó ïðè n > 2 π1(Y

′) = π1(Y ), ò.å. ïðèêëåèâàíèå êëåòîê
ðàçìåðíîñòè n > 2 íå ìåíÿåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó. Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àé n = 2.
Íóæíî âû÷èñëèòü ÿäðî N îòîáðàæåíèÿ π1(Y ) ∗ {1} → π1(Y

′). Ïî òåîðåìå âàí Êàìïåíà îíî
ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ π1(A∩B) → π1(A), êîòîðûé åñòü ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà â π(A),
ïîðîæäåííàÿ ïåòëåé f .

�

Íàêðûòèÿ

Òðîéêà (Y, p,X), ãäå X è Y � ëèíåéíî ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà, à p : Y → X � íåïðåðûâíîå
ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì, åñëè ó ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü U ∋ x, ÷òî p−1(U) = ∪αVα � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â
Y , ïðè÷åì p|Vα : Vα → U � ãîìåîìîðôèçì äëÿ êàæäîãî α.
Îáû÷íî åùå äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîX ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî (ò.å. ëþáàÿ îêðåñò-

íîñòü ñîäåðæèò ëèíåéíî ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü).
Ïðèìåð: Ãàâàéñêàÿ ñåðüãà.
Ïðèìåðû íàêðûòèé è íå íàêðûòèé.

Ëåììà 42 Ïóñòü (Y, p,X) � íàêðûòèå. Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : [0, 1] → X è äëÿ ëþáîé òàêîé
òî÷êè y ∈ Y , ÷òî p(y) = γ(0), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü γ̃ : [0, 1] → Y , óäîâëåòâîðÿþùèé
γ̃(0) = y è p ◦ γ̃ = γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè γ(t), t ∈ [0, 1], âûáåðåì îêðåñòíîñòü U êàê â îïðåäå-
ëåíèè íàêðûòèÿ, è âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uj , j = 1, . . . ,m ïóòè γ. Ïî ëåììå Ëåáåãà
âûáåðåì ðàáèåíèå [0, 1] òî÷êàìè ti, i = 1, . . . , n, òàê, ÷òîáû êàæäûé îòðåçîê [ti, ti+1] îòîáðàæàëñÿ
áû öåëèêîì â îäíó èç Uj . Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü òî÷êè y, ãîìåîìîðôíî ïðîåêòèðóþùàÿñÿ íà
îêðåñòíîñòü U1 òî÷êè γ(0). Ãîìåîìîðôèçì ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü γ̃ íà îòðåçêå [0, t1].
Ïîâòîðÿÿ ýòî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷àåì γ̃.

�
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Ñëåäñòâèå 43 Ïóñòü (Y, p,X) � íàêðûòèå, f : Z → Y , F : Z × I → X è p ◦ f = F0. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå F̃ : Z × I → Y , ÷òî äèàãðàììà

Z
f //

i0
��

Y

p

��
Z × I

F //

F̃
;;xxxxxxxx
X

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ Z ìû óæå óìååì ïîäíèìàòü ïóòü t 7→ F (z, t) â Y .
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü, íî îíà î÷åâèäíà, ò.ê. îêðåñòíîñòè â Y è èõ ïðîåêöèè â X
ãîìåîìîðôíû.

�

Ñëåäñòâèå 44 Ãîìîìîðôèçì p∗ : π1(Y, y0) → π1(X, p(y0)) èíúåêòèâåí, è åãî îáðàç ñîñòîèò èç
òåõ ïåòåëü â X, êîòîðûå ïîäíèìàþòñÿ äî ïåòåëü â Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � ïåòëÿ â Y , è p ◦ γ � ïåòëÿ â X, ãîìîòîïíàÿ ïîñòîÿííîé. Ïóñòü
F : S1 × I → X � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ p ◦ γ ñ ïîñòîÿííîé ïåòëåé, à F̃ � åå ïîäíÿòèå â
Y . Ïîäíÿòèå ïîñòîÿííîé ïåòëè F̃1 ïîñòîÿííî, ò.å. F̃1(t) = y0, à F̃0(t) = γ(t), ãäå t ∈ [0, 1] �

ïàðàìåòð íà îêðóæíîñòè (îòîæäåñòâëÿåì 0 è 1). Òàêæå F̃s(0) = y0 äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1] òàê êàê

p(F̃s(0)) = Fs(0) = p(y0).
Âòîðîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

�

Òåîðåìà 45 Ïóñòü (Y, p,X) � íàêðûòèå, y0 ∈ Y , x0 = p(y0) � îòìå÷åííûå òî÷êè, è f :
(Z, z0) → (X,x0), ãäå Z ëèíåéíî ñâÿçíî. Âêëþ÷åíèå f∗(π1(Z, z0)) ⊂ p∗(π1(Y, y0)) ðàâíîñèëüíî

òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò (è åäèíñòâåííî) ïîäíÿòèå f̃ : (Z, z0) → (Y, y0), ò.å. îòîáðàæåíèå,
çàìûêàþùåå êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(Y, y0)

p

��
(Z, z0)

f //

f̃
99ttttttttt
(X,x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîäíÿòèå f̃ ñóùåñòâóåò, òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå f∗(π1(Z, z0)) ⊂
p∗(π1(Y, y0)). Îáðàòíî, ïóñòü ýòî âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî. Âûáåðåì ïóòü γ îò òî÷êè z0 äî òî÷êè
z. Åãî ìîæíî ïîäíÿòü äî ïóòè γ̃ îò òî÷êè y0 (íàïîìíèì, ÷òî p(y0) = x0 = f(z0)) äî íåêîòîðîé

òî÷êè y = γ̃(1). Ïîëîæèì f̃(z) = y. Åñëè γ′ � äðóãîé ïóòü îò z0 äî z, òî ìû ìîãëè áû âìåñòî
y ïîëó÷èòü äðóãóþ òî÷êó y′. Ðàññìîòðèì ïåòëþ γ · γ̄′. Òîãäà ïóòü, ñîñòàâëåííûé èç ïîäíÿòèé γ̃
è îáðàòíîãî ê γ̃′ äîëæåí áûòü ïåòëåé (à íå ïðîñòî ïóòåì) òàê êàê êëàññ ïåòëè γγ̄′ ïîïàäàåò â
p∗(π1(Y, y0)).

Íåïðåðûâíîñòü f̃ â òî÷êå z ìîæíî ïðîâåðèòü, áåðÿ äîñòàòî÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè V òî÷êè
f̃(z). Ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W òî÷êè z, äëÿ êîòîðîé f(W ) ⊂ U ,

ãäå U = p(V ). Ïîñêîëüêó p|V � ãîìåîìîðôèçì ìåæäó U è V , ïîëó÷àåì, ÷òî f̃(W ) ⊂ V .
�

Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X è åå
îòêðûòîé îêðåñòíîñòè V èìååòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ V , ÷òî ëþáàÿ ïåòëÿ â U ìîæåò áûòü

13



ñòÿíóòà â òî÷êó â X (ò.å. ãîìîòîïèÿ ìîæåò âûëåçàòü çà ïðåäåëû U). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
îòîáðàæåíèå π1(U) → π1(X) òðèâèàëüíî.
Îïÿòü Ãàâàéñêàÿ ñåðüãà.
Ñ ýòîãî ìîìåíòà äî îêîí÷àíèÿ òåìû ïðî íàêðûòèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ëèíåéíî ñâÿçíî,

ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî è ïîëóëîêàëüíî îäíîñâÿçíî! Òàêèå ïðîñòðàíñòâà áóäåì íàçûâàòü �õîðî-
øèìè�.

Òåîðåìà 46 Åñëè X � �õîðîøåå� ïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò íàêðûòèå p : X̃ → X ñ

îäíîñâÿçíûì X̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì x0 ∈ X è îïðåäåëèì X̃ êàê ìíîæåñòâî ðàâåíñòâîì

X̃ = {[γ] : γ � ïóòü, âûõîäÿùèé èç x0}.

Îòîáðàæåíèå p îïðåäåëèì êàê p([γ]) = γ(1).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü òîïîëîãèþ íà X̃, ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü U âñåõ îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ â X, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå π1(U) → π1(X) òðèâèàëüíî. U ñîñòàâëÿåò áàçó òîïîëîãèè
íà X (ò.ê. X �õîðîøåå�).
Äëÿ U ∈ U è ïóòè γ èç x0 â êàêóþ-íèáóäü òî÷êó èç U ïîëîæèì

U[γ] = {[γ · η] : η � ïóòü â U, η(0) = γ(1)} ⊂ X̃.

Ëåììà 47 Ïóñòü [γ′] ∈ U[γ]. Òîãäà U[γ′] = U[γ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [γ′] ∈ U[γ] ñëåäóåò, ÷òî γ
′ = γ · η, ãäå η � ïóòü â U . Òîãäà ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà U[γ′] èìåþò âèä γ·η·µ, ãäå µ� òîæå ïóòü â U , ïîýòîìó ïðèíàäëåæàò U[γ]. Àíàëîãè÷å=íî
ïîëó÷àåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå U[γ] ⊂ U[γ′]. �

Ëåììà 48 Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ Uγ ìîæåò áûòü áàçîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ ýòîé ñîâîêóïíîñòè ñî-
äåðæèò ìíîæåñòâî èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Åñëè U[γ] ∩ V[γ′] íåïóñòî, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü γ′′,
÷òî [γ′′] ∈ U[γ] ∩ V[γ′]. Òîãäà U[γ′′] = U[γ] è V[γ′′] = V[γ]. Òîãäà γ

′′(1) ∈ U ∩ V . Ïóñòü W ⊂ U ∩ V ,
òîãäà W[γ′′] ⊂ U[γ′′] ∩ V[γ′′] = U[γ] ∩ V[γ′]. �

Çàäàäèì òîïîëîãèþ íà X̃ ñ ïîìîùüþ ýòîé áàçû.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå p|U[γ]

: U[γ] → X. ßñíî, ÷òî åãî îáðàç ëåæèò â U . Îí ñîâïàäàåò ñ U

ò.ê. U ëèíåéíî ñâÿçíî. Ýòî îãðàíè÷åíèå èíúåêòèâíî, ò.ê. âñå ïåòëè â U ãîìîòîïíû. Åñëè x̃ ∈ X̃,
x̃ = [γ], è U ⊂ X, òî x̃ ∈ U[γ] è p(U[γ]) = U , ïîýòîìó p íåïðåðûâíî.
Ïóñòü [γ] ̸= [γ′], è ïóñòü U[γ] è U[γ′] ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü γ

′′, ÷òî [γ′′] ∈ U[γ]∩
U[γ′]. Òîãäà ïî ëåììå 47 U[γ] = U[γ′] = U[γ′′] � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðè ðàçíûõ [γ] ìíîæåñòâà

U[γ] íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó (X̃, p,X) � íàêðûòèå (íàäî åùå ïðîâåðèòü ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü,
÷òî ìû ñäåëàåì íèæå).

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî X̃ îäíîñâÿçíî. Äëÿ òî÷êè [γ] ∈ X̃ îïðåäåëèì ïóòü γs, s ∈ [0, 1], ôîð-
ìóëîé

γs(t) =

{
γ(t) ïðè 0 6 t 6 s;
γ(s) ïðè s 6 t 6 1.

Ïóòü s 7→ [γs] � ïóòü â X̃, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè γ â X; îí íà÷èíàåòñÿ â [x0] (êëàññ
ïîñòîÿííîãî ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå x0) è õàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå [γ]. Çàìåòèì, ÷òî γ çäåñü

ïðîèçâîëüíîå, îòêóäà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü X̃.

Ïîêàæåì, ÷òî P = p∗(π1(X̃, [x0])) ðàâíî 0 â π1(X,x0). Ýëåìåíòû P � ïåòëè â X, êîòîðûå

ïîäíèìàþòñÿ äî ïåòåëü (à íå ïóòåé) â X̃. Ïóñòü [γ] ∈ P . Ïîäíÿòå γ, êàê ìû âèäåëè, íà÷èíàåòñÿ
â [x0] è çàêàí÷èâàåòñÿ â [γ]. Åñëè ýòî ïåòëÿ, òî [γ] = [x0], ò.å. γ ãîìîòîïíà ïîñòîÿííîé ïåòëå.
Çíà÷èò, P ñîñòîèò èç òðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà.

�
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Ëåììà 49 Ïóñòü (X̃, p,X) è (Y, q,X) � íàêðûòèÿ, X̃ îäíîñâÿçíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå

îòîáðàæåíèå r : X̃ → Y , ÷òî (X̃, r, Y ) � íàêðûòèå, è q ◦ r = p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïîäíÿòèè îòîáðàæåíèé. �

Òåîðåìà 50 Ïóñòü X � �õîðîøåå� ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû H ⊂ π1(X,x0)
ñóùåñòâóåò òàêîå íàêðûòèå (Y, p,X), ÷òî p∗(π1(Y, y0)) = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì íà X̃ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: [γ] ∼ [γ′] åñëè γ(1) = γ′(1) è

[γ̄ · [γ′] ∈ H. Ïóñòü Y = X̃/ ∼. Îòîáðàæåíèå q : Y → X îïðåäåëèì êàê q([γ]) = γ(1). Y ëèíåé-
íî ñâÿçíî, à òàê êàê ïðè äîïîëíèòåëüíîé ôàêòîðèçàöèè ìû öåëèêîì îòîæäåñòâëÿåì íåêîòîðûå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èç ïðîîáðàçà p−1(U), q−1(U) ïî-ïðåæíåìó åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ,
ãîìåîìîðôíûõ U , ò.å. (Y, q,X) � íàêðûòèå.

Äëÿ ïåòëè γ â (X,x0) åå ïîäíÿòèå â X̃ íà÷èíàåòñÿ â [x0] è çàêàí÷èâàåòñÿ â [γ]. Òîãäà îáðàç
ýòîãî ïîäíÿòèÿ â Y áóäåò ïåòëåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [γ] ∼ [x0], ò.å. [γ] ∈ H.

�
Äâà íàêðûòèÿ íàä X, ((Yi, y

0
i ), pi, (X,x0)), i = 1, 2, íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ãîìåîìîðôèçì f , äåëàþùèé äèàãðàììó

(Y1, y
0
1)

f //

p1 %%JJ
JJJ

JJJ
JJ

(Y2, y
0
2)

p2yyttt
ttt

ttt
t

(X,x0)

êîììóòàòèâíîé.

Òåîðåìà 51 Äâà íàêðûòèÿ (Yi, pi, X), i = 1, 2, èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(p1)∗(π1(Y1)) = (p2)∗(π1(Y2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íàêðûòèÿ èçîìîðôíû, òî îáðàçû èõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñîâïà-
äàþò. Äîêàæåì, ÷òî âåðíî îáðàòíîå. Åñëè (p1)∗(π1(Y1)) = (p2)∗(π1(Y2)), òî ïî òåîðåìå î ïîäíÿòèè
îòîáðàæåíèÿ p1 ìîæíî ïîäíÿòü äî îòîáðàæåíèÿ p̃1 : Y1 → Y2. Àíàëîãè÷íî ïîäíèìàåì p2 äî
p̃2 : Y2 → Y1. Ïðè ýòîì p2p̃1 = p1, p1p̃2 = p2. Èç åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ ñëåäóåò, ÷òî p̃1p̃2 = id,
p̃2p̃1 = id, ÷òî è äîêàçûâàåò èçîìîðôíîñòü íàêðûòèé.

�

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà

Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Íóëüìåðíûå êëåòêè - âåðøèíû, îäíî-
ìåðíûå � ðåáðà. Äåðåâî � ýòî ãðàô áåç öèêëîâ (= ñòÿãèâàåìûé: åñëè äåðåâî ëîêàëüíî êîíå÷íî, òî
îíî ãîìåîìîðôíî ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîì äëèíà êàæäîãî ðåáðà ðàâíà 1; ôèêñèðó-
åì îäíó èç âåðøèí, òîãäà ê êàæäîé èç íåå âåäåò åäèíñòâåííûé ïóòü, ïî íåìó è ñòðîèì ãîìîòîïèþ).
Ïîäãðàô ìàêñèìàëåí, åñëè ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà (íî íåîáÿçàòåëüíî âñå ðåáðà).

Ëåììà 52 Ñâÿçíûé ãðàô ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå äåðåâî. Ëþáîå äåðåâî ñîäåðæèòñÿ â ìàê-
ñèìàëüíîì äåðåâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ïî âêëþ÷åíèþ. Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå äåðåâî
â ýòîì ñìûñëå. Åñëè åñòü âåðøèíà, êîòîðàÿ íå âõîäèò â ýòî ìàêñèìàëüíîå äåðåâî, òî, áëàãîäàðÿ
ñâÿçíîñòè, ñîåäèíèì åå ðåáðîì � ïîëó÷èì äåðåâî, áîëüøåå, ÷åì ìàêñèìàëüíîå. �

Ëåììà 53 Ïóñòü X � ñâÿçíûé ãðàô, T ⊂ X � ìàêñèìàëüíîå äåðåâî. Òîãäà π1(X) åñòü
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè � ðåáðàìè èç X \ T .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. T ñòÿãèâàåìî, ôàêòîð-îòîáðàæåíèå X → X/T åñòü ãîìîòîïè÷åñêàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü. Íî X/T � áóêåò îêðóæíîñòåé. �

Ëåììà 54 Ëþáîå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî íàä ãðàôîì åñòü ãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàêðûòèå åñòü òîæå îäíîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. �
Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 55 (Íèëüñåí�Øðàéåð) Ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ñâîáîäíà.

Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà

Ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû:
V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, T : V ×· · ·V → R � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

(òåíçîð). Åñëè e1, . . . , en � áàçèñ V , òî Ti1,...,ip = T (ei1 , . . . , eip) � êîîðäèíàòû T . Åñëè ε1, . . . , εn

� áàçèñ â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, äâîéñòâåííûé ê e1, . . . , en, òî ε
i1 ⊗ · · · ⊗ εip(ej1 , . . . , ejp) =

δi1j1 · . . . · δ
ip
jp
, è T = Ti1,...,ipε

i1 ⊗ · · · ⊗ εip . Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé

÷åðåç Θp = Θp(V ).
Ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ T êîñîñèììåòðè÷íà, åñëè äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Σp èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî Tiσ(1),...,iσ(p)
= (−1)σTi1,...,ip . (ïî÷åìó ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà?)

Êîñîñèììåòðè÷íûå ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè íàçûâàþò âíåøíèìè ôîðìàìè.
Ìíîæåñòâî âñåõ êîñîñèììåòðè÷íûõ ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà p îáîçíà÷èì ÷åðåç Λp.

Ôîðìóëà Alt(T )i1,...,ip = 1
p!

∑
σ∈Σp

(−1)σTiσ(1),...,iσ(p)
çàäàåò îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Θp íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî Λp. ×àñòî ìíîæèòåëü 1
p! íå èñïîëüçóþò, òîãäà ïîëó÷àåì îïåðàòîð, îòëè÷àþùèéñÿ

îò ïðîåêòîðà íà ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü, ÷òî íå èìååò îñîáîãî çíà÷åíèÿ.
Åñëè T ∈ Λp, S ∈ Λq, òî T ⊗ S íå îáÿçàíî ëåæàòü â Λp+q, íî ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ

âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ T ∧ S = Alt(T ⊗ S). Îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

• ëèíåéíîñòü ïî êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ;

• àññîöèàòèâíîñòü;

• àíòèêîììóòàòèâíîñòü, T ∧ S = (−1)pqS ∧ T .

Â êîîðäèíàòàõ âíåøíèå ôîðìû ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììû ïî óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó èíäåê-
ñîâ: T =

∑
i1<···<ip Ti1,...,ipε

i1 ∧ . . . ∧ εip .
Åñëè p > dimV , òî åäèíñòâåííàÿ âíåøíÿÿ ôîðìà ïîðÿäêà p � íóëåâàÿ. Åñëè p = 1, âíåøíèå

ôîðìû � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà V . Ïðè p = 0 âíåøíèå ôîðìû � êîíñòàíòû.
Ñâåäåíèÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè:
Ïóñòü (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â êàðòå ìíîãîîáðàçèÿ M . Îíè çàäàþò áàçèñ
∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå V = Tx(M) â òî÷êå x ∈ M . Äâîéñòâåííûì áàçèñîì

äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæàò äèôôåðåíöèàëû dx1, . . . , dxn. Òåíçîðíîå ïîëå íà ýòîì ìíî-
ãîîáðàçèè åñòü íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé Ti1,...,ip(x), êîòîðûå ïðè çàìåíå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò

èçìåíÿþòñÿ ïî ôîðìóëå T̃i1,...,ipdx̃
i1 ⊗ . . .⊗ dx̃ip = Tj1,...,jp

∂x̃i1
∂xj1

· · · ∂x̃ip
∂xjp

dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjp .
Êîñîñèììåòðè÷íûå òåíçîðíûå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè, îáîçíà÷à-

þòñÿ îáû÷íî ãðå÷åñêèìè áóêâàìè, è â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ω =∑
i1<···<ip ωi1,...,ipdx

i1 ∧ . . .∧ dxip . Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïîðÿäêà p íà M îáî-

çíà÷àåòñÿ Λp(M). Îíî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, (x1, . . . , xm) � ëîêàëüíûå

êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ M , (y1, . . . , yn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè
òî÷êè f(x) ∈ N . Îòîáðàæåíèå f èíäóöèðóåò ëèíîåéíîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

f∗ : Tx(M) → Tf(x)(N) ïî ôîðìóëå f∗(a
i ∂
∂xi

) = ai ∂y
j

∂xi
∂
∂xi

, ãäå a = ai ∂
∂xi

∈ Tx(M). Ñîîòâåòñòâåííî,
ëèíåéíûå ôóíêöèè îòîáðàæàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó: åñëè l : Tf(x)(N) → R � ëè-

íåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî f∗(l)(a) = l(f∗(a)). Ýòî äàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f∗ : Λ1(N) → Λ1(M).
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Àíàëîãè÷íî, èìååòñÿ îòîáðàæåíèå f∗ : Λp(N) → Λp(M) äëÿ ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé: åñëè
ω � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò p âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ, òî f∗(ω) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
f∗(ω)(a1, . . . , ap) = ω(f∗(a1), . . . , f∗(ap)), ãäå a1, . . . , ap ∈ Tx(M).

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ f∗ ìîæíî çàïèñàòü òàê: åñëè l = lidy
i ∈ Λ1(N), òî f∗(l) = li

∂yi

∂xj
dxj ;

àíàëîãè÷íî, åñëè ω = ωi1,...,ipdy
i1 ∧ . . .∧dyip ∈ Λp(N), òî f∗(ω) = ωi1,...,ip

∂yi1

∂xj1
· · · ∂y

ip

∂xjp
dxj1 ∧ . . .∧dxjp .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåðíà ôîðìóëà f∗(α ∧ β) = f∗(α) ∧ f∗(β).
Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî åñëè g : N → R, òî (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗.

Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ïóñòü ω ∈ Λp(M), çàïèñàííàÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå ω =
∑

i1<···<ip ωi1,...,ipdx
i1 ∧ . . . ∧

dxip . Îïðåäåëèì â ýòèõ êîîðäèíàòàõ (â ýòîé æå êàðòå) âíåøíþþ ôîðìó dω ôîðìóëîé

d
( ∑
i1<···<ip

ωi1,...,ipdx
i1∧. . .∧dxip

)
=

∑
i1<···<ip

dωi1,...,ip∧dxi1∧. . .∧dxip =
∑

k;i1<···<ip

∂ωi1,...,ip
∂xk

dxk∧dxi1∧. . .∧dxip .

Äëÿ ñêëåèâàíèÿ ôîðìóë â ïåðåñåêàþùèõñÿ êàðòàõ íóæíî îïðåäåëèòü, êàê âåäåò ñåáÿ ýòà ôîðìà

ïðè çàìåíå êîîðäèíàò. Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé p = 1. Òîãäà ω =
∑

i ωidx
i =

∑
i,j ωi

∂xi

∂yj
dyj ,

d
(∑
i,j

ωi
∂xi

∂yj
dyj

)
=

∑
i,j,l

(∂ωi
∂yl

∂xi

∂yj
dyl ∧ dyj + ωi

∂2xi

∂yj∂yl
dyl ∧ dyj

)
=

∑
i,j,l

∂ωi
∂yl

∂xi

∂yj
dyl ∧ dyj

(çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî åñëè bjl = blj , òî
∑

j,l bjldy
l ∧ dyj = 0). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

d
( ∑
i1<···<ip;j1,...,jp

ωi1,...,ip
∂xi1

∂yj1
· · · ∂x

ip

∂yjp
dyj1∧. . .∧dyjp

)
=

∑
l;i1<···<ip;j1,...,jp

∂ωi1,...,ip
∂yl

∂xi1

∂yj1
· · · ∂x

ip

∂yjp
dyl∧dyj1∧. . .∧dyjp .

Ñðàâíèì ôîðìóëû äëÿ dω â îáåèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò:∑
k;i1<···<ip

∂ωi1,...,ip
∂xk

dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

è ∑
l;i1<···<ip;j1,...,jp

∂ωi1,...,ip
∂yl

∂xi1

∂yj1
· · · ∂x

ip

∂yjp
dyl ∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjp .

Ïîñêîëüêó dxir = ∂xir

∂yjr
, r = 1, . . . , p, è ∂ω∗

∂xk
= ∂ω∗

∂yl
∂xk

∂yl
, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû

êîîðäèíàòü ê äðóãîé ïðîèñõîäèò ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî äëÿ âíåøíèõ ôîðì ïîðÿäêà p+ 1 (ò.å.
óìíîæåíèåì íà p+ 1 ýêçåìïëÿðîâ ∂xα

∂yβ
).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 56 Îòîáðàæåíèå d : Λp(M) → Λp+1(M) êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Îíî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, è õàðàêòåððèçóåòñÿ
ñëåäóþùèì àæíûì ñâîéñòâîì.

Ëåììà 57 d2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

d2
( ∑
i1<···<ip

ωi1,...,ipdx
i1 ∧ . . . ∧ xip

)
= d

( ∑
k;i1<···<ip

∂ωi1,...,ip
∂xk

dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip
)

=
∑

k,l;i1<···<ip

∂2ωi1,...,ip
∂xk∂xl

dxl ∧ dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ xip = 0.

�
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Ëåììà 58 Åñëè α ∈ Λp(M), β ∈ Λq(M), òî d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ α =
∑
αi1,...,ipdx

α, β =
∑
βj1,...,jqdx

β ,

ãäå dxα (ñîîòâ. dxβ) îáîçíà÷àåò dxi1 ∧ . . . ∧ dxip (ñîîòâ. dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq). Òàêæå äëÿ êðàòêîñòè
îáîçíà÷èì αi1,...,ip è βj1,...,jq ÷åðåç α∗ è β∗. Òîãäà

d(α ∧ β) =
∑ ∂(α∗β∗)

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ dxβ

=
∑ ∂α∗

∂xk
β∗dx

k ∧ dxα ∧ dxβ +
∑

α∗
∂β∗
∂xk

dxk ∧ dxα ∧ dxβ

=
∑ ∂α∗

∂xk
dxk ∧ dxα ∧ β∗dxβ +

∑
α∗dx

k ∧ dxα ∧ ∂β∗
∂xk

dxβ

= d(α) ∧ β + (−1)pα ∧ d(β)

(çíàê ïîÿâèëñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå dxk è dxα).
�

Çàìåòèì, ÷òî d ýòî íå îäíî îòîáðàæåíèå, à íàáîð îòîáðàæåíèé d = dk : Λk(M) → Λk+1(M).
Äëÿ óäîáñòâà ìû èíîãäà áóäåì óêàçûâàòü èíäåêñ ó d. Â ÷àñòíîñòè, d2 = 0 ìîæíî çàïèñàòü êàê
dk ◦ dk−1 = 0 äëÿ âñåõ k.
Ïóñòü dimM = n. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâî è èõ îòîáðàæåíèé

0
0 // Λ0(M)

d0 // Λ1(M)
d1 // · · ·

dk−1 // Λk(M)
dk // · · ·

dn−1 // Λn(M)
0 // 0.

Ëåììà 59 Èç dk ◦ dk−1 = 0 ñëåäóåò, ÷òî Im dk−1 ⊂ Ker dk.

Îïðåäåëèì êîãîìîëîãèè ðàâåíñòâîì Hk(M) = Ker dk/ Im dk−1.
Ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé (èëè öèêëîì), åñëè dω = 0, ò.å. åñëè ω ∈ Ker d. Ìíîæåñòâî Ker d

âñåõ öèêëîâ ïîðÿäêà k ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ Zk(M) ⊂ Λk(M). Ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ òî÷íîé (èëè
ãðàíèöåé), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìà α, ÷òî ω = dα. Ìíîæåñòâî Im d âñåõ ãðàíèö ïîðÿäêà k
÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ Bk(M) ⊂ Zk(M). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ Hk(M) = Zk(M)/Bk(M).
Ïðèìåð: Êîãîìîëîãèè îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.
Λk(pt) = 0 ïðè k > 0 è Λ0(pt) = R. Îòîáðàæåíèå d ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó Hk(pt) ={
0 ïðè k > 0;
R ïðè k = 0.
Ïðèìåð: Êîãîìîëîãèè â ðàçìåðíîñòè 0.
ÏóñòüM � ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà H0(M) ∼= R. Äåéñòâèòåëüíî, B0(M) = 0, ò.å. H0(M) =

Z0(M). Ïóñòü g ∈ Λ0(M), ò.å. ôóíêöèÿ. dg = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî g ïîñòîÿííà, ò.å. Z0(M) �
ïîñòîÿííûå ôóíêöèè. ÅñëèM ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî Z0(M) � ëîêàëüíî
ïîñòîÿííûå ôóíêöèè.
Ïðèìåð: Êîãîìîëîãèè îêðóæíîñòè.
H0(S1) ∼= R; Hk(S1) = 0 ïðè i > 1. Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü H1(S1). Ïóñòü φ � óãëîâîé ïàðàìåòð

íà îêðóæíîñòè, ω ∈ Λ1(S1). Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè, dω = 0, ïîýòîìó Z1(S1) = Λ1(S1).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ω = dg äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g, íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ω = f(φ)dφ. Ïåð-
âîîáðàçíàÿ g äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ g(2π) = g(0). Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Z1(S1) → R ôîðìóëîé ω 7→
∫ 2π
0 ω. ßñíî, ÷òî ýòî ýïèìîðôèçì, ÿ åãî ÿäðî ñîâïàäàåò ñ B1(S1).

Ïóñòü f :M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îíî èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
f∗ : Λk(N) → Λk(M).

Ëåììà 60 df∗ = f∗d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü â ëîêàëüíûõ êîîðäèíà-
òàõ. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå ω = φ ∈ Λ0(N).

f∗(dφ) = f∗
( ∂φ
∂yi

dyi
)
=
∂φ

∂yi
∂yi

∂xj
dxj =

∂φ

∂xj
dxj = d(f∗(φ)).
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Òåïåðü ïóñòü ω = ωidy
i ∈ Λ1(N). Òîãäà

df∗(ωidy
i) = d(ωi

∂yi

∂xj
)

=
∂ωi
∂xk

∂yi

∂xj
dxk ∧ dxj + ωi

∂2yi

∂xk∂xj
dxk ∧ dxj

=
∂ωi
∂xk

∂yi

∂xj
dxk ∧ dxj ,

à

f∗(d(ωidy
i)) = f∗(

∂ωi
∂yl

dyl ∧ dyi) = ∂ωi
∂yl

∂yl

∂xk
∂yi

∂xj
dxk ∧ dxj = ∂ωi

∂xk
∂yi

∂xj
dxk ∧ dxj .

Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ìîæíî ðàñïèñàòü àíàëîãè÷íî, à ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóê-
öèåé, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ëþáóþ ôîðìó ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó ôîðì âèäà α ∧ β, ãäå ïî-
ðÿäîê α è β ìåíüøå ïîðÿäêà èõ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè
f∗(α ∧ β) = f∗(α) ∧ f∗(β) è d(α ∧ β) = d(α) ∧ β ± α ∧ d(β).

�

Ñëåäñòâèå 61 f∗(Zk(N)) ⊂ Zk(M); f∗(Bk(N)) ⊂ Bk(M). Ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå êîãîìîëîãèé f∗ : Hk(N) → H∗(M).

Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü êîãîìîëîãèé

Òåîðåìà 62 Ïóñòü f0, f1 :M → N � ãîìîòîïíûå ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ
f∗1 è f∗0 èç H∗(N) â H∗(M) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F : M × I → N � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ f0 è f1. Ïî îòíîñè-
òåëüíîé âåðñèè òåîðåìû î ãëàäêîé àïïðîêñèìàöèè, ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå M × I â N ,
ñîâïàäàþùåå ñ F íà ãðàíèöå öèëèíäðà, ò.å. ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ ãëàäêî ãîìîòîïíû. Äàëåå
ìû áóäåì ñ÷èòàòü F óæå ãëàäêèì.
Ïóñòü ω ∈ Λk(N), òîãäà F ∗(ω) ∈ Λk(M×I) (òóò íàäî ëèáî ðàáîòàòü ñ ôîðìàìè íà ìíîãîîáðàçèè

ñ êðàåì, ëèáî ðàñøèðèòü çàìêíóòûé îòðåçîê äî îòêðûòîãî èíòåðâàëà (−ε, 1+ε)). Â êà÷åñòâå êàðò
íà M × I ìîæíî âçÿòü Uα× I, ãäå Uα � êàðòû íà M . Çàïèøåì F ∗(ω) â ëîêàëüëíûõ êîîðäèíàòàõ
(t, x1, . . . , xm) â êàðòå Uα × I: F ∗(ω) = ω1;i1,...,ikdx

i1 ∧ . . . ∧ dxik + ω2;i1,...,ik−1
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik−1 ∧ dt

(ìû ñãðóïïèðîâàëè âìåñòå ñëàãàåìûå ñ è áåç dt). Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü F ∗(ω) íà âäå ôîðìû,
ω1 è ω2. Åñëè òî æå ñàìîå ñäåëàòü â êàðòå Uβ × I, ïîëó÷àòñÿ ôîðìû ω′

1 è ω
′
2. Ïîñêîëüêó ÿêîáèàí

ïåðåõîäà îò (t, x1, . . . , xm) ê (1, x̃1, . . . , x̃m) áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé, íà ïåðåñå÷åíèè êàðò ôîðìû
ωk è ω′

k (k = 1, 2) ñîâïàäàþò, ò.å. óêàçàííîå ðàçëîæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ôîðìû ω1 è ω2

ãëîáàëüíî íà X × I, è
F ∗(ω) = ω1 + ω2 ∧ dt.

Ïîëîæèì

h(ω) =

∫ 1

0
ω2dt.

Ýòà ôîðìóëà çàäàåò îòîáðàæåíèå h : Λk(N) → Λk−1(M).
Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ, áóäåì óêàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî â êà÷åñòâå èíäåêñà.
Ïîñêîëüêó df∗ = f∗d,

F ∗dN (ω) = dM×IF
∗(ω) = dM×I(ω1 + ω2 ∧ dt)

= dM (ω1)±
∂

∂t
ω1 ∧ dt+ dM (ω2 ∧ dt)

= dM (ω1) +
(
dM (ω2)±

∂

∂t
ω1

)
∧ dt

(çíàê ìîæíî óòî÷íèòü, íî ýòî íàì íå ïîòðåáóåòñÿ).
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Òîãäà

h(dN (ω)) =

∫ 1

0

(
dM (ω2)±

∂

∂t
ω1

)
dt =

∫ 1

0
dM (ω2)dt± (ω1|t=1 − ω1|t=0).

Íî
∫ 1
0 dM (ω2)dt = dM (h(ω)), ïîýòîìó

h(dN (ω))− dM (h(ω)) = ±(ω1|t=1 − ω1|t=0).

Çàìåòèì, ÷òî ω1|t=τ = (Fτ )
∗(ω), ãäå Fτ (x) = F (x, τ). Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

(f1)
∗(ω)− (f0)

∗(ω) = ±(hdN − dMh)(ω).

Åñëè ω çàìêíóòà, ò.å. dN (ω) = 0, òî (f1)
∗(ω) − (f0)

∗(ω) = ±dM (h(ω)) � òî÷íàÿ ôîðìà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî (f1)

∗(ω) è (f0)
∗(ω) îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå

Zk(M)/Bk(M).
�

Ñëåäñòâèå 63 Åñëè M è N ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî H∗(M) ∼= H∗(N). Â ÷àñòíî-
ñòè, H∗(Rn) ∼= H∗(pt).

Êîìïëåêñû. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà

Êîìïëåêñîì L∗ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ îòîáðàæåíèé

· · ·
dk−2 // Lk−1

dk−1 // Lk
dk // Lk+1

dk+1 // · · ·

ãäå dkdk−1 = 0 äëÿ âñåõ k. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî Im dk−1 ⊂ Ker dk. Åñëè ïðè ýòîì äëÿ
âñåõ k âûïîëíåíî Im dk−1 = Ker dk, òî êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ôàê-
òîðïðîñòðàíñòâà Hk(L∗) = Ker dk/ Im dk−1 íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè êîìïëåêñà L∗. Êîãîìîëî-
ãèè òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåâûå. Êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà âíåøíèõ ôîðì � êîãîìîëîãèè
ìíîãîîáðàçèÿ.
Êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

0 // A
f // B

g // C // 0

ãäå f èíúåêòèâíî, à g ñþðúåêòèâíî, ò.å. C = B/A.
Ïóñòü U1, U2 � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ X = U1 ∪U2, è ïóñòü Z = U1 ∩U2. Âëîæåíèå

ir : Z ⊂ Ur, r = 1, 2, èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå i∗r : Λk(Ur) → Λk(Z), à âëîæåíèå j : U1 ⊔ U2 → X
èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå j∗ : Λk(X) → Λk(U1)⊕Λk(U2) = Λk(U1⊔U2). Äëÿ (α, β) ∈ Λk(U1)⊕Λk(U2)
ïîëîæèì I(α, β) = i∗1(α)− i∗2(β).

Ëåììà 64 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 // Λk(X)
j∗ // Λk(U1)⊕ Λk(U2)

I // Λk(Z) // 0

òî÷íà äëÿ êàæäîãî k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, j∗ èíúåêòèâíî, è Im j∗ ⊂ Ker I. Åñëè I(α, β) = 0, òî α è β
ñîâïàäàþò íà Z, è ìîæíî îïðåäåëèòü ω ∈ Λk(X) êàê α íà U1 è êàê β íà U2 (è îíè ñîãëàñîâàíû
íà Z). Òîãäà (α, β) = j∗(ω), ò.å. Im j∗ = Ker I. îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ñþðúåêòèâíîñòü I. Ïóñòü φ1, φ2

� ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ (U1, U2) (åñëè óìååì ñòðîèòü íåïðåðûâíîå
ðàçáèåíèå åäèíèöû, òî ïðèìåíÿåì ãëàäêóþ àïïðîêñèìàöèþ). Ïóñòü ω ∈ Λk(Z). Ïîëîæèì

α(x) =

{
φ2(x)ω(x) ïðè x ∈ suppφ2 ∩ U1;

0 ïðè x ∈ U1 \ suppφ2,
β(x) =

{
−φ1(x)ω(x) ïðè x ∈ suppφ1 ∩ U2;

0 ïðè x ∈ U2 \ suppφ1.
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Òîãäà (α, β) ∈ Λk(U1)⊕ Λk(U2), è I(α, β) = α|Z − β|Z = (φ1 + φ2)ω = ω.
�

Ðàññìîòðèì òðè êîìïëåêñà, A∗, B∗ è C∗, ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé îòîáðàæåíèÿìè fk : Ak →
Bk è gk : Bk → Ck. Äàëåå ìû íå áóäåì ïèñàòü èíäåêñû ó îòîáðàæåíèé, ò.ê. îíè îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ èç êîíòåêñòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèàãðàììà

0

��

0

��

0

��
· · · d // Ak−1 d //

f

��

Ak
d //

f

��

Ak+1 d //

f

��

· · ·

· · · d // Bk−1 d //

g

��

Bk d //

g

��

Bk+1 d //

g

��

· · ·

· · · d // Ck−1 d //

��

Ck
d //

��

Ck+1 d //

��

· · ·

0 0 0

êîììóòàòèâíà, à ñòîëáöû � êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòà äèàãðàììà çàäàåò îòîáðàæåíèå ∂ : Hk(C∗) → Hk+1(A∗).
Ïóñòü [c] ∈ Hk(C∗), ò.å. c ∈ C∗ è d(c) = 0. Áëàãîäàðÿ ñþðúåêòèâíîñòè g ñóùåñòâóåò òàêîå b ∈ Bk,

÷òî c = g(b). Èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû g(d(b)) = d(g(b)) = d(a) = 0, ò.å. d(b) ∈ Ker g = Im f ,
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ Ak+1, ÷òî d(b) = f(a). Èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû
ïîëó÷àåì f(d(a)) = d(f(a)) = d2(b) = 0, è èç èíúåêòèâíîñòè f ïîëó÷àåì, ÷òî d(a) = 0. Òîãäà a
çàäàåò ýëåìåíò [a] ∈ Hk+1(A∗). Ïîëîæèì ∂([c]) = [a].

Ëåììà 65 Îòîáðàæåíèå ∂ îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c′ ∈ [c]. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå c0 ∈ Ck−1, ÷òî d(c0) = c′−c.
Ïî íåìó ïîñòðîèì b′ è a′. Âîçüìåì b0 ∈ Bk−1 òàê, ÷òîáû g(b0) = c0. Òîãäà g(b

′ − b − d(b0)) =
c′−c−g(d(b0)) = c′−c−d(g(b0)) = 0, ïîýòîìó g(b′−b−d(b0)) ∈ Im f , îòêóäà ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî a0 ∈ Ak, ÷òî b′ − b − d(b0) = f(a0). Èç êîììóòàòèâíîñòè ïîëó÷àåì f(d(a0)) = d(f(a0)) =
d(b′ − b− d(b0)) = f(a′ − a), è èíúåêòèâíîñòü f îçíà÷àåò, ÷òî d(a0) = a′ − a, ïîýòîìó [a′] = [a].

�
Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå êîìïëåêñîâ f : Ak → Bk, êîììóòèðóþùåå ñ äèôôåðåíöèàëîì, èí-

äóöèðóåò îòîáðàæåíèå èõ êîãîìîëîãèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a ∈ Ak, d(a) = 0. Òîãäà îïðåäåëèì
f∗ : Hk(A∗) → Hk(B∗) ðàâåíñòâîì f∗([a]) = [f(a)].

Ëåììà 66 Îòîáðàæåíèå f∗ îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó d(f(a)) = f(d(a)) = 0, f(a) ∈ Ker d. Åñëè a′ − a = d(a0), òî
f(a′)− f(a) = f(d(a0)) = d(f(a0)), ò.å. f(a

′)− f(a) ∈ Im d.
�

Òåîðåìà 67 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

· · · ∂ // Hk(A∗)
f∗ // Hk(B∗)

g∗ // Hk(C∗)
∂ // Hk+1(A∗)

f∗ // · · ·

òî÷íà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêàÿ ÷àñòü: êîìïîçèöèè g∗ ◦ f∗, ∂ ◦ g∗, f∗ ◦ ∂ ðàâíû 0, ò.å. ýòî êîìïëåêñ.
Ñëîæíåå ïðîâåðèòü òî÷íîñòü.
1. Ker g∗ = Im f∗.
Ïóñòü [b] ∈ Ker g∗, ò.å. [g(b)] = 0, ò.å. g(b) = d(c1) äëÿ íåêîòîðîãî c1 ∈ Ck−1. Ïóñòü b1 ∈ Bk−1,

g(b1) = c1. Òîãäà g(d(b1)) = d(g(b1)) = d(c1) = g(b), ò.å. g(b − d(b1)) = 0, b − d(b1) ∈ Ker g = Im f ,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ Ak, ÷òî b−d(b1) = f(a). Ïîñêîëüêó d(b) = 0, d(a) = d(b)−d2(b1) = 0.
Ïîëó÷àåì f∗([a]) = [b].
2. Ker ∂ = Im g∗.
Ïóñòü [c] ∈ Ker ∂, a è b � êàê â îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ ∂. Ðàç ∂([c]) = 0, ñóùåñòâóåò òàêîå

a1, ÷òî d(a1) = a. Îáîçíà÷èì b1 = f(a1). Òîãäà g(b − b1) = c − g(f(a1)) = c. Íî d(b − b1) =
f(a)− d(f(a1)) = f(d(a1))− d(f(a1)) = 0. ßñíî, ÷òî g∗([b− b1]) = [c].
3. Ker f∗ = Im ∂.
Ïóñòü [a] ∈ Ker f∗. Òîãäà f(a) = d(b) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ B∗. Îáîçíà÷èì c = g(b). Òîãäà

d(c) = d(g(b)) = g(d(b)) = g(f(a)) = 0. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ∂([c]) = [a], ò.å. [a] ∈ Im ∂.
�

Ñëåäñòâèå 68 (Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà) Ïóñòü U1, U2 � îò-
êðûòîå ïîêðûòèå X, U1 ∩ U2 = Z. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

· · · ∂ // Hk(X)
I∗ // Hk(U1)⊕Hk(U2)

j∗ // Hk(Z)
∂ // Hk+1(X)

I∗ // Hk+1(U1)⊕Hk+1(U2)
j∗ // · · ·

òî÷íà.

Ðàññìîòðèì íà ñôåðå Sn, n > 2, àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êàðò: U+ è U−, ïîëó÷åííûõ âûêè-
äûâàíèåì þæíîãî (p−) è ñåâåðíîãî (p+) ïîëþñà ñîîòâåòñòâåííî. Îáå êàðòû ñòÿãèâàåìû (ïîýòîìó
H0(Ur) = R; Hk(Ur) = 0 ïðè k > 0), à Z = U1 ∩ U2 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ýêâàòîðó, ò.å.
Sn−1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà ïðèìåò âèä:
Ïðè k = 0:

· · · 0 // H0(Sn) I∗ // H0(U1)⊕H0(U2)
j∗ // H0(Z)

∂ // H1(Sn) I∗ // 0
j∗ // · · ·

Ïðè n > 2, âñå íóëåâûå êîãîìîëîãèè çäåñü ðàâíû R, ïîýòîìó (íàïðèìåð, ïî ðàçìåðíîñòÿì)
H1(Sn) = 0.
Ïðè k > 1:

· · · // 0⊕ 0
j∗ // Hk(Z)

∂ // Hk+1(Sn) I∗ // 0
j∗ // · · ·

îòêóäà ïîëó÷àåì Hk(Sn−1) ∼= Hk+1(Sn), è èíäóêòèâíî ïîëó÷àåì

Hk(Sn)) =
{

R ïðè k = 0, n;
0 ïðè îñòàëüíûõ k.

Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îíî èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
df : Tx(M) → Tf(x)(N) êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè
(df)(x)� ñþðúåêòèâíî. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê íåîáõîäèìî, ÷òîáû dimM > dimN .
Òî÷êà y ∈ N íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ f , åñëè âñå òî÷êè ïðîîáðàçà

f−1(y) ðåãóëÿðíû (åñëè ïðîîáðàçîâ íåò, òî ðåãóëÿðíîñòü ïðîâåðÿòü íå äëÿ ÷åãî, ïîýòîìó â ýòîì
ñëó÷àå y òîæå ñ÷èòàåòñÿ ðåãóëÿðíîûì çíà÷åíèåì).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìû ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 69 (Òåîðåìà Ñàðäà) Ìíîæåñòâî íåðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû 0.
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Îäíèì èç ñëåäñòâèé òåîðåìû Ñàðäà ÿâëÿåòñÿ ëåììà î ñâîáîäíîé òî÷êå.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà dimM = dimN , è ýòè ìíîãîîáðàçèÿ êîìïàêòíûå, ñâÿçíûå è îðèåíòè-

ðóåìûå. Ñ÷èòàåì, ÷òî ëîêàëüíûå êîîîðäèíàòû â ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ âûáðàíû òàê, ÷òî ÿêîáèàíû
ïðè ïåðåõîäå îò êàðòû ê êàðòå ïîëîæèòåëüíû.

Ëåììà 70 Ïóñòü y ∈ N � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà. Òîãäà êîëè÷åñòâî åå ïðîîáðàçîâ êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. f−1(y) çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M , îíî
êîìïàêòíî. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè (ÿêîáèàí íåâûðîæäåí), f ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè x ∈ f−1(y), ïîýòîìó ìíîæåñòâî f−1(y) äèñêðåòíî. Äèñêðåò-
íîñòü è êîìïàêòíîñòü çíà÷àò êîíå÷íîñòü.

�
Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ îðèåíòàöèé íàM èN îïðåäåëèì sgnx(f) êàê çíàê ÿêîáèàíà â òî÷êå x ∈M ,

ò.å. +1 èëè −1.
Îïðåäåëèì ñòåïåíü deg(f) îòîáðàæåíèÿ f : M → N ãëàäêèõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ îðèåíòè-

ðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé ðàâíîé ðàçìåðíîñòè êàê ñóììó deg(f) =
∑

x∈f−1(y) sgnx(f), ãäå y ∈ N �
ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 71 (1) Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y;
(2) Åñëè f0, f1 :M → N ãëàäêî ãîìîòîïíû, òî deg(f0) = deg(f1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî (1) ñëåäóåò èç (2). Åñëè y1, y2 ∈ N , âîçüìåì îêðåñòíîñòü íåñà-
ìîïåðåñåêàþùåãîñÿ ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî ýòè òî÷êè. Åñëè îêðåñòíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà, òî îíà
äèôôåîìîðôíà äèñêó, è òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü äèôôåîìîðôèçì φ ìíîãîîáðàçèÿ N , ãîìîòîï-
íûé òîæäåñòâåííîìó è ïîñòîÿííûé âíå ýòîé îêðåñòíîñòè, ïðè êîòîðîì y1 ïåðåõîäèò â y2. Òîãäà
deg(f) â òî÷êå y1, ðàâíà deg(φ ◦ f) â òî÷êå y2, íî ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî
deg(f) = deg(φ ◦ f). Èòàê, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (2).
Ïóñòü F : M × I → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ fr íà M × {r}, r = 0, 1, è ïóñòü

òî÷êà y ∈ N ðåãóëÿðíà äëÿ f0 è f1 (íî, âîçìîæíî, íåðåãóëÿðíàÿ äëÿ F ). Ïóñòü Ur � îêðåñòíîñòü
òî÷êè y, äëÿ êîòîðîé fr áèåêòèâíî îòîáðàæàåò íåêîòîðûå îêðåñòíîñòè òî÷åê èç f−1

r (y) íà Ur, è
ïóñòü R � ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé äëÿ F , A = U0 ∩ U1 ∩ R ⊂ N . Ïî òåîðåìå Ñàðäà,
A ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó ìåðû 0, ïîýòîìó íåïóñòî. Ïóñòü z ∈ A. Òîãäà ñòåïåíè
îòîáðàæåíèÿ fr, r = 0, 1, âû÷èñëåííûå â òî÷êàõ y è z, ñîâïàäàþò.
Áëàãîäàðÿ ðåãóëÿðíîñòè, F−1(z) � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ïðè÷åì êðàé ëåæèò â êðàå

M×I. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà 1, ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îêðóæíîñòåé
è îòðåçêîâ. Îêðóæíîñòè ëåæàò öåëèêîì âíóòðèM×I (êñòàòè, ïî÷åìó îíè íå ìîãóò èìåòü îáùèõ
òî÷åê ñ ãðàíèöåé? � ÿäðî îòîáðàæåíèÿ (Fr)∗ : Tx(M) → TFr(x)(N), ðàâíîå ïåðåñå÷åíèþ ÿäðà
F∗ : Tx(M ⊗ I) → TF (x)(N) ñ Tx(M), äîëæíî èìåòü ðàçìåðíîñòü 0), ïîýòîìó íà çíà÷åíèå deg(f0) è
deg(f1) íå âëèÿþò. Êàæäûé îòðåçîê èìååò äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, a è b, ëåæàùèå íà êîìïîíåíòàõ
ñâÿçíîñòè ãðàíèöû M × I. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
åñëè êîíöû îòðåçêà ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè, íàïðèìåð, a ∈M×{0}, à b ∈M×{1},
òî sgna(f0) = sgnb(f1), à åñëè îáà êîíöà îòðåçêà ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, íàïðèìåð,
âM ×{0}, òî sgna(f0) = − sgnb(f0). Â ïåðâîì ñëó÷àå êàæäîé òî÷êå èç f−1

0 (z) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà

èç f−1
1 (z) ñ òåì æå çíàêîì ÿêîáèàíà, âî âòîðîì ñëó÷àå âêëàä â ñóììó îò òî÷åê a è b âçàèìíî

óíè÷òîæàåòñÿ.
Âîçüìåì â X × I äâå ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Åñëè Uα � êàðòà â M ñ ëîêàëüíûìè

êîîðäèíàòàìè (x1α, . . . , x
n
α), òî (x1α, . . . , x

n
α, t) áóäóò ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè â Uα × I. Âîçüìåì

äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòüW îòðåçêà ñ êîíöàìè a è b, è îêðåñòíîñòü V òî÷êè z ñ ëîêàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè (y1, . . . , yn) òàê, ÷òîáû W ∩F−1(V ) áûëî áû äèôôåîìîðôíî V × I. Òîãäà, îáîçíà-
÷èâ ïàðàìåòð âäîëü îòðåçêà ñ êîíöàìè a è b ÷åðåç s, ïîëó÷èì, ÷òî (y1, . . . , yn, s) � ëîêàëüíûå
êîðäèíàòû â W ∩ F−1(V ).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a, b ∈ M × {0}, a ∈ Uα, b ∈ Uβ . Òîãäà

∂t
∂s |a è ∂t

∂s |b èìåþò ðàçíûå

çíàêè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîð ∂
∂s â òî÷êàõ a è b ëåæèò â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñèòåëüíî

ãèïåðïëîñêîñòè T (M ⊗ {0}) ⊂ T (M ⊗ I) (íàïðàâëåíèÿ âíóòðü è íàðóæó îïðåäåëåíû ãëîáàëüíî
íà âñåì M × I).
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Áëàãîäàðÿ îðèåíòèðîâàííîñòè M × I, çíàêè ÿêîáèàíîâ ∂(x1α,...,x
n
α,t)

∂(y1,...,yn,s)
|a è

∂(x1β ,...,x
n
β ,t)

∂(y1,...,yn,s)
|b ñîâïàäàþò.

Â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Ta(M ⊗ I) ïîäïðîñòðàíñòâî Ta(M ⊗ {0}) åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
êàê âåêòîðîâ ∂

∂x1α
, . . . , ∂

∂xnα
, òàê è âåêòîðîâ ∂

∂y1
, . . . , ∂

∂yn , ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó ∂
∂yj

=

∂
∂xi

∂xi

∂yj
+ ∂

∂t
∂t
∂yj

êîýôôèöèåíò ïðè ∂
∂t ðàâåí 0, ò.å.

∂t
∂yj

|a = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êàõ a è b èìååì ∂t
∂yj

= 0, ïîýòîìó ÿêîáèàí ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïîñëåäíåìó

ñòîëáöó (â êîòîðîì ïî÷òè âñå íóëè), íàïðèìåð, â òî÷êå a

∂(x1α, . . . , x
n
α, t)

∂(y1, . . . , yn, s)
|a =

∂(x1α, . . . , x
n
α)

∂(y1, . . . , yn)
· ∂t
∂s

|a.

Ïîýòîìó çíàêè ∂(x1α,...,x
n
α)

∂(y1,...,yn)
|a è

∂(x1β ,...,x
n
β)

∂(y1,...,yn)
|b ðàçëè÷íû. Àíàëîãè÷íî, åñëè òî÷êè a è b ëåæàò â ðàçíûõ

êîìïîíåíòàõ ãðàíèöû, òî çíàêè ∂t
∂s |a è

∂t
∂s |b ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ñîâïàäàþò çíàêè ó ∂(x1α,...,x

n
α)

∂(y1,...,yn)
|a è

∂(x1β ,...,x
n
β)

∂(y1,...,yn)
|b.

�
Ñâîéñòâà ñòåïåíè.
1. deg(idM ) = 1 äëÿ ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ M (ñâÿçíîãî êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî).
2. Åñëè deg(f) ̸= 0, òî f : M → N ñþðúåêòèâíî. Îò ïðîòèâíîãî: åñëè íå ñþðúåêòèâíî, òî

ñòåïåíü ìîæíî âû÷èñëÿòü â òî÷êå, íå ëåæàùåé â îáðàçå f , à òàì îíà 0.
3. Åñëè f :M → N , g : N → P , òî deg(g ◦ f) = deg(g) deg(f).
Åñëè ðàññìòðèâàòü ñôåðó S2 êàê êîìïàêòèôèêàöèþ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî ìîæíî îïðå-

äåëèòü îòîáðàæåíèå f : S2 → S2 ôîðìóëîé f(z) = zn åñëè z ∈ C, ò.å. z ̸= ∞, è f(∞) = ∞. Òîãäà
deg(f) = n.

1 Ëîêàëüíî òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ

×åòâåðêà (E,B, F, p), ãäå E,B, F � ïðîñòðàíñòâà, à p : E → B, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî òðèâè-
àëüíûì ðàññëîåíèåì, åñëè ó ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà B åñòü òàêàÿ îêðåñòíîñòü U , ÷òî p−1(U)
ãîìåîìîðôíî U × F .
Ïðîñòðàíñòâà E/B/F íàçûâàþòñÿ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì/áàçîé/ñëîåì ðàññëîåíèÿ Åñëè

÷àñòü ïðîñòðàíñòâ/îòîáðàæåíèé â ðàññëîåíèè ÿñíà èç êîíòåêñòà, ìû èõ ìîæåì îïóñêàòü. Òàê,
åñëè áàçà è ñëîé çàôèêñèðîâàíû, òî ðàññëîåíèåì ìû ìîæåì íàçûâàòü ñàìî òîòàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî.
Ïðèìåðû: Íàêðûòèÿ; ïðîèçâåäåíèå E = B × F ; (S2n+1,CPn,S1, p), ãäå p(z) = [z1 : . . . : zn+1],

z = (z1, . . . , zn+1) ∈ S2n+1 ⊂ Cn+1; ëèñò Ì¼áèóñà.
Äâà ðàññëîåíèÿ, (E1, B, F, p1) è (E2, B, F, p2) èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì

f : E1 → E2, ÷òî p2 ◦ f = p1. Ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî, åñëè îíî èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ.
Åñëè A ⊂ B, òî (p−1(A), A, F, p|A) � îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ íà A. Îíî î÷åâèäíî ëîêàëüíî

òðèâèàëüíî.
Êîíñòðóêöèÿ ðàññëîåíèé.
Ïóñòü {Ui} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà B, Homeo(F ) � ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ ïðî-

ñòðàíñòâà F , è ïóñòü çàäàíû îòîáðàæåíèÿ φij : Ui∩Uj → Homeo(F ), óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì:

• φji = φ−1
ij ;

• φijφjk = φik.

Òàêîé íàáîð îòîáðàæåíèé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêëåéêè.
Ïóñòü h : ⊔iUi → B � îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèÿìè. Â ïðîñòðàíñòâå ⊔iUi × F

îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (x, f) ∼ (x′, f ′) (çäåñü x ∈ Ui, x
′ ∈ Uj , f, f

′ ∈ F ), åñëè
h(x) = h(x′) è f ′ = φij(f).
Îáðàòíî, åñëè äàíî ïîêðûòèå B îêðåñòíîñòÿìè Ui, íàä êàæäîé èç êîòîðûõ ðàññëîåíèå òðèâè-

àëüíî (ñ òðèâèàëèçàöèåé φi : E|Ui → Ui×F ), òî îòîáðàæåíèÿ gij : Ui∩Uj → Homeo(F ), çàäàííûå

ôîðìóëîé [gij(x)](f) = prF ◦ φj ◦ φ−1
i (x, f), óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì ñâîéñòâàì.
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Ïóñòü (E,B, F, p) � ðàññëîåíèå, f : X → B. Îáðàòíûì îáðàçîì (èëè ïóëáýêîì) ðàññëîåíèÿ
íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèå (Y,X, F, π), ãäå Y = {(x, e) : x ∈ X, e ∈ E, f(x) = p(e)} ⊂ X × E, π(x, e) =
x. Êîíå÷íî, íàäî ïðîâåðèòü ëîêàëüíóþ òðèâèàëüíîñòü. Ïóñòü U ⊂ B è φ : E|U → U × F �
ãîìåîìîðôèçì. Ïóñòü V = f−1(U) ⊂ X, W = π−1(V ) ⊂ Y , òîãäà ψ : W → V × F , çàäàííûé
ôîðìóëîé ψ(x, e) = (x, pF (φ(e))), ãäå pF : U × F → F � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü,
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì (ñ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì (x, f) 7→ (x, φ−1(x, f))).
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ-ïóëáýêà ÷åðåç Y = f∗(E).
Ïðèìåðû: îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ åñòü ïóëáýê äëÿ îòîáðàæåíèÿ âëîæåíèÿ; åñëè B � òî÷êà,

òî ïóëáýê � ïðîèçâåäåíèå Y = X × F .

Òåîðåìà 72 Ïóñòü X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, (E,B, F, p) � ðàññëîåíèå,
h : X × I → B � ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ îòîáðàæåíèÿ h0, h1 : X → B. Òîãäà ðàññëîåíèÿ h∗0(E)
è h∗1(E) èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ðàññëîåíèå (E,Z × I, F, p) òðèâèàëüíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îãðàíè÷åíèÿ E|Z×[0,c] è E|Z×[c,1] òðèâèàëüíû äëÿ íåêîòîðîãî 0 < c <
1. Èç òðèâèàëüíîñòü áîëüøåãî ðàññëîåíèÿ ñëåäóåò òðèâèàëüíîñòü ìåíüøèõ, îñòàåòñÿ äîêàçàòü
îáðàòíîå. Ïóñòü φ0 : E|Z×[0,c] → Z× [0, c]×F è φ1 : E|Z×[c,1] → Z× [c, 1]×F � òðèâèàëèçèðóþùèå
ãîìåîìîðôèçìû. Èõ îãðàíè÷åíèÿ íà Z × {c} çàäàþò îòîáðàæåíèå g01 : Z × {c} → Homeo(F ):
φ0 ◦ φ−1

1 (z, c, f) = (z, c, g01(f)). Òîãäà îòîáðàæåíèå (z, t) 7→ g01(z, c)(φ1(z, t)), ãäå z ∈ Z, t ∈ I,
g(z, t, f) = (z, t, g(f)), f ∈ F , çàäàåò äðóãóþ òðèâèàëèçàöèþ E|Z×[c,1], êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ φ0 íà
Z × {c}.
Ïóñòü Y � ðàññëîåíèå íàä X × I. Áëàãîäàðÿ êîìïàêòíîñòè, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ìîæíî

íàéòè êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà òî÷êàìè ti è îêðåñòíîñòè Ui òàê, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ
íà Ui×[ti, ti+1] òðèâèàëüíû. Ïîëîæèì U = ∩iUi. Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó, Y |X×I òàêæå òðèâèàëüíî.
Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uk îêðåñòíîñòÿìè òàêîãî âèäà. Ïóñòü ρk � ðàçáèåíèå åäèíèöû,

ïîä÷èíåííîå ýòîìó ïîêðûòèþ, ò.å. ôóíêöèè ρk : X → [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì supp ρk ⊂
Uk è

∑
k ρk = 1.

Ïîëîæèì λn =
∑n

k=1 ρk (λ0 = 0 è λN = 1 � ïîñòîÿííûå ôóíêöèè). Ïóñòü Xn ⊂ X × I �
ãðàôèê ôóíêöèè λn. Çàìåòèì, ÷òî Xn è Xn+1 îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà Un+1, íà êîòîðîì ðàññëîåíèå
òðèâèàëüíî. Ïðîåêöèÿ qn : Xn+1 → Xn èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ðàññëîåíèé Y |Xn+1 è Y |Xn (òàì,
ãäåXn èXn+1 ñîâïàäàþò, ýòî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, à íà Un+1 îáà ðàññëîåíèÿ òðèâèàëüíû).
Íî ïðè n = 0 ìû ïîëó÷àåì h∗0(E), à ïðè n = N � h∗1(E).

�

Ñëåäñòâèå 73 Åñëè B ñòÿãèâàåìî, òî ëþáîå ðàññëîåíèå íàä íèì òðèâèàëüíî.

Ñëåäñòâèå 74 Ïóñòü Ui � ïîêðûòèå B, gij;0, gij;1 : Ui ∩ Uj → Homeo(F ) � ãîìîòîïíûå
ôóíêöèè ñêëåéêè, E0 è E1 � ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññëîåíèÿ. Òîãäà îíè èçîìîðôíû.

Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

Ïóñòü {Ui} � ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X. Â êà÷åñòâå ñëîÿ âîçüìåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn.
Ãðóïïà Homeo(Rn) áîëüøàÿ, óìåíüøèì åå äî G = GLn(R), à åùå ëó÷øå äî G = O(n). Ðàññëîåíèå
ñ ôóíêöèÿìè ñêëåéêè gij : Ui ∩ Uj → G (ò.å. ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â ãðóïïå G) íàçûâàåòñÿ
(âåùåñòâåííûì) âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå
ðàññëîåíèÿ.
Ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå, áîëåå ïîõîæåå íà îïðåäåëåíèå ëîêàëüíî ðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé.

Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå � ýòî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå (E,B,Rn, p), â êîòîðîì êàæäûé
ñëîé p−1(x), x ∈ X, ñíàáæåí ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, è òðèâèàëèçèðóþùèå ãîìåî-
ìîðôèçìû fU : p−1(U) → U × Rn ÿëâÿþòñÿ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè ñëîÿ íàä ïðîèçâîëüíîé
òî÷êîé â Rn.
Ïðèìåð. Ïóñòü X × Rn � òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Ïóñòü P : X → L(Rn) � íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå â ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ íà Rn, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó (P (x))2 = P (x),
x ∈ X (ò.å. îòîáðàæåíèå ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîåêòîðàõ). Èç íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ðàíã
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k = P (x) íå çàâèñèò îò x. Ïîäïðîñòðàíñòâî {(x, ξ) : x ∈ X, ξ ∈ Rn, ξ ∈ ImP (x)} ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-
íûì ðàññëîåíèåì íàä X ñî ñëîåì Rk.
Ïðèìåð. Ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà Gk(Rn) � ýòî ìíîãîîáðàçèå, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå

k-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Rn. Òîïîëîãèþ íà Gk(Rn) ïðîùå çàäàòü ìåòðèêîé: ïóñòü L1, L2 �
äâà ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè k, P1, p2 � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà;
ïîëîæèì ρ(L1, L2) = ∥p1 − p2∥, ãäå ∥a∥ = max|ξ|61 |aξ| � òàê íàçûâàåìàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà

(ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∥a∥2 ðàâíà max{λ1, . . . , λn}, ãäå λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà a∗a).
Ïîäïðîñòðàíñòâî {(x, ξ) : x ∈ Gk(Rn), ξ ∈ x} ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì, îíî íàçûâàåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì.
Ïðèìåð. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ. Ôóíêöèè ñêëåéêè � ÿêîáèàíû. Àíàëîãè÷íî,

åñëè ìíîãîîáðàçèå âëîæåíî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ìîæíî îïðåäåëèòü íîðìàëüíîå ðàññëî-
åíèå.
Äâà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿ èçîìîðôíû åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì f : E1 → E2, ÷òî

p2 ◦f = p1 (ýòî êàê äëÿ îáùèõ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé) è îãðàíè÷åíèå f íà (E1)|x åñòü
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå äëÿ âñåõ x ∈ X.
Ïðèìåð. Èçîìîðôíîñòü äâóõ òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé E1 = X × Rn è E2 = X × Rn îçíà÷àåò

ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ α : X → GLn(Rn) (òîãäà f(x, ξ) = (x, α(x)ξ), x ∈ X, ξ ∈ Rn).
Ïðèìåð. Ïóñòü Y = A ∪ B, X = A ∩ B, ðàññëîåíèÿ íàä A è B òðèâèàëüíû. Ïóñòü g : X →

GLn(Rn). Ñêëåèì (îïðåäåëèì) ðàññëîåíèå Eg íàä Y , îòîæäåñòâëÿÿ (x, ξ) ∈ A× Rn ñ (x, g(x)ξ) ∈
B × Rn. Åñëè g1, g2 : X → GLn(Rn), Ei = Egi � ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññëîåíèÿ, òî èçîìîðôíîñòü
E1 è E2 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ α : A→ GLn(Rn), β : B → GLn(Rn), äëÿ êîòîðûõ
íà A f(x, ξ) = (x, α(x)ξ), à íà B � f(x, ξ) = (x, β(x)ξ), è, åñëè x ∈ X, òî α(x) = g−1

2 (x)β(x)g1(x)
� ýòî âèäíî èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

(x, ξ)
g1 //

α

��

(x, g1(x)ξ)

β
��

(x, ξ) g2
// (x, g2(x)ξ),

ò.å. íà X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî g2α = βg1.
Ðàññëîåíèÿ íàä íàäñòðîéêîé.
Ïóñòü SX � íàäñòðîéêà íàä X, ò.å. ôàêòîð X×I ïî îòîæäåñòâëåíèþ, ñêëåèâàþùåìó âñå òî÷êè

(x, 0) â îäíó, è âñå òî÷êè (x, 1) � â îäíó. Íàïðèìåð, ñôåðà Sn åñòü íàäñòðîéêà íàä Sn−1.

Ëåììà 75 Ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä SX ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ
îòîáðàæåíèé èç X â G = GLn(Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäñòðîéêó ìîæíî ïîêðûòü äâóìÿ ïîäìíîæåñòâàìè � S+ è S−, êàæäîå
èç êîòîðûõ åñòü êîíóñ íàä X, ò.å. ñòÿãèâàåìî. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íà
êàæäîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ � òðèâèàëüíî. Äâå òðèâèàëèçàöèè ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ôóíêöèþ
ñêëåéêè g : X → G (S+∩S− � ýòî îêðåñòíîñòü X, ãîìåîìîðôíàÿ X× (1/2−ε, 1/2+ε)). Îáðàòíî,
ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñêëåéêè g : X → G ïîçâîëÿåò ñêëåèòü ðàññëîåíèå èç äâóõ òðèâèàëüíûõ. Åñëè äâå
ôóíêöèè ñêëåéêè ãîìîòîïíû, òî ðàññëîåíèÿ èçîìîðôíû. Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèè ñêëåéêè g1, g2
îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ. Èçîìîðôèçì ìåæäó íèìè çàäàåò îòîáðàæåíèÿ
α± : S± :→ G òàê, ÷òî g1 · α+|X = α−|X · g2. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå α±|X ïðîäîëæàåòñÿ äî
îòîáðàæåíèÿ êîíóñà S±, ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ, ñîåäèíÿþùñÿ ýòî îòîáðàæåíèå ñ îòîáðàæåíèåì
â òî÷êó (íàïðèìåð, â åäèíèöó ãðóïïû). Ïîýòîìó g1 · α+|X ãîìîòîïíî g1. Àíàëîãè÷íî, α−|X · g2
ãîìîòîïíî g2. Ïîýòîìó g1 è g2 ãîìîòîïíû.

�
Ïóñòü (E1, X,Rn, p1) è (E2, X,Rn, p2) � äâà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿ, i : E1 ⊂ E2 � ïîñëîé-

íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, p2 ◦ i = p1, è îãðàíè÷åíèå i íà p−1
1 (x) åñòü ìîíîìîðôèçì ëèíåéíûõ

ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà ïåðâîå ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ ïîäðàññëîåíèåì âòîðîãî.

Òåîðåìà 76 Ïóñòü X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, (E,X,Rn, p) � âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå. Òîãäà ýòî ðàññëîåíèå åñòü ïîäðàññëîåíèå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå Ui, i = 1, . . . , k,
òàê, ÷òîáû îãðàíè÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ íà êàæäîå Ui áûëè òðèâèàëüíû. Çàôèêñèðóåì òðèâèàëèçàöèè
hi : p

−1(Ui) → Ui×Rn. Ïóñòü πi : Ui×Rn → Rn � ïðîåêöèè íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü. Ïóñòü òàêæå
φi � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå äàííîìó ïîêðûòèþ. Îïðåäåëèì gi : E → Rn ôîðìóëîé
gi(v) = φi(p(v))πihi(v); g : E → Rnk ôîðìóëîé g(v) = (g1(v), . . . , gk(v)); è f : E → X × Rnk
ôîðìóëîé f(v) = (p(v), g(v)). Ëèíåéíîñòü g î÷åâèäíà, à ìîíîìîðôíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ðàâåíñòâî g(v) = 0 îçíà÷àåò gi(v) = 0 äëÿ âñåõ i. Ïóñòü ξ ̸= 0 â Rn, x ∈ Ui, v = h−1

i (x, ξ).
Òîãäà gi(v) = φi(x)ξ. áåðÿ ñóììó ïî âñåì îêðåñòíîñòÿì, ñîäåðæàùèì òî÷êó x, ïîëó÷àåì, ÷òî∑

i gi(v) = ξ ̸= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî âñå gi(v) ðàâíû 0.
�
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