
Êîëëîêâèóì ïî ëèíåéíîé àëãåáðå è ãåîìåòðèè.
Êàæäûé âàðèàíò ñîñòîèò èç îäíîãî òåîðåòè÷åñêîãî âîïðîñà è òðåõ òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷.

Îòâåòû äîëæíû ñîïðîâîæäàòüñÿ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì.
Âàðèàíò 1.

1. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà âåêòîðîâ.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, êîòîðîå ïåðåâîäèò áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ
g(x, y) = x1y2 − x2y1 â ôóíêöèþ h(x, y) = x1y2 + x2y1?

3. Äëÿ ëþáûõ ëè âåêòîðîâ a, b, c åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíî (a, b)+(b, c) ≥ (a, c)?

4. Íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2 çàäàí áàçèñ ôóíêöèîíàëîâ ε1 =
p(0), ε2 = p(2), ε3 = p(3). Ê êàêîìó áàçèñó èç ìíîãî÷ëåíîâ p1(x), p2(x), p3(x) îí
äâîéñòâåíåí?

Âàðèàíò 2.

1. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, êîòîðîå ïåðåâîäèò áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ
g(x, y) = x1y1 − x2y2 â ôóíêöèþ h(x, y) = x1y2 + x2y1?

3. Íàéäóòñÿ ëè òàêèå íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû p, q, r ∈ R2[x], ÷òî
3∫
1

p(x)r(x)dx =

3∫
1

q(x)r(x)dx =
3∫
1

p(x)q(x)dx = 0?

4. Ïóñòü f � òàêîé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ R2[x] (ñòåïåíè íå âûøå
2), ÷òî f(p) = p(0) + 2p′(1) äëÿ âñåõ p ∈ R2[x]. Íàéäèòå êîîðäèíàòû f â áàçèñå,
äâîéñòâåííîì ê áàçèñó 1 + x, x+ x2, 1 + x+ x2.

Âàðèàíò 3.

1. Ñâÿçü ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà è ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

2. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(p) =
1∫
0

p2(x)dx −
(

1∫
0

p(x)dx

)2

êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé â

ïðîñòðàíñòâå R2[x]?

3. Ïóñòü V = Mat(2,R), L � ïîäïðîñòðàíñòâî êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L è áàçèñ â ýòîì äîïîëíåíèè, åñëè ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â V îïðåäåëåíî êàê (A,B) = tr(ATB).

4. Ïóñòü V = R2[t]. Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà, äâîéñòâåííîãî ê áàçèñó e0 =
1, e1 = t, e2 = t2 ê áàçèñó, äâîéñòâåííîìó áàçèñó e0 = 1, e1 = 1 + t, e2 = 1 + 2t+ t2.

Âàðèàíò 4.

1. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî.

2. Îïðåäåëèòü èíäåêñû èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ ìàòðèöåé

1 0 1
0 0 2
1 2 3

 .

3. Îáðàçóþò ëè âñå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AXB = C (ãäå A,B,C � êâàäðàòíûå
ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà) àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî?
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4. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : V → W â áàçèñàõ e1, e2, e3 è f1, f2 èìååò ìàòðèöó(
1 2 3
0 1 2

)
. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà A(e3 − e2) â áàçèñå f1, f2.

Âàðèàíò 5.

1. Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ.

2. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(p, q) =
2π∫
0

p(x)q′(x)dx áèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷íîé â

ëèíåéíîé îáîëî÷êå <1, cosx, cos 2x, sinx, sin 2x>?

3. Ìîæíî ëè âûðàçèòü ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà en äî ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ
e1, . . . , en−1 ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ýòèõ âåêòîðîâ?

4. Ïóñòü f � òàêîé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ R2[x] (ñòåïåíè íå âûøå
2), ÷òî f(p) = p(0) + 2p(1) äëÿ âñåõ p ∈ R2[x]. Íàéäèòå êîîðäèíàòû f â áàçèñå,
äâîéñòâåííîì ê áàçèñó 1

2x(x− 1), −(x− 1)(x+ 1), 1
2x(x+ 1).

Âàðèàíò 6.

1. Èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

2. Íàéòè ëåâîå è ïðàâîå ÿäðî áèëèíåéíîé ôóíêöèè f(p, q) =
1∫
0

p(x)q′(x)dx íà

ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ R1[x].

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ïðîåêöèè íà âåêòîð v ðàâíà ðàññòîÿíèþ äî ïîäïðîñòðàíñòâà
âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó v.

4. Ïóñòü A : R[x] → R[x] � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ â ñåáÿ,
ïåðåâîäÿùåå êàæäûé ìíîãî÷ëåí p(x) â åãî âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, A(p) = p′′. Íàéòè
ÿäðî è îáðàç A.

Âàðèàíò 7.

1. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Åå çàâèñèìîñòü îò áàçèñîâ.

2. Ïóñòü V = Rn[x] Äàíà ôóíêöèÿ q1(P ) =
∫ 1
0 (P

′(x))2 dx. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé, è çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ
ôóíêöèþ.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî íàáîðà âåêòîðîâ â R5, ÷òî äëÿ åãî ëèíåéíîé îáîëî÷êè W
âûïîëíåíî R5 = V ⊕W, ãäå V çàäàíî ñèñòåìîé{

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 0,

x1 − x2 + x3 − x4 + x5 = 0.

4. Ïóñòü V � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à ϕ � íåêîòîðûé íåòðèâèàëüíûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà íåì. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V/Kerϕ?

Âàðèàíò 8.

1. Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòÿõ ÿäðà è îáðàçà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

2. Ïóñòü V = R2[x] Äàíà ôóíêöèÿ q1(P ) =
∫ 1
0 P (x)P ′(x) dx. Çàïèñàòü ìàòðèöó ýòîé

êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìíîãî÷ëåíîâ.
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3. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà X ìàòðèö A ðàçìåðà n × n ëèíåéíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè? a) X = {A | trA = 0}; á) X � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàíãà 6 3; â)
X = {A | AT +A = 0}?

4. Ïóñòü V = Mat(2,R), L � ïîäïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Íàéòè
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L è áàçèñ â ýòîì äîïîëíåíèè, åñëè ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â V îïðåäåëåíî êàê (A,B) = tr(ATB).

Âàðèàíò 9.

1. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

2. Ïóñòü f è g � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûå êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè. Âñåãäà ëè
h(v) =

√
f(v)g(v) áóäåò êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé?

3. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàäàíû 3 ïîäïðîñòðàíñòâà L1, L2, L3 òàêèå, ÷òî äëÿ i ̸= j
Li ∩Lj = {0}, ïðè÷åì V = L1 +L2 +L3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ V ðàçëîæåíèå
â ñóììó v = v1 + v2 + v3, vi ∈ Li, åäèíñòâåííî?

4. Ïóñòü V = Mat2(R) � ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
M : V → V , M(A) = A + 2AT + 2tr(A) · E, ãäå A ∈ V , E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Äîêàæèòå, ÷òî M � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, çàïèøèòå ìàòðèöó ýòîãî îòîáðàæåíèå,
âçÿâ â êà÷åñòâå áàçèñîâ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ M
ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Mat2(R)(ñîñòîÿùèé èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö).

Âàðèàíò 10.

1. Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà-Øìèäòà.

2. Ìîæåò ëè ëåâîå ÿäðî íåêîòîðîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè áûòü íóëåâûì, à ïðàâîå �
íåíóëåâûì?

3. Íàéòè ðàçìåðíîñòè è áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2

ïðîcòðàíñòâà V = Mat3(R) ìàòðèö ðàçìåðà 3× 3 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
L1 = {A | A+AT = 0}, L2 = {A | A+ 2AT = 0}.

4. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ôóíêöèè íà R3[x] ëèíåéíî çàâèñèìûìè: l1(P ) =
P ′(1), l2(P ) = 2P (2), l3(P ) = P (0)?

Âàðèàíò 11.

1. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå.

2. Âåðíî ëè, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè
çíàêè íèæíèõ ïðàâûõ óãëîâûõ ìèíîðîâ åå ìàòðèöû ÷åðåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ ìèíóñà?

3. Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ Rn çàäàíî ñèñòåìîé èç k îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Âûáåðèòå ïðàâèëüíûå óòâåðæäåíèÿ:
1. dimU = n− k;
2. dimU = k;
3. dimU < k;
4. dimU < n− k;
5. Âñå íå âåðíû.

4. Ïóñòü V = R2[t]. Ïðåäñòàâüòå ïåðâûé âåêòîð áàçèñà, äâîéñòâåííîãî ê áàçèñó e0 =
1, e1 = t, e2 = t2, â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé l0(P ) = P (0), l1(P ) = P ′(0),
l2(P ) = P ′′(0).
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Âàðèàíò 12.

1. Ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà.

2. Âåðíî ëè, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè
çíàêè íèæíèõ ïðàâûõ óãëîâûõ ìèíîðîâ åå ìàòðèöû ÷åðåäóþòñÿ?

3. Èçîìîðôíû ëè ñëåäóþùèå âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà: ïðîñòðàíñòâî
ðåêêóðåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an}∞n=0 ñ óñëîâèåì an+4 = an+2 + an è
ïðîñòðàíñòâî ÷åòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 7?

4. Ïóñòü V = R2[t]. Íàéäèòå áàçèñ â V , äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèè l1(P ) = P (0), l2(P ) =
P ′(1), l3(P ) = P ′′(2) ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûì áàçèñîì.

Âàðèàíò 13.

1. Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

2. Ïóñòü V = Rn[x] Äàíà ôóíêöèÿ q1(P ) =
∫ 1
0 P (x)P ′(x) dx. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé, è çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ
ôóíêöèþ.

3. Ïóñòü A ìàòðèöà n×m è ïîäïðîñòðàíñòâà U è V çàäàíû ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ax = 0 è
AT y = 0 â ïðîñòðàíñòâàõ Rm è Rn ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðèòå ïðàâèëüíîå îòâåðæäåíèå:
1. dimU = dimV ;
2. dimU + dimV = n+m− rankA;
3. dimU − dimV = n−m;
4. Âñå íå âåðíû.

4. Ïóñòü v ∈ R3. Îòîáðàæåíèå Av èç R3 â Mat3(R) çàäàíî ôîðìóëîé Av(x) = vTx, xR3

(ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè íà ñòîëáåö êîîðäèíàò). Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ÿäðà è îáðàçà
îòîáðàæåíèÿ Av. Çàâèñèò ëè ýòà ðàçìåðíîñòü îò âûáîðà âåêòîðà v?

Âàðèàíò 14.

1. Ìàòðèöà Ãðàìà. Åå çàâèñèìîñòü îò áàçèñà.

2. Íàéäèòå ÿäðî áèëèíåéíîé ôîðìû GC(A,B) = tr(ACBT ), çàäàííîé íà ïðîñòðàíñòâå

Mat(2,R), ãäå C =

(
1 1
1 1

)
.

3. Èçîìîðôíû ëè ñëåäóþùèå âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà: ïðîñòðàíñòâî
âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 3 è ïðîñòðàíñòâî íå÷åòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
íå âûøå 12?

4. Äàíû âåêòîðû a1 = (1, 0, 0), a2 = (1, 1, 0); b1 = (0, 1, 0), b2 = (0, 0, 1).
Íàéòè ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ <a1, a2> è <b1, b2> è äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ.

Âàðèàíò 15.

1. Îáúåì n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Ñâÿçü ñ ìàòðèöåé Ãðàìà.

2. Ïóñòü V = R2[x] Äàíà ôóíêöèÿ q1(P ) =
∫ 1
0 (P

′(x))2 dx. Çàïèñàòü ìàòðèöó ýòîé
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìíîãî÷ëåíîâ.

3. Ïóñòü l � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî
{x : l(x) = 1} àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì?
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4. Êàêèå îòîáðàæåíèÿ çàäàþò èçîìîðôèçì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà R2 â ñåáÿ?
1. Ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò
2. Ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
3. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
4. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïðÿìóþ

5.

(
x
y

)
7→

(
2x+ y
x+ 2y

)
6.

(
x
y

)
7→

(
2x+ y
4x+ 2y

)
Âàðèàíò 16.

1. Áèëèíåéíûå ôóíêöèè. Ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè, åå çàâèñèìîñòü îò áàçèñà.

2. Çàäàåò ëè ôîðìóëà (A,B) = trAB åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå
êâàäðàòíûõ ìàòðèö?

3. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à ϕ � íåêîòîðûé íåòðèâèàëüíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà íåì. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ {e1, . . . , en} ïðîñòðàíñòâà
V òàêîé, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì âçÿòèÿ ïåðâîé êîîðäèíàòû â íåì: ϕ(v) = x1,
ãäå v = xiei?

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé q íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ
êîòîðûõ ìíîæåñòâî {x : q(x) = 0} ÿâëÿåòñÿ (íå ÿâëÿåòñÿ) àôôèííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Âàðèàíò 17.

1. Ïðàâîå è ëåâîå ÿäðî áèëèíåéíîé ôóíêöèè.

2. Ïóñòü V = R2[t]. Íàéòè êàêîé-íèáóäü áàçèñ â ÿäðå ëèíåéíîé ôóíêöèè l(P ) =
∫ 1
0 P (t)dt

3. Ìîæåò ëè ìàòðèöà ( 5 2
2 1 ) áûòü ìàòðèöåé Ãðàìà?

4. Ïóñòü V = Mat(2,R), q(A) = tr(ATCA), ãäå C =

(
1 −1
−1 1

)
. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà

ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé, è çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñèììåòðè÷íóþ
áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ.

Âàðèàíò 18.

1. Ñèììåòðè÷íûå è êîñîñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå ôóíêöèè. Êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè.

2. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà C =

 1 2 3
2 0 2
1 −2 −1

 ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê

äðóãîìó?

3. Çàäàåò ëè ôîðìóëà (A,B) = trABT åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà
ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòíûõ ìàòðèö?

4. Ïóñòü V = R2. Íàéäèòå ìàòðèöó òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ Id : V → V (êàæäûé
âåêòîð ïåðåõîäèò ñàì â ñåáÿ), âçÿâ â êà÷åñòâå áàçèñà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Id áàçèñ
e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), à â êà÷åñòâå áàçèñà â îáëàñòè çíà÷åíèé Id áàçèñ e′1 = (2, 1),
e′2 = (1, 2).

Âàðèàíò 19.
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1. Îãðàíè÷åíèå áèëèíåéíîé ôóíêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî. Íåâûðîæäåííîñòü
áèëèíåéíîé ôóíêöèè.

2. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2. Çàäàåò ëè åâêëèäîâî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôîðìóëà (à) (p, q) = p(0)q(0)+p(1)q(1)? (á) (p, q) = p(0)q(0)+
p(1)q(1) + p(2)q(2)?

3. Áóäåò ëè îáúåäèíåíèå áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà L2

áàçèñîì L1 ⊕ L2?

4. Èçîìîðôíû ëè ñëåäóþùèå âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà: ïðîñòðàíñòâî
ðåêêóðåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an}∞n=0 ñ óñëîâèåì an+3 = an+1 + an è
ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì ðàçìåðà 2?

Âàðèàíò 20.

1. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî (êîñî)ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè.
Åãî ðàçìåðíîñòü.

2. Ïóñòü e1, . . . , en , áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è U åãî ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k, 0 <
k < n. Âûáåðèòå ïðàâèëüíîå(ûå) óòâåðæäåíèå(ÿ):
1. Íàéäóòñÿ k âåêòîðîâ èç e, ëåæàùèõ â U ;
2. Íè îäèí èç âåêòîðîâ e íå ëåæèò â U ;
3. Íàéäóòñÿ ìåíüøå k íî áîëüøå íóëÿ âåêòîðîâ èç e, ïðèíàäëåæàùèõ U .
4. Âñå óòâåðæäåíèÿ íå âåðíû.

3. Ëþáîé ëè ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì (−1)n (ïðè tn) ìîæåò áûòü
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n (íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë)?

4. Ïóñòü q � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî
{x : q(x) = 1} àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì?

Âàðèàíò 21.

1. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâà è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
(êîñî)ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè. Âòîðîå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
îòíîñèòåëüíî òàêîé ôóíêöèè.

2. Ïóñòü U ⊂ V � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîäïðîñòðàíñòâî W òàêîå, ÷òî U ⊕ W = V ? Åñëè äà, òî îäíîçíà÷íî ëè îïðåäåëåíî
W?

3. Îáðàçóþò ëè ìàòðèöû ñî ñëåäîì ðàâíûì 1, àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî?

4. Èçâåñòíî, ÷òî 1 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì
f è g. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð v, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u âûïîëíåíî
f(u, v) = g(u, v).

Âàðèàíò 22.

1. Ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå ôóíêöèè íà îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Êîñîñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè íà äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîì áàçèñå èìååò ìàòðèöó

(
1 2
0 3

)
. Ñóùåñòâóåò ëè

áàçèñ, â êîòîðîì ýòà áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìàòðèöó

(
3 0
2 1

)
?

6



3. Îáðàçóþò ëè âñå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX = B (ãäå A,B � êâàäðàòíûå
ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà) àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî?

4. Ïóñòü x, y � êîîðäèíàòû â R2 è V1 � îñü x. Äëÿ êàêèõ V2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
R2 = V1 ⊕ V2?
1. V2 � {íà÷àëî êîîðäèíàò}
2. V2 � ïðÿìàÿ x = y
3. V2 � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü y > 0
4. V2 � îñü x
5. V2 � îñü y.

Âàðèàíò 23.

1. Íîðìàëüíûé âèä ñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé (íàä ïîëÿìè äåéñòâèòåëüíûõ
è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë).

2. Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà L2

áóäåò áàçèñîì L1 + L2?

3. Îáðàçóþò ëè âñå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ XA = B (ãäå A,B � êâàäðàòíûå
ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà) àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî?

4. Ñóùåñòâåò ëè òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åíèå íà êîòîðîå
êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè b(P,Q) =

∫ 1
0 P (x)Q′(x) dx−

∫ 1
0 Q(x)P ′(x) dx

íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ R6[x] áóäåò íåâûðîæäåíî?

Âàðèàíò 24.

1. Íîðìàëüíûé âèä êîñîñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé.

2. Ïóñòü L ⊂ V � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V , e1, . . . , en �
áàçèñ â V . Ìîæíî ëè âûáðàòü èç ýòîãî áàçèñà ÷àñòü âåêòîðîâ, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè
áàçèñ L?

3. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∫ 1
0 p(x) dx = 1,

àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì?

4. Ïóñòü f(x) è g(x) äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè íà âåùåñòâåííîì êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå V . Íàéòè ìàòðèöó ñèììåòðè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè f(x)g(y) +
f(y)g(x), åñëè f(x) = fix

i, g(x) = gix
i.

Âàðèàíò 25.

1. Åäèíñòâåííîñòü íîðìàëüíîãî âèäà ñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé.

2. Èçîìîðôíû ëè ñëåäóþùèå âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà: ïðîñòðàíñòâî
ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö 3 íà 3 è ïðîñòðàíñòâî ÷åòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå
11?

3. Îáðàçóþò ëè âñå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ X + XT = E (ãäå E � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà) àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî?

4. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ëåâîå ÿäðî áèëèíåéíîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ïðàâûì, òî îíà ëèáî
ñèììåòðè÷íàÿ, ëèáî êîñîñèììåòðè÷íàÿ?

Âàðèàíò 26.
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1. Òåîðåìà èíåðöèè.

2. Ïóñòü l1, l2 � ëèíåéíûå ôóíêöèè. Âåðíî ëè, ÷òî q(x) = l1(x)l2(x) � êâàäðàòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ? Êàêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ åé ñîîòâåòñòâóåò?

3. Íàéäóòñÿ ëè òàêèå íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû p, q ∈ R2[x], ÷òî
3∫
1

p(x)dx =
3∫
1

q(x)dx =

3∫
1

p(x)q(x)dx = 0?

4. Ïóñòü V = R2[t]. Íàéäèòå ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà, äâîéñòâåííîãî ê áàçèñó e0 =
1, e1 = t, e2 = t2 ê áàçèñó, äâîéñòâåííîìó áàçèñó e0 = 1, e1 = 1− t, e2 = 1− 2t+ t2.

Âàðèàíò 27.

1. Òåîðåìà ßêîáè îá óãëîâûõ ìèíîðàõ. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

2. Äëÿ ëþáîé n × n ìàòðèöû A çàäàäèì ôóíêöèþ f(x) = (Ax, x), ãäå (, ) ñòàíäàðòíîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Rn. Ïîêàçàòü, ÷òî f êâàäðàòè÷íà è íàéòè ìàòðèöó
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû F .

3. ßâëÿþòñÿ ëè îòîáðàæåíèÿ A → tr A, A → det A ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè?

4. Êàêóþ ðàçìåðíîñòü ìîæåò èìåòü ïåðåñå÷åíèå äâóõ òð¼õìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà?

Âàðèàíò 28.

1. Ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

2. Âåðíî ëè, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ïðîñòðàíñòâî âñåõ
áèëèíåéíûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû (ïðÿìîé ñóììû) ïðîñòðàíñòâà
ñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâà êîñîñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ
ôóíêöèé?

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè<e1, e2, e3>∩<f1, f2, f3> ̸= 0, òî âåêòîðà e1, e2, e3, f1, f2, f3 ëèíåéíî
çàâèñèìû. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áèëèíåéíîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé ïðàâîå ÿäðî íå ñîâïàäàåò ñ
ëåâûì.

Âàðèàíò 29.

1. Îáîáùåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, èíâàðèàíòíîñòü åãî êîðíåé.
Ïðèìåð ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íåëüçÿ îäíîâðåìåííî ïðèâåñòè
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

2. Ìîæåò ëè ìàòðèöà ( 3 2
2 1 ) áûòü ìàòðèöåé Ãðàìà?

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð âûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû, îãðàíè÷åíèå,
êîòîðîé íà êàêîå-íèáóäü ïîäïðîñòðàíñòâî áûëî áû íåâûðîæäåíî.

4. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà X ìàòðèö A ðàçìåðà n × n ëèíåéíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè? a) X � ìíîæåñòâî íåîáðàòèìûõ ìàòðèö; á) X � ìíîæåñòâî ìàòðèö
ðàíãà 1; â) X = {A | tr(AT ·A) = 0}?

Âàðèàíò 30.
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1. Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé, îäíà èç
êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

2. Ïóñòü V = Mat(2,R), q(A) = tr(ATCA), ãäå C =

(
1 −1
−1 1

)
. Çàïèñàòü ìàòðèöó ýòîé

êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìàòðè÷íûõ åäèíèö.

3. Ïóñòü V = Mat3(R) � ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà 3 × 3 ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Íàéòè ðàçìåðíîñòü â ïîäïðîñòðàíñòâå L = {A | A−AT + tr(A)E =
0}.

4. Îáðàçóþò ëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèè íà R, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ:
f ′ − f = 0? Îïåðàöèè ñòàíäàðòíûå.

Âàðèàíò 31.

1. Ýðìèòîâû è êîñîýðìèòîâû ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè.

2. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíûìè:
ïðîñòðàíñòâî êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà 4 × 4 è ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ
îò 2 ïåðåìåííûõ ñòåïåíè íå âûøå 2?

3. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ q äîñòèãàåò íà åäèíè÷íîé ñôåðå
(ò.å. íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ äëèíû 1) ìàêñèìóìà íà âåêòîðå a, è ìèíèìóìà íà âåêòîðå
b. Âåðíî ëè, ÷òî a ⊥ b?

4. Ïóñòü f(x) è g(x) äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè íà âåùåñòâåííîì êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå V . Âûáåðèòå ïðàâèëüíûå óòâåðæäåíèÿ:

1. f(x)g(y) áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ;
2. Êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êâàäðàòîâ â íîðìàëüíîì âèäå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
f2(x) + g2(x) ðàâåí äâóì;
3. Êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êâàäðàòîâ â íîðìàëüíîì âèäå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
f2(x) + g2(x) íå áîëüøå äâóõ;
4. Âñå íåïðàâèëüíî.
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