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ПРЕДИСЛОВИЕ

В настоящем пособии предлагаются задачи компьютерного прак-

тикума по специальности для студентов 6-го курса кафедры тео-

ретической механики и мехатроники механико-математического

факультета МГУ имени М. В. Ломоносова.

Первая задача призвана познакомить студентов с отображе-

нием Пуанкаре как методом исследования динамических систем

с непрерывным временем. При решении задачи студентам нужно

обнаружить и визуализировать возникающие при малом возмуще-

нии интегрируемой гамильтоновой системы эффекты: расщепле-

ние сепаратрис, образование стохастического слоя, стабилизация

неустойчивых (в отсутствие возмущения) состояний равновесия,

образование странных аттракторов при наличии диссипации.

Вторая задача знакомит с методами усреднения Крылова— Бо-

голюбова на примере механической системы с двумя степенями

свободы, установленной на колеблющемся основании. Студенты

должны визуализировать явление равномерной сходимости реше-

ний точных уравнений движения в форме Гамильтона к решениям

усреднённых уравнений при возрастании частоты вибраций и убе-

диться, что при определенных параметрах системы неустойчивое

в отсутствие колебаний положение равновесия становится устой-

чивым.

Третья задача посвящена изучению динамики механической

системы с неидеальными связями — примера Пэнлеве — Клей-

на. В модели сухого трения Кулона касательная составляющая

реакции зависит от нормальной составляющей, и стандартная

для аналитической механики процедура исключения связей мо-

жет привести к неединственности или несуществованию решения

уравнений движения. При выполнении работы студенты изучат

возникновение в системе «удара трением» (быстрого торможения

системы), возникающего при отказе от однойиз связей и введения

вместо нее деформируемого элемента с большой жёсткостью.



В качестве основного инструмента предполагается использова-

ние системы компьютерной алгебры Maxima.

При решении всех трёх задач студенты должны овладеть хо-

рошими практиками структурного программирования (простота,

концептуальность, расширяемость и удобочитаемость программы,

повторное использования кода, локализация переменных, доку-

ментирование программы), а также умение работать с документа-

цией системы программирования.

Данныйпрактикумрассчитанна один учебный семестр (56 учеб-

ных часов).
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MAXIMA

Система компьютерной алгебры (CAS) Maxima— свободное про-

граммное обеспечение с открытым исходным кодом, имеющее

давнюю историю.

Maxima располагает всеми средствами, нужными для решения

задач практикума. Это средства для работы со списками, для об-

работки символьных выражений (дифференцирование, интегри-

рование, подстановка, упрощение, решение систем алгебраиче-

ских уравнений), для численных расчётов (численное решение

систем обыкновенных дифференциальных и алгебраических урав-

нений, поиск собственных значений). Имеются богатые возмож-

ности визуализации данных. Имеющиеся встроенные средства

Maxima вполне достаточны для нужд практикума.

Студенты могут бесплатно установить Maxima на свои компью-

теры. Существуют сборки для различных операционных систем.

Для знакомства с Maxima рекомендются следующие ресурсы:

⬝ официальная страница CAS Maxima, документация,
загрузка [16];

⬝ использование Maxima для исследования динамических
систем [2];

⬝ руководство для школьников и студентов [20].

Допускается использование и других CAS (Wolfram Mathematica,

Maple, Reduce, R, Octave, FriCAS, MATLAB, …) или систем программи-

рования общего назначения (C/C++, Java, Python, Perl, EcmaScript,

Lua, …), если они подходят для решения задач.



1. МАЯТНИК С КОЛЕБЛЮЩЕЙСЯ ТОЧКОЙ

ПОДВЕСА

1.1. ЦЕЛЬ ПРАКТИЧЕСКОЙ РАБОТЫ

Целью данной работы является знакомство студентов с отображе-

нием Пуанкаре как методом исследования динамических систем

небольшой размерности с непрерывным временем. В качестве

тестовой задачи выбран маятник с вертикально периодически

колеблющейся точкой подвеса.

ОтображениеПуанкаре позволяет свести исследование системы

с непрерывным временем к исследованию системы с дискретным

временем. Основной выигрыш состоит в том, что размерность

фазового пространства понижается на единицу. Это в ряде ситуа-

ций позволяет осуществить удобную визуализацию, при которой

становятся видны качественные аспекты динамики, такие как

зоны хаотического и регулярного движений, аттракторы. Таким

образом, выявляется качественная структура фазового портрета.

1.2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ РАБОТЫ

1.2.1. ОТОБРАЖЕНИЕ ЗА ПЕРИОД

Фазовый портрет не является удобным инструментом для иссле-

дования неавтономной гамильтоновой системы с одной степенью

свободы, поскольку фазовые траектории в плоскости фазового

портрета в типичном случае пересекаются. Фазовые траектории

неавтономной системы естественней рассматривать в расширен-

ном фазовом пространстве, но полученную трёхмерную картину

трудно визуализировать.

Для гамильтоновых систем с гамильтонианом, 𝜏-периодически

зависящим от времени, удобно использовать разновидность отоб-

раженияПуанкаре [18, с. 289]—отображение за период. Напомним,



что отображением за период называется отображение, которое

ставит в соответствие начальному условию при 𝑡 = 0 решение

задачи Коши для уравнений движения в момент времени 𝜏, то есть

результат переноса начальной фазовой точки фазовым потоком

за время 𝜏. Во многом изучение неавтономной гамильтоновой си-

стемы с одной степенью свободы сводится к изучению орбит её

отображения за период. Следует отметить, что отображение за

период гамильтоновой системы является симплектическим [18,

с. 348, следствие 14.2].

Для орбит симплектических отображений типичным является

весьма сложное, хаотическое поведение. Для примера рассмотрим

так называемое стандартное отображение Чирикова [18, с. 384],

которое хорошо иллюстрирует описываемое явление. Это преоб-

разование фазового цилиндра с координатами (𝑞 mod 2𝜋, 𝑝), за-

данное формулами

(𝑞, 𝑝) ↦ (𝑞 + 𝑝 + 𝜀 sin 𝑞, 𝑝 + 𝜀 sin 𝑞).

При нулевом 𝜀 все орбиты лежат на окружностях 𝑝 = const и ве-

дут себя вполне регулярно. Ситуация меняется при ненулевых зна-

чениях 𝜀. Орбита выбранной подходящим образом начальной точ-

ки становится густой сетью, пронизанной многочисленными дыр-

ками— так называемой стохастической паутиной. Посмотреть

на построение орбиты в динамике можно с помощью демонстра-

ционного приложения [21]. На рис. 1 точки развёртки фазового

цилиндраизображаютсявразных градациях серогоцвета в зависи-

мости от хаотичности орбит этих точек, понимаемой в некотором

смысле. На видео [22] тем же способом, что и на рисунке, визуали-

зируется хаотичность орбит стандартного отображения Чирикова

при постепенном увеличении параметра 𝜀 от 0 до 4.

1.2.2. МАЯТНИК С КОЛЕБЛЮЩЕЙСЯ ТОЧКОЙ ПОДВЕСА

В неподвижной вертикальной плоскости под действием силы тя-

жести движется точка массы 𝑚, закреплённая на конце невесо-

мого недеформируемого стержня длины 𝑙. Другой конец стержня

совершает быстрые колебания по вертикали, причём в неподвиж-

ной системе координат 𝑂𝑥𝑦, ось которой направлена вертикально
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Рис. 1. Стандартное отображение Чирикова при 𝜀 = 0,16

вверх, его координаты изменяются по закону

𝑥 = 0, 𝑦 = 𝐴𝑙𝜀 cos
𝜔𝑡

𝜀
,

где 𝐴 и 𝜀— параметры, 𝑔— ускорение силы тяжести, 𝜔 = �𝑔/𝑙

(рис. 2). В системе действует вязкое трение, приводящееся к мо-

менту, пропорциональному угловой скорости стержня с коэффи-

циентом пропорциональности𝑚𝜇.

Перейдём к безразмерным величинам, полагая, что время изме-

ряется в единицах �𝑙/𝑔. Для этого следует положить 𝜔 = 1. Тем

самым уменьшается количество параметров задачи.

Механическая система имеет одну степень свободы. В качестве

обобщённойкоординатывыбирается угол𝑞между стержнемивос-

ходящей вертикалью. Уравнения движения маятника имеют вид

�̇� =
𝜕𝐻

𝜕𝑝
, �̇� = −

𝜕𝐻

𝜕𝑞
− 𝜇

𝜕𝐻

𝜕𝑝
.
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𝐠

𝑚

𝑞 𝑙

Рис. 2. Маятник с колеблющейся точкой подвеса

Здесь 𝑝—обобщённый импульс, отвечающий обобщённой коор-

динате 𝑞, 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡)—функция Гамильтона.

1.2.3. УСРЕДНЕНИЕ СИСТЕМЫ. СТАБИЛИЗАЦИЯ ВЕРХНЕГО

ПОЛОЖЕНИЯ МАЯТНИКА

Если параметр 𝜀 в гамильтониане

𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡) =
𝑝2

2
+ 𝐴𝑝 sin 𝑞 sin

𝑡

𝜀
+
𝐴2

2
sin2 𝑞 sin2

𝑡

𝜀
+ cos 𝑞

маятника считать малым, то подходящим каноническим преобра-

зованием, 𝜀-близким к тождественному, можно добиться того, что

зависимость от 𝑡 в новом гамильтониане будет содержаться в чле-

нах порядка 𝜀. Нужное каноническое преобразование (𝑞, 𝑝, 𝑡) ↦

↦ (�̂�, �̂�, 𝑡) зададим производящей функцией

𝑊(𝑞, �̂�, 𝑡) = �̂�𝑞 + 𝜀𝑓(𝑞, �̂�, 𝜃), 𝜃 =
𝑡

𝜀
,

где функция 𝑓 2𝜋-периодична по 𝜃 (периодичность требуется для

равномерной близости канонического преобразования к тожде-

ственному при всех 𝑡). При этом

𝑝 =
𝜕𝑊

𝜕𝑞
= �̂� + 𝜀

𝜕𝑓

𝜕𝑞
, �̂� =

𝜕𝑊

𝜕�̂�
= 𝑞 + 𝜀

𝜕𝑓

𝜕�̂�
,

�̂�(�̂�, �̂�, 𝑡) =
𝜕𝑊

𝜕𝑡
+ 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡) = 𝜀

𝜕𝑓

𝜕𝜃
�̇� + 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡).
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Отсюда получаем

�̂�(�̂�, �̂�, 𝑡) =
𝜕𝑓(�̂�, �̂�, 𝜃)

𝜕𝜃
+ 𝐻(�̂�, �̂�, 𝑡) + 𝑂(𝜀).

Для того, чтобы функция �̂� не зависела от 𝑡 в нулевом прибли-

жении по 𝜀, нужно, чтобы функция

𝜕𝑓(�̂�, �̂�, 𝜃)

𝜕𝜃
+ 𝐴�̂� sin �̂� sin𝜃 +

𝐴2

2
sin2 �̂� sin2 𝜃

не зависела от 𝜃. Для этого достаточно выбрать

𝑓(�̂�, �̂�, 𝜃) = 𝐴�̂� sin �̂� cos𝜃 +
𝐴2

8
sin2 �̂� sin 2𝜃.

Новый гамильтониан в новых переменных принимает вид

�̂� =
�̂�2

2
+ cos �̂� +

𝐴2

4
sin2 �̂� + 𝑂(𝜀),

где функция 𝑂(𝜀) 2𝜋-периодична по 𝜃. Таким образом, выполнен

один шаг усреднения в исходной гамильтоновой системе.

С помощью подобного приёма можно отправить зависимость от

времени в гамильтониане в члены порядка 𝜀2 и даже 𝜀𝑁, где 𝑁—

произвольное натуральное число. Можно неавтономную часть

сделать порядка exp(−𝑐/|𝜀|) для некоторой положительной по-

стоянной 𝑐. Но большего достичь в принципе нельзя: какую бы

2𝜋-периодическую по 𝜃 каноническую близкую к тождественной

замену переменных мы ни сделали, зависимость от переменной 𝜃

останется в членах, имеющих порядок больший, чем exp(−𝐶/|𝜀|),

для некоторой положительной постоянной 𝐶 (см. [18, с. 326]).

Исследуем полученную систему, пренебрегая величинами 𝑂(𝜀).

Для этого заметим, что гамильтониан �̂� можно рассматривать как

гамильтониан материальной точки, движущейся по прямой (или

окружности �̂� mod 2𝜋) в поле сил с потенциальной энергией

𝑉(�̂�) = cos �̂� +
𝐴2

4
sin2 �̂�.

При достаточно больших 𝐴 в системе с потенциальной энергией 𝑉

верхнее положение равновесия маятника 𝑞 = 0 устойчиво.
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Эффект стабилизации верхнего положения равновесия обнару-

живается для нулевого приближения по 𝜀 в усреднённой системе.

Сохранится ли эффект при учёте членов𝑂(𝜀)? Этот вопрос требует

отдельного изучения.

Для достаточно больших 𝐴 при наличии линейного вязкого тре-

ния верхнее положение исходной системы асимптотически устой-

чиво. Это следует из теоремы 3, приведённой в описании задачи 2.

Стабилизациюперевёрнутого маятника П. Л. Капица демонстри-

ровал при помощи швейной машины, а В. И. Арнольд— при помо-

щи вибрационной электробритвы [13; 19; 4, с. 34].

1.3. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ РАБОТЫ

1. Используя данную систему обозначений, получить выраже-

ние для гамильтониана𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡) и уравнения движения с по-

мощью символьных вычислений.

2. Написать программу, рисующую на экране компьютера (на

развёртке фазового цилиндра с координатами (𝑞 mod 2𝜋, 𝑝))

орбиту отображения за период с данными начальными усло-

виями.

3. Продемонстрировать, что при 𝜇 = 0,𝐴 = 0 программа рисует

фазовый портрет обычного математического маятника.

4. Убедиться, что при 𝜇 = 0 и 𝐴 ≠ 0 появляются хаотические

орбиты, плотно заполняющие открытые области на фазовом

цилиндре; увидеть, что при малых значениях 𝐴 хаос в основ-

ном расположен около сепаратрис и сосуществует с условно-

периодическими орбитами, заполняющими замкнутые глад-

кие кривые. Получившаяся картина должна быть сходной

с рис. 1.

5. Продемонстрировать, что при 𝜇 = 0 и при значениях 𝐴, боль-

ших некоторого критического 𝐴∗, верхнее положение равно-

весия 𝑞 = 0 (его лучше называть периодическим движени-

ем) оказывается устойчивым. Для этого следует найти 𝐴∗, и,

11



Рис. 3. Аттрактор Эно

выбрав 𝐴 меньше или больше 𝐴∗, построить орбиту отобра-

жения за период для начальных условий, близких к равновес-

ным. Показать, что при положительных 𝜇 устойчивость ста-

новится асимптотической. Продемонстрировать качествен-

ную перестройку фазового портрета усреднённой системы

из раздела 1.2.3 при прохождении значения 𝐴 через 𝐴∗.

6. Уметь определять для заданных значений параметров 𝐴 и 𝜇,

устойчиво ли верхнее положение равновесия.

7. Продемонстрировать, что при некоторых заданных значени-

ях параметров на фазовом цилиндре появляется странный

аттрактор (притягивающее множество со сложной внутрен-

нейдинамикой). Убедиться в том, чтополученныйаттрактор

визуально аналогичен аттрактору Эно [1] (рис. 3).
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2. ДВОЙНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МАЯТНИК

НА КОЛЕБЛЮЩЕМСЯ ПО ВЕРТИКАЛИ

ОСНОВАНИИ

2.1. ЦЕЛЬ ПРАКТИЧЕСКОЙ РАБОТЫ

Цель данной работы— познакомить студентов с теоремами мето-

да усреднения Крылова— Боголюбова и на примере голономной

системы на быстро колеблющемся по вертикали основании по-

казать возможность стабилизации неустойчивого в отсутствие

колебаний положения равновесия системы. В качестве тестовой

задачи рассматривается двойной математический маятник на ко-

леблющемся по вертикали основании.

2.2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ РАБОТЫ

2.2.1. МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ КРЫЛОВА— БОГОЛЮБОВА

Следуя [18], сформулируем некоторые теоремы метода усредне-

ния. Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных урав-

нений

�̇� = 𝜀𝐗(𝐱, 𝑡, 𝜀) ≡ 𝜀𝐯(𝐱, 𝑡) + 𝑂(𝜀2), 𝐱 ∈ ℝ𝑛 (1)

с правой частью, гладкой по всем переменным 𝐱, 𝑡, 𝜀 и периоди-

ческой по 𝑡 с периодом 𝑠, не зависящим от 𝜀. Будем считать, что

параметр 𝜀 мал, поэтому 𝐱—медленные переменные. Если перей-

ти к медленному времени 𝜏 = 𝜀𝑡, то система (1) примет вид

𝑑𝐱

𝑑𝜏
= 𝐯 �𝐱,

𝜏

𝜀
� + 𝑂(𝜀). (2)

Теорема 1. Найдётся 𝜀0 > 0 такое, что при 0 < 𝜀 < 𝜀0 существует

обратимая замена переменных 𝐱 ↦ 𝐲, близкая к тождественной,

𝐱 = 𝐲 + 𝜀𝐟(𝐲, 𝑡),



где 𝐟(𝐲, 𝑡)— гладкая по переменным 𝐲, 𝑡 и периодическая по 𝑡 с пе-

риодом 𝑠 функция, в результате которой система (1) принимает

вид (2)

�̇� = 𝜀𝐯(𝐲) + 𝑂(𝜀2), (3)

где черта над функцией означает среднее значение функции по

переменной 𝑡 за период

𝐯(𝐲) =
1

𝑠

𝑠

�

0

𝐯(𝐲, 𝑡) 𝑑𝑡.

В медленном времени после замены переменных 𝐱 ↦ 𝐲 систе-

ма (2) принимает вид

𝑑𝐲

𝑑𝜏
= 𝐯(𝐲) + 𝑂(𝜀), (4)

ей соответствует усреднённая система

𝑑𝐲

𝑑𝜏
= 𝐯(𝐲). (5)

Теорема 2. Пусть 𝐲(𝜏)—решение системы (5) с начальным усло-

вием 𝐲(0) = 𝐱0 на отрезке 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑎. Тогда найдутся 𝜀0 > 0 и 𝑐 > 0

такие, что при 0 < 𝜀 < 𝜀0 решение 𝐱(𝑡, 𝜀) системы (1) с начальным

условием 𝐱(0, 𝜀) = 𝐱0 существует на отрезке 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑎/𝜀 и

‖𝐱(𝑡, 𝜀) − 𝐲(𝜀𝑡)‖ < 𝑐𝜀

при 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑎/𝜀.

В медленном времени решение 𝐱(𝜏, 𝜀) системы (2) с начальным

условием 𝐱(0, 𝜀) = 𝐱0 существует на отрезке 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑎 и

‖𝐱(𝜏, 𝜀) − 𝐲(𝜏)‖ < 𝑐𝜀

при 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑎.

Теорема 3. Пусть 𝐲 = 𝐱0 —невырожденная особая точка усред-

нённой системы (5), то есть 𝐯(𝐱0) = 0 и матрица𝑀 = 𝜕𝐯/𝜕𝐲�
𝐲=𝐱0

14



невырождена. Тогда найдётся 𝜀0 > 0 такое, что при 0 < 𝜀 <

< 𝜀0 система (1) имеет невырожденное 𝑠-периодическое решение

𝐱(𝑡, 𝜀) = 𝐱0 + 𝑂(𝜀). Более того, если все собственные значения

матрицы𝑀 имеют отрицательные вещественные части (решение

𝐲(𝜏) = 𝐱0 системы (5) асимптотически устойчиво), то это перио-

дическое решение системы (1) асимптотически устойчиво.

Более подробно с методом усреднения, с доказательствами тео-

рем и примерами можно ознакомиться в [6—9; 14; 18].

2.2.2. СИСТЕМЫ НА БЫСТРО КОЛЕБЛЮЩЕМСЯ ОСНОВАНИИ

Следуя [12], рассмотрим систему 𝑁 материальных точек на быст-

ро колеблющемся основании. Основание движется поступатель-

но вдоль неподвижной прямой и его положение относительно

неподвижной системы координат задано радиус-вектором𝐰(𝜈𝑡)

некоторой точки 𝑂 основания. Будем считать, что функция𝐰(𝜏)

периодическая с периодом 2𝜋, дважды непрерывно дифференци-

руемая и её норма имеет порядок 1/𝜈 при 𝜈 → +∞ (например,

𝐰(𝜈𝑡) = (𝑎/𝜈) cos(𝜈𝑡)𝐞, где 𝐞—постоянный единичный вектор).

Пусть на систему наложены идеальные, голономные связи, и в от-

сутствие колебанийоснования связи стационарны.На точки систе-

мы действуют консервативные силы, причём потенциальная энер-

гия 𝑉 системы на неподвижном основании отличается от потен-

циальной энергии системы на колеблющемся основании только

слагаемым, зависящим от времени. Исследуем поведение системы

при стремлении частоты 𝜈 колебаний к бесконечности.

На систему наложены идеальные голономные связи, поэтому

движение системыможноописать уравнениямиЛагранжавторого

рода. Обозначим через 𝐫1, … , 𝐫𝑁 радиус-векторы точек системы

относительно точки 𝑂 основания. Кинетическая энергия системы

в неподвижной системе координат равна

𝑇абс =
1

2

𝑁

�

𝑖=1

𝑚𝑖(�̇�𝑖 + �̇�)2 = 𝑇 +𝑚⟨�̇�𝑆, �̇�⟩ +
1

2
𝑚�̇�2.

Здесь 𝐫𝑆 — радиус-вектор центра масс 𝑆 системы относительно

точки 𝑂 основания,𝑚 = ∑𝑁
𝑖=1

𝑚𝑖 — суммарная масса системы, 𝑇 =
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= 1/2 ⋅ ∑𝑁
𝑖=1

𝑚𝑖�̇�
2
𝑖
—кинетическая энергия системы в подвижной

системе координат, связанной с основанием.

Пусть 𝐪 = (𝑞1, … , 𝑞𝑛) — обобщённые координаты. Тогда 𝐫𝑖 =

= 𝐫𝑖(𝐪) (𝑖 = 1,… ,𝑁) и

𝑇(𝐪, �̇�) =
1

2

𝑁

�

𝑖=1

𝑚𝑖�̇�
2
𝑖
=
1

2
⟨𝐴(𝐪)�̇�, �̇�⟩, �̇�𝑆 =

𝑛

�

𝑗=1

𝜕𝐫𝑆

𝜕𝑞𝑗
�̇�𝑗.

С точностью до калибровочного слагаемого 1 функция Лагранжа

системы имеет вид

𝐿(𝐪, �̇�) = 𝑇(𝐪, �̇�) − 𝑉(𝐪) + 𝑚⟨�̇�𝑆, �̇�⟩,

а уравнения Лагранжа

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕�̇�
−
𝜕𝑇

𝜕𝐪
+
𝜕𝑉

𝜕𝐪
+𝑚

𝜕⟨𝐫𝑆, �̈�⟩

𝜕𝐪
= 0.

Таким образом, колебания основания приводят к тому, что в урав-

нениях движения появляются дополнительные слагаемые, зави-

сящие от �̈�, причём величина �̈� имеет порядок 𝜈 при 𝜈 → +∞.

Перейдём к гамильтоновой форме уравнений движения. Введём

обобщённые импульсы

𝐩 =
𝜕𝐿

𝜕�̇�
=
𝜕𝑇

𝜕�̇�
+ 𝑚

𝜕⟨�̇�𝑆, �̇�⟩

𝜕�̇�
= 𝐴�̇� + 𝑚

𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
.

Отсюда

�̇� = 𝐴−1 �𝐩 −𝑚
𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
� . (6)

Тогда функция Гамильтона системы имеет вид

𝐻(𝐪, 𝐩, 𝑡) =
1

2
⟨𝐴−1𝐩, 𝐩⟩ + 𝑉

���������

𝐻0(𝐪, 𝐩)

+

+
1

2
𝑚2 �𝐴−1

𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
,
𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
� − 𝑚 �𝐴−1𝐩,

𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
�

�������������������������������

𝐻1(𝐪, 𝐩, 𝑡)

, (7)

1. Про калибровочные преобразования лагранжиана см., например, [18,

с. 160].
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где 𝐻0(𝐪, 𝐩)— функция Гамильтона невозмущённой системы, а

функция 𝐻1(𝐪, 𝐩, 𝑡) содержит периодические по времени множи-

тели �̇�(𝜈𝑡). В функцию Гамильтона (7) зависимость от времени

входит только в виде 𝜏 = 𝜈𝑡. Приняв за новое время переменную 𝜏

(быстрое время), запишем уравнения Гамильтона в виде

𝑑𝐪

𝑑𝜏
=
1

𝜈

𝜕𝐻

𝜕𝐩
,

𝑑𝐩

𝑑𝜏
= −

1

𝜈

𝜕𝐻

𝜕𝐪
.

Это стандартная система уравнений вида (1) в методе усреднения

Крылова—Боголюбова. Среднее значениефункции �̇�(𝜏) равно ну-

лю, поскольку функция𝐰(𝜏) периодическая. Значит, усреднённая

система имеет вид

𝑑𝐪

𝑑𝜏
=
1

𝜈

𝜕𝐻

𝜕𝐩
,

𝑑𝐩

𝑑𝜏
= −

1

𝜈

𝜕𝐻

𝜕𝐪
,

где

𝐻 = 𝐻0(𝐪, 𝐩) + 𝐻1(𝐪, 𝐩, 𝜏) =

= 𝐻0(𝐪, 𝐩) +
1

2
𝑚2�𝐴−1

𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
,
𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
�, (8)

а черта над функцией означает среднее значение функции по пе-

ременной 𝜏 за период.

Используя теорему 2, получаем

Утверждение 1. Пусть функция Гамильтона (7) системы дважды

непрерывно дифференцируема по переменным 𝐪, 𝐩 в некоторой

области 𝐺 фазового пространства и непрерывно дифференциру-

ема по 𝑡, функция �̇�(𝜏) непрерывная периодическая с периодом

2𝜋, причём её среднее значение за период равно нулю. Тогда при

произвольных фиксированных начальных условиях 𝐪(0) = 𝐪0,

𝐩(0) = 𝐩0 ((𝐪0, 𝐩0) ∈ 𝐺) на конечном отрезке времени [0; 𝑡1] при

стремлении частоты 𝜈 колебаний к бесконечности решение урав-

нений Гамильтона с функцией Гамильтона (7) равномерно по 𝑡

стремится к решению уравнений Гамильтона с функцией Гамиль-

тона (8).
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Отсюда виден простой способ получения предельных при 𝜈 →

+∞ (усреднённых) уравнений движения голономных систем на

колеблющемся основании. Введя обобщённые координаты, нуж-

но выписать кинетическую и потенциальную энергии невозму-

щённой системы, к потенциальной энергии добавить слагаемое

(вибрационную энергию)

𝑉вибр =
1

2
𝑚2�𝐴−1

𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
,
𝜕⟨𝐫𝑆, �̇�⟩

𝜕𝐪
�,

далее записать уравнения Лагранжа или Гамильтона. Функция

Лагранжа, задающая предельные уравнения, имеет вид

𝐿 = 𝑇 − 𝑉пред = 𝑇 − (𝑉 + 𝑉вибр).

Замечание. Пусть𝐪(𝑡, 𝜈),𝐩(𝑡, 𝜈)—решение уравнений Гамильтона

с функцией Гамильтона (7) с начальными условиями 𝐪(0, 𝜈) = 𝐪0,

𝐩(0, 𝜈) = 𝐩0, а 𝐪(𝑡), 𝐩(𝑡)—решение уравнений Гамильтона с функ-

цией Гамильтона (8) с начальными условиями 𝐪(0) = 𝐪0, 𝐩(0) =

= 𝐩0. Обобщённые скорости определяются согласно (6). На отрез-

ке [0; 𝑡1] функции 𝐴
−1𝐩, 𝐴−1, 𝜕𝐫𝑆/𝜕𝐪�𝐪(𝑡,𝜈),𝐩(𝑡,𝜈) при 𝜈 → +∞ сходят-

ся равномерно по 𝑡 к функциям 𝐴−1𝐩, 𝐴−1, 𝜕𝐫𝑆/𝜕𝐪�𝐪(𝑡),𝐩(𝑡). Среднее

значение функции �̇�(𝜏) за период равно нулю. Можно показать,

что при 𝜈 → +∞ функции𝑚𝐴−1𝜕(𝐫𝑆, �̇�)/𝜕𝐪�𝐪(𝑡,𝜈),𝐩(𝑡,𝜈) сходятся сла-

бо по 𝑡 в смысле 𝐿2 к нулю. Следовательно, функции �̇�(𝑡, 𝜈) при

𝜈 → +∞ сходятся слабо по 𝑡 в смысле 𝐿2 к функции �̇�(𝑡).

Если на точки системы действуют непотенциальные обобщён-

ные силы 𝐐(𝐪, �̇�, 𝜏), периодически зависящие от 𝜏, то уравнения

движения в быстром времени 𝜏 = 𝜈𝑡 имеют вид

𝑑𝐪

𝑑𝜏
=
1

𝜈

𝜕𝐻(𝐪, 𝐩, 𝜏)

𝜕𝐩
,

𝑑𝐩

𝑑𝜏
=
1

𝜈
�−

𝜕𝐻(𝐪, 𝐩, 𝜏)

𝜕𝐪
+ 𝐏(𝐪, 𝐩, 𝜏)� .

(9)

Здесь 𝐏(𝐪, 𝐩, 𝜏) = 𝐐(𝐪, �̇�(𝐪, 𝐩, 𝜏), 𝜏), а зависимость �̇�(𝐪, 𝐩, 𝜏) опреде-

ляется согласно (6). Усреднив систему, получим

𝑑𝐪

𝑑𝜏
=
1

𝜈

𝜕𝐻

𝜕𝐩
,

𝑑𝐩

𝑑𝜏
=
1

𝜈
�−

𝜕𝐻

𝜕𝐪
+ 𝐏� . (10)

Используя теорему 3, получаем
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Утверждение 2. Пусть 𝐪∗, 𝐩∗ — невырожденное состояние рав-

новесия усреднённой системы (10). Тогда при достаточно боль-

ших 𝜈 система (9) имеет невырожденное периодическое решение

с периодом 2𝜋, которое при 𝜈 → +∞ стремится к 𝐪∗, 𝐩∗. Если состо-

яние равновесия 𝐪∗, 𝐩∗ системы (10) асимптотически устойчиво

в линейном приближении, то соответствующее периодическое

решение системы (9) асимптотически устойчиво.

2.2.3. СИСТЕМЫ НА КОЛЕБЛЮЩЕМСЯ ПО ВЕРТИКАЛИ

ОСНОВАНИИ

Рассмотрим голономную систему на колеблющемся основании

в однородном поле силы тяжести (других активных сил, действу-

ющих на точки системы, нет). Предположим, что колебания осно-

вания вертикальны, то есть �̇� = 𝑎ℎ(𝜈𝑡)𝐞𝑧. Здесь ℎ(𝜏)—отличная

от константы гладкая периодическая функция с нулевым средним

(например, ℎ(𝜏) = sin 𝜏); 𝑎 > 0—постоянная, которую будем на-

зывать амплитудой скорости колебаний; 𝐞𝑧 —единичный вектор

восходящей вертикали.

Потенциальная энергия с точностью до калибровочного слагае-

мого имеет вид 𝑉 = 𝑚𝑔⟨𝐫𝑆, 𝐞𝑧⟩, а потенциальная энергия предель-

ной системы

𝑉пред = 𝑚𝑔⟨𝐫𝑆, 𝐞𝑧⟩ +
1

2
𝑚2𝑎2ℎ2(𝜏) �𝐴−1

𝜕⟨𝐫𝑆, 𝐞𝑧⟩

𝜕𝐪
,
𝜕⟨𝐫𝑆, 𝐞𝑧⟩

𝜕𝐪
� .

Утверждение 3. В однородном поле силы тяжести все положе-

ния равновесия, которые имела голономная система в отсутствие

колебаний, при добавлении вертикальных колебаний основания

сохраняются в предельной системе. Если положение равновесия

системы в отсутствие колебаний невырождено и устойчиво, то

это положение равновесия предельной системы также устойчиво

при любой амплитуде скорости колебаний основания. Если поло-

жение равновесия системы в отсутствие колебаний невырождено

и неустойчиво, а амплитуда скорости колебаний удовлетворяет

неравенству

𝑎2 >
𝑔2

ℎ2(𝜏)|𝜆∗|
, (11)
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где 𝜆∗ —наименьший по модулю из отрицательных корней урав-

нения det(𝐶 − 𝜆𝐴) = 0 (матрицы 𝐴 и 𝐶 = 𝜕2𝑉/𝜕𝐪2 вычислены

в положении равновесия), то это положение равновесия предель-

ной системы является устойчивым.

Доказательство. Положения равновесия системы в отсутствие

колебаний основания являются критическими точками функции

𝑉, то есть определяются из уравнения

𝐟(𝐪) =
𝜕⟨𝐫𝑆, 𝐞𝑧⟩

𝜕𝐪
= 0.

Эти положения равновесия являются также критическими точка-

ми функции 𝑉пред, поскольку

𝜕𝑉пред

𝜕𝐪
= 𝑚𝑔𝐟 +𝑚2𝑎2ℎ2(𝜏) �

𝜕𝐟

𝜕𝐪
�

𝑇

𝐴−1𝐟 + 𝑂(𝐟2).

Пусть положение равновесия 𝐪 = 𝐪0 системы в отсутствие коле-

баний невырождено. Для устойчивости этого положения равнове-

сия предельной системы достаточно, чтобы в нём была положи-

тельно определена матрица

𝐵 =
𝜕2𝑉пред

𝜕𝐪2
�
𝐪=𝐪0

= 𝑚𝑔
𝜕𝐟

𝜕𝐪
�
𝐪=𝐪0

+

+𝑚2𝑎2ℎ2(𝜏) �
𝜕𝐟

𝜕𝐪
�

𝑇

𝐴−1 �
𝜕𝐟

𝜕𝐪
��

𝐪=𝐪0

=

= 𝐶 +
𝑎2ℎ2(𝜏)

𝑔2
𝐶𝐴−1𝐶,

где 𝐶 = 𝜕2𝑉/𝜕𝐪2�
𝐪=𝐪0

. Матрица 𝐴 кинетической энергии системы

положительно определена, поэтому по теореме об одновремен-

ном приведении двух квадратичных форм к каноническому виду

существует линейная замена переменных, в результате которой

в новых переменных матрица 𝐴 станет единичной в положении

равновесия, а матрица 𝐶 диагональной: 𝐶 = diag(𝜆1, … , 𝜆𝑛). Здесь

𝜆𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛) определяются из уравнения det(𝐶 − 𝜆𝐴) = 0.
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В новых переменных матрица 𝐵 примет вид

𝐵 = diag�𝜆1 +
𝑎2ℎ2(𝜏)

𝑔2
𝜆21, … , 𝜆𝑛 +

𝑎2ℎ2(𝜏)

𝑔2
𝜆2𝑛� .

Она положительно определена, если

𝜆𝑖 > 0 или 1 +
𝑎2ℎ2(𝜏)

𝑔2
𝜆𝑖 < 0

для любого 𝑖 = 1,… , 𝑛. Если 𝜆𝑖 > 0 для любого 𝑖, то положение

равновесия системы в отсутствие колебаний устойчиво и это по-

ложение равновесия предельной системы также устойчиво.

Пусть некоторые из значений 𝜆1, … , 𝜆𝑛 отрицательны и 𝜆∗ наи-

меньшее по модулю из этих отрицательных значений. Тогда поло-

жение равновесия системы в отсутствие колебаний неустойчиво

и это положение равновесия предельной системы будет устойчи-

вым при выполнении неравенства

𝑎2 >
𝑔2

ℎ2(𝜏)|𝜆∗|
.

2.3. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ РАБОТЫ

В качестве практической работы предлагается задача о двойном

математическом маятнике на колеблющемся по вертикали осно-

вании.

Двойнойматематическиймаятник (рис. 4) состоитиз двух точек

с массами𝑚1 и𝑚2, соединённых невесомым стержнем длины 𝑙2.

Точка с массой𝑚1 соединена с неподвижной относительно осно-

вания точкой (точкой подвеса) невесомым стержнем длины 𝑙1.

Маятник может двигаться в неподвижной вертикальной плоско-

сти в однородном поле силы тяжести. Основание движется посту-

пательно по вертикали, его положение относительно неподвиж-

ной системы координат задано радиус-вектором𝐰 точки подвеса:

𝐰 = (𝑎/𝜈) cos 𝜈𝑡𝐞𝑧, где 𝜈—частота колебаний, 𝑎 = const > 0—ам-

плитуда скорости колебаний, 𝐞𝑧 —единичный вектор восходящей

вертикали.
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𝐠

𝑚2

𝑚1

𝜑2

𝜑1

𝑙2

𝑙1

𝑧

Рис. 4. Двойной математический маятник на колеблющемся осно-

вании

1. Получить функцию Лагранжа (или Гамильтона) системы на

колеблющемся основании; функцию Лагранжа (или Гамиль-

тона) предельной (усреднённой) системы, а также уравне-

ния движения точной и предельной систем с помощью сим-

вольных вычислений. В качестве обобщённых координат

использовать углы 𝜑1 и 𝜑2 отклонения стержней от восходя-

щей вертикали.

2. Иллюстрация теоремы 2 метода усреднения.

Длярешенийточной (прибольшойчастоте колебаний)ипре-

дельной системпостроитьи сравнить графики зависимостей

обобщённых координат от времени. Также для каждой обоб-

щённойкоординатынайтимодульразностирешенийточной

и предельной систем, отвечающий данной обобщённой коор-

динате (будем называть этот модуль разности отклонением).

Построить график зависимости отклонения от времени.

Построить и сравнить графики зависимостей обобщённых

скоростей от времени точной и предельной системы. Убе-

диться, что в некоторые моменты обобщённые скорости точ-

ной системы заметно отличаются от обобщённых скоростей

предельной системы. Это соответствует тому, что нет равно-

мерной сходимости обобщённых скоростей по времени.

Выполнить задание при разных начальных условиях и при
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разных значениях 𝑎 амплитуды скорости колебаний основа-

ния.

3. Для каждой обобщённой координаты убедиться, что откло-

нение имеет порядок 1/𝜈 следующим образом. Задать время

наблюдения за движением системы (общее для всех 𝜈), вы-

брать некоторое 𝜈 и вычислить максимальное отклонение за

время наблюдения, умноженное на 𝜈. Провести вычисления,

увеличивая 𝜈. Построить график зависимости от 𝜈 макси-

мального отклонения, умноженного на 𝜈, и убедиться, что

начиная с некоторого 𝜈 поведение этой функции отвечает

тому, что функция ограничена некоторой константой.

4. Воспользовавшись формулой (11), получить условие для ам-

плитуды скорости колебаний 𝑎 основания, при выполнении

которого неустойчивое положение равновесия системы в от-

сутствие колебаний становится устойчивым положением

равновесия предельной системы. Продемонстрировать, что

выбором значения 𝑎 можно стабилизировать это неустой-

чивое положение равновесия. Для этого, выбрав начальные

условия из малой окрестности положения равновесия и най-

дя решение предельной системы на достаточно длительном

интервале времени с этиминачальнымиусловиями, убедить-

ся, что решение остается в некоторой малой окрестности

данного положения равновесия.

Выполнить задание для разных положений равновесия си-

стемы неустойчивых в отсутствие колебаний основания.

5. Иллюстрация теоремы 3 метода усреднения.

Добавить в систему линейное вязкое трение, например,𝑄1 =

= −𝜇�̇�1, 𝑄2 = −𝜇(�̇�2 − �̇�1). Убедиться, что устойчивое поло-

жение равновесия предельной системы становится асимп-

тотически устойчивым и при 𝜈 → +∞ ему отвечает асимпто-

тически устойчивое положение равновесия точной системы.

Уравнения движения точной и предельной систем с обоб-

щенными силами имеют вид (9), (10).
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3. ПРИМЕР ПЭНЛЕВЕ— КЛЕЙНА

3.1. ЦЕЛЬ ПРАКТИЧЕСКОЙ РАБОТЫ

Цель данной работы— изучить динамику системы, на которую

наложены неидеальные связи с сухим трением Кулона. В этом слу-

чае касательная составляющая реакции зависит от нормальной

составляющей, и стандартная для аналитической механики про-

цедура исключения связей может привести к неединственности

или несуществованию решения уравнений движения. В работе

рассматривается классический пример Пэнлеве—Клейна [3]. При

отказе от одной из связей и введения деформируемого элемента

с большой жёсткостью возникает «удар трением», т. е. быстрое

торможение системы [15]. Изложение теоретической части задачи

следует книгам [10; 17].

3.2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ РАБОТЫ

3.2.1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ СИСТЕМЫ С НЕИДЕАЛЬНЫМИ

СВЯЗЯМИ

Рассмотрим систему двух материальных точек с единичными мас-

сами (рис. 5), соединённых невесомым нерастяжимым стержнем

длины 𝑙. Точки движутся по параллельным неподвижнымшеро-

ховатым прямолинейным направляющим, расстояние между ко-

торыми равно 𝑑 < 𝑙. На точки действуют внешние заданные по-

стоянные силы 𝑋1𝐞𝑥 и 𝑋2𝐞𝑥 вдоль направляющих и 𝑌1𝐞𝑦 и 𝑌2𝐞𝑦
перпендикулярно им. Здесь векторы 𝐞𝑥 и 𝐞𝑦 —единичные орты

инерциальной системы отсчёта 𝑂𝑥𝑦: ось 𝑂𝑥 параллельна направ-

ляющим, ось 𝑂𝑦 лежит в плоскости направляющих и перпендику-

лярна им.

Система имеет одну степень свободы: примем в качестве обоб-

щённой координаты 𝑥1 — координату первой точки на прямой,



𝑥1

𝑥2

𝐞𝑥

𝐞𝑦𝑌1

𝑋1𝐹1

𝑁1
𝑅

𝑌2

𝑁2

𝐹2 𝑋2

𝜑0

𝑅

Рис. 5. Пример Пэнлеве — Клейна. На рисунке точки движутся

вправо, 𝑁𝑖 < 0, 𝐹𝑖 < 0, 𝑋𝑖 > 0, 𝑌𝑖 > 0, 𝑅 > 0

тогда координата второй точки равна 𝑥2 = 𝑥1 − 𝑙 cos𝜑0, где 𝜑0 =

= arcsin(𝑑/𝑙)—постоянный угол между второй прямой и стерж-

нем (см. рис. 5).

Введём реакции связей. Предположим, что постоянное расстоя-

ние между точками обеспечивается внутренними силами. Тогда

реакция этой связи направлена по стержню (см. [18, пример 3.11,

п. 3.2.5]). Обозначим реакцию стержня, действующую на точку 2,

через 𝐑 = 𝑅(cos𝜑0𝐞𝑥 + sin𝜑0𝐞𝑦). На точку 1 действует реакция

стержня−𝐑.

Направляющие, по которым двигаются точки, являются неиде-

альными связями. Разложим их реакции на нормальные 𝑁𝑖𝐞𝑦 и ка-

сательные 𝐹𝑖𝐞𝑥 составляющие (𝑖 = 1, 2). Для 𝐹𝑖 примем модель

сухого трения Кулона:

𝐹𝑖 = −𝜇𝑖|𝑁𝑖|𝜎𝑖, где �
𝜎𝑖 = sign �̇�𝑖 при �̇�𝑖 ≠ 0,

𝜎𝑖 ∈ [−1, 1] при �̇�𝑖 = 0.
(1)

Система скользит влево, если 𝜎 = 𝜎1 = 𝜎2 = −1, и вправо,

если 𝜎 = 𝜎1 = 𝜎2 = 1. Тогда 𝐹𝑖 называют силами сухого трения
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скольжения. В этом случае уравнения движения имеют вид

�̈�1 = 𝑋1 − 𝑅 cos𝜑0 − 𝜇1|𝑁1|𝜎, (2)

�̈�2 = 𝑋2 + 𝑅 cos𝜑0 − 𝜇2|𝑁2|𝜎, (3)

0 = 𝑌1 − 𝑅 sin𝜑0 + 𝑁1, (4)

0 = 𝑌2 + 𝑅 sin𝜑0 + 𝑁2, (5)

𝑥1 − 𝑥2 = 𝑙 cos𝜑0. (6)

Если точки покоятся в течение некоторого интервала времени,

то

�̇�1 = 0, �̇�2 = 0.

Тогда, согласно (1), 𝐹𝑖 могут принимать любое значение в интерва-

ле [−𝜇𝑖𝑁𝑖, 𝜇𝑖𝑁𝑖] (в этом случае 𝐹𝑖 называют силами сухого трения

покоя) и должны удовлетворять уравнениям статики

0 = 𝑋1 − 𝑅 cos𝜑0 − 𝐹1,

0 = 𝑋2 + 𝑅 cos𝜑0 − 𝐹2.

Выражая отсюда 𝐹𝑖, а 𝑁𝑖 из (4)—(5), получаем неравенства

|𝑋1 − 𝑅 cos𝜑0| ⩽ 𝜇1|𝑌1 − 𝑅 sin𝜑0|, (7)

|𝑋2 + 𝑅 cos𝜑0| ⩽ 𝜇2|𝑌2 + 𝑅 sin𝜑0|. (8)

Рассмотрим скольжение системы. Стандартная процедура по-

лучения замкнутой системы дифференциальных уравнений для

определения законадвижения состоит висключениинеизвестных

реакций связей из уравнений (2)—(6). В нашем случае получаем

уравнение, содержащее только реакцию стержня 𝑅:

𝑋1 − 𝑋2 = 2𝑅 cos𝜑0 + 𝜎(𝜇1|𝑅 sin𝜑0 − 𝑌1| − 𝜇2|𝑅 sin𝜑0 + 𝑌2|).

Введём параметры

𝑋∗ =
𝑋1 − 𝑋2

cos𝜑0
, 𝜇∗

𝑖
= 𝜇𝑖 tg𝜑0, 𝑌∗

𝑖
=

𝑌𝑖

sin𝜑0
, 𝑖 = 1, 2, (9)

тогда уравнение на реакцию принимает вид

𝑋∗ = 𝛷(𝑅), где 𝛷(𝑅) = 2𝑅 + 𝜎(𝜇∗1|𝑅 − 𝑌∗1 | − 𝜇∗2|𝑅 + 𝑌∗2 |).

(10)
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График 𝛷(𝑅) представляет собой ломаную, имеющую не более

двух точек излома и состоящую не более, чем из трёх сегментов.

Предположим сначала, что при некоторых значениях парамет-

ров (9) уравнение (10) имеет единственное решение 𝑅∗. Тогда по-

сле подстановки значения 𝑅 = 𝑅∗ в (2), (4) получаем

𝑁∗
1 = 𝑅∗ sin𝜑0 − 𝑌1,

�̈�1 = 𝑋1 − 𝑅∗ cos𝜑0 − 𝜇1|𝑁
∗
1 |𝜎.

Последнее уравнение является замкнутым уравнением относи-

тельно неизвестной функции 𝑥1(𝑡). Так как правая часть уравне-

ния постоянна (не зависит от времени и переменных 𝑥1, �̇�1), то

рассматриваемая система двигается с постоянным ускорением.

Заметим, что при 𝜇𝑖 = 0 (идеальные связи, трения нет) решение

уравнения (10) всегда существует и единственно.

Однакопринекоторых значенияхпараметров (9) уравнение (10)

либо не имеет решений, либо имеет более одного решения. В этом

случае процедура исключения реакций неидеальных связей при-

водит к неединственности или несуществованию решения урав-

нений движения (2)—(6). Такую ситуацию называют парадоксом

Пэнлеве [3; 11]. Подробное изложение истории вопроса и возник-

ших дискуссий можно найти в [17]).

3.2.2. РЕАЛИЗАЦИЯ СВЯЗИ АБСОЛЮТНО ТВЁРДОГО ТЕЛА

ВЯЗКОУПРУГИМ ЭЛЕМЕНТОМ

Как было показано выше (см. также [10]), присутствие в системе

неидеальной связи типа сухого трения Кулона, в которой каса-

тельная составляющая реакции зависит от величины нормальной

составляющей, может привести к неединственности или несуще-

ствованию решения уравнений движения. Чтобы выяснить, как

следует моделировать такие системы и как происходит движе-

ние в действительности, можно снять одну или несколько связей

и ввести вместо них деформируемые элементы (о реализациях раз-

личных связей, например, пружинами большой жёсткости, см. [5]).

В задаче Пэнлеве— Клейна предлагались различные способы вве-

дения деформаций: продольные и изгибные деформации стержня,

деформации направляющих (подробнее см. [17]).
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Введём продольную деформацию 𝛿 стержня, соединяющего точ-

ки. Зададим реакцию стержня 𝐑, действующую на вторую точку,

явной формулой:

𝐑 = 𝑅(cos𝜑𝐞𝑥 + sin𝜑𝐞𝑦), 𝑅(𝛿, �̇�) = 𝑘𝜀−2𝛿 + 𝜈𝜀−1�̇�. (11)

Здесь 𝑘 > 0 и 𝜈 > 0, 0 < 𝜀 ≪ 1—малый параметр. Реакция стерж-

ня, т. е. восстанавливающая сила этого деформируемого элемента,

имеет вязкоупругий характер. Определение реакции и знак пара-

метров выбраны так, что при 𝛿 > 0 стержень растянут, а 𝛿 < 0—

сжат.

Теперь система имеет две степени свободы, в качестве обобщён-

ных координат примем 𝑥1, 𝛿. При этом направляющие по-преж-

нему считаем недеформируемыми, то есть на систему наложена

связь

𝑑 = (𝑙 + 𝛿) sin𝜑 = const. (12)

Угол 𝜑 может меняться с течением времени. Его величина связана

с координатой 𝛿 соотношением

𝜑 = arcsin
𝑑

𝑙 + 𝛿
. (13)

При скольжении обеих точек по направляющим уравнения дви-

жения имеют вид

�̈�1 = 𝑋1 − 𝑅(𝛿, �̇�) cos𝜑 − 𝜇1|𝑁1|𝜎1 (14)

�̈�2 = 𝑋2 + 𝑅(𝛿, �̇�) cos𝜑 − 𝜇2|𝑁2|𝜎2, (15)

0 = 𝑌1 − 𝑅(𝛿, �̇�) sin𝜑 + 𝑁1, (16)

0 = 𝑌2 + 𝑅(𝛿, �̇�) sin𝜑 + 𝑁2, (17)

𝑥1 − 𝑥2 = (𝑙 + 𝛿) cos𝜑. (18)

Параметры 𝜎𝑖 = sign �̇�𝑖 могут иметь разные знаки, так как из-за де-

формации стержня точкимогут двигаться в разные стороны. Заме-

тим, что здесь, в отличие от уравнений (2)—(5), реакция стержня

𝑅 задана и неизвестны только реакции𝑁1 и𝑁2, но они однозначно

вычисляются как функции 𝛿 и �̇� из (16)—(17).
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Составим дифференциальное уравнение, описывающее измене-

ние деформации стержня 𝛿(𝑡). Продифференцировав (12), (18) по

времени два раза, получим:

�̈�1 − �̈�2 = �̈� cos𝜑 − 2�̇��̇� sin𝜑 − (𝑙 + 𝛿)(sin𝜑�̈� − cos𝜑�̇�2),

(19)

0 = �̈� sin𝜑 − 2�̇��̇� cos𝜑 + (𝑙 + 𝛿)(cos𝜑�̈� − sin𝜑�̇�2). (20)

Умножив уравнение (19) на cos𝜑, а (20) на sin𝜑 и сложив, полу-

чим

�̈� − (𝑙 + 𝛿)�̇�2 = (�̈�1 − �̈�2) cos𝜑, (21)

где в соответствии с (13)

�̇� = −
�̇� tg𝜑

𝑙 + 𝛿
= −

𝑑�̇�

�(𝑙 + 𝛿)2 − 𝑑2(𝑙 + 𝛿)
. (22)

При подстановке в (21) выражений для �̈�1, �̈�2 из (14), (15) получим

замкнутое уравнение на 𝛿(𝑡):

�̈� =
tg2 𝜑�̇�2

𝑙 + 𝛿
+ cos𝜑�𝑋1 − 𝑋2 − 2𝑅(𝛿, �̇�) cos𝜑 −

− (𝜎1𝜇1|𝑌1 − 𝑅(𝛿, �̇�) sin𝜑| − 𝜎2𝜇2|𝑌2 + 𝑅(𝛿, �̇�) sin𝜑|)�,

(23)

𝜑 = arcsin
𝑑

𝑙 + 𝛿
.

Рассмотрим случай малых деформаций, то есть будем считать, что

𝛿 ∼ 𝜀2, �̇� ∼ 𝜀. (24)

Заметим, что в этой окрестности величина реакции 𝑅(𝛿, �̇�) остаёт-

ся конечной (см. (11)). О величинах деформаций при реализации

связей см. также [5, с. 54, теорема 9].

Тогда из (13), (22) получаем

sin𝜑 =
𝑑

𝑙
(1 + 𝑂(𝜀2)), cos𝜑 =

√𝑙2 − 𝑑2

𝑙
(1 + 𝑂(𝜀2)),

29



�̇� = −
𝑑�̇�

𝑙√𝑙2 − 𝑑2
(1 + 𝑂(𝜀)) = 𝑂(𝜀).

Таким образом, угол 𝜑 с точностью до 𝜀2 постоянен и равен 𝜑0.

Уравнение (23) с точностью до 𝑂(𝜀2) имеет вид

�̈� + 𝑂(𝜀2) = cos𝜑0�𝑋1 − 𝑋2 − 2𝑅(𝛿, �̇�) cos𝜑0 −

− (𝜎1𝜇1|𝑌1 − 𝑅(𝛿, �̇�) sin𝜑0| − 𝜎2𝜇2|𝑌2 + 𝑅(𝛿, �̇�) sin𝜑0|)�.

Если точки скользят в одну сторону 𝜎1 = 𝜎2 = 𝜎, то пренебрегая

величинами порядка 𝜀2 и используя обозначения (9), получим

�̈� = cos2 𝜑0(𝑋
∗ − 𝛷(𝑅(𝛿, �̇�))). (25)

Отсюда следует, что каждому решению 𝑅∗ уравнения (10) соответ-

ствует положение равновесия

𝛿∗ =
𝜀2𝑅∗

𝑘
(1 + 𝑂(𝜀2)), �̇� = 0 (26)

уравнения (23).

Оказывается (см. задание 2), что если при некотором значении 𝜎

и параметров (9) решение 𝑅∗ уравнения (10) единственно и не

является точкой излома графика 𝛷(𝑅) (назовём этот случай ре-

гулярным), то положение равновесия асимптотически устойчиво.

(Например, если трения нет 𝜇1 = 𝜇2 = 0, решение 𝑅∗ уравне-

ния (10) единственно при любых значениях других параметров,

а положение равновесия (26) глобально асимптотически устойчи-

во.) Тогда если начальные значения 𝛿(0), �̇�(0) выбраны в области

притяжения этого решения, то за короткое время порядка 𝜀−1 ре-

акция стержня 𝑅(𝛿(𝑡), �̇�(𝑡)) приближается к значению 𝑅∗. Таким

образом, в регулярном случае введение деформируемого элемента

вместо связи абсолютно твёрдого тела приводит к той же динами-

ке системы, а именно, скольжению с постоянным ускорением.

Однако, существуют такие значения параметров (9), при кото-

рых уравнение (23) не имеет положений равновесия или имеет

более одного положения равновесия. При этом существуют такие

решения, на которых деформация 𝛿(𝑡) начинает быстро возрас-

тать. Это означает, что возрастает величина восстанавливающей

силы 𝑅(𝛿(𝑡), �̇�(𝑡)). Тогда из (16)—(17) получаем, что возрастают
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также нормальные составляющие реакций направляющих𝑁1 и𝑁2

и силы трения скольжения 𝐹1 и 𝐹2, что может привести к быстрой

остановке системы. Этот эффект называют ударом трением.

Покажем, что такая быстрая остановка действительно проис-

ходит. Для этого будем численно решать задачу Коши системы

(14)—(17), отслеживая моменты остановок и смен направления

движения точек на направляющих.

3.2.3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ С ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯМИ

Для того, чтобы численно интегрировать задачу Коши для при-

мера Пэнлеве — Клейна с деформируемым элементом с учётом

остановок и трения покоя, удобно принять в качестве обобщённых

координат 𝑥1 и 𝑥2. Тогда

𝛿 = �(𝑥1 − 𝑥2)
2 + 𝑑2 − 𝑙,

�̇� = (�̇�1 − �̇�2)
𝑥1 − 𝑥2

𝑙 + 𝛿
.

В случае скольжения 𝜎𝑖 = ±1 будем интегрировать уравнения

(14), (15), в которых переменные 𝜑 и 𝑅 = 𝑅(𝛿, �̇�) вычисляются из

равенств (11) и (13). Если в какой-то момент времени скорость

точки �̇�𝑖 обратилась в ноль, то происходит либо остановка этой

точки на некоторое время, либо смена направления движения,

в зависимости от величины силы трения.

Итак, схема интегрирования уравнений движения следующая.

1. �̇�1 ≠ 0, �̇�2 ≠ 0: вычислить 𝜎𝑖 = sign(�̇�𝑖) и интегрировать

систему (14), (15) до тех пор, пока какая-либо из скоростей

�̇�𝑖 не обратится в ноль. Обращение скорости в нуль можно

обнаруживать по смене знака функции �̇�𝑖(𝑡), а время

остановки и фазовые переменные в момент остановки—

линейной интерполяцией.

2. �̇�1 = 0, �̇�2 ≠ 0. Проверить условие (аналогичное (7)) на

величину силы трения покоя:

|𝑋1 − 𝑅 cos𝜑| ⩽ 𝜇1|𝑌1 − 𝑅 sin𝜑|. (27)
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a) Условие (27) выполнено. Первая точка покоится,

вторая скользит, 𝜎2 = sign(�̇�2) = ±1. Интегрировать

систему уравнений

�̈�1 = 0, �̈�2 = 𝑋2 + 𝑅 cos𝜑 − 𝜎2𝜇2|𝑌2 + 𝑅 sin𝜑|

до тех пор, пока не нарушится условие (27) или условие

�̇�2 ≠ 0.

b) Условие (27) не выполнено. Присвоить

𝜎1 ≔ sign(𝑋1 − 𝑅 cos𝜑). Перейти в п. 1.

3. �̇�1 ≠ 0, �̇�2 = 0. Проверить условие

|𝑋2 + 𝑅 cos𝜑| ⩽ 𝜇2|𝑌2 + 𝑅 sin𝜑|. (28)

a) Условие (28) выполнено. Вторая точка покоится,

первая скользит, 𝜎1 = sign(�̇�1) = ±1. Интегрировать

систему уравнений

�̈�1 = 𝑋1 − 𝑅 cos𝜑 − 𝜎1𝜇1|𝑌1 − 𝑅 sin𝜑|, �̈�2 = 0

до тех пор, пока не нарушится условие (28) или �̇�1 ≠ 0.

b) Условие (28) не выполнено. Присвоить

𝜎2 ≔ sign(𝑋2 + 𝑅 cos𝜑). Перейти в п. 1.

4. �̇�1 = 0, �̇�2 = 0. Обе точки одновременно имеют нулевую

скорость. Проверить условия (27) и (28).

a) Оба выполнены. Система в положении равновесия.

Интегрирование закончено.

b) Нарушено только (27). Присвоить

𝜎1 ≔ sign(𝑋1 − 𝑅 cos𝜑). Перейти в п. 3a.

c) Нарушено только (28). Присвоить

𝜎2 ≔ sign(𝑋2 + 𝑅 cos𝜑). Перейти в п. 2a.

d) Нарушены оба условия. Присвоить

𝜎1 ≔ sign(𝑋1 − 𝑅 cos𝜑) и 𝜎2 = sign(𝑋2 + 𝑅 cos𝜑).

Перейти в п. 1.
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Пример. Рассмотрим решения двух задач Коши для примера Пэн-

леве — Клейна с деформируемым стержнем. Пусть параметры

системы таковы:

𝑑 = 0,8, 𝑙 = 1,

𝑋1 = 3,6, 𝑌1 = 0,8, 𝜇1 = 0,525,

𝑋2 = 0, 𝑌2 = −2,4, 𝜇2 = 2,85,

𝑘 = 1, 𝜈 = 1, 𝜀 = 0,1.

В начальный момент будет отличаться лишь положение второй

точки на направляющей, и, следовательно, величина начальной

деформации стержня 𝛿(0). Оставшиеся начальные условия выбе-

рем следующими:

𝑥1(0) = 0, �̇�1(0) = �̇�2(0) = 10.

В первом случае выберем 𝑥2(0) = −0,65 (тогда 𝛿(0) = 0,03).

(Заметим, что начальное условие для 𝛿 находится в области притя-

жения асимптотически устойчивого положения равновесия урав-

нения (21).) На рис. 6 показана фазовая кривая уравнения (23) на

плоскости (𝛿, �̇�), реакция стержня и скорость первой точки. Вид-

но, что реакция 𝑅, а следовательно, и ускорения точек довольно

быстро выходят на постоянное значение, точки двигаются вправо

равноускоренно.

Во втором случае выберем 𝑥2(0) = −0,78 (тогда 𝛿(0) = 0,12). Со-

ответствующие фазовая кривая, реакция стержня и скорость пер-

вой точки представлены на рис. 7. При 𝑡 = 0,802 скорость второй

точки обращается в ноль, причём условия остановки выполнены

(случай 3a), далее при 𝑡 = 0,803 скорость первой точки обращает-

ся в ноль, но условия остановки не выполнены (случай 4b) и точка

начинает двигаться влево. При 𝑡 = 1,403 первая точка останавли-

вается (случай 4a). Полученное движение системы демонстрирует

удар трением— быструю остановку системы из-за наличия в ней

трения.

3.3. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ РАБОТЫ

1. Провести анализ функции 𝛷(𝑅), заданной в (10), для 𝜎 = ±1

и построить все качественно различные варианты графиков
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Рис. 6. Фазовая кривая уравнения (23) на плоскости (𝛿, �̇�), зави-

симость реакции 𝑅 и скорости первой точки 𝑣1 = �̇�1 от

времени. Равноускоренное движение.
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Рис. 7. Фазовая кривая уравнения (23) на плоскости (𝛿, �̇�), зави-

симость реакции 𝑅 и скорости первой точки 𝑣1 = �̇�1 от

времени. Удар трением и остановка системы.
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𝛷(𝑅), указав для каждого область параметров 𝜇∗
𝑖
, 𝑌∗

𝑖
, в ко-

торой такой график реализуется. Качественно различными

будем называть графики, для которых различны последова-

тельности знаков угловых коэффициентов сегментов лома-

ной.

2. Дополнительное. Доказать, что в регулярном случае реше-

ние 𝑅∗ уравнения (10) соответствует асимптотически устой-

чивому положению равновесия (26) уравнения (23) при 𝜎1 =

𝜎2 = 𝜎. Для этого достаточно показать, что 𝛷′(𝑅∗) > 0.

3. Исследовать устойчивость положений равновесия уравне-

ния (25) в линейном приближении: для этого найти положе-

ния равновесия и посчитать численно корни характеристи-

ческого многочлена линеаризованной системы.

4. Построить фазовый портрет уравнения (25) для тех вари-

антов параметров, которые были разобраны в задании 1.

Сначала рассмотреть случай 𝜈 = 0 (см. (11)), далее 𝜈 ≠ 0.

Отметить устойчивые и неустойчивые равновесия системы.

5. Численно построить решение уравнения (23) для началь-

ных значений 𝛿 и �̇� из области притяжения устойчивого по-

ложения равновесия системы (25) и вне её. В случае, если

происходит остановка первой или второй точки системы,

проверить условия для трения покоя (7), (8), и выяснить, бу-

дет ли точка двигаться после остановки в обратную сторону

по направляющей или остановится.

6. Дополнительное. Написать программу численного интегри-

рования задачи Коши по схеме раздела 3.2.3 с проверкой

случаев остановки и автоматического переключения на ин-

тегрирование соответствующей системы уравнений.
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